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Pohodna funkji

De�nija 1 (F. Leja, Rahunek ró»nizkowy i aªkowy, Warszawa 1978).

Nieh f b�dzie funkj¡ odwzorowuj¡¡ przedziaª (a, b) w zbiór ⊂ R, x0 i x

b�d¡ dwoma ró»nymi punktami przedziaªu, a h = x− x0. Wyra»enie

f(x0 + h)− f(x0)

h
(1)

nazywamy ilorazem ró»niowym funkji f mi�dzy punktami x i x0.

Przykªad 1.

We¹my funkj� liniow¡ f(x) = a1x+ a0. Iloraz ró»niowy przyjmie posta¢:

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
[a1(x0 + h) + a0]− (a1x0 + a0)

h
=
a1h

h
= a1. (2)

Dla funkji staªej (a1 = 0) iloraz ró»niowy wynosi zero.

Przykªad 2.

We¹my funkj� kwadratow¡ f(x) = a2x
2
. Oblizamy iloraz ró»niowy

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
a2(x0 + h)

2 − a2x20
h

=
2a2x0h+ a2h

2

h
= 2a2x0+a2h. (3)

W graniy h→ 0 otrzymujemy 2a2x0.
De�nija 2.

Je»eli iloraz ró»niowy ma grani� dla h→ 0, to grani� oznazamy f ′(x0) i
nazywamy pohodn¡ funkji f w punkie x0.

Przykªad 3.

Wªa±iwo±i pohodnyh.

f(x) f ′(x)
xn nxn−1

sinx cosx
cosx − sinx

e

x = exp(x) e

x

lnx 1

x

ax ax ln a√
x 1

2
√
x

(u+ v)
′
= u′ + v′,

(uv)
′
= u′v + v′u,

(u

v

)′
=
u′v − v′u

v2
.

Zadanie 1.

Oblizy¢ pohodne funkji:

a) f(x) = x3 + 2x,
b) f(x) = x sinx,

) f(x) = x
2

x−1 ,

d) f(x) = tg x = sin x
cos x

,

e) f(x) = ctg x.

De�nija 3.
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Pohodna funkji zªo»onej. Nieh f1 : X → Y i f2 : Y → Z b�d¡ funkjami

na zbiorah X,Y, Z ⊃ R i f b�dzie ih zªo»eniem f = f2 ◦ f1, tak »e f (x) =
f2 [f1 (x)]. Pohodna funkji f dana jest wzorem

f ′(x) = f ′2(y)f
′
1(x), (4)

gdzie y = f1(x).

Zadanie 2.

Oblizy¢ pohodne funkji zªo»onej:

a) f(x) =
(

x2 − 1
)5
,

b) f(x) = sin (3x+ 5),

) f(x) =
√
1 + x2,

d) f(x) = ln (sinx).

Caªki

Funkja pierwotna

De�nija 4 (F. Leja, Rahunek ró»nizkowy i aªkowy, Warszawa 1978).

Funkj� F nazywamy funkj¡ pierwotn¡ funkji f je±li:

F ′(x) = f(x). (5)

Inazej mówimy o aªe nieoznazonej F (x) =
∫

f(x)dx. Oblizanie funkji

pierwotnej do f nazywamy aªkowaniem funkji f .

Przykªad 4 (wªa±iwo±i aªek).

Funkja pierwotna wyznazona jest z dokªadno±i¡ do staªej:

[F (x) + C]′ = F ′(x) + 0 = f(x). (6)

Staª¡ C nazywamy staª¡ aªkowania.

f(x)
∫

f(x)dx
xn 1

n+1
xn+1

sinx − cosx
cosx sinx

e

x = exp(x) e

x

1

x
lnx

∫

(f(x) + g(x)) dx =

∫

f(x)dx

+

∫

g(x)dx,

∫

Af(x)dx = A

∫

f(x)dx.

Zadanie 3.

Obliz:

a)

∫

3 cosxdx, b)

∫ (

x3 − 5x+ 2
)

dx.

Zwi¡zek aªki z polem

We¹my f - funkj� i¡gª¡ i dodatni¡ w [a, b] i P = P (x) pole ogranizone

krzyw¡, osi¡ odi�tyh i rz�dnymi w a i x (Rys. 1). Podzielmy powierzhni�

P na wiele ienkih pasków o szeroko±i h. Zakªadaj¡, »e zarówno x, jak i

x + h ∈ [a, b], ró»nia P (x + h) − P (x) równa jest powierzhni paska i speªnia

nierówno±i

f(xmin)h 6 P (x+ h)− P (x) 6 f(xmax)h, (7)

gdzie f(xmin) to najmniejsza, a f(xmax) najwi�ksza warto±¢ funkji f w prze-

dziale [x, x + h]. Dziel¡ obustronnie przez h otrzymujemy

f(xmin) 6
P (x+ h)− P (x)

h
6 f(xmax). (8)

Dla h → 0 mamy f(xmin) → f(x) i f(xmax) → f(x), a iloraz ró»niowy

przehodzi w pohodn¡, dostajemy wi� równanie:

P ′(x) = f(x). (9)
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Rysunek 1. Pole ogranizone krzyw¡.

Tak zde�niowane pole jest wi� funkj¡ pierwotn¡ funkji f . Jak ju» wiemy,

pierwotn¡ zawsze otrzymujemy z dokªadno±i¡ do staªej, tak wi�

P (x) = F (x) + C. (10)

Staª¡ aªkowania otrzymujemy z warunku P (a) = 0 (skoro przez P oznazyli±my

pole pomiedzy a a x). St¡d C = −F (a). Ostateznie

P (x) = F (x)− F (a). (11)

Pole zaiemnione jak na Rys. 1 przyjmuje wi� warto±¢ F (b) − F (a). Alterna-
tywnie zapisujemy to w postai

P =

∫ b

a

f(x)dx. (12)

Zadanie 4.

Obliz:

a)

∫ π

0
sinxdx, b)

∫ 1

0
x2dx.
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Rysunki
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Rysunek 2. Wybrane funkje elementarne.
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Rysunek 3. Wybrane funkje trygonometryzne.

4


