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Zjawisko fotoelektryczne zewn¦trzne

Nie wszystkie zjawiska optyczne mo»na wytªumaczy¢ na gruncie
falowej teorii ±wiatªa. Wa»n¡ rol¦ w rozwoju pogl¡dów na natur¦
±wiatªa odegraªo zjawisko fotoelektryczne zewn¦trzne.

Zjawisko polega na tym, »e wi¡zka ±wiatªa monochromatycznego
o wystarczaj¡co krótkiej fali padaj¡ca na pªytk¦ metalow¡
(fotokatod¦) wyrywa z niej elektrony (fotoelektrony).

Energia najszybszych elektronów wynosi Ek,max = eV0, gdzie V0

jest potencjaªem hamuj¡cym.
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Zjawisko fotoelektryczne zewn¦trzne

Gªówne obserwacje do±wiadczalne:
(a) energia kinetyczna fotoelektronów nie zale»y od nat¦»enia
±wiatªa [powinna wzrasta¢ z nat¦»eniem ±wiatªa];
(b) zjawisko wyst¦puje, je»eli cz¦stotliwo±¢ ±wiatªa jest wy»sza
od pewnej cz¦stotliwo±ci progowej ν0, czyli je»eli dªugo±¢ fali jest
krótsza ni» progowa dªugo±¢ fali λ0 = c/ν0 [powinno wyst¦powa¢
dla dowolnej cz¦stotliwo±ci przy odpowiednio du»ym nat¦»eniu];
(c) gdy ±wiatªo jest dostatecznie sªabe, fotoelektrony powinny
wykazywa¢ opó¹nienie w czasie w stosunku do pocz¡tku
na±wietlania, niezb¦dne do magazynowania energii przez
elektron, aby mógª wykona¢ prac¦ wyj±cia z materiaªu katody.

Tych obserwacji nie daje si¦ wytªumaczy¢ w ramach �zyki
klasycznej i teorii falowej.
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Równanie Einsteina

Albert Einstein (1905) wyja±niª efekt fotoelektryczny dzi¦ki
zaªo»eniu, »e wi¡zka ±wiatªa rozchodzi si¦ w przestrzeni
w postaci fotonów, z których ka»dy unosi porcj¦ (kwant) energii
hν.

Równanie Einsteina wyra»a zasad¦ zachowania energii
w przypadku pochªoni¦cia pojedy«czego fotonu przez pojedy«czy
elektron.

hν = E0 + Ek,max , (1)

gdzie E0 jest prac¡ wyj±cia, czyli minimaln¡ energi¡ potrzebn¡
do uwolnienia elektronu z katody.

Z do±wiadczenia mo»emy wyznaczy¢ staª¡ Plancka
h = 6.62× 10−34J · s = 4.14× 10−15eV · s.
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Do±wiadczenie Comptona
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Do±wiadczenie Comptona

W do±wiadczeniu Comptona (1923) wi¡zka promieniowania
rentgenowskiego byªa kierowana na gra�tow¡ tarcz¦. Mierzono
dªugo±¢ i nat¦»enie promieniowania rozproszonego w ró»nych
kierunkach wzgl¦dem kierunku wi¡zki padaj¡cej.

Wi¡zka padaj¡ca: dªugo±¢ λ = 71.1pm,
energia hc/λ = 17.5keV .

Wi¡zka rozproszona: maksima dla λ i λ′ > λ.

Wyja±nienie: fotony nios¡ p¦d (Einstein 1916)

p =
hν

c
=

h

λ
. (2)

Przesuni¦cie comptonowskie

∆λ = λ′ − λ =
h

mc
(1− cosφ), (3)

gdzie φ jest k¡tem rozproszenia, m masa cz¡stki.
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Do±wiadczenie Younga

W jaki sposób ±wiatªo mo»e by¢ fal¡ (rozci¡gª¡ w przestrzeni) i
fotonami (powstaj¡cymi i znikaj¡cymi w pewnym obszarze)?

Ró»ne wersje do±wiadczenia Younga:
(a) wersja standardowa (Young 1801),
(b) wersja jednofotonowa (Taylor 1909),
(c) szerokok¡tna wersja jednofotonowa (Lai, Diels 1992).

Wnioski:
(a) ±wiatªo jest generowane w ¹ródle w postaci fotonów,
(b) ±wiatªo jest pochªaniane w detektorze w postaci fotonów,
(c) ±wiatªo porusza si¦ pomi¦dzy ¹ródªem i detektorem jako fala
prawdopodobie«stwa.
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Fale materii de Broglie'a

Postulat de Broglie'a (1924): elektron i inne cz¡stki mo»na
opisa¢ jako fale materii.

Dªugo±¢ fali de Broglie'a λ = h/p, p to p¦d cz¡stki.

Wery�kacja do±wiadczalna dla elektronu: Davisson, Germer,
Thomson (1927).

1994 - interferencja dla cz¡steczek jodu I2.

1999 - interferencja dla fulerenów C60 i C70.

Dyfrakcja elektronów i neutronów wykorzystywana jest do
badania struktury atomowej ciaª staªych i cieczy.
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Funkcja falowa

Jaka wielko±¢ opisuje fale materii?

Zespolona funkcja falowa Ψ(x , y , z , t).

W wielu przypadkach mo»na zapisa¢
Ψ(x , y , z , t) = ψ(x , y , z) · exp(−iωt).

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa |Ψ|2 = ΨΨ∗,∫
|Ψ|2dxdydz = 1 (unormowanie). (4)

Prawdopodobie«stwo (przypadaj¡ce na jednostk¦ czasu)
wykrycia cz¡stki w maªej obj¦to±ci wokóª danego punktu w fali
materii jest proporcjonalne do warto±ci |Ψ|2 w tym punkcie.

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Fale materii 2022 13 / 34



Równanie Schrödingera

Jak znajdujemy funkcj¦ falow¡?

Fale materii speªniaj¡ równanie Schrödingera (1926).

Rozwa»my cz¡stk¦ poruszaj¡c¡ si¦ w kierunku x w obszarze, w
którym dziaªaj¡ce siªy powoduj¡, »e ma ona energi¦ potencjaln¡
U(x). W tym szczególnym przypadku r. S. mo»emy zapisa¢

− h2

8π2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ, (5)

gdzie E jest caªkowit¡ energi¡ mechaniczn¡ cz¡stki.

Równania Schrödingera nie wyprowadza si¦, jest to postulat
mechaniki kwantowej. Jest to równanie nierelatywistyczne
jednocz¡stkowe.
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Równanie Schrödingera dla cz¡stki swobodnej

Dla cz¡stki swobodnej U(x) = 0, E = mv 2/2, p = mv .

Fala de Broglie'a λ = h/p, liczba falowa k = 2π/λ.

Równanie Schrödingera sprowadza si¦ do postaci

d2ψ

dx2
+ k2ψ = 0, k =

√
8π2mE

h2
. (6)

Ogólne rozwi¡zanie (fala biegn¡ca)

ψ(x) = C1e
ikx + C2e

−ikx . (7)

Ψ(x , t) = ψ(x)e−iωt = C1e
i(kx−ωt) + C2e

−i(kx+ωt). (8)

Fala biegn¡ca w prawo: C2 = 0.
G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa |Ψ|2 = |C1|2 ma staª¡ warto±¢
wzdªu» caªej osi x .
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Niesko«czony próg potencjaªu

Niech U(x) = 0 dla x < 0, U(x) = +∞ dla x > 0.

Warunek na brzegu ψ2(x) = 0 dla x > 0.

Rozwi¡zanie dla x < 0 (interferencja fal)

ψ1(x) = C1e
ikx − C1e

−ikx = 2iC1 sin(kx). (9)

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa

|ψ1|2 ∼ sin2(kx), k =

√
8π2mE

h2
. (10)

Minima dla kx = −nπ, n = 0, 1, 2, . . .
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Niesko«czony próg potencjaªu
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Zasada nieoznaczono±ci Heisenberga

Zasada nieoznaczono±ci Heisenberga (1927) dla skªadowych
poªo»enia i p¦du

∆x ·∆px ≥ h/(2π), (11)

∆y ·∆py ≥ h/(2π), (12)

∆z ·∆pz ≥ h/(2π). (13)

Istnieje fundamentalne ograniczenie na wielko±ci niepewno±ci
pomiarowych, które nie wynika z niedoskonaªo±ci przyrz¡dów
pomiarowych.
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Sko«czona bariera potencjaªu
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Sko«czona bariera potencjaªu

Niech U(x) = 0 dla x < 0 i x > L,
U(x) = U0 dla 0 < x < L.

Warunek na energi¦ cz¡stki 0 < E < U0.

Rozwi¡zanie równania Schrödingera

ψ1(x) = C1e
ikx + C2e

−ikx , k =

√
8π2mE

h2
, (14)

ψ2(x) = C3e
qx + C4e

−qx , q =

√
8π2m(U0 − E )

h2
, (15)

ψ3(x) = C5e
ikx . (16)
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Zjawisko tunelowe

Wpóªczynnik odbicia R = |C2/C1|2, T + R = 1.

Wspóªczynnik transmisji T = |C5/C1|2 ≈ e−2qL.

Zjawisko tunelowe (tunelowanie przez barier¦) to kwantowe
zjawisko przej±cia cz¡stki przez barier¦ potencjaªu o wysoko±ci
wi¦kszej ni» energia cz¡stki.

Zastosowanie: dioda tunelowa (szybkie wyª¡czanie przepªywu
elektronów).

Nobel 1973: L. Esaki (tunelowanie w póªprzewodnikach), I.
Giaever (tunelowanie w nadprzewodnikach), B. Josephson
(zª¡cze Josephsona).

Nobel 1986: G. Binning, H. Rohrer (STM).
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Skaningowy mikroskop tunelowy (STM)
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Niesko«czona studnia potencjaªu

Niech U(x) = 0 dla 0 < x < L, oraz
U(x) = +∞ dla x < 0 i x > L.

Warunek na brzegu ψ(x) = 0 dla x < 0 i x > L.

Rozwi¡zanie równania Schrödingera

ψ(x) = C1 sin kx , k =

√
8π2mE

h2
, (17)

sin kL = 0 (kwantowanie energii), (18)

knL = nπ, n = 1, 2, . . . (19)

En =
k2nh

2

8π2m
=

n2h2

8mL2
, n to liczba kwantowa. (20)
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Niesko«czona studnia potencjaªu
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Niesko«czona studnia potencjaªu
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Reguªa lokalizacji przestrzennej

Lokalizacja fali w przestrzeni prowadzi do kwantyzacji, a wi¦c do
powstania stanów o dyskretnych energiach. Zlokalizowana fala
mo»e przyjmowa¢ jedynie takie energie.

P¦d cz¡stki w studni pn =
√
2mEn = nh/(2L).

Dªugo±¢ fali de Broglie'a λ = h/pn = 2L/n.
Mamy analogi¦ do fal stoj¡cych w linie sztywno zamocowanej na
ko«cach.

Stan podstawowy: n = 1, energia E1.

Pierwszy stan wzbudzony: n = 2, energia E2 = 4E1.

Drugi stan wzbudzony: n = 3, energia E3 = 9E1.
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Zmiany energii

Elektron w puªapce d¡»y do zaj¦cia stanu o najni»szej
dozwolonej energii, czyli do zaj¦cia stanu podstawowego.

Elektron mo»e zmieni¢ stan, mo»e nast¡pi¢ przeskok kwantowy
ze stanu En1 do stanu En2. Energia niezb¦dna do przej±cia
wynosi ∆E = En2 − En1.

Zlokalizowany elektron mo»e zosta¢ wzbudzony przez
pochªoni¦cie fotonu, ale energia fotonu hν musi by¢ dokªadnie
równa ró»nicy energii ∆E pomi¦dzy poziomami.

hν = ∆E = En2 − En1 (absorpcja fotonu). (21)

Kiedy elektron osi¡ga stan wzbudzony, to szybko ulega
deekscytacji, zmniejszaj¡c swoj¡ energi¦. Elektron mo»e
zmniejszy¢ swoj¡ energi¦ przez emisj¦ fotonu, a wtedy energia
fotonu musi by¢ równa ró»nicy energii mi¦dzy poziomami
pocz¡tkowym i ko«cowym elektronu.
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Zasada korespondencji

Ze wzrostem liczby kwantowej n prawdopodobie«stwo detekcji
elektronu w studni staje si¦ coraz bardziej jednorodne. Wynik ten
jest przykªadem ogólnej zasady zwanej zasad¡ odpowiednio±ci
(korespondencji): dla dostatecznie du»ych liczb kwantowych
przewidywania �zyki kwantowej przechodz¡ w sposób ci¡gªy
w przewidywania �zyki klasycznej (N. Bohr).

Drugi wa»ny wniosek z problemu studni to niezerowa energia
stanu podstawowego (energia drga« zerowych). Dla n = 0
otrzymujemy co prawda E = 0, ale wtedy ψ(x) = 0, co
interpretujemy jako brak cz¡stki w studni.
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Pudªo prostok¡tne

Rozwa»my elektron uwi¦ziony w trójwymiarowej niesko«czonej
studni potencjaªu (pudle) o rozmiarach Lx , Ly , Lz .

Z równania Schrödingera otrzymujemy energi¦

Enx ,ny ,nz =
h2

8m

(
n2x
L2x

+
n2y
L2y

+
n2z
L2z

)
, (22)

gdzie nx , ny , nz s¡ trzema liczbami kwantowymi opisuj¡cymi
stan elektronu.

Funkcja falowa ma posta¢

ψ(x , y , z) = ψx(x) · ψy (y) · ψz(z). (23)

Stan podstawowy nx = ny = nz = 1.
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Atom wodoru

Rozwa»my atom wodoru, czyli par¦ elektron i proton,
oddziaªuj¡c¡ siª¡ elektrostatyczn¡.

U(r) = − e2

4πε0r
. (24)

Z równania Schrödingera otrzymujemy energi¦

En = − me4

8ε20h
2n2

, n = 1, 2, . . . (25)

Energia stanu podstawowego E1 = −13.6eV .

Promie« Bohra a0 = h2ε0/(πme2) = 52.9pm.
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Poziomy energetyczne atomu wodoru
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Liczby kwantowe w atomie wodoru

Liczby kwantowe w atomie wodoru

Symbol Nazwa Dozwolone warto±ci
n gªówna l. k. 1, 2, 3, . . .
l orbitalna l. k. 0, 1, 2, . . . , n − 1
ml magnetyczna l. k. −l ,−l + 1, . . . , l − 1, l

Gªówna liczba kwantowa odpowiada odlegªo±ci od j¡dra. Orbitalna
liczba kwantowa jest miar¡ wielko±ci momentu p¦du zwi¡zanego ze
stanem kwantowym. Magnetyczna liczba kwantowa jest zwi¡zana
z przestrzenn¡ orientacj¡ wektora orbitalnego momentu p¦du.
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Stan podstawowy atomu wodoru

Liczby kwantowe n = 1, l = 0, ml = 0 (zerowy moment p¦du).

Funkcja falowa stanu podstawowego

ψ(r) =
1

√
πa

3/2
0

exp(−r/a0). (26)

Radialna g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa P(r),

P(r)dr = |ψ(r)|2dV = |ψ(r)|24πr 2dr , (27)

P(r) =
4r 2

a30
exp(−2r/a0), (28)∫ +∞

0

P(r)dr = 1 (unormowanie). (29)
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Radialna g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa dla stanu

podstawowego atomu wodoru P(r)
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