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Drgania

Drgania to ruchy powtarzaj¡ce si¦, ciaªo powraca do tych
samych punktów.

Je»eli czas powtarzalno±ci ruchu jest staªy, to nazywamy go
okresem T , a ruch nazywamy okresowym (periodycznym).

Odwrotno±¢ okresu nazywamy cz¦stotliwo±ci¡, f = 1/T ,
[f ] = 1/s = 1Hz (herc).

Przykªady ruchów drgaj¡cych: koªysz¡ca si¦ ªód¹, wahaj¡cy si¦
»yrandol, ruch ci¦»arka zawieszonego na spr¦»ynie.

Drgania wyst¦puj¡ce w realnym ±wiecie zwykle s¡ tªumione i
ruch stopniowo zanika.
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Ruch harmoniczny
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Ruch harmoniczny

Ruch harmoniczny jest to ruch okresowy opisany równaniem

x(t) = xm cos(ωt + φ0), (1)

gdzie xm to amplituda drga« (zawsze dodatnia), ω = 2π/T
cz¦sto±¢ (koªowa), φ0 faza pocz¡tkowa.

Wyra»enie (ωt + φ0) jest faz¡ ruchu harmonicznego.

Poªo»enie x(t) zmienia si¦ w przedziale od −xm do xm.

Czasem ruch harmoniczny opisuje si¦ równaniem

x(t) = xm sin(ωt + φ1), (2)

ale oznacza to tylko zmian¦ φ1 = φ0 + π/2.
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Pr¦dko±¢ i przyspieszenie w ruchu harmonicznym

Zauwa»my, »e x(t + nT ) = x(t), n liczba caªkowita.

Pr¦dko±¢ w ruchu harmonicznym

v =
dx

dt
= −xmω sin(ωt + φ0). (3)

Przyspieszenie w ruchu harmonicznym

a =
dv

dt
= −xmω2 cos(ωt + φ0) = −ω2x . (4)

Zwi¡zek ruchu harmonicznego z ruchem jednostajnym po
okr¦gu: ruch harmoniczny jest ruchem rzutu punktu
poruszaj¡cego si¦ ruchem jednostajnym po okr¦gu na ±rednic¦
okr¦gu, po którym ten ruch si¦ odbywa.
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Oscylatory

Ciaªa lub ukªady wykonuj¡ce drgania nosz¡ nazw¦ oscylatorów.
Rozró»niamy oscylatory mechaniczne, elektryczne, atomowe i
j¡drowe, które ró»ni¡ si¦ rodzajem drgaj¡cej wielko±ci �zycznej i
zakresem cz¦sto±ci drga«.

Aby ukªad mógª wykonywa¢ drgania, musz¡ by¢ speªnione
nast¦puj¡ce warunki:
(a) istnieje poªo»enie równowagi i przywracaj¡ca je siªa zwrotna;
(b) ukªad ma bezwªadno±¢;
(c) opory ruchu nie s¡ zbyt du»e.
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Drgania spr¦»yste

Rozwa»my klocek poruszaj¡cy si¦ bez tarcia po poziomej
powierzchni, który przymocowano do poziomej spr¦»yny.

Z drugiej zasady dynamiki Newtona otrzymujemy równanie ruchu

−kx = ma, a = − k

m
x . (5)

Z porównania ze zwi¡zkiem kinematycznym dostajemy

ω =

√
k

m
, T = 2π

√
m

k
. (6)

Mamy tu przykªad oscylatora mechanicznego.
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Energia w ruchu harmonicznym

Z zasady zachowania energii mechanicznej wiemy, »e caªkowita
energia oscylatora pozostaje staªa, ale wyst¦puje zamiana energii
kinetycznej w potencjaln¡ i z powrotem.
Energia potencjalna oscylatora

Ep(t) =
1
2
kx2 =

1
2
kx2mcos

2(ωt + φ0). (7)

Energia kinetyczna oscylatora

Ek(t) =
1
2
mv 2 =

1
2
mω2x2msin

2(ωt + φ0). (8)

Energia caªkowita (k = ω2m)

Ec = Ek + Ep =
1
2
kx2m. (9)
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Wahadªo matematyczne
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Wahadªo matematyczne

Wahadªem matematycznym nazywamy punkt materialny
zawieszony na dªugiej, nierozci¡gliwej nitce.

Masa punktu wynosi m, dªugo±c nitki d .

Siª¦ ci¦»ko±ci mg dziaªaj¡c¡ na punkt materialny rozkªadamy na
dwie skªadowe - równolegª¡ i prostopadª¡ do nitki.

Skªadowa równolegªa mg cosα jest równowa»ona przez siª¦
naci¡gu nitki N .

Skªadowa prostopadªa mg sinα jest bezpo±redni¡ przyczyn¡
drga« wahadªa. Moment siªy wynosi M = −mgd sinα.
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Wahadªo matematyczne

Z drugiej zasady dynamiki dla ruchu obrotowego mamy M = I ε,
gdzie I = md2 jest momentem bezwªadno±ci punktu
materialnego wzgl¦dem punktu zawieszenia nitki.
Je»eli amplituda drga« jest maªa, to mo»emy przybli»y¢
sinα ≈ α. Dostajemy równanie

−mgdα = md2ε, ε = −g

d
α. (10)

Z porównania ze zwi¡zkiem kinematycznym dostajemy

ω =

√
g

d
, T = 2π

√
d

g
. (11)

Je»eli amplituda drga« jest du»a, to mamy do czynienia
z wahadªem anharmonicznym, dla którego okres zale»y od
amplitudy.
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Wahadªo �zyczne
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Wahadªo �zyczne

Wahadªem �zycznym nazywamy bryª¦ sztywn¡ wahaj¡c¡ si¦
wokóª osi obrotu nie przechodz¡cej przez jej ±rodek masy.
Masa bryªy wynosi m, moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osi
obrotu I . �rodek masy bryªy znajduje si¦ w odlegªo±ci d od osi
obrotu.
Podobnie jak dla wahadªa matematycznego zapisujemy równanie
ruchu w przybli»eniu maªych drga«

−mgdα = I ε, ε = −mgd

I
α. (12)

Z porównania ze zwi¡zkiem kinematycznym dostajemy

ω =

√
mgd

I
, T = 2π

√
I

mgd
. (13)
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Pomiar przyspieszenia ziemskiego

Wahadªo �zyczne mo»e by¢ wykorzystane do pomiaru
przyspiesznie ziemskiego.

Rozwa»my jednorodny pr¦t o masie m i dªugo±ci h zawieszony
na jednym ko«cu.

Moment bezwªadno±ci pr¦ta wzgl¦dem jego ko«ca wynosi
I = mh2/3, a odlegªo±¢ ±rodka masy od osi obrotu d = h/2.

Ze wzoru na okres drga« otrzymujemy

g =
4π2I
mdT 2

=
8π2h
3T 2

. (14)
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Wahadªo torsyjne

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Drgania i fale 2024 15 / 41



Wahadªo torsyjne

Wahadªem torsyjnym nazywamy bryª¦ sztywn¡ (okr¡gªa tarcza,
krzy»ak, itp.) zawieszon¡ na pr¦cie, którego drugi koniec jest
nieruchomy. Skr¦cenie wahadªa o k¡t α powoduje powstanie
momentu siªy d¡»¡cego do przywrócenia bryªy do poªo»enia
równowagi.
Moment siªy jest proporcjonalny do warto±ci k¡ta (prawo
Hooke'a) M = −Dα, gdzie D nazywamy momentem kieruj¡cym.
Warto±¢ D zale»y od rozmiaru pr¦ta i rodzaju materiaªu.
Równanie ruchu ma posta¢

−Dα = I ε, ε = −D

I
α. (15)

Z porównania ze zwi¡zkiem kinematycznym dostajemy

ω =

√
D

I
, T = 2π

√
I

D
. (16)
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Ruch harmoniczny tªumiony

Ukªad drgaj¡cy, który oddziaªywuje ze swym otoczeniem zwykle
traci energi¦ i zmniejsza amplitud¦ drga«. Zwykle przyczyn¡
zanikania drga« jest tarcie.

Rozwa»my oscylator harmoniczny z siª¡ oporu proporcjonaln¡ do
pr¦dko±ci Ft = −bv .
Równanie ruchu ukªadu ma posta¢

−bv − kx = ma, (17)

m
d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ kx = 0. (18)

Oznaczamy ω2
0 = k/m (cz¦sto±¢ drga« wªasnych/swobodnych),

2β = b/m (wspóªczynnik tªumienia).
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Ruch harmoniczny tªumiony

Rozwi¡zanie równania dla maªego tªumienia (ω2
0 > β2) ma

posta¢
x(t) = xm exp(−βt) cos(ωt + φ0), (19)

ω =
√
ω2
0 − β2. (20)

Wyraz xm exp(−βt) interpretujemy jako amplitud¦ malej¡c¡
z czasem.
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Ruch harmoniczny tªumiony
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Drgania wymuszone

Je»eli chcemy utrzyma¢ staªo±¢ amplitudy drga« ukªadu
tªumionego, to musimy do tego ukªadu doprowadzi¢
systematycznie t¦ ilo±¢ energii, któr¡ ukªad traci w wyniku
tªumienia.
Siªa wymuszaj¡ca Fw = F0 cos(Ωt), gdzie F0 amplituda,
Ω cz¦sto±¢ siªy wymuszaj¡cej.
Równanie ruchu ukªadu ma posta¢

m
d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ kx = F0 cos(Ωt). (21)

Ustalone drgania wymuszone maj¡ posta¢

x(t) = xm(Ω) cos[Ωt + φ0(Ω)], (22)

xm(Ω) =
F0

m
√

(ω2
0 − Ω2)2 + 4β2Ω2

. (23)
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Krzywe rezonansowe
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Rezonans

Rezonansem nazywamy zjawisko silnego wzrostu amplitudy
drga« ukªadu drgaj¡cego dla okre±lonych cz¦sto±ci siªy
wymuszaj¡cej.

Maksymaln¡ warto±¢ amplitudy xm(Ω) otrzymamy dla

Ω = Ωr =
√
ω2
0 − 2β2, (24)

xm(Ωr ) =
F0

2mβ
√
ω2
0 − β2

. (25)

Dla maªego tªumienia Ωr ≈ ω0.
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Rezonans

Ze wzrostem tªumienia mo»na zaobserwowa¢, »e:
(a) Ωr maleje,
(b) amplituda xm(Ωr ) maleje,
(c) szeroko±¢ krzywej rezonansowej ro±nie.

Szeroko±¢ poªówkowa krzywej rezonansowej (szeroko±¢ krzywej
w poªowie wysoko±ci) wynosi w przybli»eniu ∆Ω = 2

√
3β.

Wszystkie konstrukcje mechaniczne maj¡ jedn¡ lub wi¦cej
cz¦sto±ci wªasnych. Je»eli na t¦ konstrukcj¦ dziaªa du»a siªa
zewn¦trzna zmieniaj¡ca si¦ z cz¦sto±ci¡ blisk¡ cz¦sto±ci wªasnej,
to powstaj¡ce drgania mog¡ zniszczy¢ konstrukcj¦.
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Ruch falowy

Przedstawione do tej pory ruchy mechaniczne charakteryzowaªy
si¦ tym, »e w miar¦ upªywu czasu przemieszczaªy si¦ ciaªa
obdarzone mas¡. Nast¦powaª transport masy, a z tym zwi¡zany
byª transport energii.

W ruchu falowym transport energii nie jest zwi¡zany
z transportem masy. Przemieszcza si¦ zaburzenie o±rodka, a nie
masa.

Przykªady fal mechanicznych: falowanie powierzchni wody po
wrzuceniu kamienia, przenoszenie odksztaªcenia spr¦»ystego
wzdªu» spr¦»yny, fala nadci±nienia po wybuchu bomby.
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Ruch falowy

Przykªady zaburze« pól: fale pola elektromagnetycznego (nie
potrzebuj¡ o±rodka!), fale polaryzacji elektrycznej lub
magnetycznej, fale grawitacyjne (postulowane przez Ogóln¡
Teori¦ Wzgl¦dno±ci).

W �zyce wyst¦puj¡ równie» fale materii (fale de Broglie'a), które
s¡ alternatywnym do klasycznego (czyli korpuskularnego)
sposobem opisu obiektów materialnych. Wedªug hipotezy de
Broglie'a dualizmu korpuskularno-falowego ka»dy obiekt
materialny mo»e by¢ opisywany na dwa sposoby: jako zbiór
cz¡stek albo jako fala.
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Fale mechaniczne

Fale mechaniczne mog¡ si¦ rozchodzi¢ w takim o±rodku, który
charakteryzuje si¦ okre±lonym rodzajem spr¦»ysto±ci.

Fala poprzeczna jest to fala, w której kierunek drga« cz¡stek
o±rodka jest prostopadªy do kierunku rozchodzenia si¦ fali.
Przykªad: fala wzdªu» naci¡gni¦tej liny, fala elektromagnetyczna.

Fale mechaniczne poprzeczne mog¡ powstawa¢ tylko w takich
o±rodkach, które charakteryzuj¡ si¦ spr¦»ysto±ci¡ postaciow¡
(ciaªa staªe).
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Fale mechaniczne

Fala podªu»na jest to fala, w której drgania odbywaj¡ si¦
w kierunku zgodnym z kierunkiem jej rozchodzenia si¦.
Przykªad: fala d¹wi¦kowa, fala w zwojach spr¦»yny.

Fale mechaniczne podªu»ne mog¡ powstawa¢ w o±rodkach
o spr¦»ysto±ci obj¦to±ciowej (pªyny) lub o spr¦»ysto±ci
postaciowej.

Pr¦dko±ci¡ fali nazywamy pr¦dko±¢, z jak¡ rozchodzi si¦
w przestrzeni zaburzenie o±rodka.
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Parametry fali

Rozwa»my fal¦ sinusoidaln¡ poprzeczn¡, rozchodz¡c¡ si¦
w dodatnim kierunku x . Przemieszczenie y dane jest wzorem

y(x , t) = ym sin(kx − ωt), (26)

ym to amplituda fali, argument (kx − ωt) to faza fali,
k to liczba falowa, ω to cz¦sto±¢ (koªowa) fali.

Powierzchni¡ falow¡ nazywamy powierzchni¦ utworzon¡
z punktów o±rodka, znajduj¡cych si¦ w tej samej fazie drgania.

Dªugo±ci¡ fali λ nazywamy najkrótsz¡ odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma
powierzchniami falowymi ró»ni¡cymi si¦ faz¡ o 2π. Daje to
zwi¡zek kλ = 2π.
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Parametry fali

Okres T fali to czas, w którym dany punkt o±rodka wykona
jedno peªne drganie. Daje to zwi¡zek ωT = 2π.

k =
2π
λ
, ω =

2π
T
. (27)

Po czasie ∆t powierzchnia falowa (punkt o ustalonej fazie)
przesunie si¦ o ∆x .

k∆x − ω∆t = 0. (28)

Mo»emy zapisa¢ pr¦dko±¢ fali jako

v =
∆x

∆t
=
ω

k
=
λ

T
= λf . (29)
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Pr¦dko±¢ fali

Dla struny lub napi¦tej liny pr¦dko±¢ fali poprzecznej okre±lona
jest wzorem

v =

√
N

µ
, (30)

gdzie N to siªa naci¡gu liny, µ to g¦sto±¢ liniowa liny.

Pr¦dko±¢ fal podªu»nych w ciaªach staªych wynosi

v =

√
E

ρ
, (31)

gdzie E to moduª Younga, ρ to g¦sto±¢ materiaªu.
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Zasada superpozycji fal

Rozwa»my dwie fale biegn¡ce jednocze±nie wzdªu» tej samej
napi¦tej liny. Przemieszczenia liny wywoªane przez ka»d¡ z fal
osobno wynosz¡ y1(x , t) i y2(x , t).

Zasada superpozycji mówi, »e wypadkowe wychylenie o±rodka
jest sum¡ algebraiczn¡

y(x , t) = y1(x , t) + y2(x , t). (32)

Warunkiem stosowania tej zasady jest ograniczenie zaburze«
o±rodka do zakresu spr¦»ysto±ci tego o±rodka (fale mechaniczne)
i do zakresu zjawisk liniowych (fale elektromagnetyczne).
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Interferencja fal

Rozwa»my dwie fale biegn¡ce jednocze±nie wzdªu» tej samej
napi¦tej liny, opisane wzorami

y1 = ym sin(kx − ωt), y2 = ym sin(kx − ωt + φ). (33)

Z zasady superpozycji dostajemy fal¦ wypadkow¡

y(x , t) = [2ym cos(φ/2)] sin(kx − ωt + φ/2). (34)

Interferencj¡ nazywamy zjawisko powstawania nowego,
przestrzennego rozkªadu amplitudy fali w wyniku nakªadania si¦
fal.

Interferencja w naszym ukªadzie mo»e by¢ konstruktywna
(φ = 0) lub destruktywna (φ = π).
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Fala stoj¡ca

Rozwa»my dwie fale biegn¡ce jednocze±nie wzdªu» tej samej
napi¦tej liny w przeciwnych kierunkach

y1 = ym sin(kx − ωt), y2 = ym sin(kx + ωt). (35)

Z zasady superpozycji dostajemy fal¦ wypadkow¡

y(x , t) = [2ym sin(kx)] cos(ωt). (36)

Wyraz 2ym sin(kx) interpretujemy jako amplitud¦ drga«
w punkcie x , która zmienia si¦ wraz z poªo»eniem (fala stoj¡ca).

Amplituda zerowa wyst¦puje dla kx = nπ (w¦zªy).

Maksymalna amplituda wyst¦puje w punktach kx = (n + 1/2)π
(strzaªki), n caªkowite.
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Odbicie od granicy

Rozwa»my impuls biegn¡cy po linie z prawa na lewo,
y1 = f1(kx + ωt). Rozwa»ymy dwa sposoby odbicia impulsu od
granicy poªo»onej w x = 0. Po odbiciu w obszarze x > 0 pojawia
si¦ fala odbita y2 = f2(kx − ωt).

Odbicie twarde. Dla x = 0 wymagamy y1 + y2 = 0 (sztywne
mocowanie), f1(ωt) + f2(−ωt) = 0, f2(ξ) = −f1(−ξ). Je»eli
f1(ξ) = ym sin(ξ), to
y2 = −ym sin(−kx + ωt) = ym sin(−kx + ωt + π). Nast¦puje
zmiana fazy o π.

Odbicie mi¦kkie. Dla x = 0 wymagamy y1 = y2,
f1(ωt) = f2(−ωt), f2(ξ) = f1(−ξ). Je»eli f1(ξ) = ym sin(ξ), to
y2 = ym sin(−kx + ωt).
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Fala stoj¡ca i rezonans

Rozwa»my strun¦ (jak w gitarze) rozpi¦t¡ mi¦dzy dwoma
zaciskami. Zaªó»my, »e wytwarzamy ci¡gª¡ fal¦ sinusoidaln¡
o pewnej cz¦sto±ci biegn¡c¡ wzdªu» struny w prawo. Fala odbije
si¦ od prawego ko«ca i zacznie biec w lewo, interferuj¡c
z pierwotn¡ fal¡.

Przy pewnych cz¦sto±ciach w strunie powstanie fala stoj¡ca,
nast¡pi rezonans.

Na ko«cach struny musz¡ by¢ w¦zªy fali, czyli nλ/2 = L, gdzie L
to dªugo±¢ struny.

Cz¦stotliwo±ci rezonansowe odpowiadaj¡ce tym dªugo±ciom fali
wynosz¡

f =
v

λ
= n

v

2L
, n = 1, 2, 3, ... (37)

gdzie v jest pr¦dko±ci¡ fali biegn¡cej w strunie.
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Fala stoj¡ca w rurze
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Fale stojace (dwa wezly na koncach), L=nλ/2
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Fala stoj¡ca w rurze
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Fale stojace (jeden koniec otwarty), L=(2n+1)λ/4

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Drgania i fale 2024 37 / 41



Fala stoj¡ca w rurze
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Dudnienia

Rozwa»my dwie fale akustyczne biegn¡ce jednocze±nie wzdªu»
tego samego kierunku. W pewnym punkcie przemieszczenia s¡
opisane wzorami (ω1 > ω2)

s1 = sm cos(ω1t), s2 = sm cos(ω2t). (38)

Z zasady superpozycji dostajemy fal¦ wypadkow¡

s = 2sm cos[(ω1 − ω2)t/2] cos[(ω1 + ω2)t/2]. (39)

Wyraz 2sm cos[(ω1 − ω2)t/2] interpretujemy jako wolno zmienn¡
amplitud¦. Cz¦sto±¢ zmian amplitudy wynosi (ω1 − ω2)/2, ale
dla fali akustycznej bardziej liczy si¦ cz¦sto±¢ pojawiania
maksymalnej amplitudy (2sm i −2sm). Dlatego cz¦sto±¢ dudnie«
okre±lamy wzorem

ωd = ω1 − ω2. (40)
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Zjawisko Dopplera

Zjawisko Dopplera polega na wzgl¦dnej zmianie cz¡stotliwo±ci
fali odbieranej przez przyrz¡d rejestruj¡cy, w stosunku do
cz¦stotliwo±ci fali wysyªanej ze ¹ródªa, gdy ¹ródªo i przyrz¡d
poruszaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie.

Je»eli f1 to cz¦stotliwo±¢ emitowana, f2 cz¦stotliwo±¢ odbierana,
v pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w o±rodku, vd pr¦dko±¢ detektora wzgl¦dem
o±rodka, vs pr¦dko±¢ ¹ródªa wzgl¦dem o±rodka, to mamy
zale»no±¢

f2 =

(
v + vd
v − vs

)
f1. (41)

Pr¦dko±ci vd i vs uwa»amy za dodatnie, gdy ¹ródªo i detektor
zbli»aj¡ si¦ do siebie.
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