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Pªyny

Pªyn to substancja zdolna do przepªywu, czyli ciecz lub gaz.
Pªyn nie jest w stanie przeciwstawi¢ si¦ napr¦»eniu ±cinaj¡cemu
(napr¦»enie styczne); mo»e dziaªa¢ siª¡ prostopadª¡ do swej
powierzchni (napr¦»enie normalne).

Cz¡steczki pªynu mog¡ si¦ swobodnie porusza¢ jedne wzgl¦dem
drugich i dlatego pªyny nie maj¡ okre±lonej postaci, przyjmuj¡c
ksztaªt naczynia, w którym s¡ zawarte.

Gazy nie maj¡ okre±lonej obj¦to±ci i zawsze caªkowicie
wypeªniaj¡ dost¦pn¡ im obj¦to±¢.

Przykªady cieczy w temperaturze pokojowej: woda, krew, rt¦¢,
oliwa.
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Pªyny

Hydrostatyka zajmuje si¦ badaniem zachowania si¦ pªynów
spoczywaj¡cych, poddanych dziaªaniu siª grawitacyjnych i siª
zewn¦trznych. Bada te» zachowanie si¦ ciaª znajduj¡cych si¦
wewn¡trz cieczy lub na jej powierzchni.

Przy opisie pªynów zamiast masy i siªy korzystamy z g¦sto±ci i
ci±nienia. Wynika to z rozci¡gªo±ci substancji, braku ksztaªtu,
mo»liwej niejednorodno±ci.
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G¦sto±¢

G¦sto±¢ (masa wªa±ciwa) jest to stosunek masy pewnej ilo±ci
substancji do zajmowanej przez ni¡ obj¦to±ci.

ρ =
∆m

∆V
. (1)

Zakªadamy, »e obj¦to±¢ ∆V jest maªa, ale o wiele wi¦ksza od
rozmiarów atomów. Zaniedbujemy "ziarnisto±¢" materii.

G¦sto±¢ jest wielko±ci¡ skalarn¡. Jednostk¡ g¦sto±ci jest kilogram
na metr do sze±cianu (kg/m3).

Wybrane g¦sto±ci (w kg/m3): przestrze« mi¦dzygwiazdowa
10−20, powietrze (20◦C , 1atm) 1.21, woda (20◦C , 1atm) 103,
rt¦¢ 7.9× 103, j¡dro uranu 3× 1017, czarna dziura (masa
Sªo«ca) 1019.
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Ci±nienie

Ci±nienie de�niujemy jako stosunek warto±ci siªy prostopadªej do
powierzchni, do wielko±ci tej powierzchni.

p =
∆F

∆S
. (2)

Jednostk¡ ci±nienia w ukªadzie SI jest paskal, 1Pa = 1N/m2.
Inne jednostki to atmosfera �zyczna (atm), tor (Tr) nazywany
milimetrem sªupa rt¦ci.

1atm = 101325Pa = 760Tr = 760mmHg . (3)

Wybrane ci±nienia w Pa: ±rodek Sªo«ca 2× 1016,
±rodek Ziemi 4× 1011, dno najwi¦kszej gª¦bi oceanicznej
1.1× 108, normalne ci±nienie krwi (skurczowe) 1.6× 104

(120mmHg).
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Pªyny w spoczynku

W wyniku dziaªania siª grawitacyjnych wewn¡trz cieczy
wyst¦puje ci±nienie hydrostatyczne, którego warto±¢ zale»y od
gª¦boko±ci.

Rozwa»my ciecz w naczyniu. Okre±lamy umownie pewn¡
obi¦to±¢ cieczy w ksztaªcie walca.

F2 = F1 + mg , p2S = p1S + ρS∆yg , p2 = p1 + ρg∆y . (4)

p = p0 + ρgh (ci±nienie na gª¦boko±ci h). (5)

Ci±nienie w pewnym punkcie w pªynie znajduj¡cym si¦
w równowadze statycznej zale»y od gª¦boko±ci tego punktu pod
powierzchni¡ pªynu, a nie zale»y od poziomych rozmiarów pªynu
ani zbiornika, w którym pªyn jest zawarty.
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Wzór barometryczny

Wzór barometryczny okre±la zale»no±¢ mi¦dzy wysoko±ci¡ w polu
grawitacyjnym h liczon¡ od poziomu odniesienia, a ci±nieniem
gazu p

p = p0 exp

(
−ρ0gh

p0

)
, (6)

gdzie p0 i ρ0 to ci±nienie i g¦sto±¢ gazu na poziomie odniesienia.
Zakªadamy staª¡ temperatur¦ gazu.

Ci±nienie powietrza zmienia si¦ wraz z wysoko±ci¡ nad poziomem
morza w bardziej skomplikowany sposób, poniewa» temperatura
nie jest staªa na ró»nych wysoko±ciach, a tak»e przyspieszenie
ziemskie maleje wraz z wysoko±ci¡.
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Prawo Pascala

Prawo Pascala (1652)

Ci±nienie wywierane na ciecz zamkni¦t¡ w jakim± naczyniu jest
przenoszone bez zmiany warto±ci na ka»dy element tej cieczy i ±cianki
zawieraj¡cego j¡ naczynia.

Prawo Pascala mo»na wykorzysta¢ do budowy prasy hydraulicznej,
która umo»liwia dziaªanie mniejsz¡ siª¡ na dªu»szej drodze, zamiast
dziaªania wi¦ksz¡ siª¡ na krótszej drodze.

p =
F1
S1

=
F2
S2
, (7)

W = F1h1 = p(S1h1) = p(S2h2) = F2h2. (8)
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Prasa hydrauliczna
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Zasada pªywania ciaª
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Zasada pªywania ciaª

Prawo Archimedesa (staro»ytno±¢)

Ka»de ciaªo zanurzone w pªynie doznaje dziaªania siªy wyporu
skierowanej pionowo do góry, równej co do warto±ci ci¦»arowi
wypartego przez to ciaªo pªynu.

Ciaªo pªywa po powierzchni cieczy lub wewn¡trz cieczy, gdy jego
ci¦»ar jest równy dziaªaj¡cej na nie sile wyporu.
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Pªyny w ruchu

Badaniem ruchu pªynów zajmuje si¦ hydrodynamika, w której
pªyn traktuje si¦ jako o±rodek ci¡gªy.

Ruch pªynów rzeczywistych jest bardzo zªo»ony i ci¡gle jeszcze
nie umiemy go w peªni opisa¢. Dlatego rozwa»a si¦ przepªyw
pªynu idealnego, który mo»na w niektórych sytuacjach stosowa¢
do przybli»onego opisu powolnego przepªywu cieczy o maªej
lepko±ci i gazów.

Pªyn idealny (doskonaªy) jest nielepki i nie±ci±liwy (staªa g¦sto±¢
pªynu).

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pªyny 2024 12 / 37



Pªyny w ruchu

Przepªyw jest ustalony (stacjonarny), gdy pr¦dko±¢
poruszaj¡cego si¦ pªynu w ka»dym punkcie nie zmienia si¦
z upªywem czasu.

Przepªyw jest laminarny (warstwowy), je»eli stanowi zespóª
warstw przemieszczaj¡cych si¦ jedna wzgl¦dem drugiej bez ich
mieszania (wirów).
Zwykle po przekroczeniu pewnej pr¦dko±ci krytycznej nast¦puje
przej±cie od przepªywu laminarnego do przepªywu turbulentnego
[liczba Reynoldsa].

Przepªyw jest turbulentny (burzliwy), je»eli w pªynie warstwy si¦
mieszaj¡ i powstaj¡ wiry.
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Równanie ci¡gªo±ci

Rozwa»my przepªyw pªynu idealnego przez poziom¡ rur¦
o zmiennym przekroju poprzecznym. Chcemy wyprowadzi¢
zale»no±¢ mi¦dzy pr¦dko±ci¡ v i polem przekroju poprzecznego
A.
W przedziale czasu ∆t przez ró»ne przekroje przepªywa taka
sama obj¦to±¢ pªynu ∆V (pªyn nie±ci±liwy)

∆V = A∆x = Av∆t. (9)

Dla ró»nych przekrojów otrzymujemy

∆V = A1v1∆t = A2v2∆t, (10)

A1v1 = A2v2 (równanie ci¡gªo±ci). (11)

Równanie ci¡gªo±ci wyra»a zasad¦ zachowania materii (masy)
w hydrodynamice.
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Równanie Bernoulliego
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Równanie Bernoulliego

Rozwa»my przepªyw pªynu idealnego przez rur¦ o zmiennym
przekroju i zmiennej wysoko±ci nad poziom odniesienia. Chcemy
znale¹¢ zale»no±¢ mi¦dzy ci±nieniami i pr¦dko±ciami pªynu
w ró»nych miejscach rury.

Z zasady zachowania energii ∆Ek = Wg + Wp.

Zmiana energii kinetycznej elementu pªynu

∆Ek =
1
2

∆mv 22 − 1
2

∆mv 21 =
1
2
ρ∆V (v 22 − v 21 ). (12)

Praca w polu grawitacyjnym (ujemna)

Wg = −∆mg(h2 − h1) = −ρg∆V (h2 − h1). (13)
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Równanie Bernoulliego

Praca zwi¡zana z ci±nieniem

Wp = F1∆x1 − F2∆x2 = p1A1∆x1 − p2A2∆x2, (14)

Wp = −(p2 − p1)∆V . (15)

Po przeksztaªceniach otrzymujemy równanie Bernoulliego

p1 +
1
2
ρv 21 + ρgh1 = p2 +

1
2
ρv 22 + ρgh2, (16)

p +
1
2
ρv 2 + ρgh = const. (17)
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Zw¦»ka Venturiego
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Zw¦»ka Venturiego

Zw¦»ka (dysza) Venturiego jest to przyrz¡d sªu»¡cy do pomiaru
pr¦dko±ci przepªywu pªynu.

Z równania ci¡gªo±ci v1A1 = v2A2.

Z równania Bernoulliego mamy

p1 +
1
2
ρv 21 = p2 +

1
2
ρv 22 , (18)

p1 − p2 =
1
2
ρ(v 22 − v 21 ) =

1
2
v 21

[(
A1

A2

)2

− 1

]
, (19)

v1 =

√
2(p1 − p2)A2

2

ρ(A2
1 − A2

2)
. (20)
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Zjawiska transportu i unoszenia

Wyja±nienie wielu zjawisk wyst¦puj¡cych w pªynach umo»liwia
kinetyczno-molekularna teoria budowy ciaª. Je»eli w pªynie
wyst¦puj¡ obszary ró»ni¡ce si¦ temperatur¡, ci±nieniem, czy
skªadem chemicznym, to pojawiaj¡ si¦ zjawiska wyrównywania,
typowo nieodwracalne, zwi¡zane z ruchem cieplnym cz¡steczek.

Je»eli w chwili pocz¡tkowej w danym ukªadzie wyst¦puj¡
w ró»nych miejscach ró»nice pewnych wielko±ci, to w wyniku
mikroruchów cz¡steczek po pewnym czasie nast¡pi
wyrównywanie, chyba »e celowo z zewn¡trz podtrzymujemy owe
ró»nice, aby wywoªa¢ zjawisko przepªywu, transportu.
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Zjawiska transportu i unoszenia

Lepko±¢ (tarcie wewn¦trzne) wi¡»e si¦ z transportem p¦du przez
cz¡steczki.

Przewodnictwo cieplne jest zwi¡zane z transportem energii przez
cz¡steczki.

Dyfuzja wi¡»e si¦ z transportem samej masy ciaªa.

Makroskopowym zjawiskiem wyrównania jest unoszenie
(konwekcja), czyli przemieszczanie si¦ caªych du»ych
makroskopowych fragmentów pªynu.
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Lepko±¢

Rozkªad pr¦dko±ci pªynu pomi¦dzy dwoma pªaskimi, równolegªymi,
poruszaj¡cymi si¦ wzgl¦dem siebie elementami.

- ∆F
∆v

-
-

-
-

-
-

-
- ∆S

6

?

∆l

∆F

∆S
= η

∆v

∆l
, η - wspóªczynnik lepko±ci. (21)
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Prawo Hagena-Poiseuille'a
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Prawo Hagena-Poiseuille'a

Rozwa»my laminarny przepªyw cieczy lepkiej przez rur¦
o promieniu wewn¦trznym R i dªugo±ci L. Ró»nica ci±nie«
statycznych na ko«cach strugi wynosi ∆p.

Problem ma symetri¦ obrotow¡ wzgl¦dem osi rury.

Mo»na pokaza¢, »e pr¦dko±¢ cieczy zale»y od odlegªo±ci od
±rodka rury

v(r) =
∆p

4ηL
(R2 − r 2). (22)

�rednia pr¦dko±¢ cieczy wynosi

vsr =
∆pR2

8ηL
. (23)
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Prawo Hagena-Poiseuille'a

Obj¦to±¢ cieczy wypªywaj¡ca z rury na jednostk¦ czasu dana jest
przez prawo Hagena-Poiseuille'a

I =
∆pπR4

8ηL
. (24)

Laminany charakter ma przepªyw krwi przez ukªad kapilarnych
naczyn krwiono±nych w ludzkim ciele. �¡czna dªugo±¢ tych
kapilar jest rz¦du 105km. Krew p¦dzona jest przez nie ró»nic¡
ci±nie« wytwarzan¡ przez serce. �cianki naczy« krwiono±nych s¡
elastyczne, dzi¦ki czemu przy wysiªku mi¦±ni przepªyw krwi
zwi¦ksza si¦ przez zmian¦ przekroju rurek.
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Wzór Stokesa

Rozwa»my kul¦ o promieniu r poruszaj¡c¡ si¦ w cieczy lepkiej
z pr¦dko±ci¡ v . Przy maªej pr¦dko±ci przepªyw jest laminary.
Siªa oporu z jak¡ ciecz dziaªa na kulk¦ dana jest wzorem Stokesa

F = 6πηrv . (25)

Wzór Stokesa mo»na zapisa¢ w postaci wyra»enia podanego
przez Newtona (wzór Newtona)

F = Cw
ρv 2

2
S , Cw =

12η
rρv

, (26)

gdzie S = πr 2 jest polem przekroju poprzecznego, Cw

bezwymiarowy wspóªczynnik, zale»ny od ksztaªtu ciaªa
opªywanego przez ciecz, ρv 2/2 energia kinetyczna na jednostk¦
obj¦to±ci cieczy.
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Liczba Reynoldsa

We wzorze na Cw i w wielu wzorach dotycz¡cych przepªywu
cieczy lepkiej pojawia si¦ bezwymiarowa liczba, któr¡ oznacza si¦
przez Re i nazywa liczb¡ Reynoldsa

Re =
rρv

η
. (27)

Wspóªczynnik oporu jest funkcj¡ liczby Reynoldsa i ksztaªtu
ciaªa. Wynika st¡d, »e dla ciaª i cieczy o takiej samej liczbie
Reynoldsa wspóªczynnik oporu jest taki sam.

Liczb¦ Reynoldsa mo»na otrzyma¢ z analizy wymiarowej, je»eli
przyjmiemy, »e czynniki �zyczne od których zale»y siªa oporu to
ρ, η, v , r .
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Przepªyw turbulentny

Dla maªych warto±ci liczby Reynoldsa przepªyw cieczy lepkiej np.
przez rur¦ jest laminarny. Przy przekroczeniu pewnej warto±ci
krytycznej Rek przepªyw staje si¦ turbulentny, cz¦sto wyst¦puj¡
pulsacje.

Dla przepªywu przez rur¦ Rek = 1160. Poni»ej Rek rozkªad
pr¦dko±ci w kapilarze jest paraboliczny. Powy»ej Rek rozkªad
pr¦dko±ci zmienia si¦ na bardziej pªaski.

Problem opisu turbulencji jest bardzo trudny i dotychczas
nierozwi¡zany (problem milenijny).

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pªyny 2024 28 / 37



Efekt Magnusa

Jest to zjawisko polegaj¡ce na powstawaniu siªy prostopadªej do
kierunku ruchu, dziaªaj¡cej na obracaj¡cy i poruszaj¡cy si¦
wzgl¦dem pªynu walec lub inn¡ bryª¦ obrotow¡.

Warto±¢ siªy okre±la prawo Kutty-�ukowskiego. Za poruszaj¡cym
si¦ walcem przepªyw pªynu jest turbulentny. Wpªyw lepko±ci jest
po±redni, polega on na przyleganiu pªynu do powierzchni walca i
przyci¡ganiu warstw pªynu.

Zjawisko opisaª w roku 1852 niemiecki �zyk H. G. Magnus.
Mo»na je zaobserwowa¢ w sporcie (piªka no»na, baseball, tenis
stoªowy), balistyce. Zjawisko byªo wykorzystywane przy budowie
okr¦tów i maszyn lataj¡cych.
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Paradoks hydrodynamiczny

Do±wiadczenia ilustruj¡ce prawo Bernoulliego i paradoks
hydrodynamiczny.

Kuleczka ping-pongowa w strumieniu powietrza.

Strumie« powietrza pomi¦dzy kartkami papieru.

Zrywanie dachu domu.

Wentylator okr¦towy.
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Pole pr¦dko±ci

W hydrodynamice znane s¡ dwa podej±cia do opisu ruchu pªynu.
1 Metoda Lagrange'a, w której ±ledzi si¦ ruch poszczególnej

cz¡steczki pªynu.
2 Metoda Eulera, w której ±ledzi si¦ ruch ró»nych cz¡stek

przechodz¡cych przez okre±lony punkt przestrzeni x , y , z . Wektor
pr¦dko±ci zale»y od poªo»enia i czasu, mówimy o polu wektora
pr¦dko±ci.

~v = ~v(~r , t) = ~v(x , y , z , t) (28)
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Strumie« pola

Rozwa»my ciecz nie±ci±liw¡ wypªywaj¡c¡ z maªego obszaru
zamkni¦tego pomi¦dzy pªaszczyznami x i x + ∆x , y i y + ∆y , z
i z + ∆z .

Φ = Φx + Φy + Φz , (29)

Φx = [vx(x + ∆x) − vx ]∆y∆z =
∂vx
∂x

∆x∆y∆z , (30)

Φy = [vy (y + ∆y) − vy ]∆x∆z =
∂vy
∂y

∆x∆y∆z , (31)

Φz = [vz(z + ∆z) − vz ]∆x∆y =
∂vz
∂z

∆x∆y∆z , (32)

Φ =

(
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

)
∆V . (33)
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Dywergencja

Dywergencj¡ (rozbie»no±ci¡) wektora pola nazywamy wyra»enie

div~v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

. (34)

Dywergencja jest przestrzenn¡ g¦sto±ci¡ strumienia pola
wektorowego ~v

Φ = (div~v)∆V . (35)

Je»eli ~v = f (r)~r , to div~v = rf ′(r) + 3f (r).

Je»eli ~v = C~r , to div~v = 3C .

Je»eli ~v = C~r/r 3, to div~v = 0.
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Równanie ci¡gªo±ci

Dla cieczy nie±ci±liwej tyle samo cieczy wpªywa co wypªywa
z ka»dego obszaru, wi¦c Φ = 0.

Ze zwi¡zku strumienia z dywergencj¡ dostajemy inn¡ posta¢
równania ci¡gªo±ci

div~v = 0. (36)
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Rotacja

Rotacj¡ pola wektorowego nazywamy wektor

rot~v =

(
∂vz
∂y

− ∂vy
∂z

)
î +

(
∂vx
∂z

− ∂vz
∂x

)
ĵ +

(
∂vy
∂x

− ∂vz
∂y

)
k̂ .

(37)

Je»eli ~v = f (r)~r , to rot~v = 0.
Rotacja pola centralnego jest równa zeru. Wszystkie pola
centralne s¡ bezwirowe.
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Rotacja a cyrkulacja

Rozwa»my cyrkulacj¦ wektora ~v po maªym konturze.
Na pªaszczy¹nie prostopadªej do z

dKz = vx∆x + vy (x + ∆x)∆y − vx(y + ∆y)∆x − vy∆y , (38)

dKz =

(
∂vy
∂x

− ∂vz
∂y

)
∆x∆y . (39)

Na pªaszczy¹nie prostopadªej do x

dKx =

(
∂vz
∂y

− ∂vy
∂z

)
∆y∆z . (40)

Na pªaszczy¹nie prostopadªej do y

dKy =

(
∂vx
∂z

− ∂vz
∂x

)
∆z∆x . (41)
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Równanie Eulera

Podstawowym równaniem hydrodynamiki dla cieczy nielepkich
jest równanie Eulera, które wyra»a zasad¦ zachowania p¦du

∂~v

∂t
+ (~v · grad)~v = (−1/ρ)gradp + ~F , (42)

gdzie ~F to siªa zewn¦trzna dziaªaj¡ca na jednostk¦ masy,

gradp =
∂p

∂x
î +

∂p

∂y
ĵ +

∂p

∂z
k̂ . (43)

Równanie Naviera-Stokesa jest równaniem ruchu dla cieczy
lepkich.
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