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Wprowadzenie

Oddziaªywanie grawitacyjne jest jednym z pi¦ciu podstawowych
oddziaªywa« w przyrodzie. Wszystkie ciaªa obdarzone mas¡
oddziaªywuj¡ grawitacyjnie.

Siªy zwi¡zane z tym oddziaªywaniem nazywamy siªami ci¡»enia
lub siªami grawitacji.

Przejawy siª grawitacji: ruchy planet, galaktyk we
Wszech±wiecie; przypªywy i odpªywy oceanów (wpªyw Ksi¦»yca);
czarne dziury (Nobel 2020).
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Prawo grawitacji

Prawo powszechnego ci¡»enia (Newton 1687)

Mi¦dzy dwoma punktami materialnymi dziaªa siªa wzajemnego
przyci¡gania wprost proporcjonalna do iloczynu mas tych punktów i
odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegªo±ci mi¦dzy nimi.

Fg = G
mAmB

r 2AB
, (1)

gdzie G = 6.67× 10−11N ·m2/kg 2 jest staª¡ grawitacji.

W zapisie wektorowym

~FAB = −G mAmB

r 2AB

~rAB
rAB

. (2)

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 3 / 31



Zasada superpozycji

Rozwa»my zbiór punktów materialnych. Szukamy wypadkowej
siªy grawitacji dziaªaj¡cej na wybrany punkt materiany z tego
zbioru.

Zasada superpozycji mówi ogólnie, »e ª¡czne dziaªanie pewnego
czynnika jest sum¡ przyczynków od poszczególnych jego ¹ródeª.
W przypadku siª grawitacji nale»y znale¹¢ sum¦ wektorow¡ siª
grawitacji z jakimi dziaªaj¡ pozostaªe punkty materialne na
wybrany punkt materialny.

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 4 / 31



Zasada superpozycji

Mo»na udowodni¢, »e ciaªo w ksztaªcie jednorodnej powªoki
kulistej przyci¡ga punkt materialny znajduj¡cy si¦ na zewn¡trz
powªoki tak, jak gdyby caªa masa powªoki byªa skupiona w jej
±rodku. Je»eli punkt materialny znajduje si¦ wewn¡trz powªoki,
to siªy grawitacyjne dziaªaj¡ce na ten punkt równowa»¡ si¦.

Je»eli dwa ciaªa maj¡ ksztaªt kulisty, a ich g¦sto±ci s¡ staªe lub
zale»¡ tylko od odlegªo±ci od ±rodków tych ciaª, to wzór na
prawo powszechnego ci¡»enia pozostaje sªuszny.
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Grawitacja w pobli»u powierzchni Ziemi

Zaªó»my, »e Ziemia jest jednorodn¡ kul¡ o masie Mz i promieniu
Rz . Z prawa grawitacji wynika, »e Ziemia przyci¡ga ciaªo o masie
m znajduj¡ce si¦ przy jej powierzchni siª¡

Fg = G
mMz

R2
z

. (3)

Z drugiej zasady dynamiki Newtona wiemy, »e Fg = mg
(g = 9.8m/s2). Z porównania obu wzorów dostajemy

g = G
Mz

R2
z

. (4)

Nale»y zauwa»y¢, »e m w prawie grawitacji, to masa grawitacyjna
(ci¦»ka), a m w drugiej zasadzie dynamiki to masa bezwªadna.
Wszystkie znane do±wiadczenia potwierdzaj¡ równo±¢ obu mas.
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Grawitacja w pobli»u powierzchni Ziemi

Oszacowanie masy Ziemi, Rz = 6.37× 106m (por. pomiar
Eratostenesa ok. roku 230 p.n.e.),

Mz =
gR2

z

G
= 5.98× 1024kg . (5)

Oszacowanie ±redniej g¦sto±ci Ziemi,

ρz =
Mz

Vz
=

Mz

(4/3)πR3
z

= 5.52× 103kg/m3. (6)

Przeci¦tna g¦sto±¢ mineraªów tworz¡cych skorup¦ ziemsk¡
wynosi 2.83× 103kg/m3. Wnioskujemy, »e najci¦»sze mineraªy
skupione s¡ w pobli»u ±rodka Ziemi. Ziemia nie jest jednorodna.
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Grawitacja w pobli»u powierzchni Ziemi

Ziemia nie jest kulista. Promie« Ziemi na równiku jest o 21 km
wi¦kszy od jej promienia na biegunie. Wniosek: ci¡»enie ziemskie
zale»y od szeroko±ci geogra�cznej.

Ziemia obraca si¦. Okres obrotu Ziemi wokóª jej osi wynosi
Tz = 24h. Przyspieszenie do±rodkowe na równiku wynosi

an = ω2Rz = (2π/Tz)
2Rz = 0.034m/s2. (7)

W ukªadzie nieinercjalnym zwi¡zanym z powierzchni¡ Ziemi siªa
grawitacyjna dziaªaj¡ca na ciaªo jest pomniejszana o warto±¢
man.

Uwaga: v = ωRz = 463m/s = 1668km/h.
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Grawitacja wewn¡trz Ziemi

Zaªó»my, »e Ziemia jest jednorodn¡ kul¡ o masie Mz i promieniu
Rz . Szukamy wypadkowej siªy grawitacyjnej dziaªaj¡cej na punkt
materialny o masie m poªo»ony w odlegªo±ci r od ±rodka Ziemi,
przy czym 0 < r < Rz .

Z prawa grawitacji wnioskujemy, »e na punkt materialny wpªywa
tylko masa zawarta w kuli o promieniu r ,

M(r) = (4/3)πr 3ρz = Mzr
3/R3

z , (8)

Fg (r) = −G
M(r)m

r 2
= −GMzmr

R3
z

. (9)

W rzeczywisto±ci Ziemia nie jest jednorodna i przy
przemieszczaniu punktu materialnego od powierzchni do ±rodka
Ziemi siªa dziaªaj¡ca na punkt pocz¡tkowo ro±nie, osi¡ga
maksimum na pewnej gª¦boko±ci, a dopiero potem maleje.
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Energia potencjalna grawitacyjna

Siªy grawitacyjne s¡ siªami zachowawczymi. Siªa grawitacyjna
dziaªaj¡ca pomi¦dzy masami m i M , znajduj¡cymi si¦
w odlegªo±ci r , wynosi

Fg (r) = −G
Mm

r 2
. (10)

Obliczamy prac¦ wykonan¡ przeciwko sile grawitacyjnej, przy
przemieszczaniu masy m,

W = −
∫ r2

r1

Fg (r)dr = GMm

∫ r2

r1

dr

r 2
= −GMm

r2
+

GMm

r1
. (11)

Oznaczmy Ep(r) = −GMm/r , W = Ep(r2)− Ep(r1).
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Energia potencjalna grawitacyjna

Przy de�nicji Ep zastosowali±my konwencj¦, »e energia
potencjalna grawitacyjna wynosi zero tam, gdzie znikaj¡ siªy
grawitacyjne (r =∞).

Znajomo±¢ energii potencjalnej pozwala znale¹¢ siª¦
zachowawcz¡

Fg (r) = −
dEp(r)

dr
= − d

dr

(
−GMm

r

)
= −GMm

r 2
. (12)
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Energia potencjalna grawitacyjna
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Pr¦dko±¢ ucieczki

Pr¦dko±¢ ucieczki (druga pr¦dko±¢ kosmiczna vII ) ciaªa
niebieskiego jest to minimalna pozioma pr¦dko±¢ pocz¡tkowa
(startowa) jak¡ musi mie¢ obiekt, aby mógª opu±ci¢ pole
grawitacyjne danego ciaªa niebieskiego.

Z zasady zachowania energii mechanicznej mamy

0 = Ek + Ep(R) =
mv 2II
2
− GMm

R
, (13)

vII =
√

2GM/R . (14)

Przykªadowe warto±ci drugiej pr¦dko±ci kosmicznej:
dla Ziemi 11.2km/s, dla Ksi¦»yca Ziemi 2.38km/s,
dla Sªo«ca 618km/s.
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Pr¦dko±¢ ucieczki

Planety obracaj¡ si¦ wokóª wªasnej osi, co mo»na wykorzysta¢ do
zmniejszenia pr¦dko±ci startowej rakiety, je»eli rakieta b¦dzie
wystrzeliwana z obszarów okoªorównikowych. Z tego powodu
wszystkie kosmodromy na Ziemi lokowane s¡ na maªych
szeroko±ciach geogra�cznych. Europa le»y daleko od równika,
dlatego Europejska Agencja Kosmiczna (ESA) wystrzeliwuje
swoje rakiety z terytorium Gujany Francuskiej.

W praktyce pr¦dko±¢ startowa rakiety powinna by¢ wi¦ksza ni»
pr¦dko±¢ ucieczki lub powinno si¦ dostarcza¢ dodatkow¡ energi¦
w trakcie ruchu pozwalaj¡c¡ na pokonanie oporów materii.

Polska przyst¡piªa do ESA w 2012 roku.
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Promie« Schwarzschilda

W klasycznej teorii grawitacji mo»emy rozwa»y¢ obiekt w takiej
odlegªo±ci od ciaªa niebieskiego, »e pr¦dko±¢ ucieczki b¦dzie
równa pr¦dko±ci ±wiatªa vII = c . Tak okre±lona odlegªo±¢ nazywa
si¦ promieniem Schwarzschilda

rschw =
2GM

c2
. (15)

Przykªadowe warto±ci rschw : dla Ziemi 9mm, dla Sªo«ca 3km.

Promie« Schwarzschilda wi¡»e si¦ z takimi poj¦ciami z Ogólnej
Teorii Wzgl¦dno±ci, jak horyzont zdarze«, kolaps grawitacyjny
masywnej gwiazdy, zakrzywienie czasoprzestrzeni, czarna dziura,
itp.
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Pierwsza pr¦dko±¢ kosmiczna

Pierwsza pr¦dko±¢ kosmiczna to najmniejsza pozioma pr¦dko±¢,
jak¡ nale»y nada¢ ciaªu wzgl¦dem przyci¡gaj¡cego je ciaªa
niebieskiego, aby ciaªo to poruszaªo si¦ po zamkni¦tej orbicie.

Dla ciaªa niebieskiego o ksztaªcie kuli, orbita b¦dzie orbit¡
koªow¡ o promieniu równym promieniowi planety.

Podczas ruchu orbitalnego po orbicie koªowej siªa grawitacji
stanowi siª¦ do±rodkow¡, czyli

mv 2I
R

=
GMm

R2
, vI =

√
GM/R . (16)

Przykªadowe warto±ci pierwszej pr¦dko±ci kosmicznej:
dla Ziemi 7.91km/s, dla Ksi¦»yca Ziemi 1.68km/s,
dla Sªo«ca 437km/s.
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Prawa Keplera

Pierwsze prawo Keplera

Ka»da planeta Ukªadu Sªonecznego porusza si¦ wokóª Sªo«ca po
elipsie, w której w jednym z ognisk jest Sªo«ce.

W rzeczywisto±ci orbity planet Ukªadu Sªonecznego (poza Merkurym)
s¡ bardzo bliskie okr¦gom.
Ogólnie ciaªa niebieskie poruszaj¡ si¦ wokóª ±rodka masy ukªadu po
torach opisanych równaniem

r =
p

1+ e cosφ
(krzywe sto»kowe), (17)

gdzie p to parametr, a e to mimo±ród.
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Prawa Keplera
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Prawa Keplera

Drugie prawo Keplera

W równych odst¦pach czasu, promie« wodz¡cy planety poprowadzony
od Sªo«ca zakre±la równe pola.

Planeta porusza si¦ po orbicie wolniej, gdy jest daleko od Sªo«ca, a
szybciej, gdy jest bli»ej od niego.
Drugie prawo Keplera jest równowa»ne zasadzie zachowania momentu
p¦du.
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Prawa Keplera

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 20 / 31



Prawa Keplera

Trzecie prawo Keplera

Stosunek kwadratu okresu obiegu planety wokóª Sªo«ca do sze±cianu
wielkiej póªosi jej orbity (czyli ±redniej odlegªo±ci od Sªo«ca) jest
staªy dla wszystkich planet w Ukªadzie Sªonecznym.

Z drugiej zasady dynamiki dla orbity koªowej mamy

GMSm

R2
= mω2R , ω =

2π

T
, (18)

T 2

R3
=

4π2

GMS
(MS to masa Sªo«ca). (19)

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 21 / 31



Satelity

Rozwa»my satelit¦ obiegaj¡cego Ziemi¦ po orbicie koªowej.
Szukamy jego energii potencjalnej, kinetycznej i caªkowitej.

Z drugiej zasady dynamiki Newtona

GMm

R2
=

mv 2

R
. (20)

Energia kinetyczna Ek = 1
2
mv 2 = GMm

2R
.

Energia potencjalna grawitacyjna Ep = −GMm
R

.

Energia caªkowita Ec = Ek + Ep = −GMm
2R

.
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Pole grawitacyjne

Zamiast mówi¢ o siªach grawitacyjnych, dziaªaj¡cych mi¦dzy
punktami materialnymi, mo»emy opisywa¢ oddziaªywanie
grawitacyjne za pomoc¡ pola grawitacyjnego. Je»eli
oddziaªywania zmieniaj¡ si¦ w czasie, to jedynie opis polowy jest
poprawny.

Polem grawitacyjnym nazywamy zbiór tych wªa±ciwo±ci
przestrzeni, które s¡ wywoªane umieszczeniem w niej ciaªa
o masie m. Inaczej mo»na powiedzie¢, »e pole grawitacyjne jest
to przestrze«, w której na umieszczone w niej ciaªa dziaªaj¡ siªy
grawitacyjne.

Pole grawitacyjne istnieje obiektywnie, niezale»nie od naszej
±wiadomo±ci. Jest ono jedn¡ z form materii. Materia wyst¦puje
w dwóch postaciach, jako substancja i jako pole.
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Nat¦»enie pola grawitacyjnego

Miar¡ ilo±ciow¡ pola grawitacyjnego jest jego nat¦»enie. Jest to
wektor równy stosunkowi siªy dziaªaj¡cej na mas¦ wprowadzon¡
do pola, do warto±ci tej masy.

~Kg =
~Fg

m
. (21)

Je»eli punktowa masa M wytwarza pole grawitacyjne, to

Fg =
GMm

r 2
, Kg =

Fg

m
=

GM

r 2
. (22)

Nat¦»enie pola grawitacyjnego ma wymiar przyspieszenia.

Nat¦»enie pola grawitacyjnego jest zwrócone ku masie, która je
wytwarza.

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 24 / 31



Potencjaª pola grawitacyjnego

Potencjaª pola grawitacyjnego jest równy stosunkowi energii
potencjalnej ciaªa w polu grawitacyjnym do jego masy,

Vg =
Ep

m
. (23)

Je»eli punktowa masa M wytwarza pole grawitacyjne, to

Ep = −GMm

r
, Vg =

Ep

m
= −GM

r
. (24)

Je»eli pole grawitacyjne jest wytwarzane przez zbiór mas Mi , to
potencjaª grawitacyjny w punkcie ~r wynosi

Vg (~r) = −
∑
i

GMi

|~r − ~ri |
, (25)

gdzie ~ri oznaczaj¡ poªo»enia mas Mi wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu
wspóªrz¦dnych.
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Linie siª pola

Dowolne pole mo»na opisa¢ pogl¡dowo za pomoc¡ linii siª pola
lub powierzchni ekwipotencjalnych.

Linie siª pola s¡ to linie wskazuj¡ce kierunek wektora nat¦»enia
pola, tj. w ka»dym punkcie pola wektor nat¦»enia jest styczny do
linii siª. Zgodnie z konwencj¡, w obszarze zag¦szczenia linii siª
warto±¢ nat¦»enia pola jest wi¦ksza.

Pole jednorodne o staªym wektorze nat¦»enia pola jest
przedstawianie za pomoc¡ zbioru prostych równolegªych, równo
od siebie oddalonych.
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Prezentacja pola
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Powierzchnie ekwipotencjalne

Powierzchni¦ ekwipotencjaln¡ tworz¡ punkty o jednakowym
potencjale. Zwykle przedstawia si¦ zbiór powierzchni
odpowiadaj¡cym warto±ciom potencjaªu ró»ni¡cym si¦ o ustalon¡
warto±¢. Wtedy blisko±¢ dwóch powierzchni ekwipotencjalnych
mówi o du»ych zmianach potencjaªu na jednostk¦ dªugo±ci.

Pole jednorodne o staªym wektorze nat¦»enia pola jest
przedstawianie za pomoc¡ zbioru pªaszczyzn równolegªych,
równo od siebie oddalonych.

Linie siª pola s¡ prostopadªe do powierzchni ekwipotencjalnych.
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Energia grawitacyjna

Energia ukªadu punktów materialnych

Eg = −
∑
i<j

Gmimj

|~ri − ~rj |
= −1

2

∑
i 6=j

Gmimj

|~ri − ~rj |
, (26)

Eg = −1

2

∑
i

mi

∑
j 6=i

Gmj

|~ri − ~rj |
=

1

2

∑
i

miVg (~ri). (27)

Energia grawitacyjna kuli (energia wi¡zania) [Januszajtis]

Eg = −3

5

GM2

R
. (28)

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Pole grawitacyjne 2024 29 / 31



Energia grawitacyjna

G¦sto±¢ energii pola grawitacyjnego

ρg (~r) = −
K 2

g (~r)

8πG
. (29)

G¦sto±¢ energii dla kuli

ρg = −GM2r 2

8πR6
dla 0 < r < R , (30)

ρg = −GM2

8πr 4
dla r > R . (31)
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Organizmy »ywe w polu grawitacyjnym

Siªa grawitacji okre±la udziaª ko±¢ca w budowie organizmów
wy»szych oraz rozmiary organizmów.

Organizmy posiadaj¡ specjalne narz¡dy równowagi, aby
utrzyma¢ si¦ w pionie.

Organizm »ywy reaguje na zmiany dziaªaj¡cej siªy ci¦»ko±ci,
a wi¦c reaguje na stan przeci¡»enia i niewa»ko±ci. Czªowiek
w krótkim odcinku czasu (rz¦du 10s) znosi przeci¡»enia dodatnie
6g i przeci¡»enia ujemne 3g . W stanie niewa»ko±ci
zaobserwowano u kosmonautów zaburzenia w ukªadzie kr¡»eniu
krwi, zaburzenia czynno±ci ukªadu hormonalnego, zanikanie
mi¦±ni i inne.
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