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Kinematyka bryªy sztywnej

Ruch bryªy sztywnej mo»na zªo»y¢ z ruchów prostszych, które
b¦d¡ albo ruchami post¦powymi, albo ruchami obrotowymi.

Ruchem post¦powym bryªy nazywamy ruch, w czasie którego
dowolna prosta sztywno zwi¡zana z t¡ bryª¡ przemieszcza si¦
równolegle do samej siebie. St¡d kinematyczna analiza ruchu
post¦powego bryªy sprowadza si¦ do analizy ruchu jednego,
dowolnego punktu materialnego tej bryªy.

Ruchem obrotowym bryªy nazywamy ruch, w którym punkty
materialne tworz¡ce t¦ bryª¦ poruszaj¡ si¦ po okr¦gach
wspóª±rodkowych, których ±rodki le»¡ na jednej prostej zwanej
osi¡ obrotu.
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Kinematyczne wielko±ci k¡towe

Podczas ruchu obrotowego punkty materialne bryªy zakre±laj¡
ªuki o ró»nym promieniu dokoªa osi obrotu. Jednocze±nie
obracaj¡ si¦ w tym samym czasie o taki sam k¡t φ. St¡d przy
badaniu kinematycznych wªa±ciwo±ci ruchu obrotowego bryªy
posªugujemy si¦ wyª¡cznie kinematycznymi wielko±ciami
k¡towymi, a nie wielko±ciami liniowymi.

Poªo»enie k¡towe bryªy to k¡t zakre±lony w czasie obrotu bryªy
przez promie« le»¡cy w pªaszczy¹nie prostopadªej do osi obrotu i
ª¡cz¡cy dowolny punkt bryªy z t¡ osi¡.

Je»eli promie« r zakre±li ªuk o dªugo±ci s, to

φ =
s

r
(miara ªukowa k¡ta). (1)
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Pr¦dko±¢ k¡towa

Pr¦dko±¢ k¡towa ±rednia

ωsr =
∆φ

∆t
=
φ2 − φ1
t2 − t1

. (2)

Pr¦dko±¢ k¡towa chwilowa

ω = lim
∆t→0

∆φ

∆t
=

dφ

dt
. (3)

Jednostk¡ drogi k¡towej jest radian (rad).
Jednostk¡ pr¦dko±ci k¡towej jest radian na sekund¦ (rad/s).
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Przyspieszenie k¡towe

Przyspieszenie k¡towe ±rednie

εsr =
∆ω

∆t
=
ω2 − ω1

t2 − t1
. (4)

Przyspieszenie k¡towe chwilowe

ε = lim
∆t→0

∆ω

∆t
=

dω

dt
=

d2φ

dt2
. (5)

Jednostk¡ przyspieszenia k¡towego jest radian na sekund¦ do
kwadratu (rad/s2).
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Zmienne obrotowe

Pr¦dko±¢ i przyspieszenie k¡towe s¡ wektorami. Obrót nie jest
wektorem, ale maªy (elementarny) przyrost k¡ta dφ jest
wektorem.

1 peªny obrót = 360◦ = 2πr/r = 2πrad .

Zwi¡zek mi¦dzy zmiennymi liniowymi a k¡towymi: s = φr ,
v = ωr , at = εr , gdzie at to przyspieszenie styczne.

Dla ruchu jednostajnego po okr¦gu mamy

ω =
2π

T
= 2πf , (6)

an = ω2r =
v 2

r
. (7)
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Ruch obrotowy ze staªym przyspieszeniem k¡towym

Staªe przyspieszenie k¡towe chwilowe ε = const.

Pr¦dko±¢ k¡towa chwilowa ω = ω0 + εt, gdzie ω0 = ω(0).

Przyspieszenie k¡towe ±rednie εsr = ε.

Poªo»enie k¡towe φ = φ0 + ω0t + εt2/2, gdzie φ0 = φ(0).

Pr¦dko±¢ k¡towa ±rednia ωsr = (ω1 + ω2)/2.
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Dynamika bryªy sztywnej

W ruchu post¦powym bryªa sztywna mo»e by¢ uwa»ana za punkt
materialny, gdy» wszystkie jej cz¦±ci poruszaj¡ si¦ w taki sam
sposób.

Zasady dynamiki dla ruchu obrotowego nale»y jednak dopiero
sformuªowa¢, gdy» inne wielko±ci dynamiczne decyduj¡
o przebiegu i charakterze tego ruchu.
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Energia kinetyczna w ruchu obrotowym

Dla punktu materialnego mamy Ek = 1
2
mv 2.

Dla bryªy sztywnej w ruchu obrotowym sumujemy energi¦
kinetyczn¡ wszystkich punktów materialnych bryªy

Ek =
∑
i

1

2
miv

2
i =

∑
i

1

2
mi(ωri)

2 =
1

2
ω2

∑
i

mi r
2
i , (8)

gdzie ri to odlegªo±ci punktów od osi obrotu.

Okre±lamy moment bezwªadno±ci bryªy

I =
∑
i

mi r
2
i , Ek =

1

2
Iω2. (9)

Jednostk¡ momentu bezwªadno±ci w ukªadzie SI jest 1kg ·m2.
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Twierdzenie Steinera

Moment bezwªadno±ci bryªy jest wyznaczony wzgl¦dem ustalonej
osi obrotu. Wygodnie jest wyró»ni¢ moment bezwªadno±ci bryªy
ICM wzgl¦dem osi przechodz¡cej przez ±rodek masy bryªy.

Twierdzenie Steinera mówi, »e moment bezwªadno±ci bryªy I
wzgl¦dem osi obrotu nie przechodz¡cej przez ±rodek masy tej
bryªy wynosi

I = ICM + mh2, (10)

gdzie m jest mas¡ caªej bryªy, a h jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy osi¡
obrotu a ±rodkiem masy bryªy.
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Twierdzenie Steinera
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Twierdzenie Steinera

Warto±ci ICM dla prostych bryª mo»na znale¹¢ w tablicach albo
obliczy¢ samemu.

Przykªad: kula, ICM = 2
5
mR2.

Przykªad: rura o promieniach R1 > R2, o± obrotu jest osi¡
symetrii obrotowej, ICM = 1

2
m(R2

1 + R2
2 ).

Przykªad: walec, o± obrotu prostopadªa do osi symetrii
obrotowej, ICM = 1

4
mR2 + 1

12
mL2.

Przykªad: pªyta prostok¡tna o rozmiarach a × b, o± obrotu
prostopadªa do pªyty, ICM = 1

12
m(a2 + b2).
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Moment siªy

Moment siªy jest wielko±ci¡ wektorow¡ równ¡ iloczynowi
wektorowemu wektora poªo»enia punktu przyªo»enia siªy i
wektora siªy dziaªaj¡cej na bryª¦

~M = ~r × ~F . (11)

Warto±¢ momentu siªy wynosi

M = rF sinφ. (12)
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Zasady dynamiki dla bryªy sztywnej

Bezwªadno±¢ jest cech¡ ciaª, która przejawia si¦ równie» w ruchu
obrotowym.

Pierwsza zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

W inercjalnym ukªadzie odniesienia bryªa nie obraca si¦ lub obraca si¦
ruchem jednostajnym, gdy nie dziaªaj¡ na ni¡ »adne momenty siª lub
gdy dziaªaj¡ce momenty siª równowa»¡ si¦ wzajemnie.

Powy»sza zasada pozwala na podanie warunku równowagi bryªy
w ruchu obrotowym.
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Zasady dynamiki dla bryªy sztywnej

Druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

Gdy na bryª¦ dziaªa niezrównowa»ony moment siªy, wtedy nadaje on
tej bryle przyspieszenie k¡towe, którego warto±¢ jest proporcjonalna
do warto±ci momentu siªy, a zwrot i kierunek s¡ identyczne jak zwrot
i kierunek tego momentu siªy:

~M = I~ε. (13)

Moment bezwªadno±ci bryªy jest miar¡ bezwªadno±ci bryªy w ruchu
obrotowym.
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Zasady dynamiki dla bryªy sztywnej

Trzecia zasada dynamiki dla ruchu obrotowego

Je»eli ciaªo A dziaªa na ciaªo B momentem siªy ~MAB , wtedy ciaªo B
dziaªa na ciaªo A momentem siªy ~MBA równym co do warto±ci,
równoleglym i przeciwnie zwróconym do momentu siªy ~MAB :

~MAB = − ~MBA. (14)
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Moment p¦du

Moment p¦du punktu materialnego jest równy

~Lp = ~r × ~p = ~r ×m~v = ~r ×m(~ω × ~r), (15)

gdzie ~r jest odlegªo±ci¡ punktu materialnego wzgl¦dem punktu
odniesienia.

Moment p¦du bryªy wzgl¦dem danego punktu odniesienia
okre±lamy jako sum¦ momentów p¦du jej punktów materialnych
wzgl¦dem tego samego punktu odniesienia

~L =
∑
i

~ri ×mi~vi =
∑
i

mi [(~ri · ~ri)~ω − (~ri · ~ω)~ri ]. (16)
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Moment p¦du

Ka»da bryªa sztywna, niezale»nie od ksztaªtu, ma trzy
prostopadªe osie przechodz¡ce przez ±rodek masy tej bryªy, które
maj¡ specjaln¡ wªa±ciwo±¢. Je»eli bryªa obraca si¦ wokóª jednej
z tych osi z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ~ω, to speªniona jest zale»no±¢
wektorowa

~L = I~ω. (17)

Te trzy osie nazywamy osiami gªównymi bryªy.

Na ogóª jednak ~L nie jest równolegªe do ~ω.
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Moment p¦du

Obliczmy zmian¦ momentu p¦du pod wpªywem dziaªaj¡cego
momentu siªy

d~L

dt
= I

d~ω

dt
= I~ε = ~M . (18)

Otrzymane równanie jest innym sformuªowaniem drugiej zasady
dynamiki dla ruchu obrotowego

~M =
d~L

dt
. (19)
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Moment p¦du

Ogólna posta¢ momentu p¦du, ~L = Î~ω,

Lx = Ixxωx + Ixyωy + Ixzωz ,

Ly = Iyxωx + Iyyωy + Iyzωz ,

Lz = Izxωx + Izyωy + Izzωz . (20)

Ogólna posta¢ energii kinetycznej w ruchu obrotowym

Ek = 1
2
(Ixxω

2
x + Iyyω

2
y + Izzω

2
z

+2Ixyωxωy + 2Ixzωxωz + 2Iyzωyωz). (21)

Dziewi¦¢ liczb Iαβ tworzy symetryczny tensor momentu
bezwªadno±ci (Iαβ = Iβα).
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Zachowanie momentu p¦du

Zasada zachowania momentu p¦du (bryªa sztywna)

Je»eli wypadkowy moment siª zewn¦trznych wzgl¦dem nieruchomej
osi obrotu bryªy sztywnej jest równy zeru, to moment p¦du bryªy
wzgl¦dem tej osi obrotu nie zmienia si¦ podczas ruchu.

~L = Î~ω = const. (22)

Zasada zachowania momentu p¦du (ukªad punktów)

Je»eli wypadkowy moment siª zewn¦trznych dziaªaj¡cych na ukªad
punktów materialnych wynosi zero, to caªkowity moment p¦du
ukªadu pozostaje staªy.
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Precesja
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Precesja

Rozwa»my b¡k obracaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ~ω wzgl¦dem
swojej osi symetrii obrotowej.

Moment p¦du wynosi ~L i jest równolegªy do ~ω.

Na b¡k dziaªa moment siªy prostopadªy do ~L o warto±ci
~M = ~R ×m~g .

Zmienia si¦ tylko kierunek momentu p¦du i osi obrotu. Zjawisko
to nazywamy precesj¡.

W przedziale czasu ∆t moment p¦du zmieni si¦ o
∆L = M∆t = mgR sin θ∆t.
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Precesja

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Kinematyka i dynamika bryªy sztywnej 2024 24 / 36



Precesja

Pozioma skªadowa momentu p¦du obróci si¦ o k¡t

∆φ =
∆L

L sin θ
=

mgR sin θ∆t

L sin θ
. (23)

Cz¦sto±¢ precesji ωp wynosi

ωp =
∆φ

∆t
=

mgR

L
. (24)

Idealna precesja zachodzi przy szczególnym wyborze warunków
pocz¡tkowych. W ogólnym przypadku na precesj¦ nakªadaj¡ si¦
oscylacje osi obrotu ciaªa, które nazywamy nutacj¡.
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Zachowanie momentu p¦du

Przykªad: ªy»wiarz wykonuj¡cy piruet na lodzie.

Przykªad: »yroskop.

Przykªad: jojo (zachowanie energii mechanicznej).
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Praca w ruchu obrotowym

Elementarna praca w ruchu obrotowym jest okre±lona przez
iloczyn skalarny wektorów dziaªaj¡cego na bryª¦ momentu siªy i
elementarnego k¡ta obrotu

dW = ~M · d ~φ. (25)

Caªkowita praca wyra»a si¦ caªk¡

W =

∫ φ2

φ1

~M · d ~φ. (26)

Moc w ruchu obrotowym

P =
dW

dt
= ~M · d

~φ

dt
= ~M · ~ω. (27)
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Toczenie si¦ ciaª

Rozwa»my walec tocz¡cy si¦ po podªo»u bez po±lizgu. Wykonuje
on ruch post¦powy i obrotowy.

Droga w ruchu post¦powym wi¡»e si¦ z drog¡ k¡tow¡

s = φR . (28)

Ró»niczkowanie po czasie daje nam zwi¡zek

vCM = ωR , (29)

gdzie vCM to pr¦dko±¢ liniowa ±rodka walca.

Zauwa»my, »e punkty walca stykaj¡ce si¦ z podªo»em maj¡
pr¦dko±¢ równ¡ zeru, natomiast punkty najdalej poªo»one od
podªo»a maj¡ pr¦dko±¢ 2vCM .
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Energia kinetyczna bryªy

Je»eli bryªa porusza si¦ zarówno ruchem post¦powym z pr¦dko±ci¡
vCM jak i obrotowym z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω dokoªa osi przechodz¡cej
przez ±rodek masy tej bryªy, to jej energia kinetyczna jest równa sumie

Ek =
1

2
mv 2CM +

1

2
ICMω

2. (30)
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Wªa±ciwo±ci tarcia

Je±li ciaªo si¦ nie porusza, to siªa tarcia statycznego ~Ts

równowa»y skªadow¡ siªy zewn¦trznej ~Ft równolegª¡ do
powierzchni.

Maksymalna warto±¢ siªy ~Ts dana jest wzorem Ts,max = µsN ,
gdzie µs jest wspóªczynnikiem tarcia statycznego, a N jest
warto±ci¡ siªy normalnej, z jak¡ ciaªo dziaªa na powierzchni¦.

Je»eli ~Ft przekracza Ts,max , to ciaªo zaczyna si¦ ±lizga¢ po
powierzchni, a warto±¢ siªy tarcia gwaªtownie maleje do warto±ci
równej Tk = µkN , gdzie µk jest wspóªczynnikiem tarcia
kinetycznego.

Wspóªczynniki µs i µt s¡ bezwymiarowe, a ich warto±ci
wyznaczamy do±wiadczalnie.
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Zadanie: ciaªo spoczywa na równi pochyªej

Mamy dane ciaªo o masie m spoczywaj¡ce na równi pochyªej
o k¡cie nachylenia α. Szukamy siªy tarcia statycznego,
dziaªaj¡cego na ciaªo.

Siªy wzdªu» kierunku równolegªego do równi, mg sinα = T ,
tarcie równowa»y siª¦ ±ci¡gaj¡c¡ (skªadowa ci¦»aru ciaªa).

Siªy wzdªu» kierunku prostopadªego do równi, N = mg cosα,
nacisk ciaªa na równi¦, równowa»ony przez siª¦ spr¦»ysto±ci
podªo»a.

Najwi¦kszy k¡t nachylenia równi, dla którego ciaªo jeszcze
spoczywa dostajemy z warunku Tmax = µsN , a st¡d
tgαmax = µs .
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Zadanie: ciaªo zsuwaj¡ce si¦ z równi pochyªej
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Zadanie: ciaªo zsuwaj¡ce si¦ z równi pochyªej

Mamy dane ciaªo o masie m umieszczone na równi pochyªej
o k¡cie nachylenia α. Szukamy przyspieszenia ciaªa zsuwaj¡cego
si¦ z równi.

Równanie ruchu dla kierunku równolegªego do równi,
mg sinα− T = ma, gdzie T jest siª¡ tarcia kinetycznego,
T = µkN .

Dla kierunku prostopadªego do równi mamy N = mg cosα.

Wynik, a = g(sinα− µk cosα).

Warunek a > 0 daje ograniczenie tgα > µk .
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Zadanie: ciaªo staczaj¡ce si¦ z równi pochyªej
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Zadanie: ciaªo staczaj¡ce si¦ z równi pochyªej

Mamy dane ciaªo (np. walec lub kula) o masie m i momencie
bezwªadno±ci I wzgl¦dem osi obrotu przechodz¡cej przez ±rodek
masy i równolegªej do równi. Ciaªo umieszczono na równi
pochyªej o k¡cie nachylenia α. Szukamy przyspieszenia ciaªa
staczaj¡cego si¦ z równi bez po±lizgu.

Równanie ruchu post¦powego dla kierunku równolegªego do
równi, mg sinα− T = ma.

Równanie ruchu obrotowego, Tr = I ε.

Przy braku po±lizgu zachodzi rε = a.

Rozwi¡zanie

a =
mgr 2 sinα

I + mr 2
. (31)
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Zadanie: ciaªo staczaj¡ce si¦ z równi pochyªej

Tarcie toczne wynikaj¡ce z równa« wynosi

T =
Img sinα

I + mr 2
. (32)

Dyskusja: tarcie toczne T nie mo»e przekroczy¢ maksymalnej
warto±ci tarcia statycznego Tmax = µsmg cosα.

Najwi¦ksza warto±¢ k¡ta nachylenia równi wynosi

tgαmax = µs
I + mr 2

I
. (33)
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