
Kinematyka
2/15

Andrzej Kapanowski
https://ufkapano.github.io/

WFAIS, Uniwersytet Jagiello«ski w Krakowie

2024

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Kinematyka 2024 1 / 35



Podstawowe poj¦cia

Kinematyka jest cz¦±ci¡ mechaniki, która zajmuje si¦ opisem
ruchu ciaª bez wnikania w jego przyczyny.

Ruchem nazywamy wzajemne przemieszczanie si¦ w przestrzeni,
w miar¦ upªywu czasu, jednych ciaª wzgl¦dem innych.

Ruch jest zjawiskiem wzgl¦dnym, tzn. ciaªo A poruszaj¡ce si¦
wzgl¦dem ciaªa B mo»e w tym samym czasie spoczywa¢
wzgl¦dem ciaªa C.

Przykªad: pasa»er jad¡cy poci¡giem.

Poprawny opis ruchu wymaga podania ukªadu odniesienia,
wzgl¦dem którego ruch jest opisywany. Ukªad odniesienia to
ukªad wspóªrz¦dnych zwi¡zany z ustalonym ciaªem lub zbiorem
ciaª.
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Modele wykorzystywane do opisu ruchu

Punkt materialny jest to ciaªo, którego rozmiary mo»na pomin¡¢
w opisie jego ruchu.

Przykªad: ruch Ziemi wokóª Sªo«ca.

Bryªa sztywna jest to zbiór du»ej liczby punktów materialnych,
znajduj¡cych si¦ w okre±lonych, nie zmieniaj¡cych si¦
odlegªo±ciach wzajemnych.

To samo ciaªo mo»na raz uwa»a¢ za punkt materialny, a drugi
raz za bryª¦ sztywn¡.
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Dalsze poj¦cia

Tor ruchu to krzywa utworzona przez punkty okre±laj¡ce kolejne
poªo»enia ciaªa w przestrzeni.

Droga s jest to dªugo±¢ toru (skalar).

Poªo»enie ciaªa wzgl¦dem danego ukªadu odniesienia mo»emy
okre±li¢ za pomoc¡ wektora poªo»enia ~r .
Wektor poªo»enia ª¡czy pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych
z aktualnym poªo»eniem ciaªa w przestrzeni.

Wektor przemieszczenia ∆~r ª¡czy pocz¡tkowe i ko«cowe
poªo»enie ciaªa, okre±lone dla danego czasu obserwacji.
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Ruch prostoliniowy

Torem ruchu prostoliniowego jest linia prosta. Dzi¦ki temu
mo»emy stosowa¢ opis skalarny zamiast wektorowego.

Poªo»enie ciaªa wyznaczamy na nieograniczonej osi x najcz¦±ciej
wzgl¦dem pocz¡tku osi (punkt zerowy). O± ma kierunek dodatni
i kierunek ujemny, oraz jednostk¦ miary.

Zmiana poªo»enia od x1 (chwila t1) do x2 (chwila t2) wynosi
∆x = x2 − x1. Przemieszczenie ∆x mo»e by¢ dodatnie, ujemne
lub zerowe.

Wygodnym sposobem przedstawienia ruchu jest wykre±lenie jego
poªo»enia x jako funkcji czasu t - wykres x(t).
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Wykres ruchu
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Wykres x(t) dla ruchu prostoliniowego
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Pr¦dko±¢

Pr¦dko±¢ ±rednia (w czasie od t1 do t2)

vsr =
∆x

∆t
=

x2 − x1
t2 − t1

. (1)

Pr¦dko±¢ chwilowa (w chwili t)

v = lim
∆t→0

∆x

∆t
=

dx

dt
. (2)

Jednostk¡ pr¦dko±ci jest m/s.
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Przyspieszenie

Przyspieszenie ±rednie (w czasie od t1 do t2)

asr =
∆v

∆t
=

v2 − v1
t2 − t1

. (3)

Przyspieszenie chwilowe (w chwili t)

a = lim
∆t→0

∆v

∆t
=

dv

dt
=

d

dt

(
dx

dt

)
=

d2x

dt2
. (4)

Jednostk¡ przyspieszenia jest m/s2.
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Ruch ze staªym przyspieszeniem I

Staªe przyspieszenie chwilowe a = const.

Pr¦dko±¢ chwilowa v = v0 + at, gdzie v0 = v(0).

W tym ruchu zachodzi zwi¡zek

asr =
(v0 + at2)− (v0 + at1)

t2 − t1
= a. (5)

Poªo»enie x = x0 + v0t + at2/2, gdzie x0 = x(0).

Pr¦dko±¢ ±rednia

vsr =
v0(t2 − t1) + a(t22 − t21 )/2

t2 − t1
=

2v0 + a(t2 + t1)

2
, (6)

vsr =
(v0 + at2) + (v0 + at1)

2
=

v1 + v2
2

. (7)
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Ruch ze staªym przyspieszeniem II

Podstawowe równania ruchu ze staªym przyspieszeniem:

v = v0 + at, (8)

x = x0 + v0t + at2/2. (9)

Wyst¦puje 6 wielko±ci: x , v , a, t, x0, v0. Zwykle w równaniach
wyst¦puje na raz 5 wielko±ci, czyli jedn¡ mo»na wyeliminowa¢,
np. czas,

v 2 = v 20 + 2a(x − x0). (10)
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Spadek swobodny i rzut pionowy

Spadek swobodny jest to ruch wzdªu» prostej pionowej bez
pr¦dko±ci pocz¡tkowej (v0 = 0), z przyspieszeniem
grawitacyjnym g = 9.8m/s2.

Ustalamy, »e o± x jest pozioma, a o± y skierowana pionowo
w gór¦. Spadek swobodny b¦dzie si¦ odbywaª wzdªu» osi y ze
staªym przyspieszeniem a = −g .
Rzut pionowy jest ruchem ciaªa wzdªu» prostej pionowej, którego
pr¦dko±¢ pocz¡tkowa jest zwrócona do góry (v0 > 0), a
przyspieszenie wynosi a = −g .

A. Kapanowski (WFAIS UJ) Kinematyka 2024 11 / 35



Ruch prostoliniowy zªo»ony

Rozwa»my dwa ukªady wspóªrz¦dnych, ukªad spoczywaj¡cy S i
ukªad S' poruszaj¡cy si¦ ruchem jednostajnym z pr¦dko±ci¡ u
wzgl¦dem ukªadu S.

Wspóªrz¦dne ciaªa P w ukªadach S i S' to odpowiednio x i x ′.

Zakªadamy, »e czas pªynie w obu ukªadach jednakowo, czyli
t = t ′. To zaªo»enie jest sªuszne, gdy pr¦dko±ci ukªadu
poruszaj¡cego si¦ jest maªa w porównaniu z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa
w pró»ni, tzn. u � c .

Zwi¡zek mi¦dzy wielko±ciami:

x = x ′ + ut ′ (transformacja Galileusza), (11)

v = v ′ + u (prawo dodawania pr¦dko±ci), (12)

a = a′ (jednakowe przyspieszenia). (13)
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Wielko±ci �zyczne

Podziaª wielko±ci �zycznych ze wzgl¦du na wªasno±ci
transformacyjne.

Skalary, tensory zerowego rz¦du - temperatura, ci±nienie, masa,
energia, itp.

Wektory, tensory pierwszego rz¦du - przemieszczenie, pr¦dko±¢,
przyspieszenie, siªa, itp.

Tensory drugiego rz¦du - moment bezwªadno±ci, przenikalno±¢
dielektryczna, itp.

Tensory wy»szych rz¦dów.
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Wªasno±ci wektorów

Przedstawienie gra�czne wektora: strzaªka.
Oznaczenia wektora: ~a, a.

Kierunek (prosta zawieraj¡ca wektor).

Zwrot (dwie mo»liwo±ci dla ustalonego kierunku).

Warto±¢ (dªugo±¢, moduª), |~a| = a ≥ 0.
Uwaga: a czasem oznacza wspóªrz¦dn¡ wektora!

Punkt przyªo»enia (nie zawsze istotny).

Dziaªania na wektorach.

Przykªad: obrót w przestrzeni nie jest wektorem.
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Dziaªania na wektorach

Mno»enie wektora przez liczb¦, α~a.

Dodawanie (skªadanie) wektorów - sposób geometryczny, a nie
algebraiczny (reguªa równolegªoboku).

~a + ~b = ~b + ~a (przemienno±¢). (14)

(~a + ~b) + ~c = ~a + (~b + ~c) (ª¡czno±¢). (15)

Odejmowanie wektorów.

~a − ~b = ~a + (−1)~b. (16)

Rozkªad wektora na (wektory) skªadowe.

Iloczyn skalarny wektorów.

Iloczyn wektorowy wektorów.
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Dodawanie wektorów
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Rozkªad wektora na skªadowe

Dany wektor mo»na zawsze traktowa¢ jako wektor wypadkowy
wektorów skªadowych. Istnieje wiele mo»liwo±ci rozkªadu wektora
na skªadowe. W praktyce cz¦sto robimy rozkªad wektora na
skªadowe równolegªe do osi ustalonego ukªadu wspóªrz¦dnych.

Przykªad: rozkªad wektora w ukªadzie prostok¡tnym na
pªaszczy¹nie.

~a = ~ax + ~ay , (17)

ax = a cos θ, ay = a sin θ, (18)

a2 = a2x + a2y (twierdzenie Pitagorasa). (19)

Analogicznie post¦pujemy w trzech wymiarach.
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Wektory jednostkowe (wersory)

Wektorem jednostkowym nazywamy wektor o dªugo±ci 1,
skierowany w okre±lonym kierunku.

Przykªad: ukªad prawoskr¦tny w trzech wymiarach,
wersory î , ĵ , k̂ ,

~a = ax î + ay ĵ + az k̂ . (20)

Przykªad: dodawanie wektorów na pªaszczy¹nie,

~a+~b = (ax î + ay ĵ) + (bx î +by ĵ) = (ax +bx)î + (ay +by )ĵ . (21)

Analogicznie post¦pujemy w trzech wymiarach.
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Iloczyn skalarny I

Iloczyn skalarny wektorów daje skalar

~a · ~b = ab cosφ, (22)

gdzie φ jest k¡tem pomi¦dzy wektorami.

Iloczyn skalarny jest przemienny,

~a · ~b = ~b · ~a. (23)

Jednakowe wektory, ~a · ~a = a2.

Wektory prostopadªe, φ = π/2, ~a · ~b = 0.
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Iloczyn skalarny II

Dla wersorów w prostok¡tnym ukªadzie wspóªrz¦dnych zachodzi

î · î = ĵ · ĵ = k̂ · k̂ = 1, (24)

î · ĵ = ĵ · k̂ = k̂ · î = 0. (25)

Je»eli wyrazimy dwa wektory przez wersory, to wykonuj¡c iloczyn
skalarny korzystamy z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem
dodawania. Mo»na wykaza¢, »e

~a · ~b = axbx + ayby + azbz . (26)
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Iloczyn wektorowy I

Iloczyn wektorowy wektorów daje wektor (pseudowektor)

~c = ~a × ~b, (27)

c = ab sinφ (dªugo±¢), (28)

~c jest prostopadªy do pªaszczyzny wyznaczonej przez wektory ~a i
~b, zwrot wyznaczamy na podstawie reguªy ±ruby prawoskr¦tnej
(reguªa korkoci¡gu).

Iloczyn wektorowy nie jest przemienny,

~b × ~a = −(~a × ~b). (29)

Jednakowe wektory, ~a × ~a = 0.

Wektory równolegªe, φ = 0, ~a × ~b = 0.
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Reguªa korkoci¡gu
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Iloczyn wektorowy II

Dla wersorów w prostok¡tnym ukªadzie wspóªrz¦dnych zachodzi

î × î = ĵ × ĵ = k̂ × k̂ = 0, (30)

î × ĵ = k̂ , ĵ × k̂ = î , k̂ × î = ĵ . (31)

Je»eli wyrazimy dwa wektory przez wersory, to wykonuj¡c iloczyn
wektorowy korzystamy z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem
dodawania. Mo»na wykaza¢, »e

~a× ~b = (aybz − byaz)î + (azbx − bzax)ĵ + (axby − bxay )k̂ . (32)

~a × ~b =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ . (33)
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Ruch w dwóch wymiarach I

Przemieszczenie (w czasie od t1 do t2)

∆~r = ~r2 − ~r1 = (x2 − x1)î + (y2 − y1)ĵ = ∆x î + ∆y ĵ . (34)

Pr¦dko±¢ ±rednia (w czasie od t1 do t2)

~vsr =
∆~r

∆t
=

∆x

∆t
î +

∆y

∆t
ĵ . (35)

Pr¦dko±¢ chwilowa (w chwili t)

~v = lim
∆t→0

∆~r

∆t
=

d~r

dt
=

dx

dt
î +

dy

dt
ĵ . (36)
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Ruch w dwóch wymiarach II

Wektor pr¦dko±ci chwilowej ciaªa jest styczny do toru, po którym
to ciaªo si¦ porusza.

Uwaga: wektor pr¦dko±ci rysujemy cz¦sto na tym samym
rysunku, co wektor poªo»enia; mo»na porównywa¢ kierunki tych
wektorów, ale nie dªugo±ci, poniewa» te wielko±ci �zyczne maj¡
inne jednostki.

Dla ruchu na pªaszczy¹nie opisanego przez x(t), y(t) mo»emy
wyeliminowa¢ czas i otrzyma¢ równanie toru ruchu ciaªa
y = f (x).
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Ruch w dwóch wymiarach III

Przyspieszenie ±rednie (w czasie od t1 do t2)

~asr =
∆~v

∆t
=

∆vx
∆t

î +
∆vy
∆t

ĵ . (37)

Przyspieszenie chwilowe (w chwili t)

~a = lim
∆t→0

∆~v

∆t
=

d~v

dt
=

dvx
dt

î +
dvy
dt

ĵ . (38)

W ruchu krzywoliniowym przyspieszenie ciaªa nie jest styczne do toru.
Wektor przyspieszenia ciaªa mo»emy rozªo»y¢ na dwie skªadowe:
przyspieszenie styczne i przyspieszenie normalne.
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Ruch w dwóch wymiarach IV

Najbardziej typowe ruchy krzywoliniowe pªaskie to:
rzut poziomy, rzut uko±ny i ruch po okr¦gu.

W rzucie poziomym pr¦dko±¢ pocz¡tkowa jest skierowana
poziomo, a przyspieszenie jest przyspieszeniem grawitacyjnym
skierowanym pionowo w dóª.

W rzucie uko±nym pr¦dko±¢ pocz¡tkowa jest skierowana pod
pewnym k¡tem ostrym do poziomu, a przyspieszenie jest
przyspieszeniem grawitacyjnym skierowanym pionowo w dóª.

W ruchu po okr¦gu torem ruchu jest okr¡g.
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Rzut poziomy
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Rzut poziomy

Równanie ruchu

x = v0t, y = y0 − gt2/2. (39)

Równanie toru

y = y0 −
gx2

2v 20
. (40)
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Rzut uko±ny
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Rzut uko±ny

Równanie ruchu

x = v0t cosα, y = v0t sinα− gt2/2. (41)

Równanie toru

y = x tgα− gx2

2v 20 cos2 α
. (42)

Zasi¦g rzutu uko±nego

y = 0, xm =
v 20 sin(2α)

g
. (43)

Najwi¦kszy zasi¦g dla α = π/4.
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Ruch po okr¦gu I

W ruchu po okr¦gu wektor pr¦dko±ci ciaªa stale zmienia swój
kierunek, czyli mamy ruch zmienny, w którym istnieje niezerowe
przyspieszenie.

Je»eli w ruchu po okr¦gu wektor pr¦dko±ci zachowuje staª¡
dªugo±¢ (nie kierunek!), to mówimy o ruchu jednostajnym po
okr¦gu.

Ruch jednostajny po okr¦gu jest ruchem okresowym, tzn.
ruchem, który powtarza si¦ w regularnych odst¦pach czasu.

Czas trwania jednego peªnego obiegu po okregu nazywamy
okresem

T =
2πR

v
, (44)

gdzie R jest promieniem okr¦gu, v warto±ci¡ pr¦dko±ci.
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Ruch po okr¦gu II

Rozwa»my równania ruchu:

~r = x î + y ĵ , |~r | = R , (45)

x = R cos(ωt), y = R sin(ωt), (46)

gdzie ω = 2π/T to cz¦sto±¢.

Torem ruchu jest okr¡g, x2 + y 2 = R2.

Pr¦dko±¢ jest styczna do wektora poªo»enia,

vx = −ωR sin(ωt) = −ωy , (47)

vy = ωR cos(ωt) = ωx , (48)

~r · ~v = xvx + yvy = −xωy + yωx = 0, (49)

v =
√

v 2x + v 2y = ωR . (50)
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Ruch po okr¦gu III

Przyspieszenie

ax = −ω2R cos(ωt) = −ω2x , (51)

ay = −ω2R sin(ωt) = −ω2y , (52)

~a = −ω2x î − ω2y ĵ = −ω2(x î + y ĵ) = −ω2~r . (53)

a = ω2R =
v 2

R
(przyspieszenie do±rodkowe). (54)

Cz¦stotliwo±¢ f = 1/T , [f ] = 1/s = 1Hz (herc).
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Podsumowanie

Wielko±ci �zyczne w kinematyce.

Wªasno±ci wektorów.

Ruchy pªaskie.

Ruch po okr¦gu.
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