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Matematyka dyskretna, zestaw 9.

Sprawdz czy zbiér R wraz z dzialaniem

a) acb=a+b+5,
b) aocb=ab—a—b+2,

tworzy grupe.

Wyznacz rzad grupy Z7 i rzedy jej elementéw oraz podaj generatory, o ile istnieja.
Analogicznie dla grupy Zjs.

Niech X bedzie zbiorem niepustym i niech P(X) bedzie rodzina wszystkich pod-
zbioréw zbioru X. Pokaz, ze struktura algebraiczna (P(X),+,N), gdzie + oznacza
roznice symetryczna, jest pierscieniem przemiennym z jedynka.

Pokaz, ze zbiér Q(v/5) := a +bv/5: a,b € Q wraz ze zwyktymi dziataniami doda-
wania i mnozenia liczb tworzy ciato.

Wezmy dwa elementy ciala GF (23): A(z) = 22 + 2 1 B(z) = = + 1. Oblicz ich
sume oraz iloczyn, tj. A(z) + B (x), A(z) - B (z), wybierajac wielomian pierwotny
P(z)=a*+z+1

Rozwazmy cialo GF (28) z wielomianem pierwotnym P (z) = 2% + 2 + 23 + 2 + 1.
Jest ono wykorzystywane w szyfrowaniu AES, a jego elementy mozna reprezentowad
przez ciagi 8-bitowe lub jedno/dwucyfrowe liczby szesnastkowe. Oblicz odwrotnosé
elementu 5D i sprawdz swéj wynik w tabeli z wykladu. Wskazéwka: wymaga to
zastosowania rozszerzonego algorytmu Euklidesa w stosunku do wielomianéw.

Zbiér 74 wraz z dodawaniem i mnozeniem modulo 4 tworzy pierscien, rézny od
GF(4) = GF(22). Mozemy réwniez rozwazyé¢ pierscien oznaczany przez Zs @ Zo,
ktorego elementy to pary liczb (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), a ich dodawanie i mnozenie
definiujemy jako:

(a,b) + (a',b') := (a +a mod 2 ,b+ b mod 2),
(a,b) - (a’, V') :=(a-a’ mod 2 ,b-V mod 2).

Tabelka mnozenia w Zy ® Zo ma zatem postac:
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9.8.

Zapisz tabelki dla dodawania i mnozenia w GF(4) oraz Z4, a takze dla dodawania
w Zo @ Zo. Chociaz te trzy pierscienie wygladaja réznie, moga by¢ w pewnym sensie
tozsame. Moéwi o tym pojecie izomorfizmu, czyli bijekcji, ktora zachowuje strukture
danego obiektu algebraicznego.

Nadobowiazkowo: sprawdz, czy dla ktoérej$ pary sposréd omawianych trzech pier-
Scieni istnieje bijekcja h : Ry — Ry spelniajaca warunki (tzn. izomorfizm):

Vaber, h(a+1b) = h(a) +2 h(b),
va,b€R1 h(a ‘1 b) = h(a) ) h(b) 5

gdzie (Ry1,+1,-1), (R2,+2,2) to dane dwa pierscienie. W tym celu mozna zauwazy¢,
ze izomorfizm odwzorowuje element neutralny dodawania w (Rj,+1,-1) na element
neutralny dodawania w (Rg, +2, 2).

Wiadomosé o tresci KARAT mozna przestaé przy uzyciu czterech elementarnych
przekazéw K, A, R,T € 7y X Zo (SciSle rzecz biorac, sa to wektory z przestrzeni
wektorowej GF(2) x GF(2) nad cialem GF(2)):

K=(0,0, A=(1,0), R=(0,1), T=(1,1).

Jednakze, zaklocenia sg w stanie spowodowaé, ze niektore 0 zmienig sie w 1 lub
odwrotnie, w rezultacie czego odbiorca otrzyma np. wiadomo$é¢ o tresci KATAR.
Aby zmniejszyé prawdopodobienstwo takiej sytuacji, nalezy zastosowaé¢ kod ko-
rekcji btedow, oparty na diluzszych przekazach elementarnych. Rozwazmy zatem
K, A R,T € Zy X 4o X Zo X Zo X Zs i niech na przyktad:

K =(0,0,1,1,0), A=(1,0,0,1,1).

Jak nalezy podobnie zakodowaé R i 7T, aby wszystkie przekazy elementarne pozostaly
odréznialne nawet wtedy, gdy w kazdym z nich na jednej z pozycji pojawi si¢ btedna
warto$é¢ (np. K zmieni sie w (1,0,1,1,0) i podobnie dla innych)? Przedstaw K, A,
R i T oraz wszystkie mozliwe ich zaklécone wersje w postaci tabelki.
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