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Matematyka dyskretna, zestaw 6.

6.1. Ci¡g τn opisuje ±redni¡ liczb¦ porówna« potrzebnych do posortowania n losowych

elementów przy u»yciu �sortowania szybkiego� (quicksort):{
τ0 = 0 ,
τn = 1 + n+ 2

n

∑n−1
k=0 τk , n  1 .

Przeksztaª¢ relacj¦ rekurencyjn¡ do prostszej postaci, a nast¦pnie zastosuj metod¦

czynnika sumacyjnego, aby znale¹¢ jawny wzór na τn.

6.2. Wiedz¡c »e funkcja tworz¡ca ci¡gu an = 1 ma posta¢

1
1− x

=
∞∑
n=0

xn,

znajd¹ funkcje tworz¡ce nast¦puj¡cych ci¡gów:

• an =

{
0 dla n nieparzystych

1 dla n parzystych
,

• bn = n,

• cn = n2 + n.

6.3. Niech an oznacza liczb¦ sposobów zapªacenia za zakupy o warto±ci n zª, je»eli dys-

ponujemy nieograniczon¡ liczb¡ monet o nominaªach 1, 2 i 5 zª. Wyznacz funkcj¦

tworz¡c¡ ci¡gu an.

6.4. Liczby Catalana Cn pojawiaj¡ si¦ w wielu zagadnieniach kombinatorycznych

(dotycz¡cych zliczania m.in. drzew binarnych, rozmieszcze« nawiasów, monotonicz-

nych dróg, czy podziaªów uporz¡dkowanego zbioru). Speªniaj¡ one nast¦puj¡ce rów-

nanie rekurencyjne:

Cn =
n−1∑
k=0

CkCn−1−k , C0 = 1 .

Wyprowad¹ ich funkcj¦ tworz¡c¡. Wskazówka: mo»na w tym celu zmieni¢ kolejno±¢

podwójnego sumowania. Nadobowi¡zkowo: korzystaj¡c z funkcji tworz¡cej, znajd¹

posta¢ zwart¡ Cn.

6.5. Oblicz warto±ci sum

1
136

13∑
j=2

∑
k2−6k+8=0

kHk, (1)

−2 +
∑

0<j+1¬k¬4
kj . (2)

1



6.6. Odwracaj¡c kolejno±¢ podwójnego sumowania i dokonuj¡c dalszych przeksztaªce«,

znajd¹ posta¢ zwart¡ sumy

S =
n+1∑
k=1

k∑
l=1

k .

Pojedyncz¡ sum¡ jakich wyrazów jest ona?

6.7. Oblicz sum¦

n∑
k=0

k3 , zaburzaj¡c
n∑
k=0

k4 .

Wynik sumy n wyrazów k2 mo»na potraktowa¢ jako znany.

6.8. Oblicz sum¦

n∑
k=0

Hk , zaburzaj¡c
n∑
k=0

kHk .

6.9. Przeksztaª¢ wielomian

p(x) = 4x3 − 3x2 + x− 2 (3)

w kombinacj¦ pot¦g ubywaj¡cych

3∑
k=0

∆kp(x)|x=0
k!

xk , (4)

a nast¦pnie oblicz na tej podstawie kolejne ró»nice ∆kp(x), k = 1, 2, 3, 4.
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