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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algorytmów i struk-
tur danych zwi¡zanych z grupami permutacji. Stworzono trzy klasy: Perm dla permutacji,
Group dla grup permutacji, oraz wyj¡tek PermError do raportowania bª¦dów w poprzed-
nich klasach.

Klasa Perm przechowuje wewn¦trznie permutacj¦ jako list¦ liczb caªkowitych o ustalo-
nej dªugo±ci. Interfejs permutacji zawiera metody do obliczania rz¦du, parzysto±ci, permu-
tacji odwrotnej, porównywania i mno»enia permutacji, pot¦gowania, znajdowania struk-
tury cykli, permutacji przypadkowej, rangi permutacji.

Klasa Group reprezentuj¦ grup¦ zawieraj¡c¡ permutacje o ustalonej dªugo±ci. Interfejs
klasy pozwala na obliczanie rz¦du grupy, testowanie przynale»no±ci permutacji do grupy,
wstawianie nowej permutacji do grupy, iterowanie po elementach grupy. Mo»na spraw-
dza¢, czy grupa jest trywialna, abelowa, czy jest podgrup¡ (zwykª¡ lub normaln¡) innej
grupy, jakie jest centrum grupy. Mo»na szuka¢ centralizatora i normalizatora w danej
grupie, a tak»e podgrupy skªadaj¡cej si¦ z elementów o danej wªa±ciwo±ci. Mo»na tworzy¢
nowe grupy jako iloczyny proste innych grup. W klasie Group zaimplementowano równie»
metody zwi¡zane z dziaªaniem grupy na zbiorze. Mo»na wyznaczy¢ orbity i stabilizatory.
Mo»na znale¹¢ now¡ grup¦ indukowan¡ na jednej orbicie przez dziaªanie starej grupy.

W pracy umieszczono przykªadowe obliczenia dla grup kostek Rubika o ró»nych roz-
miarach. Zamieszczono tak»e wyniki testów wydajno±ciowych oraz testy poprawno±ci ko-
du, na bazie moduªu unittest. W celu lepszego zobrazowania wydajno±ci algorytmów,
w pracy przedstawiono dwie implementacje klasy Group, maj¡ce ten sam interfejs. W
implementacji podstawowej grupa jest reprezentowana przez sªownik, który przechowuje
wszystkie permutacje nale»¡ce do grupy. W implementacji zaawansowanej wykorzystuje
si¦ struktur¦ danych wprowadzon¡ przez Simsa z silnymi generatorami i ukªadem równo-
legªym.

Sªowa kluczowe: permutacje, grupy permutacji, obliczeniowa teoria grup, algorytm
Schreiera-Simsa.
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1. Wst¦p

Praca magisterska po±wi¦cona jest implementacji wybranych algorytmów i struktur
danych na potrzeby grup permutacji. Do analizy maªych grup wystarcza przeprowadzenie
oblicze« na kartce papieru. Jednak dla wi¦kszych grup spotykanych w praktyce (np. grupy
sporadyczne) niezb¦dne jest stosowanie oblicze« komputerowych. Zagadnienia te zalicza
si¦ do obliczeniowej teorii grup. W dalszych podrozdziaªach zostanie opisana pokrótce
obliczeniowa teoria grup, a nast¦pnie podamy cele niniejszej pracy i organizacj¦ materiaªu.

1.1. Obliczeniowa teoria grup

Obliczeniowa teoria grup (OTG) zajmuje si¦ projektowaniem, analiz¡ i implemen-
tacj¡ algorytmów dziaªaj¡cych na grupach [15]. Jest to dziedzina na styku matematyki i
informatyki. Gªówne obszary OTG to m.in. algorytmy dla grup policyklicznych, grup per-
mutacji, grup macierzy i teorii reprezentacji. Grupy permutacji s¡ jednym z najstarszych
sposobów reprezentacji grup. Za pocz¡tek OTG uwa»a si¦ prace Galois nad grupami per-
mutacji, jeszcze przed zde�niowaniem abstrakcyjnego poj¦cia grupy. Obecnie algorytmy
grup permutacji nale»¡ do najlepiej rozwini¦tych w OTG.

Podstawowe idee dotycz¡ce traktowania grup permutacji pochodz¡ od Simsa z lat
siedemdziesi¡tych. Nawet dzi± metody Simsa s¡ gªównymi elementem wi¦kszo±ci algo-
rytmów. Na pierwszy rzut oka efektywno±¢ algorytmów grup permutacji mo»e by¢ za-
skakuj¡ca. Wej±cie algorytmu skªada si¦ z listy generatorów. Takie podej±cie jest bardzo
wydajne, poniewa» kilka permutacji grupy symetrycznej Sn mo»e opisa¢ grup¦ o rozmiarze
n! Zwi¦zªo±¢ takiej reprezentacji ma swoj¡ cen¦. Wymaga nietrywialnych algorytmów do
odpowiedzi na podstawowe pytania, takie jak pytanie o rz¡d grupy, czy o przynale»no±¢
permutacji do danej grupy.

Kluczowe pomysªy Simsa dotyczyªy bazy i silnych generatorów grupy. Technika kon-
struowania silnych generatorów mo»e by¢ stosowana do innych zada«, takich jak obliczanie
domkni¦cia normalnego, czy obsªuga homomor�zmów grup. Inna generacja algorytmów
u»ywa techniki dziel i zwyci¦»aj, która wykorzystuje struktur¦ orbit i struktur¦ blokow¡
grupy.

Warto podkre±li¢, »e jedn¡ z przyczyn zainteresowania OTG byª zwi¡zek mi¦dzy al-
gorytmami OTG i problemem izomor�zmu grafów. W roku 1982 Luks podaª algorytm
wielomianowy do testowania izomor�zmu grafów o ograniczonym stopniu wierzchoªków.
Problem sprowadza si¦ do obliczenia pewnych stabilizatorów.

Do najwa»niejszych osi¡gni¦¢ OTG zalicza si¦ wyznaczenie wszystkich grup sko«czo-
nych o rz¦dzie do 2000, oraz wyliczenie reprezentacji nieredukowalnych wszystkich grup
sporadycznych. Wa»nymi programami algebry komputerowej, które znajduj¡ zastosowanie
w OTG, s¡ GAP [5] i Magma [6].
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1.2. Cele pracy

Gªównym celem pracy jest implementacja w j¦zyku Python wybranych algorytmów
i struktur danych grup permutacji. Dzi¦ki przejrzystej skªadni Pythona zapis algoryt-
mów b¦dzie bardzo przypominaª pseudokod u»ywany w literaturze. Z drugiej strony kod
Pythona mo»na wykona¢ i eksperymentalnie sprawdzi¢ jego poprawno±¢.

Cel ten ma podªo»e dydaktyczne. Chcemy pokaza¢ przydatno±¢ Pythona do nauki
informatyki, programowania, rozwijania my±lenia algorytmicznego. Kod Pythona repre-
zentuje programowanie zorientowane obiektowo, mamy przykªady tworzenia klas, instan-
cji klas, dziedziczenia, kompozycji. Przy okazji prezentowane s¡ dobre praktyki progra-
mistyczne (czytelny kod, dobrze dobrane nazwy zmiennych, poprawne komentarze). W
pracy zwracamy uwag¦ na testowanie kodu. Moduªy Pythona unittest i doctest uªatwiaj¡
pisanie niezawodnego kodu. Z drugiej strony zwracamy uwag¦ na zªo»ono±¢ czasow¡ i pa-
mi¦ciow¡ wykorzystywanych algorytmów. Przykªadowo, przy tym samym interfejsie grup
permutacji pokazujemy dwie ró»ne implementacje, podstawow¡ i zaawansowan¡.

Warto podkre±li¢, »e dzi¦ki odpowiednim algorytmom program napisany w Pythonie
mo»e by¢ wystarczaj¡cy do wykonania jakiego± zadania, mimo »e Python zwykle nie jest
szybszy ni» C/C++/Java.

Przy tworzeniu oprogramowania w pewnym zakresie korzystali±my z kodu biblioteki
Pythona do matematyki symbolicznej o nazwie SymPy [13], a w szczególno±ci z moduªu
Combinatorics [14]. SymPy zawiera wiele zaawansowanych technik Pythona oraz wyst¦pu-
j¡ w nim powi¡zania obiektów z ró»nych dziaªów matematyki. Dlatego w wielu miejscach
dokonali±my uproszczenia kodu i interfejsu, ale bez zmniejszenia funkcjonalno±ci. Korzy-
stali±my równie» z dokumentacji programu GAP [5]. Kod programu GAP jest napisany
w j¦zyku podobnym do j¦zyka Pascal, wi¦c równie» nie nadawaª si¦ do bezpo±redniego
wykorzystania.

1.3. Organizacja pracy

Rozdziaª 2 zawiera podstawowe informacje na temat skªadni, typów i struktur danych
j¦zyka Python. Przykªadowe skrypty opatrzone s¡ komentarzami, które s¡ pomocne w
analizie kodu. Rozdziaª 3 to cz¦±¢ teoretyczno-matematyczna, wprowadzaj¡ca podsta-
wowe poj¦cia z teorii grup. Cz¦±ci¡ praktyczn¡ pracy dyplomowej jest rozdziaª 4, który
zawiera ogólny opis metod wchodz¡cych w skªad klas Perm i Group. Praktyczne u»ycie
interfejsu przedstawione zostaªo w przykªadowych sesjach interaktywnych. Zamieszczono
tutaj równie» szczegóªowe opisy zada«, jakie realizuj¡ metody oraz testy wydajno±ciowe.
Rozdziaª 5 zawiera przykªady dªu»szych oblicze« wykonanych przy pomocy stworzonego
oprogramowania. Analizowane b¦d¡ grupy kostek Rubika o ró»nych rozmiarach.
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2. Wprowadzenie do Pythona

Python jest j¦zykiem skryptowym wysokiego poziomu, opracowanym w latach dzie-
wi¦¢dziesi¡tch przez Guido van Rossuma. Jego wa»ne cechy takie jak: przejrzysto±¢ kodu,
mo»liwo±¢ pisania programów zorientowanych obiektowo, dynamiczne typy danych, czy
obsªuga wyj¡tków, pozwalaj¡ na implementacj¦ algorytmów obejmuj¡cych ró»ne dziedzi-
ny nauki. Sam j¦zyk nie narzuca stylu programowania, w Pythonie programista mo»e
sam zdecydowa¢, czy dogodne dla niego jest programowanie proceduralne, obiektowe,
czy funkcyjne. Dodatkowe cechy Pythona takie jak bogata biblioteka standardowa oraz
dynamiczne zarz¡dzanie pami¦ci¡ s¡ dodatkowymi atutami j¦zyka. Python znajduje sze-
rokie zastosowanie na rynku biznesowym. Korzystaj¡ z niego prawdziwi giganci, tacy jak
Google, Yahoo, Nokia, IBM czy NASA [1].

Wprowadzenie do j¦zyka Python ma na celu pokazanie jego cech charakterystycz-
nych, które zostaªy nadmienione we wst¦pie. Zauwa»my, »e listingi ilustruj¡ce omawiane
zagadnienia s¡ poprawnymi skryptami Pythona, wª¡czonymi do kodu ¹ródªowego pracy
magisterskiej napisanej w systemie LATEX.

2.1. Arytmetyka i typy danych

J¦zyk Python mo»na wykorzysta¢ jako prosty kalkulator, podaj¡c polecenia w trybie
interaktywnym lub skryptowym. Listing 2.1 przedstawia wykorzystanie operacji arytme-
tycznych.

Listing 2.1. Operacje arytmetyczne.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# arytmetyka w Pythonie

x , y = 4 , 2 # opera tor przyp i san ia , x = 4 oraz y = 2

print x + y # dodawanie
print x − y # odejmowanie
print x ∗ y # mno»enie
print x / y # d z i e l e n i e c a ª k ow i t o l i c z b owe
print x / f l o a t ( y ) # dz i e l e n i e , wynik zmiennoprzecinkowy
print x % y # d z i e l e n i e modulo
print x ∗∗ y # pot¦gowanie

# mo»na stosowa¢ opera tor p r z yp i s an i a poª¡czony z operatorami
# arytmetycznymi np . :

z = x
z += y # równowa»nie : z = z + y

W j¦zyku Python zmienne mog¡ zawiera¢ dane dowolnego typu. Typy s¡ dynamiczne.
Zmienne s¡ uniwersalne, zawieraj¡ referencj¦ do obiektu. Python oprócz typów podstawo-
wych: caªkowity, zmiennoprzecinkowy, zespolony, string, zawiera równie» szeroki wachlarz
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typów kolekcji takich jak: listy, krotki, zbiory [3]. Listing 2.2 przedstawia przykªady wy-
mienionych typów.

Listing 2.2. Typy danych.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# typy danych w Pythonie

ca lkowi ta = 100
zmiennoprzecinkowa = 100 .0
zespo lona = 3 + 4 j
s t r i n g = " napis "
l o g i c zny = 1 < 100 # (True )

l i s t a = [ 4 , −0.5 , "v" ]
krotka = (1 , 10 , 100 , 1000)
s lownik = {" jeden " : 1 , "dwa" : 2 , " t r zy " : 3}
zb i o r = s e t ( [ 0 , 1 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ] )

Typy w Pythonie s¡ klasami, z których mo»emy wyprowadzi¢ wªasne klasy pochodne.
Nie wszystkie typy danych mog¡ podlega¢ mody�kacjom. Istnieje podziaª na typy, które
podlegaj¡ zmianom (mutowalne) i takie, które zmianom nie podlegaj¡ (niemutowalne).
Zestawienie typów i wymienionych wªasno±ci opisuje tabelka 2.1 [3].

Tabela 2.1. Podziaª typów w Pythonie na typy mutowalne i niemutowalne.

Opis obiektu Typ Mutowalny/Niemutowalny
Lista list Mutowalny
String str Niemutowalny
Krotka tuple Niemutowalny
Zbiór set Mutowalny

Sªownik dict Mutowalny
Liczba int, long, �oat, complex, bool Niemutowalny

2.2. �a«cuchy znaków

�a«cuch znaków, czyli string, zaliczany jest do sekwencji znaków, których nie mo»na
mody�kowa¢ bezpo±rednio poprzez podanie indeksu odpowiedniego znaku. Mody�kacja
ªa«cucha znakowego jest mo»liwa jedynie poprzez zastosowanie zabiegów wycinania i kon-
katenacji. Zapis ªa«cuchów znakowych odbywa si¦ poprzez zastosowanie apostrofów lub
cudzysªowów [3]. Podstawowe zastosowanie i operacje na stringach przedstawia listing 2.3.

Listing 2.3. �a«cuchy znaków.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# ªa«cuchy znaków w Pythonie

S = "" ; S = ' ' # tworzen ie pus tego napisu
S = "python" # tworzen ie napisu
S = s t r ( [ 1 , 2 , 3 ] ) # posta¢ napisowa ob i e k t u
print S
print l en (S) # dªugo±c napisu − l i c z b a znaków w s t r i n gu
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print "Jezyk " + S # konkatenac ja
print 2 ∗ S # powie l an i e s t r i n gu
print S [ 2 ] # odn i e s i en i e s i ¦ do konkretnego znaku

# za pomoc¡ indeksu
print S [ : 3 ] # wyc i ¦c i e 3 p ierwszych znaków
print S [ 2 : 5 ] # wyc i ¦c i e znaku o i nd e k s i e 2 , 3 i 4
S_k = S [ : ] # kopiowanie s t r ingów
S_k = s t r (S)
print S_k in S # zawieranie , zwraca typ l o g i c z n y

# (True , Fa lse )
print S_k not in S
print "%s 2 .6 " % S # formatowanie ªa«cucha znakowego
print "%s+%s=%s" % (2 , 3 , 2+3)
del S # usuwanie s t r i n gu

2.3. Listy

Listy w Pythonie s¡ to pewnego rodzaju tablice dynamiczne, które w razie potrzeby
automatycznie powi¦ksz¡ swój rozmiar. Interesuj¡ce jest to, »e elementy listy wcale nie
musz¡ by¢ tego samego typu. Elementami listy mog¡ by¢ inne listy. Obiekty listy mog¡ by¢
zagnie»d»one na dowoln¡ gª¦boko±¢ [3]. Listing 2.4 demonstruje przykªady zastosowania
list.

Listing 2.4. Listy.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# l i s t y w Pythonie

L = [ ] # tworzen ie l i s t y pu s t e j
L = [ "1" , 1 , 1 . 1 ] # tworzen ie l i s t y , e lementy nie musz¡ by¢

# tego samego typu
L2 = l i s t ( "abc" ) # tworzen ie l i s t y z s ekwenc j i
print l en (L) # funkc ja zwraca l i c z b ¦ elementów l i s t y
print L + L2 + [ 1 ] # l i s t y mo»na ª¡c zyc ze sob¡
print 3 ∗ L # l i s t y mo»na powie la¢
print L [ 2 ] # odwoªanie do elementu l i s t y za pomoca indeksu
print L [ 0 : 2 ] # odwoªanie do elementów l i s t y o i nd e k s i e 0 i 1

# ( wycinek )
L [ 1 ] = 1000 # nadpisan ie elementu l i s t y zna jdu j¡cego s i ¦

# pod indeksem 1 war to±c i¡ 1000
L [ 1 : 3 ] = [ 0 ] # nadpisan ie wycinka
L_k = l i s t (L) # kopiowanie l i s t y
L_k = L [ : ]
print 1 in L # czy element zna jdu j e s i ¦ na l i ± c i e ( boo l )
print 1 not in L # czy element nie zna jdu j e s i ¦ na l i ± c i e ( boo l )
print range (6 ) # buduje l i s t ¦ od 0 do 5
print range (2 , 6) # buduje l i s t ¦ od 2 do 5
print range (1 , 6 , 2) # buduje l i s t ¦ od 1 do 5 z krokiem i t e r a c j i = 2
del L2 [ 1 ] # usuwanie elementu z l i s t y o zadanym ind e k s i e
del L [ 0 : 2 ] # usuwanie wycinka l i s t y o zadanym za k r e s i e
del L # usuwanie c a l e j l i s t y
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2.4. Krotki

Krotki w Pythonie wyst¦puj¡ jako uporz¡dkowane ci¡ci obiektów. Stosujemy je wtedy,
gdy nie chcieliby±my zmienia¢ ich struktury (w przeciwie«stwie do list). Do elementów
krotek mo»na odwoªywa¢ si¦ za pomoc¡ indeksu [3]. Praktyczne ich zastosowanie przed-
stawione jest na listingu 2.5.

Listing 2.5. Krotki.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# kr o t k i w Pythonie

T = () # utworzenie pu s t e j k r o t k i
T = (1 , ) # utworzenie k r o t k i z jedn¡ skªadow¡
T = (0 , 1 , 2 , 3 , 4) # utworzenie k r o t k i z 5 skladowymi
T = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 # j e » e l i i l o ± c skªadowych > 1 nawiasy nie s¡

# obowi¡zkowe
T = tup l e ( range (0 , 5 ) ) # utworzenie k r o t k i z s ekwenc j i

print T[ 4 ] # dost¦p do sk ªadowe j k r o t k i przy pomocy indeksu
print T[ 1 : 4 ] # wycinek elementów zawiera j¡cych indeksy

# od 1 do 3 k r o t k i mac i e r z y s t e j
print l en (T) # rozmiar k r o t k i
print T + (10 , 11 , 12) # konkatenac ja k ro t e k
print 4 ∗ T # powie l an i e k ro t e k
print 100 in T # czy element zna jdu j e s i ¦ w kro t c e ( boo l )
print 100 not in T # czy element nie zna jdu j e s i ¦ w kro t c e ( boo l )
a , b = 0 , 1 # a = 0 , b = 1 , rozpakowanie k r o t k i
a , b = b , a # a = 1 , b = 0 , zamiana war to ±c i zmiennych
del T # usuwanie k r o t k i

2.5. Sªowniki

Sªowniki w Pythonie to pewnego rodzaju tablice asocjacyjne. Do elementów sªow-
nika mamy dost¦p przy pomocy klucza, który mo»e by¢ praktycznie dowolnego typu
niezmiennego (np. liczby, stringi, krotki) i nie mo»e si¦ powtarza¢. Zawarto±¢ sªownika
mo»na mody�kowa¢. Sªowniki obsªuguj¡ zagnie»d»enia obiektów na dowoln¡ gª¦boko±¢
[3]. Przykªad przedstawiono poni»ej (listing 2.6).

Listing 2.6. Sªowniki.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# s ªown i k i w Pythonie

D = {} # utworzenie pus tego s ªownika
D = {" I " : 1 , " I I " : 2 , "V" : 5} # sªownik o 3 elementach ( k l u c z − warto±c )
print l en (D) # l i c z b a elementów k l u c z − warto±c
D[ " I I I " ] = 3 # dodanie p o z y c j i do s ªownika o nowym

# k luc zu
print D[ "V" ] # dost¦p do war to ±c i przy pomocy k l u c za
D_k = d i c t (D) # kopiowanie s ªownika
print "VI" in D_k # czy k l u c z i s t n i e j e w sªowniku ( boo l )
print "VI" not in D_k # czy k l u c z nie i s t n i e j e w sªowniku ( boo l )
del D_k[ " I " ] # usuwanie podanego k l u c za ze s ªownika
del D_k # usuwanie ca ªego s ªownika
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2.6. Zbiory

Zbiory w pewnym sensie przypominaj¡ sªowniki. Nie ma tutaj konstrukcji typu klucz
-warto±¢ tak jak w sªownikach, tylko pojedyncze elementy, a ich kolejno±¢ nie jest z góry
ustalona. Zbiory zawieraj¡ kolekcje niepowtarzalnych elementów, nie wspieraj¡ dost¦pu
do elementów za pomoc¡ indeksów [3]. Przykªadowe operacje na zbiorach przedstawia
listing 2.7.

Listing 2.7. Zbiory.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# zb i o r y w Pythonie

S_a = se t ( [ 0 , 1 , 2 , 3 , 3 , 4 ] ) # utworzenie z b i o ru z sekwenc j i
S_b = se t ( [ 3 , 2 , 1 ] )

print 3 in S_a # czy element na l »y do zb i o ru ( boo l )
print 3 not in S_a # czy element nie na l e »y do z b i o ru ( boo l )
print S_a <= S_b # czy zbiórA zawiera s i e w zbiórB ( boo l )
print S_a >= S_b # czy zbiórB zawiera s i e w zbiórA ( boo l )
print S_a | S_b # suma zbiorów
print S_a & S_b # i l o c z yn zbiorów
print S_a − S_b # ró»n ica zb iorów
print S_a ^ S_b # ró»n ica symetryczna zbiorów
S_a = S_b . copy ( ) # kopiowanie zb iorów

2.7. Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa pozwala zmieni¢ przebieg algorytmu w zale»no±ci od zaistnia-
ªych warunków logicznych. W Pythonie mamy do czynienia z instrukcj¡ if lub kombinacj¡
if, elif oraz else. Instrukcja switch nie jest wspierana, mo»na j¡ bez problemu zast¡pi¢
opisan¡ w tym podrozdziale konstrukcj¡ if, elif, else. Przykªad zostaª przedstawiony w
listingu 2.8

Listing 2.8. Instrukcja warunkowa.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# in s t r u k c j a warunkowa w Pythonie

# przyk ªad zas tosowania i n s t r u k c j i warunkowej − i f , e l i f , e l s e
x = 17
i f x % 2 == 0 :

print x , " j e s t parzysta ! "
else :

print x , " j e s t n i epa r zy s ta ! "

i f x > 0 :
print x , " j e s t dodatnia ! "

e l i f x < 0 :
print x , " j e s t ujemna ! "

else :
print x , " j e s t zerem ! "

# przyk ªad zas tosowania wyra»enia trójargumentowego , A i f B e l s e C
# operatory l o g i c z n e : or ( a l t e rna tywa ) , and ( koniunkc ja )
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prawda_czy_falsz = (True or False )
print "Wynik zapytania : " ,
print "Jednak prawda ! " i f prawda_czy_falsz else "Jednak f a ª s z ! "

W j¦zyku Python instrukcje blokowe powinny zawiera¢ wci¦cia. Nale»y stosowa¢ tabu-
lator lub spacj¦, przy czym nie powinno si¦ miesza¢ tych znaków. Programista powinien
przyj¡¢ jedn¡ konwencj¦ i j¡ konsekwentnie stosowa¢.

2.8. P¦tle programowe

Trudno sobie wyobrazi¢ j¦zyk programowania wysokiego poziomu bez p¦tli. J¦zyk
Python wyposa»ony jest w dwie p¦tle programowe: for i while. W p¦tlach mo»na stosowa¢
instrukcje break i continue. Przykªad demonstruje listing 2.9.

Listing 2.9. P¦tle programowe.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# p¦ t l e w Pythonie

L = l i s t ( range (10 , 90 , 10) )
S = se t ( range (1 , 11) )

# p¦ t l a f o r ( pr zyk ªad i t e r a c j i po indeksach )
for i , x in enumerate (L ) :

print " l i s t a [ " , i , " ] = " , x

# przyk ªad i t e r a c j i po elementach
for y in S :

for x in S :
print x ∗ y , "\ t " ,

print

# pe t l a wh i l e ( pr zyk ªad odwracania elementów w l i ± c i e )
i = 0
j = len (L) − 1

while i < j :
L [ i ] , L [ j ] = L [ j ] , L [ i ]
i += 1
j −= 1

2.9. Standardowe wej±cie i wyj±cie

Standardowe wej±cie i wyj±cie pozwala na interakcj¦ z u»ytkownikiem. Poprzez stan-
dardowe wej±cie (w programie reprezentowane jest przez metod¦ raw_input) u»ytkow-
nik mo»e dostarczy¢ potrzebne dane do programu, a za pomoc¡ standardowego wyj±cia
(w programie reprezentowane jest przez print) mo»e analizowa¢ wyniki. Przykªad zostaª
umieszczony w listingu 2.10.

Listing 2.10. Standardowe wej±cie / wyj±cie.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# standardowe we j ± c i e / wy j ± c i e w Pythonie
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# metody odpowiedz ia lne za odczytywanie napisów
# wprowadzanych na standardowe we j ± c i e

napis = raw_input ( "Podaj napis : " )
cy f r a = in t ( raw_input ( "Podaj c y f r e : " ) ) # zas tosowanie rzutowania

# n i e k t ó r e sposoby formatowania t e k s t u
print "Podano napis %s o l i c z b i e znakow %d ! " % ( napis , l en ( napi s ) )
print "Wprowadzona cy f r a to %d ! " % cy f r a

2.10. Funkcje

Funkcja jest podprogramem, która wykonuje pewne operacje. Mo»e, ale nie musi przyj-
mowa¢ argumenty wej±ciowe. Zwraca None lub co± bardziej przydatnego. Tworzenie funk-
cji ma na celu unikn¡¢ niepotrzebnego powtarzania si¦ kodu w programie. W Pythonie
mamy do dyspozycji funkcje wbudowane, anonimowe, równie» istnieje mo»liwo±¢ imple-
mentacji funkcji przez samego programist¦. Przykªady zostaªy opisane w listingu 2.11.

Listing 2.11. Funkcje.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# funkc j e w Pythonie

# przyk ªad f u n k c j i zwraca j¡ce j wynik
def srednia_arytmetyczna ( dane ) :

s r edn i a = 0 .0

for d in dane :
s r edn i a += d

return s r edn i a / f l o a t ( l en ( dane ) )

# przyk ªad f u n k c j i anonimowej ( lambda )
# ciaªem musi byc pojedyncze wyra»enie , n ie mo»e zawiera¢ p r i n t czy re turn
srednia_arytmetyczna_lambda = lambda dane : sum( dane ) / f l o a t ( l en ( dane ) )

# przyk ªad f u n k c j i n ie zwrac¡ jace j wyniku
def rysuj_szachownice ( bok_szachownicy = 0 , bok_pola = 0 , g r a f i k a = "o" ) :

po la = l i s t ( [ bok_pola ∗ " " , bok_pola ∗ g r a f i k a ] )

i = 0
while i < bok_szachownicy ∗ bok_pola :

j = 0
while j < bok_szachownicy :

print pola [ j %2] ,
j += 1

i += 1

i f i % bok_pola == 0 :
pola [ 0 ] , po la [ 1 ] = pola [ 1 ] , po la [ 0 ]

print

print

# wywoªania f u n k c j i
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print srednia_arytmetyczna ( [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ] )
print srednia_arytmetyczna_lambda ( [ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ] )
rysuj_szachownice (10 , 2)

2.11. Moduªy

Moduªy to pewnego rodzaju biblioteki. Zaimportowane tworz¡ przestrze« nazw, za
pomoc¡ której mo»na si¦ odwoªywa¢ do zamieszczonych wewn¡trz nich de�nicji funkcji i
zmiennych[3]. Sposób implementacji moduªu i jego importu przedstawiaj¡ listingi 2.12 i
2.13.

Listing 2.12. Przykªad wªasnego moduªu.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# wªasne moduªy w Pythonie

# ze s t aw i en i e d e f i n i c j i k i l k u pros tych f u n k c j i
def dodawanie ( a , b ) :

return a + b

def odejmowanie ( a , b ) :
return a − b

def mnozenie ( a , b ) :
return a ∗ b

def d z i e l e n i e ( a , b ) :
return a / f l o a t (b)

# sposób te s towania moduªu
# d z i ¦ k i poni»szemu warunkowi uruchamiaj¡c ak tua lny p l i k
# t e s t y b¦d¡ dost¦pne i widoczne , a l e importuj¡c ten oto
# p l i k t e s t y zos tana pomini¦te
i f __name__ == "__main__" :

print "1 + 2 = " , dodawanie (1 , 2)
print "3 − 4 = " , odejmowanie (3 , 4)
print "3 ∗ [ 2 , 1 ] = " , mnozenie (3 , [ 2 , 1 ] )
print "7 / 3 = " , d z i e l e n i e (7 , 3)

Listing 2.13. Import moduªów.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# importowanie moduªów w Pythonie

import mymodule # mo»na importowa¢ wªasne moduªy | l i s t i n g 12
import sys # mo»na importowa¢ moduªy wbudowane ( systemowy )
import math # moduª matematyczny
import random # moduª odpowiedz ia lny za generowanie zmiennych

# losowych

# przyk ªad dost¦pu do metod z moduªu

print mymodule . dodawanie (5 , 6)
print mymodule . mnozenie ( 1 . 5 , 4)

12

2049964164(16)



# przyk ªady dost¦pu do metod modulów wbudowanych
print random . random ( )
print sys . v e r s i on
print math . s i n (math . p i /2)

2.12. Klasy

Programowanie zorientowane obiektowo jest jedn¡ z najlepszych technik programo-
wania. Dzi¦ki niej programista mo»e opisywa¢ rzeczywisto±¢ przy pomocy obiektów. W
Pythonie obiekty tworzy si¦ przy pomocy klas. Klasy mog¡ by¢ rozbudowywane na pod-
stawie klas podstawowych (dziedziczenie) lub by¢ skªadow¡ innej klasy (kompozycja), a
przeci¡»anie operatorów pozwala programi±cie na to, aby obiekty zachowywaªy si¦ tak jak
typy wbudowane [3]. Przykªad dziedziczenia zostaª przedstawiony w listingu 2.14.

Listing 2.14. Klasy.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# k l a s y i d z i e d z i c z e n i e w Pythonie

class Point :
def __init__( s e l f , x = 0 , y = 0 ) :

s e l f . x = x
s e l f . y = y

def __str__( s e l f ) :
return "(%s , %s ) " % ( s e l f . x , s e l f . y )

class Czworokat :
# podajemy lewy dolny i prawy górny róg czworok¡ta
def __init__( s e l f , x1 = 0 , y1 = 0 , x2 = 0 , y2 = 0 ) :

# kompozycja w k l a s i e Czworokat
s e l f . pt1 = Point ( x1 , y1 )
s e l f . pt2 = Point ( x2 , y2 )

def __str__( s e l f ) :
return "Czworokat[%s , %s ] " % ( s e l f . pt1 , s e l f . pt2 )

class Kwadrat ( Czworokat ) :
# kwadrat to czworok¡t o równych bokach
def __init__( s e l f , x1 = 0 , y1 = 0 , x2 = 0 , y2 = 0 ) :

Czworokat . __init__( s e l f , x1 , y1 , x2 , y2 )
# sprawdzenie równo±ci boków
i f ( x2−x1 ) != (y2−y1 ) :

raise Exception ( " ró»ne boki " )
def __str__( s e l f ) :

return "Kwadrat[%s , %s ] " % ( s e l f . pt1 , s e l f . pt2 )

# utworzenie o b i e k t u
kwadrat = Kwadrat (0 , 0 , 6 , 6)

2.13. Wyj¡tki

Czasami podczas dziaªania programu zdarzaj¡ si¦ sytuacje wyj¡tkowe, które nale»y
wykry¢ i odpowiednio obsªu»y¢. J¦zyk Python posiada mechanizm obsªugi wyj¡tków do-
stosowany do takich sytuacji [3]. Przykªady obrazuje listing 2.15.
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Listing 2.15. Wyj¡tki.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# wy j¡ t k i w Pythonie

# przechwytywanie wyj¡tków ( podstawy )
try :

# d z i e l e n i e pr ze z 0 ( wyja tek : ZeroDiv is ionError )
1/0

except ZeroDiv i s i onError :
print "Wyj¡tek : Dz i e l e n i e przez 0 ! "

else :
print "Wyj¡tek n i e wyst¡p i ª ! "

f ina l ly :
print "Tutaj zawsze s i e wykona . "

print "Dalsze i n s t r u k c j e . . . "

# wy j¡ t k i jako k l a s y ( pr zyk ªad ) , k l a s a d z i e d z i c z y po Except ion
class MyError ( Exception ) :

def __init__( s e l f , message ) :
s e l f . message = message

def __str__( s e l f ) :
return "Wyjatek : " + s t r ( s e l f . message )

# zg ª a s z an i e wyj¡tku
raise MyError ( "Wyst¡piª wyj¡tek . . . " )

2.14. Uzyskiwanie pomocy w Pythonie

Python wyposa»ony jest w mechanizm uzyskiwania pomocy na temat konkretnych
typów czy sposobu dziaªania metod, których programista chciaªby u»y¢ do tworzenia
swoich aplikacji. Przykªady takiego dost¦pu do pomocy w Pythonie przedstawione s¡ w
listingu 2.16.

Listing 2.16. Pomoc w Pythonie.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# uzysk iwanie pomocy w Pythonie

print d i r ( i n t ) # zestaw metod d la typów ca ª kowi t ych
print d i r ( f l o a t ) # zestaw metod d la typów zmiennoprzecinkowych
print d i r ( complex ) # zestaw metod d la typów zespo lonych
print d i r ( s t r ) # zestaw metod d la s t r ingów
print d i r ( bool ) # zestwa metod d la typu l o g i c zn e go
print d i r ( l i s t ) # zestaw metod d la l i s t
print d i r ( tup l e ) # zestaw metod d la k ro t e k
print d i r ( d i c t ) # zestaw metod d la sªowników
print d i r ( s e t ) # zestaw metod d la zb iorów

# sposób pozysk iwania pomocy w Pythonie d la konkretnych
# typów i atrybutów typów

help ( i n t )
he lp ( f l o a t )
he lp ( complex )
he lp ( s t r )
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help ( s t r . lower )
he lp ( bool )
he lp ( l i s t )
he lp ( l i s t . s o r t )
he lp ( tup l e )
he lp ( d i c t )
he lp ( s e t )
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3. Teoria grup

Teoria grup bada struktury algebraiczne zwane grupami. Poj¦cie grupy pojawiªo si¦
po raz pierwszy w badaniach Galois nad rozwi¡zalno±ci¡ równa« algebraicznych. De�nicj¦
abstrakcyjnego poj¦cia grupy zawdzi¦czamy Cayleyowi (1854). Od tego czasu poj¦cia
teorii grup przenikn¦ªy do wielu dziaªów matematyki, �zyki, czy chemii.

3.1. Grupy abstrakcyjne

Wa»nymi klasami grup s¡ grupy permutacji, grupy macierzy, czy grupy transformacji.
Jednak cz¦sto abstrahujemy od natury elementów grupy i rozwa»amy grupy abstrakcyjne,
jako zbiory elementów speªniaj¡cych okre±lone postulaty.

3.1.1. Grupa

Grupa G jest struktur¡ algebraiczn¡ skªadaj¡c¡ si¦ z niepustego zbioru G oraz usta-
lonego dziaªania (·). Dziaªanie powinno speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki [8]:

1. �¡czno±ci: Je»eli a, b, c ∈ G, to a · (b · c) = (a · b) · c.
2. Neutralno±ci: Dla pewnego elementu jednostkowego e ∈ G i a ∈ G zachodzi a · e =

e · a = a. Dowodzi si¦, »e element jednostkowy jest dokªadnie jeden w grupie.
3. Odwrotno±ci: Dla ka»dego a ∈ G istnieje element a−1 ∈ G, taki »e a·a−1 = a−1·a = e.

3.1.2. Grupa abelowa

Grupa abelowa jest struktur¡ algebraiczn¡, w której oprócz cech ª¡czno±ci, neutralno±ci
i odwrotno±ci zachodzi warunek przemienno±ci dziaªania wewn¡trz grupy, a · b = b · a dla
ka»dego a, b ∈ G [8].

3.1.3. Rz¡d grupy

Rz¡d grupy G okre±lamy jako liczb¦ n elementów grupy G, zakªadaj¡c »e mamy do
czynienia z grup¡ sko«czon¡, n <∞ [8]. W niniejszej pracy b¦dziemy rozwa»a¢ wyª¡cznie
grupy sko«czone.

3.1.4. Podgrupa

Niech G b¦dzie grup¡, H podzbiorem niepustym G. H jest podgrup¡ grupy G (ozna-
czenie H ¬ G), je»eli H jest grup¡ wzgl¦dem tego samego dziaªania, które istnieje w G.
Je»eli S jest podzbiorem G, to 〈S〉 oznacza podgrup¦ generowan¡ przez S.

3.1.5. Warstwy

Warstw¡ nazywamy zbiór, który powstaª w wyniku iloczynu elementu a ∈ G z ka»dym
elementem podgrupy H. Rozró»niamy dwa rodzaje warstw [8]:
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1. Warstwa lewostronna: zbiór elementów postaci ah, gdzie h ∈ H; zbiór ten ozna-
czamy przez aH.

2. Warstwa prawostronna: zbiór elementów postaci ha, gdzie h ∈ H; zbiór ten ozna-
czamy przez Ha.

3.1.6. Podgrupa niezmiennicza

Podgrup¡ niezmiennicz¡ (inwariantn¡, normaln¡) nazywamy podgrup¦ H grupy G,
której warstwy lewostronne i prawostronne s¡ takie same, a mianowicie musi zachodzi¢
zale»no±¢ aH = Ha, oraz a−1H = Ha−1 dla ka»dego a ∈ G.

3.1.7. Twierdzenie Lagrange'a

Rz¡d podgrupy H jest podzielnikiem rz¦du grupy G.

3.1.8. Klasy elementów sprz¦»onych

W grupie G okre±lamy relacj¦ sprz¦»enia ∼ nast¦puj¡co: a ∼ b wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje c ∈ G takie, »e cbc−1 = a. Relacja ∼ jest zwrotna, symetryczna i przechod-
nia, wi¦c jest relacj¡ równowa»no±ci. W grupie G mo»emy wi¦c wyró»ni¢ rozª¡czne klasy
równowa»no±ci, klasy elementów sprz¦»onych.

3.2. Grupy permutacji

Grupy permutacji peªni¡ w matematyce szczególn¡ rol¦. Pojawiaj¡ si¦ w bardzo ró»-
norodnych dziaªach matematyki; s¡ z jednej strony niemal najprostrzymi grupami nie-
przemiennymi, ale te» s¡ wystarczaj¡co zªo»one, aby zawiera¢ wszystkie grupy sko«czone.

3.2.1. De�nicja permutacji

Elementy zbioru A = {1, 2, 3} mo»na przestawia¢ na 3! = 6 ró»nych sposobów: (1, 2,
3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1). Ka»de takie uporz¡dkowanie nazywamy
permutacj¡ elementów zbioru A [4].

3.2.2. Grupa symetryczna

Grupa symetryczna [oznaczenie Sn lub Sym(Ω)] jest grup¡ wszystkich permutacji zbio-
ru n elementowego Ω, na ogóª zbioru liczb od 1 do n. Ka»d¡ podgrup¦ grupy symetrycznej
nazywamy grup¡ permutacji. Elementy takiej grupy zapisywane s¡ w nast¦puj¡cej postaci:

P =
(

1 2 3
3 2 1

)
. (3.1)

Przykªad 3.1 przedstawia element grupy S3, której rz¡d wynosi n! = 3! = 6. Porz¡dek
kolumn w tym zapisie nie odgrywa »adnej roli.

3.2.3. Grupa alternuj¡ca

Grupa alternuj¡ca [oznaczenie An lub Alt(Ω)] jest podgrup¡ permutacji parzystych z
grupy symetrycznej.
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Przykªad 3.2 przedstawia permutacj¦ parzyst¡ z A4 z rozkªadem na cykle:

Q =
(

1 2 3 4
4 3 2 1

)
= (14)(23). (3.2)

3.2.4. Twierdzenie Cayleya

Ka»da grupa sko«czona G rz¦du n jest izomor�czna z pewn¡ podgrup¡ grupy syme-
trycznej Sn. Do przeprowadzenia dowodu nale»y dokona¢ przyporz¡dkowania nast¦puj¡-
cych elementów [8] (ai, aj ∈ G):

ai → Pai =
(

a1 a2 . . . an
aia1 aia2 . . . aian

)
, (3.3)

aj → Paj =
(

a1 a2 . . . an
aja1 aja2 . . . ajan

)
. (3.4)

Dla aiaj ∈ G otrzymamy:

aiaj → PaiPaj =
(

a1 a2 . . . an
aiaja1 aiaja2 . . . aiajan

)
. (3.5)

Aby przeprowadzi¢ dowód izomor�zmu doprowadza si¦ do relacji

PaiPaj = Paiaj. (3.6)

Nale»y zwróci¢ uwag¦ na sytuacje, w której przestawienie szyku elementów i ich in-
deksów nie tworzy nowej grupy. Sytuacje demonstruje relacja 3.7:

(
a1 a2 . . . an
aia1 aia2 . . . aian

)
=
(

a1 an . . . a2
aia1 aian . . . aia2

)
. (3.7)

Mo»na zapisa¢:

Pai =
(

a1 a2 . . . an
aia1 aia2 . . . aian

)
=
(

aja1 aja2 . . . ajan
ai(aja1) ai(aja2) . . . ai(ajan)

)
=

=
(

aja1 aja2 . . . ajan
aiaja1 aiaja2 . . . aiajan

)
.

(3.8)

Relacja skªadania Pai oraz Paj ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

PaiPaj =
(

aja1 aja2 . . . ajan
aiaja1 aiaja2 . . . aiajan

)(
a1 a2 . . . an
aja1 aja2 . . . ajan

)
=

=
(

a1 a2 . . . an
aiaja1 aiaja2 . . . aiajan

)
= Paiaj.

(3.9)
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3.2.5. Cykle

Cykl jest specy�czn¡ struktur¡, któr¡ mo»na sobie wyobrazi¢ jako ci¡g kolejnych prze-
stawie« skªadników grupy od pewnego elementu, który zamyka i otwiera ci¡g zast¦puj¡-
cych si¦ elementów [8]. (

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 1

)
= (16)(25)(34). (3.10)

Przykªad 3.10 demonstruje rozbicie permutacji na trzy rozª¡czne cykle o dªugo±ci 2.
Cykl (16) odczytujemy w nast¦puj¡cy sposób: 1 zast¦pujemy 6, a 6 zast¦pujemy 1. Element
1 otwiera i zamyka cykl. Cykl o dªugo±ci 2 nazywamy transpozycj¡. Cykle jednoelementowe
zwykle pomijamy w zapisie.

3.2.6. Znak permutacji

Znak permutacji jest to liczba (−1)N , gdzie N jest liczb¡ transpozycji w rozkªadzie
danej permutacji. Je»eli N jest parzyste to znak permutacji przyjmuje warto±¢ +1, a
permutacj¦ nazywamy parzyst¡. Je»eli N jest nieparzyste to znak permutacji przyjmuje
warto±¢ −1, a permutacj¦ nazywamy nieparzyst¡ [8]. Czasem de�niuje si¦ parzysto±¢
równ¡ 0 dla permutacji parzystej i 1 dla permutacji nieparzystej. Rozkªad permutacji na
transpozycje nie jest jednoznaczny, ale parzysto±¢ liczby N jest jednoznacznie okre±lona.

Przykªad permutacji nieparzystej:(
1 2 3 4 5 6
6 4 1 2 5 3

)
= (163)(24)(5) = (13)(16)(24). (3.11)

W rozkªadzie permutacji 3.11 wyst¦puj¡ 3 transpozycje.
Zamiana cyklu k elementowego na iloczyn transpozycji mo»emy robi¢ wedªug wzoru:

(a1, a2, a3 · · · ak) = (a1, ak)(a1, ak−1) · · · (a1, a3)(a1, a2). (3.12)

Ze wzoru 3.12 wida¢, »e cykl k elementowy ma znak (−1)k+1.

3.2.7. Centralizator

Niech G b¦dzie grup¡ oraz a ∈ G. Centralizator elementu a w grupie G jest to zbiór
CG(a) = {g ∈ G : ga = ag}. Je»eli A ⊂ G, to mo»na okre±li¢ CG(A) = {g ∈ G : ga =
ag dla ka»dego a ∈ A}. Centralizator jest podgrup¡ grupy G.

Centrum grupy G jest to zbiór Z(G) = CG(G). Centrum grupy G jest to zbiór ele-
mentów przemiennych z ka»dym elementem grupy G. Centrum grupy Z(G) jest zawsze
podgrup¡ normaln¡ grupy G.

3.2.8. Komutant

Zaªó»my, »e mamy dan¡ grup¦ G oraz podzbiory A, B. Komutantem nazywamy zbiór
[A,B] generowany przez zbiór komutatorów {[a, b] = aba−1b−1 : a ∈ A, b ∈ B}. Mo»na
zde�niowa¢ pochodn¡ grupy nast¦puj¡co: G(0) = G, G(n+1) = [G(n), G(n)]. Komutant
[G,G] grupy G jest jej podgrup¡ normaln¡.

Je»eli grupa [G,G] jest trywialna, to G jest abelowa. Je»eli [G,G] = G, to grupa G
jest doskonaªa. Najmniejsza nietrywialna grupa doskonaªa to A5.

19

2746650864(23)



3.2.9. Iloczyn prosty grup

Niech G i H b¦d¡ grupami. Iloczynem prostym grup G i H nazywamy zbiór G × H
wszystkich par uporz¡dkowanych {(g, h) : g ∈ G, h ∈ H} z dziaªaniem (g1, h1) · (g2, h2) =
(g1 · g2, h1 · h2) [12].

3.2.10. Dziaªanie grupy na zbiorze

Mamy dan¡ grup¦ G oraz zbiór Ω. Dziaªaniem grupy na zbiorze nazywamy funkcj¦
F : G× Ω −→ Ω o wªasno±ciach:

� F (e, ω) = ω dla ka»dego ω ∈ Ω.
� F (gh, ω) = F (g, F (h, ω)) dla ka»dego g, h ∈ G, ω ∈ Ω.

3.2.11. Orbita

Orbit¡ nazywamy zbiór F (G,ω) = {F (g, ω) : g ∈ G}, który jest podzbiorem Ω.
Dziaªanie grupy jest tranzytywne, je»eli F (G,ω) = Ω dla ka»dego ω ∈ Ω, czyli istnieje
tylko jedna orbita.

3.2.12. Stabilizator

Stabilizator jest to zbiór StabG(ω) = {g ∈ G : F (g, ω) = ω}. Stabilizator jest podgrup¡
grupy G. Je»eli ω1, ω2 ∈ Ω, to

StabG(ω1, ω2) = {g ∈ G : F (g, ω1) = ω1, F (g, ω2) = ω2} = StabG(ω1)∩StabG(ω2). (3.13)

Analogicznie rozumiemy stabilizator ci¡gu wi¦kszej liczby punktów.

3.2.13. Silne generatory

Baza dla grupy G ¬ Sym(Ω), to ci¡g punktów B = (ω1, · · · , ωm), ωi ∈ Ω, dla którego
StabG(ω1, · · · , ωm) = 1. Baza okre±la ªa«cuch podgrup

G = G[0]  G[1]  · · ·  G[m−1]  G[m] = 1, (3.14)

gdzie G[1] = StabG(ω1), G[2] = StabG(ω1, ω2), G[i] = StabG(ω1, · · · , ωi).
Silny zbiór generuj¡cy S zwi¡zany z baz¡ B, to zbiór generuj¡cy grup¦ G o tej wªa-

sno±ci, »e

〈S ∩G[i]〉 = G[i] dla 0 ¬ i ¬ m. (3.15)

Zbiór S nie jest wyznaczony jednoznacznie [10].

3.2.14. Bloki

Je»eli dziaªanie F grupy G na zbiorze Ω jest tranzytywne, a ∆ jest podzbiorem Ω,
wtedy ∆ nazywamy blokiem dla G, je»eli dla ka»dego g ∈ G zachodzi:

F (g,∆) = ∆ lub F (g,∆) ∩∆ = ∅, (3.16)

gdzie F (g,∆) = {F (g, ω) : ω ∈ ∆}.
Je»eli ∆ jest blokiem, to zbiór obrazów ∆ tworzy podziaª zbioru Ω, który jest nazywany

ukªadem bloków. Dziaªanie F indukuje dziaªanie F1 na ukªadzie bloków.
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4. Algorytmy i implementacje

W tym rozdziale zostan¡ przedstawione interfejsy dla permutacji oraz grup permuta-
cji, które pozwalaj¡ na wygodne prowadzenie oblicze« komputerowych. Ponadto zostan¡
przedstawione wybrane algorytmy grup permutacji, dzi¦ki którym obliczenia s¡ szybkie,
a przy tym mo»na bada¢ du»e obiekty matematyczne.

4.1. Interfejs permutacji

Permutacje b¦d¡ instancjami klasy Perm. Interfejs permutacji przedstawiony jest w
tabelach 4.1 4.2.

Tabela 4.1. Interfejs permutacji [3].

Operacja Znaczenie Metoda
perm = Perm(size) tworzenie perm __init__()

perm = Perm(size)(3,4)(4,5) tworzenie perm
perm = Perm(3, data=[2,1,0]) tworzenie perm
repr(perm) reprezentacja __repr__()

len(perm) dªugo±¢ perm __len__()

perm.is_identity() czy identyczno±¢ is_identity ()

~perm perm odwrotna __invert__()

perm ∗ perm2 mno»enie perms __mul__()

cmp(perm, perm2) porównywanie __cmp__()

perm[i] perm jako funkcja __getitem__()

pow(perm, n), perm ∗∗ n pot¦gowanie perms __pow__()

perm.support() lista k przesuwanych support()

perm.max() najwi¦ksze k max()

perm.min() najmniejsze k min()

perm.list (), perm.list ( size ) jako lista list ()

perm.label() etykieta tekstowa label ()

perm.cycles() zwraca list¦ cykli cycles ()

perm.order() rz¡d perm order()

perm.parity() parzysto±¢ (0 lub 1) parity()

perm.is_even() czy parzysta is_even()

perm.is_odd() czy nieparzysta is_odd()

perm.sign() znak perm (+1, lub -1) sign()

perm.commutes_with(perm2) komutacja (bool) commutes_with()

perm.commutator(perm2) komutator permutacji commutator()

Perm.random(size) losowa perm random()

perm.inversion_vector(size) wektor inwersji inversion_vector()
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Tabela 4.2. Interfejs permutacji (ci¡g dalszy) [3].

perm.rank_lex(size) leksykogra�czne rankowanie rank_lex()

Perm.unrank_lex(size, rank) przeciwie«stwo rankowania unrank_lex()

perm.rank_mr(size) rankowanie Myrvold'a i Ruskey'a rank_mr()

Perm.unrank_mr(size, rank) przeciwie«stwo rankowania unrank_mr()

perm.next_lex() nast¦pna permutacja next_lex()

perm.prev_lex() poprzednia permutacja prev_lex()

Klasa Perm zaimplementowana jest w module perms. Poni»szy zapis sesji interaktyw-
nej Pythona ilustruje korzystanie z wybranych metod interfejsu permutacji.

>>> from perms import ∗
>>> N = 4
>>> a , b , c = Perm(N) (0 , 1 ) , Perm(N) (1 , 2 ) , Perm(N) (2 , 3)
>>> a ∗ b
Perm(4 ) ( 0 , 1 , 2)
>>> b ∗ a
Perm(4 ) ( 0 , 2 , 1)
>>> a . commutes_with (b)
Fa l se
>>> a . commutes_with ( c )
True
>>> a . is_even ( )
Fa l se
>>> a . commutator ( c )
Perm(4)
>>> (a ∗ c ) . c y c l e s ( )
[ [ 0 , 1 ] , [ 2 , 3 ] ]
>>>

4.2. Implementacja permutacji

Do obsªugi bª¦dów w klasie Perm i klasie Group przygotowujemy wyj¡tek PermError.

4.2.1. Klasa Perm - podstawowe metody

Permutacja jest przechowywana wewn¦trznie w instancji klasy Perm w atrybucie data
jako lista ró»nych liczb caªkowitych od 0 do size− 1.

Konstruktor klasy Perm (metoda __init__()) wymaga podania rozmiaru permutacji
(size). Opcjonalnie mo»emy poda¢ listy ró»nych liczb caªkowitych stanowi¡ce zapis per-
mutacji w notacji macierzowej.

Dziaªanie wi¦kszo±ci metod czytelnie przedstawia sam kod. Porównywanie permutacji
(metoda __cmp__()) odwoªuje si¦ do porównywania list wbudowanego w Pythona. Daje
to porównywanie leksykogra�czne permutacji.

Metoda __call__() pozwala na stworzenie permutacji podanej za pomoc¡ cykli (list
lub krotek).

Metoda list () pozwala wyeksportowa¢ permutacje w postaci listy innej dªugo±ci ni» ta
przechowywana w atrybucie data.

Metoda label () zapisuje permutacje w postaci stringu, przy czym liczby wi¦ksze od 9
kodowane s¡ za pomoc¡ liter alfabetu. Wyst¦puje tu ograniczenie na rozmiar permutacji,
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zwi¡zana z ograniczeniem ilo±ci znaków. Etykiety tekstowe wykorzystywane s¡ w podsta-
wowej implementacji grup permutacji jako niezmienne klucze dla obiektu permutacji. W
razie potrzeby mo»na okre±li¢ inne sposoby tworzenia etykiet tekstowych, gdzie nie b¦dzie
ju» ogranicze« na rozmiar permutacji.

4.2.2. Klasa Perm - metody zwi¡zane z cyklami

Permutacje mo»na zapisa¢ jako iloczyny cykli rozª¡cznych. Metoda cycles () zwraca list¦
cykli o dªugo±ci powy»ej 1. W kodzie metoda cycles () jest wykorzystana w kilku ró»nych
punktach [13]:

1. Reprezentacja permutacji jako string wykorzystuje list¦ cykli, aby dosta¢ zwarty zapis.
2. Obliczanie rz¦du permutacji zawiera rozkªad na cykle i sukcesywne korzystanie z

funkcji lcm(), która oblicza najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢. Warto zwróci¢ uwag¦,
»e kod metody order() jest bardzo zwi¦zªy dzi¦ki skorzystaniu z wbudowanej funk-
cji reduce(). Dla porównania mo»na poda¢ naiwn¡ implementacj¦ wymagaj¡c¡ liczby
operacji rz¦du O(n · order).

3. Pot¦gowanie permutacji w metodzie __pow__() algorytmem binarnego pot¦gowania,
który nie odwoªuje si¦ do struktury cykli i mo»e by¢ wykorzystany ogólnie, np. dla grup
macierzy. Ale mo»emy poda¢ kod, który mo»e by¢ jeszcze szybszy, je»eli wykorzystamy
struktur¦ cykli.

class Perm :
# . . . p o zo s t a ª e metody

def __pow__( s e l f , n ) :
""" Znajduje po t¦g¦ permutac j i . """
i f n == 0 :

return Perm( s e l f . s i z e )
e l i f n < 0 :

return pow(~ s e l f , −n)
e l i f n == 1 :

return s e l f
e l i f n == 2 :

return s e l f ∗ s e l f
else :

tmp = Perm( s e l f . s i z e )
for cy c l e in s e l f . c y c l e s ( ) :

c_len = len ( cy c l e )
m = n % c_len
i f m > 0 :

new_cycle = [ cy c l e [ ( i ∗ m) % c_len ] for i in range ( c_len ) ]
tmp = tmp ∗ Perm( s e l f . s i z e ) (∗ new_cycle )

return tmp

4.2.3. Klasa Perm - parzysto±¢

Gªówn¡ metod¡ zwi¡zan¡ z badaniem parzysto±ci permutacji jest metoda parity().
Zwraca ona zero dla permutacji parzystej oraz jeden dla permutacji nieparzystej. Za po-
moc¡ tej metody tworzymy dalsze wygodne metody zwracaj¡ce warto±ci typu logicznego
(is_even(), is_odd()) lub znak permutacji (sign()). W kodzie metody parity() wyznaczamy
liczb¦ wszystkich cykli rozª¡cznych wyst¦puj¡cych w rozkªadzie danej permutacji, ª¡cznie
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z cyklami o dªugo±ci jeden. Mo»na pokaza¢, »e parzysto±¢ ró»nicy rozmiaru permuta-
cji i liczby cykli jest równa parzysto±ci liczby transpozycji wyst¦puj¡cych w rozkªadzie
permutacji na transpozycje [13].

4.2.4. Klasa Perm - komutatory i permutacje przypadkowe

Klasa Perm dostarcza prostych metod do badania przemienno±ci. Mo»na sprawdzi¢
przemienno±¢ dwóch permutacji (commutes_with()) lub oblicza¢ komutator dwóch permu-
tacji (commutator()). Mamy równie» metod¦ klasy, która pozwala otrzyma¢ permutacj¦
przypadkow¡ o danym rozkªadzie n. Wykorzystywany jest generator losowy zawarty w me-
todzie random() [13]. Generalnie dla permutacji przypadkowych kluczowym zagadnieniem
jest udowodnienie, »e dana metoda pozwala wylosowa¢ dowoln¡ permutacje z jednakowym
prawdopodobie«stwem 1/n!

4.2.5. Klasa Perm - rangi permutacji

Funkcja rankuj¡ca dla n-elementowej permutacji przypisuje unikatowy numer z zakre-
su od 0 do n!− 1 dla ka»dej n! permutacji. Unrank jest funkcj¡ odwrotn¡ do rankowania.
Algorytm rankowania ustawia permutacje w porz¡dku leksykogra�cznym, wykorzystuje
wektor inwersji, jego wydajno±¢ jest rz¦du O(n2). Wektor inwersji skªada si¦ z elemen-
tów, których warto±¢ wskazuje liczb¦ elementów, które s¡ mniejsze od niej i le»¡ po jej
prawej stronie. W 2001 roku Myrvold i Ruskey przedstawili prosty algorytm rankowania i
unrankowania permutacji, którego wydajno±¢ jest rz¦du O(n). Algorytm wykorzystuje po-
mysª inspirowany standardowym generatorem permutacji losowych. Algorytmy Myrvold'a
i Ruskey'a zostaªy przedstawione w metodach rank_mr() oraz unrank_mr() [13].

4.2.6. Testy wydajno±ciowe dla permutacji

W celu sprawdzenia, czy implementacja ma wydajno±¢ przewidywan¡ przez teori¦,
przeprowadzono testy komputerowe z moduªem timeit. Na wykresie wida¢, »e podstawowe
operacje maj¡ zªo»ono±¢ czasow¡ O(n).
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4.3. Interfejs grup permutacji

W pracy b¦d¡ przedstawione dwie implementacje grup permutacji, ale interfejs b¦dzie
wspólny, zawarty w tabeli 4.3.

Tabela 4.3. Interfejs grup permutacji [3].

Operacja Znaczenie Metoda
G = Group(size) tworzenie grupy __init__()

G.order() rz¡d grupy order()

G ∗ H iloczyn prosty __mul__()

G. is_trivial () czy grupa trywialna is_trivial ()

perm in G przynale»no±¢ do grupy __contains__()

G.insert(perm) generowanie z perm insert ()

G.iterperms() iterator po perms iterperms()

G. iterlabels () iterator po etykietach iterlabels ()

G.is_abelian() czy grupa abelowa is_abelian()

G.base() baza grupy base()

H.is_subgroup(G) czy grupa jest podgrup¡ is_subgroup()

H.is_normal(G) czy H jest podgrup¡ normaln¡ G is_normal()

G.subgroup_search(prop) zwraca podgrup¦ subgroup_serch()

G.normalizer(H) normalizator H w G normalizer()

G.centralizer (H) centralizator H w G centralizer ()

G.center() zwraca centrum center()

G.orbits(points) zwraca list¦ orbit orbits ()

G.is_transitive() czy grupa tranzytywna is_transitive ()

G. stabilizer (point) zwraca stabilizator stabilizer ()

G.normal_closure(H) zwraca domkni¦cie normalne normal_closure()

G.commutator(H,K) zwraca komutant podgrup commutator()

G.derived_subgroup() zwraca komutant [G,G] derived_subgroup()

G.action(points) zwraca grup¦ indukowan¡ action()

G.blocks() zwraca ukªad bloków (nie zaim-
plementowane)

blocks()

Podany zapis sesji interaktywnej pokazuje u»ycie interfejsu grup permutacji podczas
badania podgrup grupy symetrycznej S4.

>>> from groups import ∗
>>> N = 4
>>> s4 = Group (N)
>>> s4 . i n s e r t (Perm(N) ( 0 , 1 ) )
>>> s4 . i n s e r t (Perm(N) ( 0 , 1 , 2 , 3 ) )
>>> s4 . order ( )
24
>>> [ p . order ( ) for p in s4 . i t e rpe rms ( ) ]
[ 3 , 4 , 4 , 3 , 2 , 3 , 2 , 3 , 1 , 2 , 2 , 2 , 4 , 2 , 2 , 4 , 3 , 4 , 2 , 3 , 4 , 3 , 2 , 3 ]
>>> a4 = Group (N)
>>> a4 . i n s e r t (Perm(N) ( 0 , 1 , 2 ) )
>>> a4 . i n s e r t (Perm(N) ( 1 , 2 , 3 ) )
>>> a4 . order ( )
12
>>> a l l (p . is_even ( ) for p in a4 . i t e rpe rms ( ) )
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True
>>> a4 . is_subgroup ( s4 )
True
>>> a4 . is_normal ( s4 )
True
>>> c4 = Group (N)
>>> c4 . i n s e r t (Perm(N) ( 0 , 1 , 2 , 3 ) )
>>> c4 . order ( )
4
>>> c4 . is_subgroup ( s4 )
True
>>> c4 . is_normal ( s4 )
True
>>> c4 . i s_abe l i an ( )
True
>>> a4 = s4 . derived_subgroup ( )
>>> a4 . order ( )
12
>>> a l l (p . is_even ( ) for p in a4 . i t e rpe rms ( ) )
True
>>> v4 = a4 . derived_subgroup ( )
>>> v4 . order ( )
4
>>> v4 . i s_abe l i an ( )
True
>>> v4comm = v4 . derived_subgroup ( )
>>> v4comm . i s_ t r i v i a l ( )
True
>>>

4.4. Implementacja grup permutacji

Przedstawiony interfejs grup permutacji cz¦±ciowo pokrywa si¦ z interfejsem wyst¦pu-
j¡cym w module SymPy. W kilku metodach wyst¦puj¡ uproszczenia, które nie powoduj¡
zmniejszenia funkcjonalno±ci, np. centralizer (). Korzystano równie» z rozwi¡za« wyst¦pu-
j¡cych w programie GAP.

Implementacja zaawansowana grup permutacji bazuje na artykule Knutha [10]. Niech
P (k) oznacza zbiór permutacji, które nie przesuwaj¡ elementów wi¦kszych od k. Dla 0 ¬
j ¬ k, albo σkj = ∅, albo σkj jest permutacj¡ z P (k), która przesuwa k na j. Zakªadamy, »e
σkk jest permutacj¡ identyczno±ciow¡. Niech S(k) b¦dzie niepustym zbiorem permutacji
σkj, przy czym S(0) zawiera tylko identyczno±¢.

Niech R(k) b¦dzie zbiorem wszystkich permutacji, które mog¡ by¢ zapisane jako ilo-
czyny σk . . . σ0, gdzie σi nale»y do S(i).

Niech T (k) b¦dzie podzbiorem P (k) o tej wªasno±ci, »e ka»dy element ze zbioru R(k)
mo»e by¢ zapisany jako iloczyn elementów ze zbioru ∪ks=0T (s). Zakªadamy, »e elementami
T (k) nie s¡ elementy z P (k − 1).

Mówimy, »e struktura jest aktualna do rz¦du n, je»eli T (k) jest podzbiorem R(k)
i je»eli R(k) zamkni¦te ze wzgl¦du na mno»enie, dla 0 ¬ k ¬ n. Wtedy permutacje
∪nk=0S(k) tworz¡ ukªad równolegªy dla R(n), a permutacje ∪nk=0T (k) tworz¡ zbiór silnych
generatorów dla R(n). W naszej implementacji R(n) jest badan¡ grup¡ permutacji, dla
której wyznaczamy i przechowujemy zbiory permutacji T (k) i S(k).

26

3289996624(30)



4.4.1. Klasa Group - podstawowe metody

Konstruktor klasy Group wymaga podania rozmiaru permutacji nale»¡cych do grupy.
W implementacji podstawowej tworzony jest wewn¦trzny sªownik ze wstawion¡ permuta-
cj¡ identyczno±ciow¡, czyli tworzymy grup¦ trywialn¡. W implementacji zaawansowanej
przygotowana jest struktura danych skªadaj¡ca si¦ z listy silnych generatorów all_T oraz
listy list Sigma do przechowywania permutacji σkj. Wstawiane s¡ permutacje identyczno-
±ciowe na pozycje σkk. Odpowiada to równie» tworzeniu grupy trywialnej.

Metoda order() zwraca rz¡d grupy. W implementacji podstawowej rz¡d grupy jest rów-
nowa»ny liczbie kluczy sªownika wewn¦trznego. W implementacji zaawansowanej rz¡d
grupy jest obliczany jako iloczyn liczb permutacji σkj dla wszystkich k. Szacowana zªo»o-
no±¢ czasowa metody order() dla implementacji zaawansowanej wynosi O(n2) (mamy p¦tl¦
po k i zagnie»d»on¡ p¦tl¦ po σkj).

Metoda __contains__() zwraca warto±¢ bool, która mówi czy dana permutacja nale»y
do grupy. W implementacji podstawowej wystarczy sprawdzi¢, czy etykieta tekstowa per-
mutacji jest kluczem w sªowniku wewn¦trznym. W implementacji zaawansowanej wykony-
wana jest próba rozkªadu danej permutacji na permutacje σkj. Je»eli próba si¦ powiedzie,
to permutacja ju» jest zawarta w grupie.

Metoda is_abelian() sprawdza, czy grupa jest abelowa. W implementacji podstawowej
sprawdzana jest przemienno±¢ wszystkich elementów grupy z innymi elementami grupy
[bardzo nieefektywna metoda rz¦du O(n|G|2)]. W implementacji zaawansowanej wystar-
czy sprawdzi¢, czy silne generatory grupy nawzajem komutuj¡. Korzystamy z faktu, »e
ka»dy element grupy mo»e by¢ zapisany jako sko«czony iloczyn silnych generatorów gru-
py [13]. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(n|SG|2), gdzie |SG| oznacza liczb¦ silnych
generatorów.

Metoda base() zwraca baz¦ dla grupy G, zwi¡zan¡ z silnymi generatorami i ukªadem
równolegªym. Metoda wyst¦puje tylko w implementacji zaawansowanej. Dla ka»dego k
sprawdzane jest wyst¦powanie permutacji σkj. Punkt k zaliczany jest do bazy, je»eli ist-
nieje permutacja σkj inna ni» σkk. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa metody wynosi O(n2).

4.4.2. Klasa Group - generowanie wszystkich permutacji

W zastosowaniach praktycznych mo»e pojawi¢ si¦ potrzeba wygenerowania wszyst-
kich permutacji z danej grupy. Zwykle nie jest potrzebne, ani mo»liwe, stworzenie listy
wszystkich permutacji, a chodzi o odwiedzenie ka»dej permutacji po kolei. Bardzo dobrze
wpasowuje si¦ tu koncepcja generatora w Pythonie - jest to funkcja zachowuj¡ca swój
stan i zwracaj¡ca dane na »¡danie.

Metoda iterperms() zwraca generator permutacji pochodz¡cych z danej grupy. W imple-
mentacji podstawowej zwracany jest standardowy generator dla sªowników, itervalues (),
który generuje permutacje b¦d¡ce warto±ciami w sªowniku wewn¦trznym. W implementa-
cji zaawansowanej wykorzystujemy algorytm generowania wszystkich n-krotek przy mie-
szanych podstawach [9]. Algorytm przebiega po wszystkich miejscach na permutacje σkj,
przy czym pomija pozycje zawieraj¡ce None. Kolejno±¢ generowanych permutacji zale»y
od permutacji umieszczonych na pozycjach σkj. Jest to pewna odmiana Algorytmu G
opisanego przez Knutha [9].

Dla grupy Sn, czyli wszystkich permutacji n elementów, istnieje wiele mo»liwo±ci ge-
nerowania permutacji. Knuth opisuje np. Algorytm P (proste wymiany) do generacji per-
mutacji ró»ni¡cych si¦ kolejno zamian¡ pary s¡siednich elementów. Opuszczaj¡c co drug¡
permutacj¦, czyli permutacje nieparzyste, mo»emy otrzyma¢ permutacje z grupy An.
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Dla porównania zamieszczamy generator n-krotek, który zostaª uogólniony w metodzie
iterperms().

def i t e r t u p l e (M) :
"""Generator ws z y s t k i c h n−k ro t e k przy mieszanych podstawach . """
n = len (M)
a = [ 0 ] ∗ n

while True :
y i e l d a
j = n − 1
while a [ j ] == M[ j ]−1 and j >= 0 :

a [ j ] = 0
j = j − 1

i f j < 0 :
break

else :
a [ j ] = a [ j ] + 1

4.4.3. Klasa Group - wstawianie permutacji do grupy

Tworzenie grupy w naszych implementacjach polega na kolejnym wstawianiu wybra-
nych permutacji (generatorów grupy) do grupy trywialnej. W metodzie insert () najpierw
sprawdza si¦, czy permutacja nie nale»y ju» do grupy. Nast¦pnie wyst¦puj¡ operacje zmie-
rzaj¡ce do zapewnienia, »e aksjomaty grupy b¦d¡ speªnione.

W implementacji podstawowej nowa permutacja mno»y wszystkie permutacje istniej¡-
ce wcze±niej w grupie, przez co powstaje nowa permutacja. W kolejnych iteracjach nowo
powstaªa permutacja mno»y poprzednio istniej¡ce a» do momentu, gdy nie uzyskamy
nowych permutacji. Nie jest to zbyt wydajna metoda.

W implementacji zaawansowanej metoda insert () przekazuje dan¡ permutacje do al-
gorytmu A, który ma za zadanie uaktualnia¢ zbiór silnych generatorów oraz przekaza¢ do
algorytmu B wszystkie iloczyny danej permutacji ze wszystkimi permutacjami σkj. Z kolei
algorytm B uaktualnia zestaw permutacji σkj oraz ewentualnie wywoªuje algorytm A [10].
Metody alg_A() i alg_B() wywoªuj¡ si¦ wzajemnie rekurencyjnie, co czasem prowadzi do
gª¦bokiego zagnie»d»enia dla du»ych grup. W Pythonie mo»emy zmienia¢ maksymaln¡
dopuszczaln¡ gª¦boko±¢ rekurencji za pomoc¡ polecenia sys. setrecursionlimit ().

Nasza implementacja zaawansowana dziaªa poprawnie, cho¢ cz¦sto zbiór silnych gene-
ratorów nie jest optymalny. Mo»emy r¦cznie poprawi¢ zbiór all_T przez ponowne wyge-
nerowanie grupy, wstawiaj¡c kolejno silne generatory posortowane rosn¡co ze wzgl¦du na
kryterium Perm.max().

4.4.4. Klasa Group - podgrupy

Metoda is_subgroup() sprawdza, czy grupa H jest podgrup¡ grupy G o takim samym
rozmiarze permutacji. W implementacji podstawowej sprawdzamy wprost, czy wszystkie
permutacje zH nale»¡ do G. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa metody wynosi O(n|H|) (p¦tla
po H, test przynale»no±ci do G i wyliczenie etykiety). W implementacji zaawansowanej
wystarczy sprawdzi¢ czy wszystkie silne generatory z H nale»¡ do G. Szacowana zªo»o-
no±¢ czasowa wynosi O(|SH | · n2), gdzie SH oznacza zbiór silnych generatorów H, a test
przynale»no±ci do G jest rz¦du O(n2).

Metoda is_normal() sprawdza, czy grupa H jest podgrup¡ normaln¡ grupy G o ta-
kim samym rozmiarze permutacji. W implementacji podstawowej sprawdzamy z de�nicji
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równo±¢ warstw lewych i prawych. W implementacji zaawansowanej wystarczy dokona¢
sprawdzenia dla silnych generatorów.

Metoda subgroup_search() jest wykorzystywana do wygenerowania podgrupy H gru-
py G, która zawiera permutacje speªniaj¡ce podany warunek prop(). Funkcja prop() jako
argument przyjmuje permutacj¦, a zwraca warto¢ typu bool. Funkcja musi by¢ zgodna z
aksjomatami grupy, np. je»eli prop(p) i prop(q) zwracaj¡ True, to prop(p∗q) te» musi zwraca¢
True. Metoda subgroup_search() jest stosowana np. przy obliczaniu normalizatora i centra-
lizatora. W najprostrzej implementacji przebiegamy przez wszystkie permutacje grupy G
i sprawdzamy wynik funkcji prop(), co jest czasochªonne. Zaawansowane implementacje,
jak w SymPy, wykonuj¡ szereg testów, które pozwalaj¡ pomija¢ gaª¦zie z permutacjami
nie rokuj¡cymi nadziei. Wykonuje si¦ przy tym wiele operacji na bazie grupy. W wielu
przypadkach udaje si¦ tym sposobem rozwi¡za¢ dany problem w akceptowalnym czasie.

4.4.5. Klasa Group - centralizator, centrum, normalizator

Metoda centralizer () korzysta z prostego faktu, »e CG(S) = CG(〈S〉). Dzi¦ki temu
argumentem metody mo»e by¢ grupa i nie musimy komplikowa¢ interfejsu obsªug¡ poje-
dynczego elementu grupy, czy podzbioru nie b¦d¡cego grup¡ [13]. W implementacji pod-
stawowej z de�nicji centralizatora sprawdzamy przemienno±¢ elementów grupy. Szacowana
zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(n|G| · |H|). W implementacji zaawansowanej korzystamy z
metody subgroup_search(), gdzie dostarczana funkcja sprawdza warunek centralizatora na
bazie generatorów grupy H. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(n|G| · |SH |), o ile
operacj¦ insert () ograniczymy przez staª¡.

Kod obliczaj¡cy centrum grupy [matoda center()] wygl¡da w obu implementacjach tak
samo i jest bezpo±rednim zastosowaniem metody centralizer ().

Metoda normalizer()ma prosty interfejs dzi¦ki skorzystaniu z faktu, »eNG(S) = NG(〈S〉).
W implementacji podstawowej sprawdzana jest równo±¢ warstw lewych i prawych wprost
z de�nicji. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(n|G| · |H|). W implementacji zaawan-
sowanej korzystamy z metody subgroup_search(), gdzie dostarczana funkcja sprawdza wa-
runek normalizatora na bazie generatorów grupy H. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa wynosi
O(n3|G| · |SH |), o ile operacj¦ insert () ograniczymy przez staª¡.

4.4.6. Klasa Group - domkni¦cie normalne, komutant

Metoda normal_closure() zwraca domkni¦cie normalne podzbioru grupy, czyli najmniej-
sz¡ podgrup¦ normaln¡ zawieraj¡c¡ ten podzbiór. Bez zmniejszenia ogólno±ci przyjmuje-
my, »e argumentem metody jest podgrupa generowana przez ten zbiór. Ró»nica mi¦dzy
implementacj¡ podstawow¡ a zaawansowan¡ polega na stosowaniu p¦tli po generatorach,
a nie po wszystkich elementach grup.

Metoda commutator() zwraca komutant dwóch podgrup. Implementacja podstawowa
jest wprost zastosowaniem de�nicji komutanta. Implementacja zaawansowana jest równie»
prosta, ale nietrywialna. Wymaga obliczenia domkni¦cia normalnego zbioru komutatorów
wszystkich generatorów [13].

Metoda derived_subgroup() jest bezpo±rednim zastosowaniem metody commutator() do
obliczenia komutanta grupy.

4.4.7. Klasa Group - iloczyn prosty grup

Metoda __mul__() pozwala znale¹¢ grup¦ b¦d¡c¡ iloczynem prostym dwóch grup.
Rozmiar permutacji ko«cowej grupy jest sum¡ rozmiarów permutacji grup pocz¡tkowych.
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W implementacji podstawowej rozszerzamy odpowiednio listy wewn¦trzne wszystkich per-
mutacji z obu grup pocz¡tkowych. Nast¦pnie wstawiamy permutacje do nowo utworzonej
grupy trywialnej, a metoda insert () zapewnia speªnienie aksjomatów grupy. W imple-
mentacji zaawansowanej wystarczy dokona¢ odpowiednich rozszerze« list wewn¦trznych
dla silnych generatorów w obu pocz¡tkowych grupach, a nast¦pnie wstawi¢ te zmienione
generatory do nowej grupy trywialnej [11].

4.4.8. Klasa Group - dziaªanie grupy na zbiorze

Rozwa»amy standardowe dziaªanie grupy na zbiorze Ω = {0, 1, · · · , n − 1}, gdzie
F (p, k) = p[k], p jest permutacj¡ z Sn. Metoda orbits () dla danej listy punktów z Ω
zwraca list¦ orbit. Orbita w naszej implementacji jest list¡ liczb, przy czym kolejno±¢
liczb nie jest istotna. W implementacji podstawowej mamy p¦tl¦ po podanych punktach
i zagnie»d»on¡ p¦tl¦ po wszystkich permutacjach grupy. Pomocnicza lista used zapewnia,
»e punkty na orbitach nie b¦d¡ si¦ powtarza¢. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa metody
wynosi O(|G| · (liczba orbit)). W implementacji zaawansowanej, oprócz p¦tli po poda-
nych punktach, mamy p¦tl¦ po budowanej orbicie i trzeci¡ p¦tl¦ po silnych generatorach.
Istotne jest, »e zakres drugiej p¦tli ro±nie, poniewa» trzecia p¦tla dodaje do orbity nowe
punkty. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa dla jednego punktu O((dªugo±¢ orbity) · |SG|), a dla
wszystkich punktów b¦dzie O(n · |SG|) [13].

Metoda action() znajduje now¡ grup¦ indukowan¡ przez standardowe dziaªanie grupy
na jednej orbicie starej grupy. Nowa grupa ma rozmiar równy wielko±ci orbity starej grupy.
Permutacje ze starej grupy musz¡ by¢ przetªumaczone na nowy rozmiar i wstawione do
nowej grupy. W implementacji podstawowej przeksztaªcamy wszystkie permutacje starej
grupy. W implementacji zaawansowanej wystarczy przetªumaczy¢ silne generatory starej
grupy. Interfejs metody jest wzorowany na GAP.

4.4.9. Klasa Group - stabilizator

Metoda stabilizer () dla danego punktu zwraca podgrup¦ permutacji, które nie prze-
nosz¡ tego punktu. W implementacji podstawowej w p¦tli po wszystkich permutacjach
zostawiamy tylko te, które nie przemieszczaj¡ punktu. Szacowana zªo»ono±¢ czasowa wy-
nosi O(|G|), je»eli wykorzystamy bezpo±rednio etykiety. W implementacji zaawansowanej
korzystamy z dwóch wa»nych zmiennych pomocniczych. Po pierwsze budujemy orbit¦
podanego punktu ω ∈ Ω. Po drugie budujemy sªownik z permutacjami, które przenosz¡
dany punkt ω na inne punkty orbity. Dzi¦ki tym zmiennym pomocniczym potra�my na
bazie silnych generatorów znale¹¢ permutacje generuj¡ce podgrup¦ stabilizatora [13]. Je-
»eli przyjmiemy, »e operacja insert () jest ograniczona przez staª¡, to zªo»ono±¢ czasowa
b¦dzie O(n2 · |SG|).

4.4.10. Testy wydajno±ciowe dla grup permutacji

Testy polegaªy na generowaniu grup Sn o coraz wi¦kszym rozmiarze. Sprawdzany
byª rozmiar pami¦ci zajmowanej przez interpreter Pythona oraz rozmiar pliku, który
zawieraª wyeksportowan¡ badan¡ grup¦ symetryczn¡ Sn przy pomocy moduªu pickle.
Wyniki bada« grup symetrycznych Sn zaprezentowane zostaªy w tabelach 4.4 i 4.5.

Zaprezentowane wykresy s¡ gra�czn¡ interpretacj¡ bada« na grupach symetrycznych.
Wykresy przedstawiaj¡ zale»no±¢ pomi¦dzy rozmiarem pami¦ci interpretera Pythona i
pliku pickle, a rozmiarem n grupy symetrycznej Sn. Wykresy zostaªy sporz¡dzone dla
implementacji podstawowej i zaawansowanej.

1635379135(34)



Tabela 4.4. Badanie grup symetrycznych dla implementacji podstawowej.

Implementacja podstawowa
Rozmiar grupy Sn Rozmiar interpretera Pythona Rozmiar pliku pickle

S1 2 696 KB 192 B
S2 2 696 KB 270 B
S3 2 700 KB 594 B
S4 2 712 KB 2,09 KB
S5 2 792 KB 11 KB
S6 3 248 KB 72,1 KB
S7 4 572 KB 550 KB

Tabela 4.5. Badanie grup symetrycznych dla implementacji zaawansowanej.

Implementacja zaawansowana
Rozmiar grupy Sn Rozmiar interpretera Pythona Rozmiar pliku pickle

S1 2 696 KB 270 B
S2 2 696 KB 487 B
S3 2 700 KB 806 B
S4 2 700 KB 1,36 KB
S5 2 704 KB 1,76 KB
S6 2 724 KB 2,81 KB
S7 2 724 KB 3,52 KB
S8 2 728 KB 5,08 KB
S9 2 748 KB 6,26 KB
S10 2 752 KB 8,36 KB
S20 3 088 KB 47,47 KB
S50 4 464 KB 542 KB
S100 15 828 KB 3,12 MB
S200 29 100 KB 9,79 MB
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Rysunek 4.2. Zale»no±¢ rozmiaru interpretera Pythona od rozmiaru n grupy symetrycznej
w implementacji podstawowej.
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Rysunek 4.3. Zale»no±¢ rozmiaru pliku od rozmiaru n grupy symetrycznej w implemen-
tacji podstawowej.
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Rysunek 4.4. Zale»no±¢ rozmiaru interpretera Pythona od rozmiaru n grupy symetrycznej
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Rysunek 4.5. Zale»no±¢ rozmiaru pliku od rozmiaru n grupy symetrycznej w implemen-
tacji zaawansowanej. Wida¢ zale»no±¢ O(n3).

33

2615109641(37)



5. Przykªadowe obliczenia

W tym rozdziale chcemy przedstawi¢ przykªadowe obliczenia wykonane za pomoc¡
stworzonego przez nas kodu. Dobrym poligonem do±wiadczalnym dla grup permutacji s¡
grupy kostek Rubika o ró»nych rozmiarach.

5.1. Grupa kostki Rubika 2× 2× 2

Siatka kostki Rubika 2× 2× 2 zawiera jeden nieruchomy wierzchoªek z polami ozna-
czonymi przez znak X. Grup¦ generuj¡ trzy ¢wier¢obroty ±cian.

+−−−−−+
| 1 2 |
| X 3 |
+−−−−−+−−−−−+−−−−−+−−−−−+
| X 4 | 7 8 |11 12 |15 X|
| 5 6 | 9 10 |13 14 |16 17 |
+−−−−−+−−−−−+−−−−−+−−−−−+
|18 19 |
| 20 0 |
+−−−−−+

>>> from perms import ∗
>>> from groups import ∗
>>>
>>> N = 21
>>> R1 = Perm(N) (2 , 1 3 , 1 9 , 4 ) ( 3 , 1 1 , 0 , 6 ) ( 7 , 8 , 1 0 , 9 )
>>> D1 = Perm(N) (5 , 9 , 13 , 16 ) ( 6 , 10 , 14 , 17 ) ( 18 , 19 , 0 , 2 0 )
>>> B1 = Perm(N) (1 , 16 , 0 , 8 ) ( 2 , 15 , 20 , 10 ) ( 11 , 12 , 14 , 13 )
>>> R2 = R1 ∗ R1 ; R3 = R1 ∗ R2
>>> D2 = D1 ∗ D1 ; D3 = D1 ∗ D2
>>> B2 = B1 ∗ B1 ; B3 = B1 ∗ B2
>>> gene ra to r s = [R1 , D1 , B1 ]
>>> face_turns = [R1 , R2 , R3 , D1 , D2 , D3 , B1 , B2 , B3 ]
>>> quarter_turns = [R1 , R3 , D1 , D3 , B1 , B3 ]
>>> [ perm . order ( ) for perm in gene ra to r s ]
[ 4 , 4 , 4 ] # rz¦dy generatorów
>>> cube2 = Group (N)
>>> for perm in gene ra to r s :
. . . cube2 . i n s e r t (perm)
. . .
>>> cube2 . order ( ) # rz¡d grupy
3674160
>>> cube2 . base ( )
[ 2 0 , 19 , 18 , 15 , 13 , 11 ]
>>> cube2 . o r b i t s ( range (N) )
[ [ 0 , 6 , 20 , 8 , 3 , 13 , 2 , 17 , 10 , 5 , 1 , 18 , 11 , 4 , 7 , 12 , 19 , 16 , 9 , 15 , 1 4 ] ]
>>> cube2 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> Perm(N) ( 3 , 7 , 4 ) ( 6 , 1 9 , 9 ) in cube2 # obroty przeciwne
True
>>> Perm(N) ( 3 , 7 , 4 ) ( 6 , 9 , 1 9 ) in cube2 # obroty zgodne
False
>>> Perm(N) ( 3 , 6 ) ( 7 , 9 ) ( 4 , 1 9 ) in cube2 # zamiana wierzchoªków
True
>>> len ( cube2 . all_T )
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16
>>> import p i c k l e
>>> f i l e = open ( "cube2 . p i c k l e " , "w" )
>>> p i c k l e . dump( cube2 , f i l e )
>>> f i l e . c l o s e ( )
>>>
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Rysunek 5.1. Obraz permutacji σkj nale»¡cych do ukªadu równolegªego dla grupy kostki
Rubika 2× 2× 2. Wida¢ punkty bazy [20, 19, 18, 15, 13, 11].

Zestaw silnych generatorów otrzymany po wstawieniu trzech zwykªych generatorów
nie jest optymalny (mamy 16 silnych generatorów). Dokªadniejsza analiza pokazuje, »e
wystarczaj¡cy jest zestaw 7 silnych generatorów. Test poprawno±ci wyboru tych nowych
silnych generatorów zostaª umieszczony w klasie TestGroupRubik2.

5.2. Grupa kostki Rubika 3× 3× 3

Na rysunku przedstawiono siatk¦ kostki Rubika 3 × 3 × 3 z nieruchomym rogiem.
Analiza kostki z nieruchomymi ±rodkami ±cian jest zawarta w klasie TestGroupRubik3.

+−−−−−−−−−−+
| 1 2 3 |
| 4 5 6 |
| X 7 8 |
+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+
| X 9 10 | 17 18 19 | 26 27 28 | 35 36 X |
| 11 12 13 | 20 21 22 | 29 30 31 | 37 38 39 |
| 14 15 16 | 23 24 25 | 32 33 34 | 40 41 42 |
+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−+
| 43 44 45 |
| 46 47 48 |
| 49 50 0 |
+−−−−−−−−−−+
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>>> from perms import ∗
>>> from groups import ∗
>>>
>>> N = 51
>>> R1 = Perm(N) (3 , 32 , 45 , 10 ) ( 6 , 29 , 48 , 13 ) ( 8 , 26 , 0 , 16 ) ( 17 , 19 , 25 , 23 )\
. . . ( 18 ,22 ,24 ,20 )
>>> R2 = Perm(N) (2 , 33 , 44 , 9 ) ( 5 , 30 , 47 , 12 ) ( 7 , 27 , 50 , 15 )
>>> D1 = Perm(N) (14 , 23 , 32 , 40 ) (15 , 24 , 33 , 41 ) (16 , 25 , 34 , 42 ) (0 , 49 , 43 , 45 )\
. . . ( 44 ,48 ,50 ,46 )
>>> D2 = Perm(N)(11 , 20 , 29 , 37 ) (12 , 21 , 30 , 38 ) (13 , 22 , 31 , 39 )
>>> B1 = Perm(N) (0 , 19 , 1 , 40 ) ( 2 , 37 , 50 , 22 ) ( 3 , 35 , 49 , 25 ) ( 26 , 28 , 34 , 32 )\
. . . ( 27 ,31 ,33 ,29 )
>>> B2 = Perm(N) (4 , 41 , 48 , 18 ) ( 5 , 38 , 47 , 21 ) ( 6 , 36 , 46 , 24 )
>>> gene ra to r s = [R1 , R2 , D1 , D2 , B1 , B2 ]
>>> cube3 = Group (N)
>>> for perm in gene ra to r s :
. . . cube3 . i n s e r t (perm)
. . .
>>> cube3 . order ( )
43252003274489856000L
>>> cube3 . base ( )
[ 5 0 , 49 , 48 , 47 , 46 , 45 , 44 , 43 , 39 , 38 , 37 , 36 , 35 , 32 , 29 ,
27 , 26 , 20 , 18 ]

>>> cube3 . o r b i t s ( range (N) )
[ [ 0 , 16 , 49 , 14 , 43 , 32 , 26 , 10 , 42 , 19 , 25 , 3 , 45 , 17 , 8 , 23 ,
28 , 40 , 1 , 35 , 3 4 ] , [ 2 , 33 , 13 , 6 , 29 , 9 , 7 , 44 , 22 , 15 , 41 , 20 ,
37 , 46 , 18 , 27 , 31 , 39 , 36 , 48 , 4 , 24 , 11 , 5 0 ] , [ 5 , 30 , 12 ,
21 , 38 , 4 7 ] ]

>>> corners , edges , c en t e r s = cube3 . o r b i t s ( range (N) )
>>> len ( cube3 . all_T )
69
>>> g1 = cube3 . a c t i on ( co rne r s )
>>> g1 . s i z e
21
>>> g1 . order ( )
3674160
>>> g1 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g1 . base ( )
[ 2 0 , 19 , 15 , 14 , 11 , 10 ]
>>> g2 = cube3 . a c t i on ( edges )
>>> g2 . s i z e
24
>>> g2 . order ( )
980995276800L
>>> g2 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g2 . base ( )
[ 2 3 , 22 , 21 , 20 , 16 , 15 , 14 , 13 , 11 , 9 , 8 ]
>>> g3 = cube3 . a c t i on ( c en t e r s )
>>> g3 . s i z e
6
>>> g3 . order ( )
24
>>> g3 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g3 . base ( )
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[ 5 , 4 ]
>>> import p i c k l e
>>> f i l e = open ( "cube3 . p i c k l e " , "w" )
>>> p i c k l e . dump( cube3 , f i l e )
>>> f i l e . c l o s e ( )
>>>
>>> a l i s t = l i s t ( cube3 . all_T )
>>> a l i s t . s o r t ( key=Perm .max)
>>> cube3 = Group (N)
>>> for perm in a l i s t :
. . . cube3 . i n s e r t (perm)
. . .
>>> len ( cube3 . all_T )
21
>>>
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Rysunek 5.2. Obraz permutacji σkj nale»¡cych do ukªadu równolegªego dla grupy kostki
Rubika 3× 3× 3.

5.3. Grupa kostki Rubika 4× 4× 4

Na rysunku przedstawiono siatk¦ kostki Rubika 4× 4× 4 z nieruchomym rogiem.

+−−−−−−−−−−−−−+
| 1 2 3 4 |
| 5 6 7 8 |
| 9 10 11 12 |
| X 13 14 15 |
+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+
| X 16 17 18 | 31 32 33 34 | 47 48 49 50 | 63 64 65 X |
| 19 20 21 22 | 35 36 37 38 | 51 52 53 54 | 66 67 68 69 |
| 23 24 25 26 | 39 40 41 42 | 55 56 57 58 | 70 71 72 73 |
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| 27 28 29 30 | 43 44 45 46 | 59 60 61 62 | 74 75 76 77 |
+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+−−−−−−−−−−−−−+
| 78 79 80 81 |
| 82 83 84 85 |
| 86 87 88 89 |
| 90 91 92 0 |
+−−−−−−−−−−−−−+

>>> from perms import ∗
>>> from groups import ∗
>>>
>>> N = 93
X1 = Perm(N) (1 , 74 , 0 , 34 ) ( 2 , 70 , 92 , 38 ) ( 3 , 66 , 91 , 42 )\
. . . ( 4 , 63 , 90 , 46 ) (47 , 50 , 62 , 59 ) (48 , 54 , 61 , 55 ) (49 , 58 , 60 , 51 ) (52 , 53 , 57 , 56 )
X2 = Perm(N) (5 , 75 , 89 , 33 ) ( 6 , 71 , 88 , 37 ) ( 7 , 67 , 87 , 41 ) ( 8 , 64 , 86 , 45 )
X3 = Perm(N) (9 , 76 , 85 , 32 ) (10 , 72 , 84 , 36 ) (11 , 68 , 83 , 40 ) (12 , 65 , 82 , 44 )
Y1 = Perm(N) (4 , 59 , 81 , 18 ) (8 , 55 , 85 , 22 ) ( 12 , 51 , 89 , 26 )\
. . . ( 15 , 47 , 0 , 30 ) (31 , 34 , 46 , 43 ) (32 , 38 , 45 , 39 ) (33 , 42 , 44 , 35 ) (36 , 37 , 41 , 40 )
Y2 = Perm(N) (3 , 60 , 80 , 17 ) ( 7 , 56 , 84 , 21 ) ( 11 , 52 , 88 , 25 ) ( 14 , 48 , 92 , 29 )
Y3 = Perm(N) (2 , 61 , 79 , 16 ) ( 6 , 57 , 83 , 20 ) ( 10 , 53 , 87 , 24 ) ( 13 , 49 , 91 , 28 )
Z1 = Perm(N)(27 , 43 , 59 , 74 ) (28 , 44 , 60 , 75 ) (29 , 45 , 61 , 76 )\
. . . ( 30 , 46 , 62 , 77 ) (78 , 81 , 0 , 90 ) (79 , 85 , 92 , 86 ) (80 , 89 , 91 , 82 ) (83 , 84 , 88 , 87 )
Z2 = Perm(N) (23 , 39 , 55 , 70 ) (24 , 40 , 56 , 71 ) (25 , 41 , 57 , 72 ) (26 , 42 , 58 , 73 )
Z3 = Perm(N) (19 , 35 , 51 , 66 ) (20 , 36 , 52 , 67 ) (21 , 37 , 53 , 68 ) (22 , 38 , 54 , 69 )
>>> gene ra to r s = [X1 , X2 , X3 , Y1 , Y2 , Y3 , Z1 , Z2 , Z3 ]
>>> cube4 = Group (N)
>>> for perm in gene ra to r s :
. . . cube4 . i n s e r t (perm)
. . .
>>> cube4 . order ( )
707195371192426622240452051915172831683411968000000000L
>>> cube4 . base ( )
[ 9 2 , 91 , 90 , 89 , 88 , 87 , 86 , 85 , 84 , 83 , 82 , 81 , 80 , 79 , 78 , 73 ,
72 , 71 , 70 , 69 , 68 , 67 , 66 , 65 , 64 , 63 , 59 , 57 , 56 , 55 , 53 , 52 ,
51 , 49 , 48 , 47 , 41 , 40 , 39 , 37 , 36 , 35 , 33 , 32 , 25 , 24 , 21 , 20 ,
17 , 11 , 10 ]

>>> len ( cube4 . all_T )
301
>>> cube4 . o r b i t s ( range (N) )
[ [ 0 , 34 , 30 , 74 , 63 , 47 , 1 , 31 , 46 , 15 , 81 , 43 , 18 , 78 , 59 , 50 , 4 ,
90 , 27 , 77 , 6 2 ] , [ 2 , 70 , 64 , 8 , 38 , 22 , 32 , 39 , 48 , 9 , 54 , 85 , 55 ,
14 , 61 , 16 , 29 , 45 , 92 , 76 , 23 , 69 , 86 , 7 9 ] , [ 3 , 66 , 42 , 35 , 26 ,
91 , 33 , 49 , 51 , 5 , 75 , 12 , 65 , 60 , 17 , 13 , 58 , 82 , 80 , 44 , 28 ,
19 , 89 , 7 3 ] , [ 6 , 71 , 10 , 36 , 37 , 72 , 84 , 11 , 40 , 41 , 7 , 83 , 68 ,
87 , 21 , 57 , 52 , 67 , 88 , 25 , 53 , 20 , 24 , 5 6 ] ]

>>> corners , edges_le f t , edges_right , c en t e r s = cube4 . o r b i t s ( range (N) )
>>> g1 = cube4 . a c t i on ( co rne r s )
>>> g1 . s i z e
21
>>> g1 . order ( )
3674160
>>> g1 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g1 . base ( )
[ 2 0 , 19 , 16 , 15 , 14 , 12 ]
>>> g2 = cube4 . a c t i on ( edge s_ l e f t )
>>> g2 . s i z e
24
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>>> g2 . order ( )
620448401733239439360000L
>>> g2 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g2 . base ( )
[ 2 3 , 22 , 21 , 20 , 19 , 18 , 17 , 16 , 15 , 14 , 13 , 12 , 11 , 10 ,
9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ]

>>> g3 = cube4 . a c t i on ( edges_right )
>>> g3 . s i z e
24
>>> g3 . order ( )
620448401733239439360000L
>>> g3 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g3 . base ( )
[ 2 3 , 22 , 21 , 20 , 19 , 18 , 17 , 16 , 15 , 14 , 13 , 12 , 11 , 10 ,
9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ]

>>> g4 = cube4 . a c t i on ( c en t e r s )
>>> g4 . s i z e
24
>>> g4 . order ( )
620448401733239439360000L
>>> g4 . i s_ t r a n s i t i v e ( )
True
>>> g4 . base ( )
[ 2 3 , 22 , 21 , 20 , 19 , 18 , 17 , 16 , 15 , 14 , 13 , 12 , 11 , 10 ,
9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ]

>>> import p i c k l e
>>> f i l e = open ( "cube4 . p i c k l e " , "w" )
>>> p i c k l e . dump( cube4 , f i l e )
>>> f i l e . c l o s e ( )
>>>
>>> a l i s t = l i s t ( cube3 . all_T )
>>> a l i s t . s o r t ( key=Perm .max)
>>> cube3 = Group (N)
>>> for perm in a l i s t :
. . . cube4 . i n s e r t (perm)
>>> len ( cube4 . all_T )
53
>>>

3018597858(43)



 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

 0  10  20  30  40  50  60  70  80  90  100

j

k

Rysunek 5.3. Obraz permutacji σkj nale»¡cych do ukªadu równolegªego dla grupy kostki
Rubika 4× 4× 4.
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6. Podsumowanie

W wyniku pracy udaªo si¦ stworzy¢ dwie podstawowe klasy: Klas¦ Perm reprezentuj¡-
c¡ permutacje i klas¦ Group reprezentuj¡c¡ grup¦ permutacji. Dla tych klas okre±lili±my
interfejs, który zawiera typowe operacje znane z innych systemów algebry symbolicznej.
J¦zyk Python pozwoliª na przejrzyst¡ implementacje algorytmów i struktur danych re-
alizuj¡ce podane interfejsy. Zastosowanie moduªu unittest pozwoliªo na szybkie tworzenie
kodu o dobrej jako±ci. W pracy zamie±cili±my przykªadowe zastosowanie kodu do analizy
grup kostki Rubika.

Jeste±my przekonani, »e zaprezentowane podej±cie ma szerokie perspektywy. Z jednej
strony mo»na znane zagadnienia zapisa¢ w przejrzysty sposób, a z drugiej strony uªatwiona
b¦dzie droga w nieznane, czyli eksperymenty z nowymi algorytmami i rozwi¡zywanie
nowych zada«. Ju» mo»na zauwa»y¢ zjawisko pojawiania si¦ w repozytoriach Pythona
moduªów dotycz¡cych ró»nych dziedzin nauki, np. bioinformatyki, teorii grafów, oblicze«
numerycznych, przetwarzania obrazów, itp.

Przedstawiony kod mo»e by¢ wykorzystany do nauki programowania w j¦zyku Python,
ale równie» do wprowadzania podstawowych poj¦¢ z teorii grup. Dalsze metody, jakie mog¡
by¢ zrealizowane dla naszego oprogramowania to np. wyznaczanie struktury blokowej
grupy tranzytywnej, wyznaczenie klas elementów sprz¦»onych, oraz wiele innych.
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A. Permutacje

A.1. Testy dla klasy Perm

Listing A.1. Testowa klasa TestPerm.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# perms_testy . py
#
# Testy d la permutacj i .

from perms import ∗
import un i t t e s t

class TestPerm ( un i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

s e l f .N = 4
s e l f .E = Perm( s e l f .N)
s e l f .R1 = Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 ) ( 2 , 3 )
s e l f .R2 = Perm( s e l f .N) ( 0 , 2 ) ( 1 , 3 )
s e l f . P1 = Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 )
s e l f .H = Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 3 , 2 )

def t e s t_ i n i t ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 ) , Perm( s e l f .N, data = [ 0 , 2 , 1 , 3 ] ) )
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) , Perm( s e l f .N) ( 1 ) ( 2 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 , Perm( s e l f .N, data = [ 0 , 2 , 1 , 3 ] ) )
s e l f . a s s e r tRa i s e s ( PermError , lambda : Perm(2 , data = [ 0 , 1 , 2 ] ) )

def te s t_repr ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( repr ( s e l f .E) , "Perm(4) " )
s e l f . a s s e r tEqua l ( repr ( s e l f .R1) , "Perm (4 ) ( 0 , 1 ) (2 , 3) " )
s e l f . a s s e r tEqua l ( repr ( s e l f .R2) , "Perm (4 ) ( 0 , 2 ) (1 , 3) " )
s e l f . a s s e r tEqua l ( repr ( s e l f . P1 ) , "Perm (4 ) ( 1 , 2) " )
s e l f . a s s e r tEqua l ( repr ( s e l f .H) , "Perm (4 ) ( 0 , 1 , 3 , 2) " )

def t e s t_ l abe l ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . l a b e l ( ) , "0123" )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . l a b e l ( ) , "1032" )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . l a b e l ( ) , "0213" )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. l a b e l ( ) , "1302" )

def t e s t_ id en t i t y ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .E . i s_ id en t i t y ( ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f .R1 . i s_ id en t i t y ( ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f .H. i s_ id en t i t y ( ) )

def test_mul ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E∗ s e l f .E, s e l f .E)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1∗ s e l f .R1 , s e l f .E)
s e l f . assertNotEqual ( s e l f .R1∗ s e l f .R2 , s e l f .E)
s e l f . a s s e r tRa i s e s ( PermError , lambda : Perm(2)∗Perm (1 ) )

def t e s t_ inve r t ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l (~ s e l f .E, s e l f .E)
s e l f . a s s e r tEqua l (~ s e l f .R1 , s e l f .R1)
s e l f . a s s e r tEqua l (~ s e l f .R2 , s e l f .R2)
s e l f . a s s e r tEqua l (~ s e l f .H, Perm( s e l f .N) ( 0 , 2 , 3 , 1 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H∗~ s e l f .H, s e l f .E)

def tes t_order ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . order ( ) , 1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . order ( ) , 2)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . order ( ) , 2)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. order ( ) , 4)

def test_cmp ( s e l f ) :
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s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f .H == s e l f .E)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .E < s e l f .H)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .H < s e l f .H∗ s e l f .H)

def t e s t_par i ty ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . pa r i t y ( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . pa r i t y ( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . pa r i t y ( ) , 1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. pa r i t y ( ) , 1)
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f .H. is_even ( ) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .H. is_odd ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. s i gn ( ) , −1)

def t e s t_ca l l ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) ( 0 ) ( 2 ) ( ) ( 1 , 3 ) , Perm( s e l f .N) ( 1 , 3 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) ( 2 , 3 )∗Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 ) ,

Perm( s e l f .N) ( 1 , 3 , 2 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) ( 2 , 3 ) ( 1 , 2 ) , Perm( s e l f .N) ( 1 , 3 , 2 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 ) ( 2 , 3 ) , Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 , 3 ) )

def test_get i tem ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H[ 0 ] , 1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H[ 1 ] , 3)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H[ 2 ] , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H[ 3 ] , 2)

def test_pow ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, 0 ) , s e l f .E)
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, 1 ) , s e l f .H)
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, −9) , ~ s e l f .H)
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, 4 ) , s e l f .E)
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, 3 ) , ~ s e l f .H)
s e l f . a s s e r tEqua l (pow( s e l f .H, 1000000) , s e l f .E)

def test_random ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .E . random (2) in [ Perm(2 ) , Perm ( 2 ) ( 0 , 1 ) ] )

def test_commutes_with ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .R1 . commutes_with ( s e l f .R2) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f .R1 . commutes_with ( s e l f .H) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . commutator ( s e l f .R2) , s e l f .E)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . commutator ( s e l f .R2) , s e l f .E)

def test_min_max( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. min ( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H.max( ) , 3)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . min ( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E .max( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . min ( ) , 1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 .max( ) , 2)

def t e s t_ l i s t ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . l i s t ( ) , [ 0 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . l i s t ( 2 ) , [ 0 , 1 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . l i s t ( ) , [ 0 , 2 , 1 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. l i s t ( ) , [ 1 , 3 , 0 , 2 ] )

def t e s t_cyc l e s ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . c y c l e s ( ) , [ ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . c y c l e s ( ) , [ [ 0 , 1 ] , [ 2 , 3 ] ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . c y c l e s ( ) , [ [ 1 , 2 ] ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. c y c l e s ( ) , [ [ 0 , 1 , 3 , 2 ] ] )

def test_support ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . support ( ) , [ ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . support ( ) , [ 0 , 1 , 2 , 3 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . support ( ) , [ 1 , 2 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. support ( ) , [ 0 , 1 , 2 , 3 ] )

def test_commutator ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .E . commutes_with ( s e l f .H) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .R1 . commutes_with ( s e l f .R2) )
s e l f . assertNotEqual ( s e l f .H. commutator ( s e l f .R1) , s e l f .E)

def test_lehmer ( s e l f ) :
p = Perm (4 ) ( 0 , 3 ) ( 1 , 2 ) # [3 ,2 , 1 , 0 ]
s e l f . a s s e r tEqua l (p . inve r s i on_vecto r ( ) , [ 3 , 2 , 1 , 0 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .E . rank_lex ( ) , 0)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .R1 . rank_lex ( ) , 7)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . P1 . rank_lex ( ) , 2)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f .H. rank_lex ( ) , 10)
s e l f . a s s e r tEqua l (Perm . unrank_lex (4 , 17 ) , Perm (4 ) ( 0 , 2 , 1 , 3 ) )

def test_next_prev ( s e l f ) :
pass

def tearDown ( s e l f ) :
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pass

i f __name__ == "__main__" :
#un i t t e s t . main ()
s u i t e = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase (TestPerm )
un i t t e s t . TextTestRunner ( v e rbo s i t y =2). run ( s u i t e )

A.2. Klasa Perm

Listing A.2. Moduª perms.py [11].

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# perms . py
#
# Badam permutacje .

import random

def gcd (a , b ) :
"""Ob l i c za na jwi¦kszy wspólny d z i e l n i k . """
while b :

a , b = b , a % b
return a

def lcm (a , b ) :
"""Ob l i c za najmnie jsz¡ wspóln¡ wie l ok ro tno±¢ . """
return a ∗ b / gcd (a , b)

def f a c t o r i a l (n ) :
""" S i l n i a . """
r e s = 1
while n > 1 :

r e s = r e s ∗ n
n = n − 1

return r e s

def swap (L , i , j ) :
"""Zamienia dwa elementy na l i ± c i e . """
L [ i ] , L [ j ] = L [ j ] , L [ i ]

class PermError ( Exception ) :
"""Bª¡d permutacj i . """
pass

class Perm :
"""Klasa d e f i n i u j ¡ c a permutacje . """
def __init__( s e l f , s i z e , data=None ) :

"""Tworzy i n s t anc j ¦ k l a s y Perm . """
s e l f . s i z e = s i z e
i f data :

i f s e l f . s i z e != l en ( data ) :
raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e and l en ( data ) " )

s e l f . data = data
else :

s e l f . data = range ( s e l f . s i z e )
def __repr__( s e l f ) :

"""Przedstawia permutacje w r e p r e z en t a c j i t e k s t owe j . """
tmp = [ "Perm(%s ) " % s e l f . s i z e ]
for cy c l e in s e l f . c y c l e s ( ) :

tmp . append ( s t r ( tup l e ( c y c l e ) ) )
return "" . j o i n (tmp)

def __len__( s e l f ) :
"""Zwraca rozmiar permutacj i . """
return s e l f . s i z e

def i s_ id en t i t y ( s e l f ) :
"""Testu je czy permutacja j e s t permutacj¡ identyczno±c iow¡ . """
return a l l ( i == s e l f . data [ i ] for i in range ( s e l f . s i z e ) )

def __invert__( s e l f ) :
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"""Znajduje permutacj¦ odwrotn¡ . """
perm = Perm( s e l f . s i z e )
for i in range (perm . s i z e ) :

perm . data [ s e l f . data [ i ] ] = i
return perm

def __mul__( s e l f , o ther ) :
"""Zwraca i l o c z yn permutacj i . """
i f s e l f . s i z e != other . s i z e :

raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e s e l f and other " )
perm = Perm( s e l f . s i z e )
for i in range (perm . s i z e ) :

perm . data [ i ] = s e l f . data [ other . data [ i ] ]
return perm

def __cmp__( s e l f , o ther ) :
""" Leksykogra f i c zne porównanie permutacj i . """
return cmp( s e l f . data , other . data )

def __getitem__( s e l f , k ) :
"""Znajduje element na podstawie zadanej p o z y c j i . """
return s e l f . data [ k ]

def __pow__( s e l f , n ) :
"""Znajduje pot¦g¦ permutacj i . """
i f n == 0 :

return Perm( s e l f . s i z e )
i f n < 0 :

return pow(~ s e l f , −n)
perm = s e l f
i f n == 1 :

return s e l f
e l i f n == 2 :

return s e l f ∗ s e l f
else :

tmp = Perm( s e l f . s i z e )
while True :

i f n % 2 == 1 :
tmp = tmp∗perm
n = n−1
i f n == 0 :

break

i f n % 2 == 0 :
perm = perm∗perm
n = n/2

return tmp
def support ( s e l f ) :

"""Zwraca elementy przemieszczone przez permutacj¦ . """
return [ i for i in range ( s e l f . s i z e ) i f s e l f . data [ i ] != i ]

def max( s e l f ) :
"""Zwraca najwi¦kszy element przemieszczony przez permutacj¦ . """
j_max = 0
for j in range ( s e l f . s i z e ) :

i f s e l f . data [ j ] != j :
j_max = j

return j_max
def min( s e l f ) :

"""Zwraca najmnie jszy element przemieszczony przez permutacj¦ . """
j_min = 0
for j in range ( s e l f . s i z e ) :

i f s e l f . data [ j ] != j :
j_min = j
break

return j_min
def l i s t ( s e l f , s i z e=None ) :

"""Zwraca permutacje w po s t a c i l i s t y . """
i f s i z e i s None :

s i z e = s e l f .max()+1
e l i f s i z e < s e l f .max()+1:

raise PermError ( " s i z e i s too smal l " )
tmp = range ( s i z e )
for i in range (min ( s i z e , s e l f . s i z e ) ) :

tmp [ i ] = s e l f . data [ i ]
return tmp

def l a b e l ( s e l f ) :
"""Zwraca teks tow¡ e t y k i e t ¦ permutacj i . """
i f s e l f . s i z e > 62 :

45

1475216664(49)



raise PermError ( "problem with l a b e l s " )
l e t t e r s = "0123456789ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"
l e t t e r s += "abcdefghijklmnopqrstuvwxyz_"
tmp = [ ]
for item in s e l f . data :

tmp . append ( l e t t e r s [ item ] )
return "" . j o i n (tmp)

def c y c l e s ( s e l f ) :
"""Zwraca l i s t ¦ c y k l i permutacj i . """
unchecked = [ True ] ∗ s e l f . s i z e
cyc l ic_form = [ ]
for i in range ( s e l f . s i z e ) :

i f unchecked [ i ] :
c y c l e = [ ]
c y c l e . append ( i )
unchecked [ i ] = Fal se
j = i
while unchecked [ s e l f . data [ j ] ] :

j = s e l f . data [ j ]
c y c l e . append ( j )
unchecked [ j ] = Fal se

i f l en ( cy c l e ) > 1 :
cyc l ic_form . append ( cy c l e )

return cyc l ic_form
def order ( s e l f ) :

"""Zwraca rz¡d permutacj i . """
tmp = [ l en ( cy c l e ) for cy c l e in s e l f . c y c l e s ( ) ]
return reduce ( lcm , tmp , 1)

def par i t y ( s e l f ) :
"""Zwraca par zy s t o ± ¢ permutacj i (0 lub 1 ) . """
unchecked = [ True ] ∗ s e l f . s i z e
c = 0
for j in range ( s e l f . s i z e ) :

i f unchecked [ j ] :
c = c+1
unchecked [ j ] = Fal se
i = j
while s e l f . data [ i ] != j :

i = s e l f . data [ i ]
unchecked [ i ] = Fal se

return ( s e l f . s i z e − c ) % 2
def is_even ( s e l f ) :

"""Testu je czy permutacja j e s t parzys ta . """
return s e l f . pa r i t y ( ) == 0

def is_odd ( s e l f ) :
"""Testu je czy permutacja j e s t n i epar zy s t a . """
return s e l f . pa r i t y ( ) == 1

def s i gn ( s e l f ) :
"""Zwraca znak permutacj i (+1 lub −1)."""
return (1 i f s e l f . pa r i t y ( ) == 0 else −1)

def commutes_with ( s e l f , o ther ) :
"""Testu je czy permutacje komutuj¡ ze sob¡ . """
return not any ( s e l f . data [ other . data [ i ] ] !=

other . data [ s e l f . data [ i ] ] for i in range ( s e l f . s i z e ) )
def commutator ( s e l f , o ther ) :

"""Znajduje komutator permutacj i . """
return s e l f ∗ other∗~ s e l f ∗~other

@classmethod
def random( s e l f , s i z e ) :

"""Zwraca losow¡ permutacj¦ o zadanym rozmiarze . """
perm = Perm( s i z e )
random . s h u f f l e ( perm . data )
return perm

def i nve r s i on_vecto r ( s e l f ) :
"""Zwraca wektor i nwe r s j i d la permutacj i . """
lehmer = [ 0 ] ∗ s e l f . s i z e
for i in range ( s e l f . s i z e ) :

counter = 0
for j in range ( i +1, s e l f . s i z e ) :

i f s e l f . data [ i ] > s e l f . data [ j ] :
counter = counter+1

lehmer [ i ] = counter
return lehmer
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def rank ( s e l f ) :
"""Rankowanie l e k s y k o g r a f i c z n e permutacj i . """
r e s = 0
data = l i s t ( s e l f . data )
n = s e l f . s i z e −1
s i z e = s e l f . s i z e
p s i z e = f a c t o r i a l (n )
for j in range ( s i z e −1):

r e s = r e s + data [ j ]∗ p s i z e
for i in range ( j +1, s i z e ) :

i f data [ i ] > data [ j ] :
data [ i ] = data [ i ]−1

p s i z e = p s i z e /n
n = n−1

return r e s
rank_lex = rank
@classmethod
def unrank ( s e l f , s i z e , rank ) :

"""Przeciwie«stwo rankowania l e k s y k o g r a f i c z n e go permutacj i . """
tmp = [ 0 ] ∗ s i z e
p s i z e = 1
for i in range ( s i z e ) :

new_psize = p s i z e ∗( i +1)
d = ( rank % new_psize ) / p s i z e
rank = rank − d∗ p s i z e
tmp [ s i z e−i −1] = d
for j in range ( s i z e−i , s i z e ) :

i f tmp [ j ] > d−1:
tmp [ j ] = tmp [ j ]+1

p s i z e = new_psize
return Perm( s i z e , data=tmp)

unrank_lex = unrank
def rank_mr( s e l f ) :

"""Rankowanie permutacj i wedªug Myrvold ' a i Ruskey ' a . """
a l i s t = s e l f . l i s t ( s e l f . s i z e )
b l i s t = (~ s e l f ) . l i s t ( s e l f . s i z e )
return Perm . _mr_helper ( s e l f . s i z e , a l i s t , b l i s t )

@classmethod
def unrank_mr( s e l f , s i z e , rank ) :

"""Przeciwie«stwo rankowania permutacj i wedªug Myrvold ' a i Ruskey ' a . """
tmp = range ( s i z e )
o ld_s ize = s i z e
while s i z e > 0 :

swap (tmp , s i z e −1, rank % s i z e )
rank = rank/ s i z e
s i z e = s i z e −1

return Perm( old_size , data=tmp)
@classmethod
def _mr_helper ( s e l f , s i z e , a l i s t , b l i s t ) :

"""Funkcja pomocnicza d la rankowania Myrvalda i Ruskey ' ego . """
i f s i z e == 1 :

return 0
s = a l i s t [ s i z e −1]
swap ( a l i s t , s i z e −1, b l i s t [ s i z e −1])
swap ( b l i s t , s , s i z e −1)
return s + s i z e ∗ Perm . _mr_helper ( s i z e −1, a l i s t , b l i s t )

def __call__( s e l f , ∗arguments ) :
"""Zwraca i l o c z yn permutacj i i cyk lu . """
tmp = {}
n = len ( arguments )
for i in range (n ) :

tmp [ arguments [ i ] ] = s e l f . data [ arguments [ ( i +1) % n ] ]
for key in tmp :

s e l f . data [ key ] = tmp [ key ]
return s e l f

def next_lex ( s e l f ) :
""" Leksykogra f i c zny dos t¦p do nas t¦pne j permutacj i . """
rank = s e l f . rank_lex ( )
i f rank == f a c t o r i a l ( s e l f . s i z e )−1:

return None
else :

return Perm . unrank_lex ( s e l f . s i z e , rank+1)
def prev_lex ( s e l f ) :
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""" Leksykogra f i c zny dos t¦p do poprzedn ie j permutacj i . """
rank = s e l f . rank_lex ( )
i f rank == 0 :

return None
else :

return Perm . unrank_lex ( s e l f . s i z e , rank−1)
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B. Grupy permutacji

B.1. Testy dla klasy Group

Listing B.1. Zestawienie testów dla klasy Group.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# groups_testy . py
#
# Testy d la grup permutacj i .

import un i t t e s t
from groups import ∗

class TestGroupCyclic ( u n i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

s e l f .N = 6
s e l f .H = Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 , 4 ) ( 3 , 5 )
s e l f . group = Group ( s e l f .N)

# Test grupy c y k l i c z n e j Knutha .
def t e s t_ in s e r t ( s e l f ) :

s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s _ t r i v i a l ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 1)
s e l f . group . i n s e r t ( s e l f .H)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 4)
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s _ t r i v i a l ( ) )
s e l f . a s se r tTrue (Perm( s e l f .N) in s e l f . group )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .H in s e l f . group )
s e l f . a s s e r tFa l s e (Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 ) in s e l f . group )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( l en ( s e l f . group . o r b i t s ( range ( s e l f .N) ) ) , 2)

# Ko«cowe czynno±c i c zy s z c z¡ce .
def tearDown ( s e l f ) :

pass

class TestGroupSymmetric ( u n i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

pass

# Test grupy symetrycznej .
def t e s t_ in s e r t 1 ( s e l f ) :

s e l f .N = 5
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 1)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 2)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 2 , 3 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 24)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 4 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 120)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_ in s e r t 2 ( s e l f ) :
s e l f .N = 5
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
order = 1
for i in range ( s e l f .N−1):

s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( i , i +1))
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order = order ∗( i +2)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , order )

s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
# Ko«cowe czynno±c i c zy s z c z¡ce .
def tearDown ( s e l f ) :

pass

class TestGroupAlternating ( un i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

pass

# Test grupy symetrycznej .
def t e s t_ in s e r t 1 ( s e l f ) :

s e l f .N = 5
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 1)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 3)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 1 , 2 , 3 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 12)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 2 , 3 , 4 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 60)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_ in s e r t 2 ( s e l f ) :
s e l f .N = 6
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f .N>2)
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
order = 1
for i in range ( s e l f .N−2):

s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( i , i +1, i +2))
order = order ∗( i +3)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , order )

s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
# Ko«cowe czynno±c i c zy s z c z¡ce .
def tearDown ( s e l f ) :

pass

class TestGroupRubik2 ( un i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

s e l f .N = 21
s e l f . group = Group ( s e l f .N)

# Test grupy symetrycznej .
def t e s t_ in s e r t ( s e l f ) :

s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 1)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 7 , 4 ) ( 2 , 8 , 1 1 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 3)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 8 ) ( 7 , 2 ) ( 4 , 1 1 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 1 0 ) ( 7 , 1 3 ) ( 4 , 0 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6∗9)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 1 2 ) ( 7 , 1 ) ( 4 , 1 5 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6∗9∗12)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 5 ) ( 7 , 1 8 ) ( 4 , 1 7 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6∗9∗12∗15)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 6 ) ( 7 , 9 ) ( 4 , 1 9 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6∗9∗12∗15∗18)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 3 , 1 4 ) ( 7 , 1 6 ) ( 4 , 2 0 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 6∗9∗12∗15∗18∗21)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

# Ko«cowe czynno±c i c zy s z c z¡ce .
def tearDown ( s e l f ) :

pass

class TestGroupRubik3 ( un i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

s e l f .N = 48
s e l f . group = Group ( s e l f .N)

# Test grupy k o s t k i Rubika 3x3x3 .
def t e s t_ in s e r t ( s e l f ) :

U1 = Perm( s e l f .N) ( 1 , 3 , 8 , 6 ) ( 2 , 5 , 7 , 4 ) ( 9 , 3 3 , 25 , 17 ) ( 10 , 34 , 26 , 18 ) ( 11 , 35 , 27 , 19 )
L1 = Perm( s e l f .N) (33 , 35 , 40 , 38 ) ( 34 , 37 , 39 , 36 ) ( 1 , 9 , 41 , 32 ) ( 4 , 12 , 44 , 29 ) ( 6 , 14 , 46 , 27 )
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F1 = Perm( s e l f .N) (9 , 11 , 16 , 14 ) ( 10 , 13 , 15 , 12 ) ( 6 , 17 , 43 , 40 ) ( 7 , 20 , 42 , 37 ) ( 8 , 22 , 41 , 35 )
R1 = Perm( s e l f .N) (17 , 19 , 24 , 22 ) ( 18 , 21 , 23 , 20 ) ( 8 , 25 , 0 , 16 ) ( 5 , 28 , 45 , 13 ) ( 3 , 30 , 43 , 11 )
B1 = Perm( s e l f .N) (25 , 27 , 32 , 30 ) ( 26 , 29 , 31 , 28 ) ( 3 , 33 , 46 , 24 ) ( 2 , 36 , 47 , 21 ) ( 1 , 38 , 0 , 19 )
D1 = Perm( s e l f .N) (41 , 43 , 0 , 46 ) ( 42 , 45 , 47 , 44 ) ( 14 , 22 , 30 , 38 ) ( 15 , 23 , 31 , 39 ) ( 16 , 24 , 32 , 40 )
gene ra to r s = [U1 , L1 , F1 ,R1 ,B1 ,D1 ]
for perm in gene ra to r s :

s e l f . group . i n s e r t (perm)
s e l f . a s s e r tEqua l ( l en ( s e l f . group . o r b i t s ( range ( s e l f .N) ) ) , 2)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 43252003274489856000L)

# Ko«cowe czynno±c i c zy s z c z¡ce .
def tearDown ( s e l f ) :

pass

class TestGroupProduct ( u n i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

pass

def test_product1 ( s e l f ) :
s e l f .N1 = 3
s e l f . group1 = Group ( s e l f .N1)
s e l f . group1 . i n s e r t (Perm( s e l f .N1) ( 0 , 1 , 2 ) )
s e l f .N2 = 5
s e l f . group2 = Group ( s e l f .N2)
s e l f . group2 . i n s e r t (Perm( s e l f .N2) ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group1 . order ( ) , s e l f .N1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group2 . order ( ) , s e l f .N2)
s e l f . group3 = s e l f . group1∗ s e l f . group2
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group3 . order ( ) , s e l f .N1∗ s e l f .N2)

def tearDown ( s e l f ) :
pass

class TestGroupOrbits ( u n i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

pass

def t e s t_orb i t s 1 ( s e l f ) :
s e l f .N = 3
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . o r b i t s ( range ( s e l f .N) ) , [ [ 0 , 1 ] , [ 2 ] ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . o r b i t s ( [ 0 , 1 ] ) , [ [ 0 , 1 ] ] )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_orb i t s 2 ( s e l f ) :
s e l f .N = 4
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 ) )
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 2 , 3 ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . o r b i t s ( range ( s e l f .N) ) , [ [ 0 , 1 ] , [ 2 , 3 ] ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . o r b i t s ( [ 0 , 1 ] ) , [ [ 0 , 1 ] ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . o r b i t s ( [ 0 , 1 , 2 ] ) , [ [ 0 , 1 ] , [ 2 , 3 ] ] )

def t e s t_orb i t s 3 ( s e l f ) : # grupa cy k l i c zna .
s e l f .N = 10
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_orb i t s 4 ( s e l f ) :
s e l f .N = 10
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_act ion ( s e l f ) :
s e l f .N = 9
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 2 ) ( 3 , 5 ) ( 6 , 8 ) )
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 6 ) ( 1 , 7 ) ( 2 , 8 ) )
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 1 , 3 ) ( 2 , 6 ) ( 5 , 7 ) )

corners , edges , c en t e r = s e l f . group . o r b i t s ( range ( s e l f .N) )
g1 = s e l f . group . ac t i on ( co rne r s )
g2 = s e l f . group . ac t i on ( edges )
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g3 = s e l f . group . ac t i on ( cent e r )
s e l f . a s se r tTrue ( g1 . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s se r tTrue ( g2 . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s se r tTrue ( g3 . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( g1 . s i z e , 4)
s e l f . a s s e r tEqua l ( g2 . s i z e , 4)
s e l f . a s s e r tEqua l ( g3 . s i z e , 1)
s e l f . a s s e r tEqua l ( g1 . order ( ) , 8)
s e l f . a s s e r tEqua l ( g2 . order ( ) , 8)
s e l f . a s s e r tEqua l ( g3 . order ( ) , 1)

def tearDown ( s e l f ) :
pass

class TestSubgroup ( un i t t e s t . TestCase ) :
# Mo»na o k r e ± l i ¢ czynno±c i przygotowawcze .
def setUp ( s e l f ) :

s e l f .N = 4
# Tworz¦ grup¦ symetryczn¡ .
s e l f . group = Group ( s e l f .N)
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 ) )
s e l f . group . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 , 3 ) )

def test_subgroup_search ( s e l f ) :
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group . order ( ) , 24)
# Dopuszczam permutacje par zy s t e − grupa a l t e rnu j ¡ ca .
s e l f . group2 = s e l f . group . subgroup_search (lambda x : x . is_even ( ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group2 . order ( ) , 12)
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group2 . i s_ t r a n s i t i v e ( ) )

def t e s t_ s t a b i l i z e r ( s e l f ) :
s e l f . group2 = s e l f . group . s t a b i l i z e r (3 )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group2 . order ( ) , 6)

def t e s t_ c en t r a l i z e r ( s e l f ) :
s e l f . group1 = Group ( s e l f .N)
# Tworz¦ grup¦ c y k l i c zn¡ .
s e l f . group1 . i n s e r t (Perm( s e l f .N) ( 0 , 1 , 2 , 3 ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group1 . order ( ) , s e l f .N)
s e l f . group2 = s e l f . group1 . c en te r ( )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group2 . order ( ) , s e l f .N)
# Dalej d la grupy symetrycznej .
s e l f . group2 = s e l f . group . c en te r ( )
s e l f . a s s e r tEqua l ( s e l f . group2 . order ( ) , 1)

def test_is_subgroup ( s e l f ) :
s e l f . group1 = Group ( s e l f .N)
# Tworz¦ grup¦ c y k l i c zn¡ .
s e l f . group1 . i n s e r t (Perm( s e l f .N, range ( s e l f .N) ) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group1 . is_subgroup ( s e l f . group ) )
s e l f . a s s e r tRa i s e s ( PermError , lambda : Group ( 2 ) . is_subgroup (Group ( 3 ) ) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group1 . i s_abe l i an ( ) )
s e l f . a s s e r tFa l s e ( s e l f . group . i s_abe l i an ( ) )
s e l f . a s se r tTrue ( s e l f . group1 . is_normal ( s e l f . group ) )

def tearDown ( s e l f ) :
pass

i f __name__ == "__main__" :
#un i t t e s t . main () # wª¡cza w s z t s t k i e t e s t y .
s u i t e 1 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupCyclic )
s u i t e 2 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupSymmetric )
s u i t e 3 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupAlternating )
s u i t e 4 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupRubik2 )
s u i t e 5 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupRubik3 )
s u i t e 6 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupProduct )
s u i t e 7 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestGroupOrbits )
s u i t e 8 = un i t t e s t . TestLoader ( ) . loadTestsFromTestCase ( TestSubgroup )

s u i t e = un i t t e s t . TestSu i te ( [ s u i t e 5 ] )
u n i t t e s t . TextTestRunner ( v e rbo s i t y =2). run ( s u i t e )

B.2. Klasa Group - implementacja podstawowa
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Listing B.2. Moduª groups.py [11].

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# groups . py
#
# Badam grupy permutacj i ( implementacja podstawowa ) .

from perms import Perm , PermError

class Group( d i c t ) :
"""Klasa d e f i n i u j ¡ c a grup¦ permutacj i . """
def __init__( s e l f , s i z e ) :

"""Tworzy i n s t anc j e Group . """
s e l f . s i z e = s i z e
perm = Perm( s e l f . s i z e )
s e l f [ perm . l a b e l ( ) ] = perm

# def __str__
# """__str__ dz i ed z i c z one z d i c t ."""
order = d i c t .__len__
# """Zwraca rz¡d grupy ."""
def __mul__( s e l f , o ther ) :

"""Zwraca i l o c z yn pros ty grup permutacj i . """
s i z e 1 = s e l f . s i z e
s i z e 2 = other . s i z e
s i z e 3 = s i z e 1+s i z e 2
l e f t = range ( s i z e 1 )
r i g h t = range ( s i z e1 , s i z e 3 )
group3 = Group ( s i z e 3 )
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

group3 . i n s e r t (Perm( s i z e3 , data=perm . data+r i gh t ) )
for perm in other . i t e rpe rms ( ) :

s h i f t d a t a = [ x+s i z e 1 for x in perm . data ]
group3 . i n s e r t (Perm( s i z e3 , data=l e f t+sh i f t d a t a ) )

return group3
def i s _ t r i v i a l ( s e l f ) :

"""Testu je czy grupa j e s t t ryw ia lna . """
return s e l f . o rder ( ) == 1

def __contains__( s e l f , perm ) :
"""Testu je czy permutacja na le »y do grupy . """
return d i c t . __contains__( s e l f , perm . l a b e l ( ) )

def i n s e r t ( s e l f , perm ) :
"""Wprowadza permutacj¦ do grupy generuj¡c nowe
permutacje s p e ªn i a j ¡ c e wªa±c iwo±c i grupy . """
i f s e l f . s i z e != perm . s i z e :

raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e " )
l a b e l 1 = perm . l a b e l ( )
i f perm in s e l f :

return

old_order = len ( s e l f )
s e l f [ l a b e l 1 ] = perm
tmp1 = {}
tmp1 [ l a b e l 1 ] = perm
tmp2 = {}
new_order = len ( s e l f )
while new_order > old_order :

old_order = new_order
for l a b e l 1 in tmp1 :

for l a b e l 2 in s e l f . i t e r l a b e l s ( ) :
perm3 = tmp1 [ l a b e l 1 ]∗ s e l f [ l a b e l 2 ]
l a b e l 3 = perm3 . l a b e l ( )
i f perm3 not in s e l f and l a b e l 3 not in tmp2 :

tmp2 [ l a b e l 3 ] = perm3
s e l f . update ( tmp2)
tmp1 = tmp2
tmp2 = {}
new_order = len ( s e l f )

def i t e rpe rms ( s e l f ) :
"""Generator permutacj i z grupy . """
return s e l f . i t e r v a l u e s ( )

def i t e r l a b e l s ( s e l f ) :
"""Generator e t y k i e t permutacj i z grupy . """
return s e l f . i t e r k e y s ( )

def i s_abe l i an ( s e l f ) :
"""Testu je czy grupa j e s t abelowa . """
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for perm1 in s e l f . i t e rpe rms ( ) :
for perm2 in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

i f perm2 <= perm1 :
continue

i f not perm1 . commutes_with ( perm2 ) :
return False

return True
def is_subgroup ( s e l f , o ther ) :

"""H. is_subgroup (G) . Testu je czy H j e s t podgrup¡ G.
Zwraca prawd¦ , j e ± l i w s z y s t k i e elementy H na le»¡ do G. """
i f s e l f . s i z e != other . s i z e :

raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e " )
i f other . order ( ) % s e l f . o rder ( ) != 0 :

return False
return a l l ( perm in other for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) )

def is_normal ( s e l f , o ther ) :
"""H. is_normal (G) t e s t u j e czy H j e s t podgrup¡ normaln¡ w G.
Dla ka»dego h w H, g w G, g∗h∗~g na le»¡ do G. """
for perm1 in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

for perm2 in other . i t e rpe rms ( ) :
i f perm2∗perm1∗~perm2 not in s e l f :

return False
return True

def subgroup_search ( s e l f , prop ) :
"""Zwraca podgrup¦ ws zy s t k i ch elementów spe ªn i a j ¡ cych
wªa±ciwo±¢ prop ( ) . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

i f prop (perm ) :
newgroup . i n s e r t (perm)

return newgroup
def normal i ze r ( s e l f , o ther ) :

"""G. normal izer (H) − zwraca normal i za tor H w G. """
return s e l f . subgroup_search (lambda perm :
a l l ( ( perm∗perm2∗~perm in other ) for perm2 in other . i t e rpe rms ( ) ) )

def c e n t r a l i z e r ( s e l f , o ther ) :
"""G. c e n t r a l i z e r (H) − zwraca c e n t r a l i z a t o r H w G. """
i f s e l f . s i z e != other . s i z e :

raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e " )
i f other . i s _ t r i v i a l ( ) or s e l f . i s _ t r i v i a l ( ) :

return s e l f
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm1 in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

i f a l l ( perm1 . commutes_with ( perm2 ) for perm2 in other . i t e rpe rms ( ) ) :
newgroup . i n s e r t ( perm1 )

return newgroup
def c ent e r ( s e l f ) :

"""Zwraca centrum grupy . """
return s e l f . c e n t r a l i z e r ( s e l f )

def o r b i t s ( s e l f , po in t s ) :
"""Zwraca l i s t ¦ o r b i t . """
used = [ Fa l se ]∗ s e l f . s i z e
o r b l i s t = [ ]
for pt1 in po in t s :

i f used [ pt1 ] :
continue

orb = [ pt1 ]
used [ pt1 ] = True
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

pt2 = perm [ pt1 ]
i f not used [ pt2 ] :

orb . append ( pt2 )
used [ pt2 ] = True

o r b l i s t . append ( orb )
return o r b l i s t

def i s_ t r a n s i t i v e ( s e l f , s t r i c t=True ) :
"""Testu je czy grupa j e s t tranzytywna (ma jedn¡ o r b i t ¦ ) . """
return l en ( s e l f . o r b i t s ( range ( s e l f . s i z e ) ) ) == 1

def s t a b i l i z e r ( s e l f , po int ) :
"""Zwraca podgrup¦ s t a b i l i z a t o r a . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

i f perm [ po int ] == point :
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newgroup . i n s e r t (perm)
return newgroup

def normal_closure ( s e l f , o ther ) :
"""Zwraca domkni¦cie normalne . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

for perm2 in other . i t e rpe rms ( ) :
newgroup . i n s e r t (perm∗perm2∗~perm)

return newgroup
def commutator ( s e l f , group1 , group2 ) :

"""Zwraca komutant podgrup . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm1 in group1 . i t e rpe rms ( ) :

for perm2 in group2 . i t e rpe rms ( ) :
newgroup . i n s e r t ( perm1 . commutator ( perm2 ) )

return newgroup
def derived_subgroup ( s e l f ) :

"""Zwraca komutant grupy . """
return s e l f . commutator ( s e l f , s e l f )

def ac t i on ( s e l f , po in t s ) :
"""Zwraca grup¦ indukowan¡ przez d z i a ª an i e . """
i f not s e l f . i s_ t r a n s i t i v e ( po in t s ) :

raise PermError ( "grupa n i e j e s t tranzytywna na punktach" )
tmp = {}
n = len ( po in t s )
for i in range (n ) :

tmp [ po in t s [ i ] ] = i
newgroup = Group (n)
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

d = [ tmp [ perm [ pt ] ] for pt in po in t s ]
newgroup . i n s e r t (Perm(n , data=d ) )

return newgroup

B.3. Klasa Group - implementacja zaawansowana

Listing B.3. Moduª groups.py.

# −∗− coding : cp1250 −∗−
# groups . py
#
# Badam grupy permutacj i ( implementacja zaawansowana ) .

from perms import Perm , PermError

class Group ( ) :
"""Klasa d e f i n i u j ¡ c a grup¦ permutacj i . """
def __init__( s e l f , s i z e ) :

"""Tworzy i n s t anc j e Group . """
s e l f . s i z e = s i z e
s e l f . Sigma = [ ( k+1)∗ [None ] for k in range ( s e l f . s i z e ) ]
for k in range ( s e l f . s i z e ) :
# identyczno±¢ sigma_kk .

s e l f . Sigma [ k ] [ k ] = Perm( s e l f . s i z e )
# Si lne generatory .
s e l f .T = [ [ ] for k in range ( s e l f . s i z e ) ]
s e l f . all_Sigma = [Perm( s e l f . s i z e ) ]
s e l f . all_T = [ ]

def __str__( s e l f ) :
"""Zwraca grup¦ permutacj i i j e j s i l n e generatory w pos t a c i s t r i n g . """
t = len ( s e l f . all_T )
return "Group(%s ) with %s st rong gene ra to r s " % ( s e l f . s i z e , t )

def order ( s e l f ) :
"""Zwraca rz¡d grupy . """
r e s = 1
for k in range ( s e l f . s i z e ) :

r e s = r e s ∗ sum(1 for perm in s e l f . Sigma [ k ] i f perm)
return r e s

def __mul__( s e l f , o ther ) :
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"""Zwraca i l o c z yn pros ty permutacj i . """
s i z e 1 = s e l f . s i z e
s i z e 2 = other . s i z e
s i z e 3 = s i z e 1 + s i z e 2
l e f t = range ( s i z e 1 )
r i g h t = range ( s i z e1 , s i z e 3 )
group3 = Group ( s i z e 3 )

for perm in s e l f . all_T :
group3 . i n s e r t (Perm( s i z e3 , data=perm . data+r i gh t ) )

for perm in other . all_T :
s h i f t d a t a = [ x+s i z e 1 for x in perm . data ]
group3 . i n s e r t (Perm( s i z e3 , data=l e f t+sh i f t d a t a ) )

return group3
def i s _ t r i v i a l ( s e l f ) :

"""Testu je czy grupa j e s t t ryw ia lna . """
return s e l f . o rder ( ) == 1

def __contains__( s e l f , perm ) :
"""Testu je czy permutacja na le »y do grupy . """
k = s e l f . s i z e − 1
while k > 0 :

j = perm . data [ k ]
i f s e l f . Sigma [ k ] [ j ] i s None :

return False
perm = (~ s e l f . Sigma [ k ] [ j ] ) ∗ perm
k = k − 1

return True
def i n s e r t ( s e l f , perm ) :

"""Wprowadza permutacj¦ do grupy generuj¡c nowe
permutacje s p e ªn i a j ¡ c e wªa±c iwo±c i grupy . """
i f s e l f . s i z e != perm . s i z e :

raise PermError ( "wrong s i z e o f the perm" )
s e l f . alg_A(perm .max( ) , perm)

def i t e rpe rms ( s e l f ) :
"""Generator permutacj i z grupy . """
a = [ 0 ] ∗ s e l f . s i z e
while True :

i f a l l ( s e l f . Sigma [ k ] [ a [ k ] ] != None for k in range ( s e l f . s i z e ) ) :
perm = Perm( s e l f . s i z e )
for k in range ( s e l f . s i z e ) :

perm = s e l f . Sigma [ k ] [ a [ k ] ] ∗ perm
y i e l d perm

j = s e l f . s i z e −1
while a [ j ] == j and j >= 0 :

a [ j ] = 0
j = j−1

i f j < 0 :
break

else :
a [ j ] = a [ j ]+1

def i t e r l a b e l s ( s e l f ) :
"""Generator permutacj i z grupy . """
a = [ 0 ] ∗ s e l f . s i z e
while True :

i f a l l ( s e l f . Sigma [ k ] [ a [ k ] ] != None for k in range ( s e l f . s i z e ) ) :
perm = Perm( s e l f . s i z e )
for k in range ( s e l f . s i z e ) :

perm = s e l f . Sigma [ k ] [ a [ k ] ] ∗ perm
y i e l d perm . l a b e l ( )

j = s e l f . s i z e −1
while a [ j ] == j and j >= 0 :

a [ j ] = 0
j = j−1

i f j < 0 :
break

else :
a [ j ] = a [ j ]+1

def i s_abe l i an ( s e l f ) :
"""Testu je czy grupa j e s t abelowa . """
for perm1 in s e l f . all_T :

for perm2 in s e l f . all_T :
i f perm2 <= perm1 :

continue
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i f not perm1 . commutes_with ( perm2 ) :
return False

return True
def base ( s e l f ) :

"""Zwraca k d la k tórych Sigmy nie s¡ i den tyc zno±c i ¡ . """
b = [ ]
for k in range ( s e l f . s i z e ) :

for j in range (k+1):
i f s e l f . Sigma [ k ] [ j ] and k != j :

b . append (k )
break

b . r e v e r s e ( )
return b

def is_subgroup ( s e l f , o ther ) :
"""H. is_subgroup (G) − t e s t u j e czy H j e s t podgrup¡ G. """
i f s e l f . s i z e != other . s i z e :

raise PermError ( " d i f f e r e n t s i z e " )
i f other . order ( ) % s e l f . o rder ( ) != 0 :

return False
return a l l ( perm in other for perm in s e l f . all_T )

def is_normal ( s e l f , o ther ) :
"""H. is_normal (G) − t e s t u j e czy H j e s t podgrup¡ normaln¡ w G. """
for perm1 in s e l f . all_T :

for perm2 in other . all_T :
i f perm2 ∗ perm1 ∗ ~perm2 not in s e l f :

return False
return True

def subgroup_search ( s e l f , prop ) :
"""Zwraca podgrup¦ ws zy s t k i ch elementów spe ªn i a j ¡ cych
wªa±ciwo±¢ prop ( ) . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm in s e l f . i t e rpe rms ( ) :

i f prop (perm ) :
newgroup . i n s e r t (perm)

return newgroup
def normal i ze r ( s e l f , o ther ) :

"""G. normal izer (H) − zwraca normal i za tor H w G. """
return s e l f . subgroup_search (lambda perm :
a l l ( ( perm∗perm2∗~perm in other ) for perm2 in other . all_T ) )

def c e n t r a l i z e r ( s e l f , o ther ) :
"""G. c e n t r a l i z e r (H) − zwraca c e n t r a l i z a t o r H w G. """
i f other . i s _ t r i v i a l ( ) or s e l f . i s _ t r i v i a l ( ) :

return s e l f
return s e l f . subgroup_search (lambda perm :
a l l ( perm∗perm2 == perm2∗perm for perm2 in other . all_T ) )

def c ent e r ( s e l f ) :
"""Zwraca centrum grupy . """
return s e l f . c e n t r a l i z e r ( s e l f )

def o r b i t s ( s e l f , po in t s ) :
"""Zwraca l i s t ¦ o r b i t . """
used = [ Fa l se ] ∗ s e l f . s i z e
o r b l i s t = [ ]
for pt1 in po in t s :

i f used [ pt1 ] :
continue

orb = [ pt1 ]
used [ pt1 ] = True
for pt2 in orb :

for perm in s e l f . all_T :
pt3 = perm [ pt2 ]
i f not used [ pt3 ] :

orb . append ( pt3 )
used [ pt3 ] = True

o r b l i s t . append ( orb )
return o r b l i s t

def i s_ t r a n s i t i v e ( s e l f , po in t s=None ) :
"""Testu je czy grupa j e s t tranzytywna (ma jedn¡ o r b i t ¦ ) . """
i f po in t s i s None :

po in t s = range ( s e l f . s i z e )
return l en ( s e l f . o r b i t s ( po in t s ) ) == 1

def s t a b i l i z e r ( s e l f , po int ) :
"""Zwraca podgrup¦ s t a b i l i z a t o r a . """
orb = [ po int ]
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t ab l e = { point : Perm( s e l f . s i z e )}
used = [ Fa l se ] ∗ s e l f . s i z e
used [ po int ] = True
stab = Group ( s e l f . s i z e )
for pt2 in orb :

for perm in s e l f . all_T :
pt3 = perm [ pt2 ]
i f not used [ pt3 ] :

perm3 = perm ∗ t ab l e [ pt2 ]
orb . append ( pt3 )
t ab l e [ pt3 ] = perm3
used [ pt3 ] = True

else :
perm2 = ~tab l e [ pt3 ] ∗ perm ∗ t ab l e [ pt2 ]
stab . i n s e r t ( perm2 )

return stab
def normal_closure ( s e l f , o ther ) :

"""Zwraca domkni¦cie normalne . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm in s e l f . all_T :

for perm2 in other . all_T :
newgroup . i n s e r t (perm∗perm2∗~perm)

return newgroup
def commutator ( s e l f , group1 , group2 ) :

"""Zwraca komutant podgrup . """
newgroup = Group ( s e l f . s i z e )
for perm1 in group1 . all_T :

for perm2 in group2 . all_T :
newgroup . i n s e r t ( perm1 . commutator ( perm2 ) )

return s e l f . normal_closure ( newgroup )
def derived_subgroup ( s e l f ) :

"""Zwraca komutant grupy . """
return s e l f . commutator ( s e l f , s e l f )

def ac t i on ( s e l f , po in t s ) :
"""Zwraca grup¦ indukowan¡ przez d z i a ª an i e . """
i f not s e l f . i s_ t r a n s i t i v e ( po in t s ) :

raise PermError ( "grupa n i e j e s t tranzytywna na punktach" )
tmp = {}
n = len ( po in t s )
for i in range (n ) :

tmp [ po in t s [ i ] ] = i
newgroup = Group (n)
for perm in s e l f . all_T :

d = [ tmp [ perm [ pt ] ] for pt in po in t s ]
newgroup . i n s e r t (Perm(n , data=d ) )

return newgroup
def alg_A( s e l f , k , perm ) :

"""Doª¡cza permutacj¦ do s i l n y ch generatorów . """
i f perm in s e l f :

return

j = perm . data [ k ]
i f s e l f . Sigma [ k ] [ j ] i s not None :

perm2 = ~ s e l f . Sigma [ k ] [ j ] ∗ perm
# Trzeba s i ¦ upewni¢ , j a k i e g o rz¦du j e s t perm .
s e l f . alg_A(perm2 .max( ) , perm2 )
return

s e l f .T[ k ] . append (perm)
s e l f . all_T . append (perm)
for item in ( s e l f . all_Sigma ) :

# Trzeba s i ¦ upewni¢ j a k i e go rz¦du j e s t perm .
perm2 = perm ∗ item
s e l f . alg_B(perm2 .max( ) , perm2 )

def alg_B( s e l f , k , perm ) :
""" Ak tua l i z u j e Sigmy . """
i f perm in s e l f :

return

j = perm . data [ k ]

i f s e l f . Sigma [ k ] [ j ] i s None :
s e l f . Sigma [ k ] [ j ] = perm
s e l f . all_Sigma . append (perm)

for item in ( s e l f . all_T ) :
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# Trzeba s i ¦ upewni¢ , j a k i e g o rz¦du j e s t perm .
perm2 = item ∗ perm
k_max = perm2 .max( )
i f k_max != k :

s e l f . alg_A(k_max, perm2 )
else :

s e l f . alg_B(k_max, perm2 )
return

item = (~ s e l f . Sigma [ k ] [ j ] ) ∗ perm
s e l f . alg_A( item .max( ) , item )

def s t a tu s ( s e l f , name="data . txt " ) :
f i l e = open (name , "w" )
for k in range ( s e l f . s i z e ) :

for j in range (k+1):
i f s e l f . Sigma [ k ] [ j ] :

f i l e . wr i t e ( "%s %s\n" % (k , j ) )
f i l e . c l o s e ( )

7894582545(63)
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