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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algoryt-
mów wykorzystuj¡cych multigrafy. Multigrafy s¡ instancjami klasyMultiGraph,
ale interfejs jest zgodny z klas¡ Graph, opisuj¡c¡ grafy proste. Dzi¦ki temu
klasy odpowiadaj¡ce algorytmom mog¡ dziaªa¢ na obu typach grafów. Przy-
gotowano dwie ró»ne implementacje multigrafów, z wagami i bez wag.

Zaimplementowano trzy algorytmy do znajdowania cykli Eulera: algo-
rytm Flory'ego, algorytm z wykorzystaniem stosu, oraz algorytm Hierholzera.
Ponadto doª¡czono algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem chi«skiego listonosza.

Stworzono szereg heurystycznych algorytmów do znajdowania maksymal-
nego zbioru niezale»nego: algorytm trywialny (zachªanny), algorytmy z doª¡-
czaniem wierzchoªków, algorytmy z usuwaniem wierzchoªków. Najwi¦cej algo-
rytmów dotyczy kolorowania wierzchoªków grafu. Jest to algorytm dokªadny,
sze±¢ algorytmów sekwencyjnych i trzy algorytmy sekwencyjne z wymian¡
kolorów. Doª¡czono równie» algorytm kolorowania kraw¦dzi, wykorzystuj¡cy
graf kraw¦dziowy.

Algorytmy zbiorów niezale»nych i algorytmy kolorowania grafów zostaªy
przetestowane. Sprawdzono ich jako±¢ i realn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

Sªowa kluczowe: grafy, multigrafy, graf Eulera, problem chi«skiego listono-
sza, zbiór niezale»ny, kolorowanie grafów
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English title: Python implementation of selected algorithms for multi-
graphs

Abstract

Python implementations of selected graph algorithms using multigraphs are
presented. Multigraphs are instances of the MultiGraph class, but interface
is compatible with the Graph class describing simple graphs. This is why
algorithm classes can be used with both types of graphs. Two di�erent imple-
mentations of the MultiGraph class are available, for weighted and unweighted
graphs.

The algorithms for �nding an Eulerian cycle are presented: the Fleury's
algorithm, the algorithm using a stack, and the Hierholzer's algorithm. The
algorithms solving the chineese postman problem are also included.

Several heuristic algorithms for �nding a maximum independent set are
shown: the trivial/greedy algorithm, the smallest �rst algorithm, the largest
last algorithm, and their modi�ed versions. Many algorithms for node colo-
ring are prepared: the exact algorithm, six sequential algorithms, and three
sequential algorithms with color interchange. Edge coloring algorithm using
a line graphs is also included.

Independet set algorithms and graph coloring algoriths were tested and
their quality and complexity was checked.

Keywords: graphs, multigraphs, Eulerian graph, Chinese postman problem,
independent set, graph coloring
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1. Wst¦p

Z poj¦ciem algorytmu spotykamy si¦ po raz pierwszy ju» na wczesnych
etapach nauczania, kiedy to poj¦cie odnosi si¦ do matematyki i rozwi¡zywa-
nia zada« za pomoc¡ sprawdzonych metod. Wówczas, okre±lone s¡ poszcze-
gólne kroki, których przej±cie pozwala na poprawne rozwi¡zanie problemu.

Obecnie termin algorytm u»ywany jest równie» w programowaniu i ozna-
cza sposób na rozwi¡zanie jakiego± zadania, a sztuk¡ jest nie tylko opraco-
wanie algorytmu, ale te» opracowanie go w taki sposób, aby byª on wydajny.

Niniejsza praca zostaªa po±wi¦cona algorytmom multigrafowym. Multi-
graf jest poj¦ciem teorii grafów i w niniejszej pracy jest on rozumiany jako
graf, w którym kraw¦dzie ª¡cz¡ce dwa wierzchoªki mog¡ by¢ wielokrotne,
chocia» niektórzy autorzy takie rozszerzone poj¦cie grafu równie» nazywaj¡
grafem.

Rozwa»ania oparte zostaªy na j¦zyku Python, który jest j¦zykiem dbaj¡-
cym o czytelno±¢ i klarowno±¢ kodu dzi¦ki m.in. dynamicznemu typowaniu i
automatycznemu zarz¡dzaniu pami¦ci¡. Pozwoliªo to na opracowanie przed-
stawionych algorytmów bez zawiªo±ci skªadniowych, które wprowadzaj¡ inne
j¦zyki programowania.

1.1. Organizacja pracy

Praca zostaªa podzielona na cz¦±ci, skªadaj¡ce si¦ w logiczn¡ caªo±¢. Roz-
dziaª 1 jest wst¦pem do zagadnie« poruszanych w niniejszej pracy. Rozdziaª
2 jest krótkim wst¦pem do technologii, która zostaªa wykorzystana w im-
plementacji przedstawionych algorytmów. Rozdziaª 3 zawiera podstawowe
de�niecje z teorii grafów. Rozdziaª 4 w skrócie przedstawia interfejs klasy
multigrafu wykorzystanej w przedstawionych algorytmach. Rozdziaª 5 przed-
stawia algorytmy wyznaczania cyklu Eulera, a tak»e algorytm rozwi¡zania
problemu chi«skiego listonosza. Rozdziaª 6 zawiera omówienie zagadnienia
zbiorów niezale»nych, skojarze« i pokrycia wierzchoªkowego, oraz algorytmy
sªu»¡ce do wyznaczenia zbiorów niezale»nych. Rozdziaª 7 zawiera teori¦ zwi¡-
zan¡ z kolorowaniem wierzchoªków i kraw¦dzi multigrafów, oraz implemen-
tacje algorytmów rozwi¡zuj¡cych problem kolorowania. Rozdziaª 8 zawiera
podsumowanie pracy.
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2. Wprowadzenie do Pythona

Python jest jednym z najªatwiejszych do nauczenia si¦ j¦zykiem progra-
mowania, który jednocze±nie jest bardzo szeroko wykorzystywany w edukacji
i przemy±le komputerowym. Dziaªa na wielu systemach, równie» systemach
wbudowanych. Kod w j¦zyku Python jest ªatwy do zrozumienia, zwi¦zªy,
wspieraj¡cy dobre praktyki programowania. Jest to j¦zyk skryptowy, inter-
pretowany - co oznacza, »e napisany skrypt wykonywany jest za pomoc¡
interpretera.

Jedn¡ z najwi¦kszych zalet Pythona jest bogata biblioteka standardowa,
umo»liwiaj¡ca wykonanie wielu zada« pojawiaj¡cych si¦ w codziennej pracy
programisty. Dzi¦ki niej, operacje takie jak pobranie pliku z Internetu lub
utworzenie serwera WWW mog¡ by¢ wykonane za pomoc¡ kilku linii ko-
du. Istniej¡ równie» tysi¡ce specjalizowanych bibliotek, takich jak NumPy
(biblioteka funkcji liczbowych) czy Twisted (biblioteka funkcji sieciowych).

Warto wspomnie¢, »e oprócz Pythona napisanego w j¦zyku C, istnieje
równie» Jython napisany w Javie, oraz Iron Python napisany w .NET. Rózne
implementacje stworzono w celu ªatwiejszej integracji kodu Pythona z kodem
napisanym w tych j¦zykach.

2.1. Caªkowite typy danych

W Pythonie wbudowane s¡ dwa caªkowite typy danych: int oraz bool. W
wyra»eniu logicznym 0 i False daj¡ w wyniku False, a dowolna inna liczba caª-
kowita i True w wyniku daj¡ True. W wyra»eniach liczbowych True przyjmuje
warto±¢ 1, False warto±¢ 0.

Wielko±¢ liczby caªkowitej w Pythonie ograniczona jest jedynie przez ilo±¢
dost¦pnej pami¦ci. Mo»na utworzy¢ liczby caªkowite skªadaj¡ce si¦ z dziesi¡-
tek cyfr i swobodnie z nimi pracowa¢, jednak b¦dzie to wolniejsze ni» w
przypadku liczb caªkowitych, które mog¡ by¢ przedstawione przez procesor.

Tabela 2.1 przedstawia spis funkcji i operatorów arytmetycznych dost¦p-
nych dla liczb caªkowitych.

2.2. Zmiennoprzecinkowe typy danych

W Pythonie istniej¡ trzy wbudowane typy zmiennoprzecinkowe: �oat,
complex i decimal.Decimal.

2.2.1. Liczby rzeczywiste

Typ �oat przechowuje liczby zmiennoprzecinkowe o podwójnej precy-
zji, których zakres zale»y od kompilatora u»ytego do kompilacji Pythona.
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Tabela 2.1. Funkcje i operatory dziaªaj¡ce na liczbach

Instrukcja Opis
x + y dodaje liczby x i y
x − y odejmuje liczb¦ y od x

x ∗ y mno»y liczb¦ x przez y

x / y dzieli liczb¦ x przez y

x % y oblicza warto±¢ modulo dzielenia x przez y

x ∗∗ y podnosi liczb¦ x do pot¦gi y
− x zmienia znak niezerowej liczby x

abs(x) zwraca warto±¢ bezwzgl¦dn¡ liczby x

divmod(x, y) zwraca iloraz oraz reszt¦ z dzielenia x przez y

pow(x, y) dziaªa tak samo jak x ∗∗ y

pow(x, y, z) równowa»no±¢ operacji (x ∗∗ y) % z

round(x, n) zwraca liczb¦ x zaokr¡glon¡ do n cyfr po przecinku

Wszystkie operatory i funkcje przedstawione w tabeli 2.1 mog¡ by¢ stosowane
równie» z liczbami typu �oat.

2.2.2. Liczby dziesi¦tne

W odró»nieniu od liczb typu �oat, dokªadno±¢ oblicze« ustalon¡ przez
programist¦, uzyskan¡ kosztem czasu wykonywania oblicze«, daje niezmienny
typ Decimal z moduªu decimal z biblioteki standardowej. W celu korzystania z
liczb Decimal nale»y wcze±niej zaimportowa¢ moduª decimal.

Liczby typu Decimal tworzone s¡ przez funkcj¦ decimal.Decimal(), która jako
argument mo»e przyj¡¢ liczb¦ caªkowit¡, lub ci¡g tekstowy. Do liczb typu
Decimal mo»na stosowa¢ wszystkie operatory i funkcje przedstawione w tabeli
2.1, przy pewnych ograniczeniach. Je»eli lewy operand operatora ∗∗ jest typu
Decimal, prawy operand musi by¢ liczb¡ caªkowit¡. Równie», je»eli pierwszy
argument funkcji pow() jest typu Decimal, drugi i ewentualnie trzeci argument
musz¡ by¢ typu caªkowitego.

2.2.3. Liczby zespolone

Complex jest niezmiennym typem danych, przechowuj¡cym par¦ liczb �oat,
z których jedna przedstawia cz¦±¢ rzeczywist¡ (atrybut real), a druga cz¦±¢
urojon¡ (atrybut imag). Równie» dla liczb zespolonych mog¡ by¢ stosowane
operatory i funkcje matematyczne przedstawione w tabeli 2.1, z wyª¡czeniem
%, divmod() oraz trójargumentowego wywoªania pow().

2.3. Ci¡gi tekstowe

Ci¡gi tekstowe s¡ prezentowane przez niezmienny typ danych str prze-
chowuj¡cy sekwencj¦ znaków Unicode. Dosªowne ci¡gi tekstowe tworzone s¡
poprzez uj¦cie danego tekstu w cudzysªów lub apostrof (po obu stronach
tekstu nale»y zastosowa¢ ten sam znak). Mo»na u»y¢ równie» potrójnie cy-
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towanego ci¡gu tekstowego, który mo»e zawiera¢ w sobie pojedyncze znaki
cudzysªowu lub apostrofu, bez dodatkowych zabiegów. Przykªadowo:

t ex t = """ Pot ro jn i e cytowany c i ag tekstowy .
Moze zawierac " cytaty " i ' cytaty ' . """

Aby w normalnym ci¡gu tekstowym u»y¢ innego ci¡gu tekstowego, oba
ci¡gi nale»y ograniczy¢ odmiennymi znakami, lub zmieni¢ znaczenie znaków
ograniczaj¡cych. Przykªadowo:

t ex t = "Znakiem odmiennym dla cudzyslowu j e s t ' apo s t r o f ' . "

Poª¡czenie dwóch ci¡gów tekstowych mo»na uzyska¢ poprzez zastosowa-
nie operatora dodawania +.

2.4. Kolekcje

Python udost¦pnia kilka rodzajów kolekcji.

2.4.1. Listy

Listy w Pythonie s¡ w zasadzie dynamicznymi tablicami. Do elementów
listy odwoªuje si¦ przez indeks. Elementy listy nie musz¡ by¢ tego samego
typu, lista mo»e zawiera¢ jednocze±nie typy danych oraz kolekcje typów da-
nych.

Pusta lista mo»e zosta¢ utworzona przez funkcj¦ list () lub przez puste
nawiasy kwadratowe [] .

Listing 2.1. Tworzenie nowej listy

L1 = l i s t ( )
L2 = [ ]
L3 = [ 1 , "A" , [ 2 , "B" ] ]

W listingu 2.1 L1 jest pust¡ list¡, tworzon¡ przez funkcj¦ list (), L2 jest
pust¡ list¡ tworzon¡ przez puste nawiasy klamrowe, natomiast L3 jest list¡
zawieraj¡c¡ trzy elementy ró»nych typów: liczb¦ caªkowit¡, ci¡g tekstowy,
oraz list¦ dwuelementow¡. Tabela 2.2 przedstawia zbiór funkcji obsªugiwa-
nych przez listy.

2.4.2. Krotki

Krotka jest niezmiennym odpowiednikiem listy - oznacza to, »e raz utwo-
rzonej krotki nie mo»na zmieni¢. Je»eli istnieje potrzeba mody�kacji danych
zawartych w krotce, mo»na wykorzysta¢ konwersj¦ do listy przez funkcj¦
list () lub wygenerowa¢ now¡, zmienion¡ krotk¦.

Pusta krotka mo»e zosta¢ utworzona przez funkcj¦ tuple() lub przez puste
nawiasy okr¡gªe (). Krotka udost¦pnia dwie metody: T.count(x) zwracaj¡c¡
ilo±¢ wyst¡pie« elementu x w krotce T oraz T.index(x), zwracaj¡c¡ pozycj¦
indeksu pierwszego wyst¡pienia elementu x w krotce T.
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Tabela 2.2. Metody obsªugiwane przez listy.

Instrukcja Opis
L.append(x) doª¡cza element x na koniec listy L

L.count(x) zwraca liczb¦ wyst¡pie« elementu x na li±cie L

L.extend(M) doª¡cza wszystkie elementy M do listy L

L += M dziaªa tak samo jak L.extend(M)

L.index(x) zwraca indeks pierwszego wyst¡pienia x na li±cie L

L. insert ( i , x) wstawia element x na list¦ L w pozycji indeksu i

L.pop() zwraca i usuwa ostatni element listy L

L.pop(i) zwraca i usuwa element listy L znajduj¡cy si¦ w pozycji i
L.remove(x) usuwa pierwsze wyst¡pienie elementu x na li±cie L

L.reverse () odwraca kolejno±¢ elementów na li±cie L

L.sort () sortuje list¦ L w miejscu

2.4.3. Sªowniki

Sªownik to nieuporz¡dkowana kolekcja zera lub wi¦cej par (klucz, war-
to±¢). Kluczem mo»e by¢ dowolny niezmienny typ (np. liczba, ci¡g tekstowy).
Kluczem mo»e by¢ równie» krotka, b¦d¡ca typem niezmiennym, je»eli ka»dy
jej element jest typem niezmiennym. Natomiast warto±ci¡ mo»e by¢ dowolny
obiekt j¦zyka Python. Sam sªownik jest typem mody�kowalnym, mo»na wi¦c
dodawa¢, usuwa¢ i mody�kowa¢ elementy. Ze wzgl¦du na nieuporz¡dkowan¡
struktur¦, nie ma mo»liwo±ci odwoªania si¦ do elementu poprzez indeks.

Pusty sªownik mo»e zosta¢ utworzony przez funkcj¦ dict() wywoªan¡ bez
argumentów lub przez zastosowanie pustych nawiasów klamrowych {}.

Listing 2.2. Tworzenie nowego sªownika.

D1 = dict ( )
D2 = {}
D3 = {"nazwisko " : "Motyl" , " imie " : "Pawel" , "wzrost " : 188}
D4 = dict ({ "nazwisko " : "Motyl" , " imie " : "Pawel" , "wzrost " : 188})
D5 = dict ( nazwisko="Motyl" , imie="Pawel" , wzrost=188)

W listingu 2.2 D1 oraz D2 s¡ pustymi sªownikami, D3 dosªownym sªowni-
kiem utworzonym przez nawiasy klamrowe, D4 jest sªownikiem powstaªym z
dosªownego sªownika w argumencie funkcji dict(), natomiast D5 powstaje z
argumentów funkcji dict() w postaci klucz=warto±¢.

Tabela 2.3 przedstawia zbiór funkcji obsªugiwanych przez sªowniki.

2.4.4. Zbiory

Zbiór jest nieuporz¡dkowan¡ kolekcj¡ zera lub wi¦kszej liczby odniesie«
do obiektów. Zbiór jest typem mody�kowalnym. Ze wzgl¦du na nieuporz¡d-
kowany charakter elementy zbioru nie maj¡ oznaczenia pozycji indeksu. Ele-
menty zbioru zawsze s¡ unikalne, dodanie powtarzaj¡cych si¦ elementów jest
bezpieczne, jednak nie zwi¦ksza to ich krotno±ci w zbiorze.

Pusty zbiór mo»na utworzy¢ przez funkcj¦ set(). Pomimo mo»liwo±ci two-
rzenia zbiorów niepustych z wykorzystaniem nawiasów klamrowych {}, nie
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Tabela 2.3. Metody obsªugiwane przez sªowniki.

Instrukcja Opis
D.clear usuwa wszystkie elementy ze sªownika D

D.copy() zwraca kopi¦ sªownika D

D.fromkeys(s, v) zwraca sªownik, w którym klucze s¡ elementami sekwencji s,
a warto±ci to None lub v (je±li zostaªo podane)

D.get(k) zwraca warto±¢ przypisan¡ kluczowi k lub warto±¢
None, je±li klucz k nie istnieje w sªowniku D

D.get(k, v) zwraca warto±¢ przypisan¡ kluczowi k lub warto±¢
v, je±li klucz k nie istnieje w sªowniku D

D.items() zwraca list¦ wszystkich par (klucz, warto±¢) w sªowniku D

D.keys() zwraca list¦ wszystkich kluczy w sªowniku D

D.pop(k) zwraca i usuwa element sªownika D przypisany do klucza k

je±li k nie istnieje, funkcja zgªasza wyj¡tek KeyError

D.pop(k, v) zwraca i usuwa element sªownika D przypisany do klucza k

je±li k nie istnieje, funkcja zwraca warto±¢ v

D.popitem() zwraca i usuwa dowoln¡ par¦ (klucz, warto±¢) ze sªownika D

je±li sªownik jest pusty, zgªasza wyj¡tek KeyError

D.setdefault(k, v) dziaªa jak funkcja get() z t¡ ró»nic¡, »e je»eli klucz k

nie znajduje si¦ w sªowniu, zostaje wstawiony nowy element
o kluczu k i warto±ci None lub k (je±li zostaªo podane)

D.update(A) dodaje do sªownika D ka»da par¦ (klucz, warto±¢) z A,
która nie istnieje jeszcze w sªowniku D, natomiast dla ka»dego
klucza znajduj¡cego si¦ zarówno w D jak i w A zast¦puje
odpowiedni¡ warto±¢ z D warto±ci¡ z A

D.values() zwraca list¦ wszystkich warto±ci w sªowniku D

dopuszcza si¦ tworzenia w ten sposób zbiorów pustych (kolizja z notacj¡ dla
sªowników).

Listing 2.3. Tworzenie nowego zbioru
S1 = set ( )
S2 = set ( "programowanie" )
S3 = {"p" , " r " , "o" , "g" , "a" , "m" , "w" , "n" , " i " , "e"}
S4 = set ( [ 1 , 3 , 1 , 5 , 1 , 7 ] )

W listingu 2.3 S1 jest pustym zbiorem, S2 oraz S3 s¡ zbiorami zawieraj¡-
cymi te same elementy. Zbiór S3 zostaª utworzony z unikatowych znaków ze
sªowa programowanie, natomiast w S2 w wyniku konwersji z ci¡gu znaków na
zbiór pojedynczych znaków, zostaªy usuni¦te elementy (znaki) powtarzaj¡ce
si¦. Zbiór S4 zostaª utworzony z sekwencji liczb, powtórzenia zostana usuni¦te.
Tabela 2.4 przedstawia zbiór funkcji obsªugiwanych przez zbiory.

2.5. Instrukcje steruj¡ce

Instrukcje steruj¡ce sªu»¡ do zmiany typowego, sekwencyjnego sposobu
przetwarzania instrukcji programu.
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Tabela 2.4. Metody obsªugiwane przez zbiory.

Instrukcja Opis
S.add(x) dodaje element x do zbioru S, je»eli nie znajduje si¦ ju» w S

S.clear () usuwa wszystkie elementy ze zbioru S

S.copy() zwraca kopi¦ zbioru S

S. di�erence (T) zwraca nowy zbiór posiadaj¡cy ka»dy element zbioru S,
S − T który nie jest w zbiorze T

S.di�erence_update(T) usuwa ze zbioru S ka»dy element, który jest w zbiorze T

S -= T
S.discard(x) usuwa element x ze zbioru S

S. intersection (T) zwraca nowy zbiór, którego ka»dy element znajduje si¦
S & T zarówno w zbiorze S i T
S.intersection_update(T) zbiór S zawiera iloczyn siebie i zbioru T

S &= T

S. isdisjoint (T) zwraca True je±li zbiory S i T nie maj¡ elementów wspólnych
S. issubset (T) zwraca True je±li zbiór S jest równy zbiorowi T
S <= T lub jest jego podzbiorem
S.pop() zwraca i usuwa losowy element ze zbioru S

lub zwraca wyj¡tek KeyError je±li zbiór S jest pusty
S.remove(x) usuwa element x ze zbioru S lub zwraca wyj¡tek

KeyError je±li zbiór S nie zawiera elementu x

S.symetric_di�erence(T) zwraca zbiór skªadaj¡cy si¦ z elementów, które
S ^ T znajduj¡ si¦ tylko w zbiorze S lub tylko w zbiorze T

S.symetric_di�erence_ zbiór S zawiera ró»nic¦ symetryczn¡ siebie i zbioru T

update(T)

S ^= T

S.union(T) zwraca zbiór posiadaj¡cy wszystkie elementy zbioru S i T
S | T
S.update(T) do zbioru S dodaje ka»dy element zbioru T

S |= T

2.5.1. Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa if−else sªu»y do wykonania odpowiedniego frag-
mentu kodu w zale»no±ci od tego, jakie warunki logiczne zostaªy speªnione.
Ogólna skªadnia polecenia wygl¡da nast¦puj¡co:

i f wyrazen ie_log iczne1 :
kod1

e l i f wyrazen ie_log iczne2 :
kod2

. . .
e l i f wyrazenie_logiczneN :

kodN
else :

kod_else

Bloki elif oraz else nie s¡ obowi¡zkowe. Je»eli ich nie ma, blok kodu od-
powiadaj¡cy instrukcji if zostanie wykonany, gdy jedyne wyra»enie logiczne
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przyjmie warto±¢ True. Je»eli wi¦cej ni» jedno wyra»enie logiczne jest speªnio-
ne, zostaje wykonany blok kodu rozpoczynaj¡cy si¦ po pierwszym wyra»eniu
logicznym maj¡cym warto±¢ True i ko«cz¡cy przed najbli»szym elif lub else.
Je»eli »adne wyra»enie logiczne nie jest prawdziwe i istnieje blok else, zostanie
wykonany kod z bloku else.

W Pythonie istnieje równie» wyra»enie warunkowe odpowiadaj¡ce opera-
torowi trójargumentowemu znanemu z innych j¦zyków programowania. Ogól-
na skªadnia wyra»enia:

wyrazenie1 i f wyrazen ie_log iczne else wyrazenie2

W tej konstrukcji, je»eli wyrazenie_logicznema warto±¢ True, wynikiem caªe-
go wyra»enia jest wyrazenie1. W przeciwnym wypadku wynikiem jest wyrazenie2.
Przykªad:

zmienna = 10
zmienna = 20 i f zmienna > 10 else 5
print zmienna # 5

2.5.2. P¦tla while

Poni»ej przedstawiono ogóln¡ skªadni¦ wyra»enia while:

while wyrazen ie_log iczne :
kod_while

else :
kod_else

Dopóki wyrazenie_logiczne jest prawdziwe, wykonywany jest blok kodu ozna-
czony kod_while. Je»eli warto±¢ wyra»enia wynosi lub przyjmie warto±¢ False

oraz p¦tla posiada opcjonalny blok else, przed kontynuacj¡ wykonywania
kodu programu, jednorazowo zostanie wykonany kod_else.

2.5.3. P¦tla for

W Pythonie p¦tla for sªu»y do wykonania tego samego kodu dla wszyst-
kich elementów z sekwencji. Peªna skªadnia p¦tli for−in, podobnie jak p¦tla
while, zawiera opcjonalny blok else. Poni»ej przedstawiono ogóln¡ skªadni¦
p¦tli:

for zmienna in sekwencja :
kod_for

else :
kod_else

Zmienna przyjmuje po kolei warto±ci wszystkich elementów z sekwencji
i dla ka»dego elementu wykonywane s¡ instrukcje oznaczone jako kod_for.
Je»eli dziaªanie p¦tli zostanie przerwane po iteracji wszystkich elementów
sekwencji, zostanie wykonany opcjonalny kod kod_else. Je»eli dziaªanie p¦tli
zostanie przerwane w wyniku wywoªania instrukcji break, return lub przez
zgªoszenie wyj¡tku, polecenia z klauzuli else nie s¡ wykonywane.
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2.5.4. Polecenia continue i break

Poza instrukcjami steruj¡cymi, do kontroli przebiegu wykonania p¦tli w
Pythonie sªu»¡ polecenia continue oraz break. Polecenia te mog¡ zosta¢ wy-
dane tylko w p¦tlach. Wywoªanie continue powoduje przerwanie bie»¡cej ite-
racji p¦tli i przekazanie kontroli do pocz¡tku kolejnej iteracji. Wywoªanie w
p¦tli break powoduje przerwanie wykonania p¦tli i przekazanie kontroli do
pierwszej instrukcji po p¦tli.

2.6. Funkcje

Funkcj¦ mo»na rozumie¢ jako spakowan¡ i sparametryzowan¡ funkcjo-
nalno±¢. Funkcj¦ de�niuje si¦ za pomoc¡ instrukcji def. Przykªad de�nicji
wªasnej funkcji:

# Definiowanie f u n k c j i .
def test_mul (x , y = 2 ) :

return x ∗ y

# Uruchomienie f u n k c j i .
print test_mul (4 )

Na przykªadnie powy»szego kodu mo»na przedstawi¢ sposób de�nicji funk-
cji. Pierwsza linijka informuje, »e tworzona jest funkcja o nazwie test_mul.
Zmienne x, y znajduj¡ce si¦ w nawiasach po nazwie, to argumenty funkcji.
W czasie wywoªania funkcji, w miejsce x i y umieszcza si¦ warto±ci (np.
test_mul(10, 20)), które przypisywane s¡ odpowiednio argumentom. Dodatko-
wo argument y ma przypisan¡ warto±¢ domy±ln¡ 2, która zostanie wyko-
rzystana, je»eli funkcja test_mul zostanie wywoªana z jednym argumentem.
Instrukcja return przekazuje okre±lon¡ warto±¢ w miejsce wywoªania funkcji.
W przykªadzie test_mul(4) widnieje po instrukcji print, zatem do instrukcji
print przekazywana jest warto±¢ zwracana przez funkcj¦, czyli iloczyn 4∗2=8.

2.7. Klasy

J¦zyk Python jest j¦zykiem zorientowanym obiektowo, a klasy s¡ pod-
stawowym narz¦dziem do tworzenia nowych typów danych. W listingu 2.4
na przykªadnie klasy Point przedstawiono sposób tworzenia nowej klasy oraz
pracy z ni¡.

Listing 2.4. Przykªad de�nicji nowej klasy.
class Point :

"""Klasa r ep r e z en tu j a ca punkt na p l a s z c zy zn i e . """

def __init__( s e l f , x=0, y=0):
"""Utworzenie punktu o wspolrzednych x , y . """
s e l f . x = x
s e l f . y = y

def l ength ( s e l f ) :
""" Odleg losc punktu od poczatku ukladu wspolrzednych . """
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import math
return math . hypot ( s e l f . x , s e l f . y )

# Utworzenie nowego ob i e k t u k l a s y Point .
po int = Point (3 , 4)

# Wywolanie metody k l a s y Point .
print po int . l ength ( ) # 5

# Odczyt a t rybu tu i n s t a n c j i k l a s y Point .
print po int . x # 3

De�nicja klasy odbywa si¦ za pomoc¡ instrukcji class, zawieraj¡cej na-
zw¦ nowej klasy. W klasie Point znajduj¡ si¦ dwie metody: __init__() oraz
length(). Ka»da metoda jako pierwszy argument przyjmuje self, który jest
referencj¡ do obiektu, na którym zostaªa wywoªana. Metoda __init__() po-
siada dodatkowo dwa argumenty (w tym przykªadzie domy±lne), które sªu»¡
do inicjalizacji warto±ci pól w klasie.

Metoda __init__() wywoªywana jest w chwili tworzenia nowego obiektu i
jest nazywana konstruktorem. W listingu 2.4 metoda __init__() wywoªywana
jest z argumentami x=3 i y=4. Metoda length() jest uruchamiana w momencie
jej wywoªania na rzecz instancji klasy Point (point.length()). Z instancji klasy
Point mo»na równie» uzyska¢ warto±ci atrybutów obiektu poprzez ich nazw¦,
np. point.x.

2.8. Wyj¡tki

Zgªoszenie wyj¡tku oznacza zwykle bª¡d programu i przerwanie jego nor-
malnego dziaªania. Czasem wyj¡tki sªu»¡ do wykrywania sytuacji nietypo-
wych, które nie s¡ bª¦dem. Wyj¡tek zgªoszony i nieobsªu»ony powoduje prze-
rwanie dziaªania programu. Przechwycenie wyj¡tku w celu obsªu»enia odby-
wa si¦ za pomoc¡ bloków try−except. Poni»ej przedstawiono ogóln¡ skªadni¦
przechwytywania wyj¡tków:

try :
kod_try

except wyjatek1 :
kod_wyjatek1

. . .
except wyjatekN :

kod_wyjatekN
else :

kod_else
f ina l ly :

kod_f ina l ly

W konstrukcji musi si¦ znajdowa¢ przynajmniej jeden blok except, blo-
ki else, �nally s¡ opcjonalne. Kod kod_else zostanie wykonany, je»eli kod_try
zostanie wykonany w zwykªy sposób, natomiast kod_�nally zawsze b¦dzie wy-
konany na ko«cu.
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3. Teoria grafów

Teoria grafów to dziaª matematyki zajmuj¡cy si¦ badaniem wªasno±ci gra-
fów. Jest wa»nym narz¦dziem matematycznym u»ywanym w wielu ró»nych
dziedzinach, takich jak informatyka, badania operacyjne, genetyka, lingwisty-
ka i socjologia. Rozwijanie algorytmów wyznaczaj¡cych pewne wªa±ciwo±ci
grafów jest jednym z bardziej znacz¡cych pól dziaªania informatyki, szcze-
gólnie do przedstawiania struktury danych.

Opublikowany w 1741 roku przez Leonarda Eulera w pracy Solutio pro-
blematis ad geometriam situs pertinentis w Commentarii academiae scien-
tiarum Petropolitanae opis zagadnienia mostów królewieckich jest uznawany
za pierwsz¡ prac¦ na temat teorii grafów.

3.1. Multigrafy skierowane i nieskierowane

Graf de�niowany jest jako uporz¡dkowana para skªadaj¡ca si¦ ze zbioru
wierzchoªków V i ze zbioru kraw¦dzi E ª¡cz¡cych wierzchoªki.

De�nicja: Grafem nieskierowanym prostym nazywamy par¦ uporz¡dkowa-
n¡ G = (V,E), gdzie V jest to niepusty zbiór wierzchoªków, natomiast E jest
to zbiór kraw¦dzi nieskierowanych,

E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V }. (3.1)

W gra�e nieskierowanym kraw¦d¹ {u, v} jest zbiorem dwóch ró»nych wierz-
choªków, poniewa» kolejno±¢ wierzchoªków nie ma znaczenia.

u v

De�nicja: Grafem skierowanym prostym nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡
G = (V,E), gdzie V jest to niepusty zbiór wierzchoªków, natomiast E jest
zbiorem kraw¦dzi skierowanych,

E ⊆ {(u, v) : u, v ∈ V }. (3.2)

W gra�e skierowanym kraw¦d¹ (u, v) jest uporz¡dkowan¡ par¡ ró»nych wierz-
choªków, z pocz¡tkiem w pierwszym wierzchoªku, a ko«cem w drugim wierz-
choªku.

u v
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De�nicja: Multigrafem nieskierowanym nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡G =
(V,E), gdzie V jest to niepusty zbiór wierzchoªków, natomiast E jest mul-
tizbiorem zawieraj¡cym kraw¦dzie nieskierowane. Elementy multizbioru mo-
g¡ si¦ powtarza¢. Kraw¦d¹ nieskierowana multigrafu jest to dwuelemento-
wy multizbiór wierzchoªków. P¦tla nieskierowana jest to kraw¦d¹ multigrafu
postaci {v, v}. Kraw¦dzie równolegªe nieskierowane ª¡cz¡ dwa takie same
wierzchoªki.

u v

De�nicja: Multigrafem skierowanym nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡ G =
(V,E), gdzie V jest to niepusty zbiór wierzchoªków, natomiast E jest mul-
tizbiorem zawieraj¡cym kraw¦dzie skierowane. Kraw¦d¹ skierowana multi-
grafu jest to uporz¡dkowana para niekoniecznie ró»nych wierzchoªków. P¦tla
skierowana jest to kraw¦d¹ multigrafu postaci (v, v). Kraw¦dzie równolegªe
skierowane maj¡ takie same wierzchoªki pocz¡tkowe i ko«cowe.

u v

3.2. �cie»ki i cykle

�cie»k¡ z v0 do vk w multigra�e G = (V,E) nazywamy ci¡g wierzchoªków
(v0, v1, . . . , vk), przy czym musz¡ istnie¢ kraw¦dzie od vi do vi+1. Dªugo±¢
takiej ±cie»ki wynosi k (liczba przeskoków). �cie»ka prosta nie ma powtarza-
j¡cych si¦ wierzchoªków.

Cykl jest to ±cie»ka, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡ takie same,
v0 = vk. Cykl prosty nie ma powtarzaj¡cych si¦ wierzchoªków, z wyj¡tkiem
ostatniego. W literaturze za cykl prosty uwa»a si¦ ka»d¡ p¦tl¦, a tak»e dwie
kraw¦dzie równolegªe nieskierowane. Multigraf nie zawieraj¡cy cykli prostych
nazywamy acyklicznym.

3.3. Spójno±¢

Multigraf nieskierowany jest spójny (ang. connected), je»eli pomi¦dzy ka»-
d¡ par¡ wierzchoªków istnieje ª¡cz¡ca je ±cie»ka (nieskierowana) [4]. Multigraf
skierowany jest silnie spójny (ang. strongly connected), je±li istnieje ±cie»ka
(skierowana) od dowolnego wierzchoªka do ka»dego innego jego wierzchoªka
[4].
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4. Implementacja multigrafów

Kod ¹ródªowy dla klas reprezentuj¡cych multigrafy i ich kraw¦dzie przed-
stawiono w dodatku A. Tutaj opiszemy interfejs multigrafów.

4.1. Interfejs multigrafów

Algorytmy dla multigrafów przedstawione w niniejszej pracy zostaªy na-
pisane z wykorzystaniem klasy MultiGraph. Przykªad pracy z klas¡ MultiGraph

przedstawia poni»sza sesja interaktywna, natomiast kompletny interfejs klasy
przedstawiono w tabeli 4.1.

>>> from edges import Edge
>>> from mult igraphs import MultiGraph
>>> G = MultiGraph ( )
>>> G. i s_d i r e c t ed ( )
Fa l se
>>> G. add_node ( "B" )
>>> G. add_edge (Edge ( "A" , "B" , 2 ) )
>>> G. add_edge (Edge ( "A" , "C" , 5 ) )
>>> G. show ( )
A : C(1) B(1)
C : A(1)
B : A(1)
>>> G. degree ( "A" )
>>> G. has_node ( "D" )
Fa l se
>>> G. has_node ( "A" )
True
>>> l i s t (G. i t e r node s ( ) )
[ 'A ' , 'C ' , 'B ' ]

4.2. Analiza zªo»ono±ci algorytmów

Dla dowolnego multigrafu G = (V,E) mamy dwa podstawowe parame-
try opisuj¡ce jego struktur¦: liczb¦ wierzchoªków n = |V | i liczb¦ kraw¦dzi
m = |E|. W przypadku grafów prostych liczba kraw¦dzi jest ograniczona
przez n(n− 1)/2, co czasem pozwala na pewne uproszczenia wyra»e« opisu-
j¡cych zªo»ono±¢ algorytmów. Dla multigrafów takie ograniczenie nie wyst¦-
puje i nale»y traktowa¢ liczb¦ wierzchoªków n i liczb¦ kraw¦dzi m jako dwa
niezale»ne parametry.
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Tabela 4.1. Interfejs klasy MultiGraph

Instrukcja Opis
G.v() zwraca liczb¦ wierzchoªków multigrafu G

G.e() zwraca liczb¦ kraw¦dzi multigrafu G

G.is_directed() sprawdza czy multigraf G jest skierowany
G.add_node(node) dodaje node do multigrafu G

G.has_node(node) sprawdza czy w multigra�e G istnieje
wierzchoªek node

G.del_node(node) z multigrafu G usuwa wierzchoªek node

G.add_edge(edge) dodaje kraw¦d¹ edge do multigrafu G

G.del_edge(edge) usuwa kraw¦d¹ edge z multigrafu G

G.has_edge(edge) sprawdza czy multigraf G zawiera kraw¦d¹ edge

weight(edge) zwraca liczb¦ kraw¦dzi równolegªych do edge

iternodes() zwraca wierzchoªki multigrafu
iteradjacent (source) zwraca wierzchoªki s¡siaduj¡ce z source

iteroutedges(source) zwraca kraw¦dzie wychodz¡ce z source

iterinedges (source) zwraca kraw¦dzie wchodz¡ce do source

iteredges () zwraca kraw¦dzie multigrafu
show() zwraca tekstow¡ reprezentacj¦ multigrafu
copy() zwraca kopi¦ multigrafu
transpose() zwraca multigraf transponowany
degree(source) zwraca stopie« wierzchoªka source

outdegree(source) zwraca liczb¦ wierzchoªków wychodz¡cych z source

indegree(source) zwraca liczb¦ wierzchoªków wchodz¡cych do source
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5. Cykl Eulera

Jak wspomniano wcze±niej, zagadnienie mostów królewieckich le»y u pod-
staw teorii grafów. Próba znalezienia cyklu Eulera stanowi odpowied¹ na
pytanie, czy mo»na przez ka»dy most w Królewcu przej±¢ dokªadnie jeden
raz i wróci¢ do punktu startowego.

Drog¦ zamkni¦t¡ przechodz¡c¡ dokªadnie jeden raz przez ka»d¡ kraw¦d¹
grafu niezorientowanego nazywamy niezorientowan¡ drog¡ Eulera, a graf któ-
ry ma ta drog¦, jest grafem Eulera [3].

Drog¦ zamkni¦t¡, przechodz¡c¡ dokªadnie jeden raz przez ka»dy ªuk gra-
fu zorientowanego zgodnie z jego orientacj¡, nazywamy zorientowan¡ drog¡
Eulera, a graf który ma tak¡ drog¦, nazywamy zorientowanym grafem Eulera
[3].

5.1. Wyznaczanie cyklu Eulera

Przedstawimy trzy najwazniejsze algorytmy wyznaczaj¡ce cykl Eulera.

5.1.1. Algorytm Fleury'ego

Dane wej±ciowe: Multigraf spójny G.

Problem: Znalezienie cyklu Eulera w multigra�e G.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku algorytm wykonuje kopi¦ grafu i ustala
wierzchoªek startowy. Nast¦pnie przechodzi wybran¡ kraw¦dzi¡ do nast¦pne-
go wierzchoªka, a kraw¦d¹ usuwa. Wa»ne jest, aby kraw¦d¹ b¦d¡c¡ mostem
wybiera¢ dopiero w ostateczno±ci. W zwi¡zku z tym kraw¦dzie s¡ sprawdza-
ne, czy nie s¡ mostami, przy u»yciu algorymu BFS. Algorytm ko«czy si¦ z
chwil¡ wyczerpania kraw¦dzi. Lista kolejno odwiedzanych wierzchoªków daje
cykl Eulera.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ obliczeniowa jest szacowana na O(V ·
(V + E)).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Kopia grafu zajmuje pami¦¢ rz¦du O(V + E), a
inne dane pomocnicze te» ª¡cznie daj¡ warto±¢.

Listing 5.1. Algorytm Fleury'ego.
#!/ usr / b in /python

from b f s import SimpleBFS
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class Fleury :
""" Fleury ' s a lgor i thm f o r f i nd i n g an Euler ian cy c l e . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph
i f not se l f . _is_euler ian ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not e u l e r i a n " )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e = l i s t ( )
s e l f . graph_copy = s e l f . graph . copy ( )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Executable pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node

source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
node = source
s e l f . eu l e r i an_cyc l e . append ( node )
while s e l f . graph_copy . outdegree ( node ) > 0 :

for edge in l i s t ( s e l f . graph_copy . i t e r ou t edg e s ( node ) ) :
# graph_copy i s changing !
i f not se l f . _is_bridge ( edge ) :

break

se l f . graph_copy . del_edge ( edge )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e . append ( edge . t a r g e t )
node = edge . t a r g e t

del s e l f . graph_copy

def _is_bridge ( s e l f , edge ) :
"""Bridge t e s t . """
l i s t 1 = l i s t ( )
l i s t 2 = l i s t ( )
a lgor i thm = SimpleBFS ( s e l f . graph_copy )
a lgor i thm . run ( edge . source ,

pre_action=lambda node : l i s t 1 . append ( node ) )
s e l f . graph_copy . del_edge ( edge )
a lgor i thm = SimpleBFS ( s e l f . graph_copy )
a lgor i thm . run ( edge . source ,

pre_action=lambda node : l i s t 2 . append ( node ) )
# Restore the edge .
s e l f . graph_copy . add_edge ( edge )
return len ( l i s t 1 ) != len ( l i s t 2 )

def _is_euler ian ( s e l f ) :
"""Test i f the graph i s e u l e r i a n . """
i f s e l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

# We assume tha t the graph i s s t r on g l y connected .
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . indeg ree ( node ) != s e l f . graph . outdegree ( node ) :
return False

else :
# We assume tha t the graph i s connected .
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . degree ( node ) % 2 == 1 :
return False

return True
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5.1.2. Algorytm z wykorzystaniem stosu

Dane wej±ciowe: Multigraf spójny G.

Problem: Znalezienie cyklu Eulera w multigra�e G.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku algorytm wykonuje kopi¦ grafu i ustala
wierzchoªek startowy. Nast¦pnie rekurencyjnie odwiedzane s¡ kolejne wierz-
choªki, a mijane kraw¦dzie usuwane. Wierzchoªki kªadziemy na stos po wy-
czerpaniu kraw¦dzi, kiedy powracamy do wierzchoªka, z którego przyszli±my.
Po usuni¦ciu wszystkich kraw¦dzi grafu, wierzchoªki zdejmowane ze stosu
utworz¡ cykl Eulera.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ wynosi O(E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Kopia grafu zajmuje pami¦¢ rz¦du O(V + E), a
oprócz tego trzeba obsªu»y¢ rekurencyjne wywoªania funkcji odwiedzaj¡cej
wierzchoªki.

Listing 5.2. Algorytm z wykorzystaniem stosu.
#!/ usr / b in /python

from Queue import LifoQueue

class EulerianCycleDFS :
""" Finding an Euler ian cy c l e in a mult igraph . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph
i f not se l f . _is_euler ian ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not e u l e r i a n " )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e = l i s t ( )
s e l f . graph_copy = s e l f . graph . copy ( )
s e l f . s tack = LifoQueue ( )
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Executable pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node

source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
s e l f . _v i s i t ( source )
while not se l f . s tack . empty ( ) :

s e l f . eu l e r i an_cyc l e . append ( s e l f . s tack . get ( ) )
del s e l f . s tack
del s e l f . graph_copy

def _vi s i t ( s e l f , source ) :
""" V i s i t i n g node . """
while s e l f . graph_copy . outdegree ( source ) > 0 :

edge = s e l f . graph_copy . i t e r ou t edg e s ( source ) . next ( )
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s e l f . graph_copy . del_edge ( edge )
s e l f . _v i s i t ( edge . t a r g e t )

s e l f . s tack . put ( source )

def _is_euler ian ( s e l f ) :
"""Test i f the graph i s e u l e r i a n . """
i f s e l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

# we assume tha t the graph i s s t r on g l y connected
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . indeg ree ( node ) != s e l f . graph . outdegree ( node ) :
return False

else :
# we assume tha t the graph i s connected
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . degree ( node ) % 2 == 1 :
return False

return True

5.1.3. Algorytm Hierholzera

Dane wej±ciowe: Multigraf spójny G.

Problem: Znalezienie cyklu Eulera w multigra�e G.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku algorytm wykonuje kopi¦ grafu i ustala
wierzchoªek startowy. Nast¦pnie buduje cykl Eulera skªadaj¡c go z mniej-
szych cykli, korzystaj¡c przy tym ze stosu.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ wynosi O(E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Tu równie» potrzebna jest kopia grafu, oraz pa-
mi¦¢ na stos rz¦du O(E).

Listing 5.3. Algorytm Hierholzera.
#!/ usr / b in /python

from Queue import LifoQueue

class Hie rho l z e r :
""" Finding an Euler ian cy c l e in a mult igraph . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph
i f not se l f . _is_euler ian ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not e u l e r i a n " )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e = l i s t ( ) # l i s t o f nodes
s e l f . graph_copy = s e l f . graph . copy ( )
s e l f . s tack = LifoQueue ( )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Executable pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node
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source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e . append ( source )
while True :

i f s e l f . graph_copy . outdegree ( source ) > 0 :
edge = s e l f . graph_copy . i t e r ou t edg e s ( source ) . next ( )
s e l f . s tack . put ( source )
s e l f . graph_copy . del_edge ( edge )
source = edge . t a r g e t

else :
source = s e l f . s tack . get ( )
s e l f . eu l e r i an_cyc l e . append ( source )

i f s e l f . s tack . empty ( ) :
break

se l f . eu l e r i an_cyc l e . r e v e r s e ( )
del s e l f . s tack
del s e l f . graph_copy

def _is_euler ian ( s e l f ) :
"""Test i f the graph i s e u l e r i a n . """
i f s e l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

# we assume tha t the graph i s s t r on g l y connected
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . indeg ree ( node ) != s e l f . graph . outdegree ( node ) :
return False

else :
# we assume tha t the graph i s connected
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . degree ( node ) % 2 == 1 :
return False

return True

5.2. Problem chi«skiego listonosza

Problem chi«skiego listonosza polega na ustaleniu takiej drogi dla listo-
nosza, aby mógª przej±¢ po ka»dej ulicy w swoim rejonie przynajmniej jeden
raz, przy minimalnym koszcie. Problem zostaª pierwszy raz sformuªowany w
teorii grafów przez chi«skiego matematyka, dlatego nazywa si¦ go problemem
chi«skiego listonosza.

Aby rozwi¡za¢ problem, nale»y zbudowa¢ graf, którego kraw¦dzie odpo-
wiadaj¡ ulicom w rejonie, natomiast wierzchoªki skrzy»owaniom ulic. Kra-
w¦dziom nale»y nada¢ wagi odpowiadaj¡ce kosztom przej±cia ulicy. W tak
skonstruowanym gra�e nale»y znale¹¢ drog¦ o minimalnej sumie wag, która
prowadzi przez ka»d¡ z ulic przynajmniej jeden raz.

Je»eli graf posiada cykl Eulera,mo»liwe wyznaczenie drogi wymagaj¡cej
przej±cia ka»dej ulicy dokªadnie jeden raz. Je»eli w gra�e nie istnieje cykl
Eulera, nale»y skonstruowa¢ graf Eulerowski poprzez powielenie wybranych
kraw¦dzi zgodnie z algorytmem.
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5.2.1. Algorytm dla grafów nieskierowanych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Wyznaczenie w multigra�e drogi przechodz¡cej przez ka»d¡ kra-
w¦d¹ przynajmniej jeden raz o minimalnej sumie wag.

Opis algorytmu: Dla grafu który nie jest Eulerowski algorytm konstruuje
nowy graf, który skªada si¦ z wierzchoªków grafu G o nieparzystych stop-
niach. W nowym gra�e wszystkie wierzchoªki s¡ ze sob¡ poª¡czone, a wagi
kraw¦dzi odpowiadaj¡ minimalnej sumie wag kraw¦dzi ª¡cz¡cych te wierz-
choªki w badanym gra�e. Nast¦pnie w skonstruowanym gra�e wyznaczane
s¡ maksymalne skojarzenia i w gra�e G dublowane s¡ ±cie»ki o najmniejszej
wadze ª¡cz¡ce skojarzone wierzchoªki. Tak zmody�kowany badany graf jest
grafem Eulerowskim, a rozwi¡zaniem problemu jest znalezienie cyklu.

Listing 5.4. Problem chi«skiego listonosza dla grafów nieskierowanych.
#!/ usr / b in /python

class ChineseProblemUndirectedGraph :
"""Chinese Postman Problem f o r d i r e c t ed graphs . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph

def run ( s e l f ) :
""" Executable pseudocode . """
d i s t an c e s = s e l f . count_distances ( s e l f . odd_nodes ( ) )
G = s e l f . build_graph ( s e l f . odd_nodes ( ) , d i s t an c e s )
M = MinimumWeightMatching (G)
M. run ( )
pa i r s = l i s t ( )
tmp = set ( )
for m in M. pa i r . va lue s ( ) :

i f not set ( [m. source , m. t a r g e t ] ) . i s s u b s e t (tmp ) :
tmp . add (m. source )
tmp . add (m. t a r g e t )
pa i r s . append ( l i s t ( [m. source , m. t a r g e t ] ) )

for p in pa i r s :
for edge in d i s t an c e s [ p [ 0 ] ] . way_to(p [ 1 ] ) [ "way" ] :

s e l f . graph . add_edge (
Edge ( edge . source , edge . target , edge . weight ) )

E = EulerianCycleDFS ( s e l f . graph )
E. run (0 )
print E. eu l e r i an_cyc l e

def odd_nodes ( s e l f ) :
odd = l i s t ( )
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . degree ( v ) % 2 != 0 :
odd . append (v )
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return odd

def count_distances ( s e l f , nodes ) :
DJ = dict ( )
for node in nodes :

D = Di jk s t r a ( s e l f . graph , node )
D. run ( )
DJ . update ({ node : D})

return DJ

def build_graph ( s e l f , nodes , d i s t an c e s ) :
G = MultiGraph ( nodes .__len__( ) , d i r e c t ed=False )
sour c e s = set ( )
for s in nodes :

s ou r c e s . add ( s )
for t in nodes :

i f set ( [ t ] ) . i s s u b s e t ( s ou r c e s ) :
continue

i f s != t :
G. add_edge (

Edge ( s , t , d i s t an c e s [ s ] . d [ t ] ) )
return G

5.2.2. Algorytm dla grafów skierowanych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Wyznaczenie w multigra�e drogi przechodz¡cej przez ka»d¡ kra-
w¦d¹ przynajmniej jeden raz o minimalnej sumie wag.

Opis algorytmu: Dla grafu który nie jest Eulerowski algorytm konstruuje
nowy graf, który jest grafem dwudzielnym zbudowanym z wierzchoªków ba-
danego grafu G, takimi »e V (H) = V −(H) ∪ V +(H). Do V +(H) zaliczamy
wierzchoªki v ∈ V +(H) takie, »e δd(v) = d+(v) − d−(v) > 0, a do V −(H)
zaliczamy wierzchoªki v ∈ V −(H) takie »e δd(v) = d+(v)− d−(v) < 0.

Ka»dy wierzchoªek z V −(H) poª¡czony jest z ka»dym wierzchoªkiem z
V +(H). Wagi kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªki odpowiadaj¡ minimalnej sumie
wag kraw¦dzi ª¡cz¡cych te wierzchoªki w gra�e G. W tak skonstruowanym
gra�e znajdowany jest zbiór kraw¦dzi o sumarycznie najmniejszym koszcie
taki, »e z wierzchoªkiem v ∈ V −(H) poª¡czonych jest δd(v) kraw¦dzi wy-
chodz¡cych, a z wierzchoªkiem v ∈ V +(H) poª¡czonych jest δd(v) kraw¦dzi
wchodz¡cych. Po zdublowaniu w gra�e G ±cie»ek odpowiadaj¡cych wyzna-
czonym kraw¦dziom powstaje graf, w którym mo»na wyznaczy¢ cykl Eulera.

Listing 5.5. Problem chi«skiego listonosza dla grafów skierowanych.
#!/ usr / b in /python

class ChineseProblemDirectedGraph :
"""Chinese Postman Problem f o r d i r e c t ed graphs . """

def __init__( s e l f , graph ) :
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"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph
s e l f . r e s u l t = None

def run ( s e l f ) :
""" Executable pseudocode . """
nodes = s e l f . f ind_di rec ted_vertexes ( )
sumnodes = l i s t ( )
sumnodes . extend ( nodes [ "vIn" ] )
sumnodes . extend ( nodes [ "vOut" ] )
d i s t an c e s = s e l f . count_distances ( sumnodes )
G = s e l f . bui ld_directed_graph ( nodes , d i s t an c e s )
d e l t ad eg r e e s = dict (

(v , s e l f . graph . outdegree ( v ) − s e l f . graph . indeg ree ( v ) )
for v in G. i t e r node s ( ) )

for v in G. i t e r node s ( ) :
d e l t ad eg r e e s [ v ] = s e l f . graph . outdegree ( v ) \

− s e l f . graph . indeg ree ( v )
i f de l t ad eg r e e s [ v ] > 0 :

innodes = l i s t ( )
for tmp in G. i t e r i n e d g e s ( v ) :

innodes . append (tmp)
innodes . s o r t ( key=lambda x : x . weight , r e v e r s e=False )

tmpcounter = 0
while tmpcounter < de l t ad eg r e e s [ v ] :

tmpcounter += 1
gedge = innodes . pop (0 )
for edge in \

d i s t an c e s [ gedge . source ] . way_to( gedge . t a r g e t ) [ "way" ] :
s e l f . graph . add_edge (

Edge ( edge . source , edge . target , edge . weight ) )

E = EulerianCycleDFS ( s e l f . graph )
E. run (0 )
s e l f . r e s u l t = E. eu l e r i an_cyc l e

def count_distances ( s e l f , nodes ) :
DJ = dict ( )
for node in nodes :

D = Di jk s t r a ( s e l f . graph , node )
D. run ( )
DJ . update ({ node : D})

return DJ

def f ind_di rec ted_vertexes ( s e l f ) :
vOut = l i s t ( )
vIn = l i s t ( )
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f s e l f . graph . outdegree ( v ) − s e l f . graph . indeg ree ( v ) > 0 :
vOut . append (v )

e l i f s e l f . graph . outdegree ( v ) − s e l f . graph . indeg ree ( v ) < 0 :
vIn . append (v )

return {"vIn" : vIn , "vOut" : vOut}

def bui ld_directed_graph ( s e l f , nodes , d i s t an c e s ) :
G = MultiGraph (
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nodes [ "vIn" ] . __len__( ) + nodes [ "vOut" ] . __len__( ) ,
d i r e c t ed=True )

for vIn in nodes [ "vIn" ] :
for vOut in nodes [ "vOut" ] :

G. add_edge (Edge ( vIn , vOut , d i s t an c e s [ vIn ] . d [ vOut ] ) )
return G
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6. Zbiory niezale»ne, skojarzenia i

pokrycia

Zbiór niezale»ny, skojarzenie i pokrycie to poj¦cia charakteryzuj¡ce pewne
podzbiory wierzchoªków lub kraw¦dzi, nale»¡cych do grafu nieskierowanego.
Takie podzbiory pojawiaj¡ si¦ w ró»nych problemach decyzyjnych, maj¡cych
praktyczne znaczenie.

6.1. Zbiory niezale»ne i kliki

Zbiorem niezale»nym (ang. independent/stable set) grafu nieskierowanego
G = (V,E) nazywamy taki podzbiór zbioru wierzchoªków V , »e »adne dwa z
nich nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ z E [4], [9]. Zbiór niezale»ny jest maksymalny
(ang. maximal independent set), je»eli nie jest podzbiorem »adnego innego
zbioru niezale»nego. Zbiór niezale»ny z najwi¦ksz¡ liczb¡ wierzchoªków nazy-
wamy najwi¦kszym zbiorem niezale»nym grafu (ang. maximum independent
set), a jego liczno±¢ oznacza si¦ symbolem α(G) (ang. independence number).

Przeciwie«stwem zbioru niezale»nego jest klika (ang. clique), czyli zbiór
wierzchoªków wzajemnie s¡siednich. Inaczej mówi¡c, klika jest podgrafem
peªnym. Klika jest najwi¦ksza, je»eli w gra�e nie ma kliki o wi¦kszej licz-
bie wierzchoªków. Rozmiar najwi¦kszej kliki grafu G oznaczamy ω(G) (ang.
clique number). Wierzchoªki ka»dego zbioru niezale»nego grafu G s¡ jedno-
cze±nie wierzchoªkami pewnej kliki w gra�e Ḡ, b¦d¡cym dopeªnieniem grafu
G.

Problem znalezienia najwi¦kszego zbioru niezale»nego jest problemem
NP-trudnym, czyli nie s¡ znane algorytmy dokªadne o wielomianowej zªo»o-
no±ci obliczeniowej. Z tego powodu powstaªo wiele algorytmów heurystycz-
nych, cz¦sto o charakterze zachªannym. Problemy wyznaczania najwi¦kszego
zbioru niezale»nego i najwi¦kszej kliki s¡ równowa»ne, czyli metoda rozwi¡za-
nia jednego z nich mo»e by¢ zastosowana do rozwi¡zania drugiego, po utwo-
rzeniu dopeªnienia grafu.

Przedstawimy kilka z algorytmów heurystycznych wyznaczania zbiorów
niezale»nych.

� Metoda TIS (ang. Trivial Independent Set), do pustego zbioru niezale»-
nego doª¡czamy dozwolone wierzchoªki w kolejno±ci przypadkowej.

� Metoda SFIS (ang. Smallest First Independent Set), do pustego zbioru
niezale»nego doª¡czamy dozwolone wierzchoªki o najmniejszym stopniu
w pierwotnym gra�e G.
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� MetodaMSFIS (ang.Modi�ed Smallest First Independent Set), do puste-
go zbioru niezale»nego doª¡czamy dozwolone wierzchoªki o najmniejszym
stopniu w malej¡cym gra�e indukowanym.

� Metoda LLIS (ang. Largest Last Independent Set), zbiór niezale»ny two-
rzymy przez usuwanie ze zbioru V wierzchoªków o najwi¦kszym stopniu
w pierwotnym gra�e G, ale tylko tych z s¡siadami w zbiorze niezale»nym.
Rezultat zwykle nie jest zadowalaj¡cy.

� MetodaMLLIS (ang.Modi�ed Largest Last Independent Set), zbiór nieza-
le»ny tworzymy przez usuwanie ze zbioru V wierzchoªków o najwi¦kszym
stopniu w malej¡cym gra�e indukowanym.

6.1.1. Zastosowanie zbiorów niezale»nych

Problem o±miu hetmanów: Problem polega na rozstawieniu o±miu het-
manów na tradycyjnej szachownicy 8×8 tak, aby si¦ wzajemnie nie atakowaªy
[10]. Graf dla tego problemu zawiera pola szachownicy jako wierzchoªki. Kra-
w¦dzie ª¡cz¡ takie pola, na których ustawieni hetmani mog¡ si¦ atakowa¢.
Wyznaczone pozycje hetmanów tworz¡ zbiór niezale»ny. Istnieje dwana±cie
istotnie ró»nych rozwi¡za« tego problemu. Rozwa»a si¦ tak»e odmiany pro-
blemu dla innych rozmiarów szachownicy.

6.2. Algorytmy heurystyczne z dodawaniem
wierzchoªków

Algorytmy polegaj¡ na kolejnym dodawaniu dozwolonych wierzchoªków
do tworzonego zbioru niezale»nego. Na pocz¡tku zbiór niezale»ny jest pusty.

6.2.1. Algorytm TIS do zbiorów niezale»nych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Znalezienie zbioru niezale»nego dla multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy zbiór niezale»ny poprzez dodawanie do
pocz¡tkowo pustego zbioru wierzchoªków grafu, które nie s¡ poª¡czone z
»adnym ju» znajduj¡cym si¦ w zbiorze wierzchoªkiem. Kolejno±¢ dodawania
wierzchoªków jest przypadkowa i wynika z dziaªania iteratora po wierzchoª-
kach w gra�e. Mo»na rozwa»y¢ jeszcze dodatkowe wymieszanie kolejno±ci
wierzchoªków (random.shu�e).

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: W metodzie run pierwsza p¦tla for jest wyko-
nywana O(V ) razy. Druga p¦tla for w kolejnych uruchomieniach przebiega
wszystkie listy s¡siedztwa, co pozwala wydedukowa¢ zªo»ono±¢ liniow¡ algo-
rytmu O(V + E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» zbiory
independent_set oraz used maj¡ najwy»ej O(V ) elementów.
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Listing 6.1. Algorytm TIS.
#!/ usr / b in /python

class Tr iv ia l IndependentSet :
"""Find a maximal independent s e t . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . independent_set = set ( )
s e l f . used = set ( )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f source in s e l f . used :
continue

se l f . independent_set . add ( source )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

s e l f . used . add ( edge . t a r g e t )

6.2.2. Algorytm SFIS do zbiorów niezale»nych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Znalezienie zbioru niezale»nego dla multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy zbiór niezale»ny poprzez dodawanie do
pocz¡tkowo pustego zbioru wierzchoªków grafu, które nie s¡ poª¡czone z »ad-
nym ju» znajduj¡cym si¦ w zbiorze wierzchoªkiem. Kolejno±¢ dodawania
wierzchoªków jest ustalana wedªug niemalej¡cych stopni wierzchoªków w gra-
�e G.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: W metodzie run wywoªywana jest funkcja bi-
blioteczna sorted o zªo»ono±ci O(V log V ). Dalsze operacje s¡ takie jak w
algorytmie TIS. Zatem zªo»ono±¢ algorytmu szacujemy na O(E + V log V ).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» zbiory
independent_set oraz used maj¡ wielko±¢ O(V ).

Listing 6.2. Algorytm SFIS.
#!/ usr / b in /python

class Smal l e s tF i r s t IndependentSet :
"""Find a maximal independent s e t . """
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def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . independent_set = set ( )
s e l f . used = set ( )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in sorted ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ,

key=s e l f . graph . degree ) :
i f source in s e l f . used :

continue

se l f . independent_set . add ( source )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

s e l f . used . add ( edge . t a r g e t )

6.2.3. Algorytm MSFIS do zbiorów niezale»nych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Znalezienie zbioru niezale»nego dla multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy zbiór niezale»ny poprzez dodawanie do
pocz¡tkowo pustego zbioru wierzchoªków grafu, które nie s¡ poª¡czone z »ad-
nym ju» znajduj¡cym si¦ w zbiorze wierzchoªkiem. Do zbioru niezale»nego
doª¡czane s¡ wierzchoªki o najmniejszym stopniu w malej¡cym gra�e indu-
kowanym.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: W metodzie run stworzenie sªownika degree_dict

zajmuje czas O(V ). P¦tla while wykonywana jest O(V ) razy. W p¦tli wy-
woªywana jest funkcja biblioteczna min o zªo»ono±ci O(V ). Dalej wyst¦puje
podwójna p¦tla for po kraw¦dziach wychodz¡cych, co oszacujemy przez czas
O(∆2). Zatem zªo»ono±¢ algorytmu szacujemy na O(V 2 + V∆2).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» zbiory
independent_set, free , oraz sªownik degree_dict maj¡ wielko±¢ O(V ).

Listing 6.3. Algorytm MSFIS.
#!/ usr / b in /python

class Modi f i edSmal l e s tF i r s t IndependentSet :
"""Find a maximal independent s e t . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :
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raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . independent_set = set ( )
s e l f . f r e e = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) # O(V) time
while len ( s e l f . f r e e ) > 0 :

source = min( ( node for node in s e l f . f r e e ) ,
key=degree_dict . __getitem__) # O(V) time

s e l f . independent_set . add ( source )
s e l f . f r e e . remove ( source )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

s e l f . f r e e . d i s ca rd ( edge . t a r g e t )
for edge2 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( edge . t a r g e t ) :

degree_dict [ edge2 . t a r g e t ] −= 1

6.3. Algorytmy heurystyczne z usuwaniem
wierzchoªków

Algorytmy polegaj¡ na stopniowym usuwaniu wierzchoªków z grafu do
momentu uzyskania zbioru niezale»nego.

6.3.1. Algorytm LLIS do zbiorów niezale»nych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Znalezienie zbioru niezale»nego dla multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy zbiór niezale»ny poprzez usuwanie ze
zbioru independent_set wierzchoªków o najwi¦kszym stopniu w pierwotnym
gra�e G, ale usuwane s¡ tylko wierzchoªki z s¡siadami w zbiorze niezale»nym.
Na pocz¡tku w zbiorze independent_set znajduj¡ si¦ wszystkie wierzchoªki gra-
fu.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Wmetodzie _is_independent wykonywana jest p¦-
tla for O(E) razy, a wewn¡trz niej mamy sprawdzenie nale»enia do zbioru,
które jest robione w staªym czasie.

Wmetodzie runmamy jednorazowe sortowanie wierzchoªków funkcj¡ sorted
w czasie O(V log V ). Nast¦pnie p¦tla for przechodzi przez wszystkie wierz-
choªki grafu G, a przy tym uruchamia metod¦ _is_independent i zwykle wy-
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konuje p¦tle po kraw¦dziach wychodz¡cych. Zatem zªo»ono±¢ algorytmu sza-
cujemy na O(V E + V log V ).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» zbiór
independent_set ma wielko±¢ O(V ).

Listing 6.4. Algorytm LLIS.
#!/ usr / b in /python

class LargestLastIndependentSet :
"""Find a maximal independent s e t . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . independent_set = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in sorted ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ,

key=s e l f . graph . degree , r e v e r s e=True ) :
i f s e l f . _is_independent ( ) :

break

else :
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f edge . t a r g e t in s e l f . independent_set :
s e l f . independent_set . d i s ca rd ( source )

def _is_independent ( s e l f ) :
"""Test zb ioru n i e z a l e znego . """
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f ( edge . source in s e l f . independent_set and

edge . t a r g e t in s e l f . independent_set ) :
return False

return True

6.3.2. Algorytm MLLIS do zbiorów niezale»nych

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G.

Problem: Znalezienie zbioru niezale»nego dla multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy zbiór niezale»ny poprzez usuwanie ze
zbioru independent_set wierzchoªków o najwi¦kszym stopniu w malej¡cym gra-
�e indukowanym. Na pocz¡tku w zbiorze independent_set znajduj¡ si¦ wszyst-
kie wierzchoªki grafu.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Metoda _is_independent zajmuje czas O(E) i jest
wykonywana w ka»dej p¦tli while. Wewn¡trz p¦tli szukanie maksimum zaj-
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muje czas O(V ). Wszystkie wykonania p¦tli for mo»na ograniczy¢ przez
O(E). Zatem zªo»ono±¢ algorytmu szacujemy na O(V 2 + V E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» zbiór
independent_set ma wielko±¢ O(V ).

Listing 6.5. Algorytm MLLIS.

#!/ usr / b in /python

class Modi f i edLargestLast IndependentSet :
"""Find a maximal independent s e t . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . independent_set = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

def run ( s e l f ) :
""" Executable pseudocode . """
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) # O(V) time
while not se l f . _is_independent ( ) :

source = max( ( node for node in s e l f . independent_set ) ,
key=degree_dict . __getitem__)

s e l f . independent_set . remove ( source )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

degree_dict [ edge . t a r g e t ] −= 1

def _is_independent ( s e l f ) :
"""Test zb ioru n i e z a l e znego . """
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f ( edge . source in s e l f . independent_set and

edge . t a r g e t in s e l f . independent_set ) :
return False

return True

6.4. Pokrycie wierzchoªkowe

Pokryciem wierzchoªkowym (ang. vertex/node cover) grafu nieskierowa-
nego G = (V,E) nazywamy taki podzbiór C zbioru wierzchoªków V , »e ka»da
kraw¦d¹ z E jest incydentna do co najmniej jednego wierzchoªka z C [12].
Minimalne pokrycie wierzchoªkowe nazywamy optymalnym pokryciem wierz-
choªkowym. Trywialnym i najwi¦kszym pokryciem wierzchoªkowym jest caªy
zbiór V .

Problem znalezienia najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego jest proble-
mem optymalizacyjnym NP-trudnym. W wersji decyzyjnej problem polega
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na stwierdzeniu, czy w danym gra�e istnieje pokrycie wierzchoªkowe o danej
liczbie wierzchoªków k. Jest to problem NP-zupeªny.

Twierdzenie: Zbiór C jest pokryciem wierzchoªkowym wtedy i tylko wtedy,
gdy jego dopeªnienie V \C jest zbiorem niezale»nym.

Twierdzenie (Gallai, 1959): Liczba wierzchoªków grafu jest równa jego
minimalnemu pokryciu wierzchoªkowemu doda¢ rozmiar najwi¦kszego zbioru
niezale»nego.

Twierdzenie (König, 1931): Dla dowolnego grafu dwudzielnego liczno±¢
najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego jest równa liczno±ci najwi¦kszego
skojarzenia. Dzi¦ki temu twierdzeniu problem najmniejszego pokrycia wierz-
choªkowego dla grafów dwudzielnych mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie wielo-
mianowym.

41:1504087699



7. Kolorowanie multigrafów

Kolorowanie multigrafu polega na przypisaniu okre±lonym elementom skªa-
dowym multigrafu (wierzchoªkom, kraw¦dziom lub ±cianom) wybranych ko-
lorów (etykiet) wedªug ±ci±le okre±lonych reguª [15]. W praktyce zamiast ko-
lorów stosuje si¦ kolejne liczby caªkowite, zaczynaj¡c od zera lub jedynki.

7.1. Kolorowanie wierzchoªków

Kolorowanie wierzchoªków multigrafu (ang. vertex coloring) polega na
przyporz¡dkowaniu wierzchoªkom kolorów w taki sposób, aby ka»da kraw¦d¹
miaªa ko«ce ró»nych kolorów (takie jest kolorowanie wierzchoªkowe legalne,
dozwolone). Z tego wynika, »e zabronione jest wyst¦powanie p¦tli w multi-
grafach, a kraw¦dzie wielokrotne w pojedy«czym p¦ku bez straty ogólno±ci
mog¡ by¢ zast¡pione przez pojedy«cz¡ kraw¦d¹.

Multigraf jest k-kolorowalny wierzchoªkowo, je»eli istnieje legalne koloro-
wanie wierzchoªków wykorzystuj¡ce k kolorów. Kolorowanie optymalne wierz-
choªków multigrafu zawiera najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦ kolorów, któr¡ na-
zywamy liczb¡ chromatyczn¡ χ lub χ0. Problem kolorowania wierzchoªków
jest NP-trudny. Problem decyzyjny polegaj¡cy na okre±leniu, czy graf jest
k-kolorowalny wierzchoªkowo jest NP-zupeªny dla k  3 [4]. �atwo jest
stwierdzi¢, czy graf jest 2-kolorowalny. Wystarczy przeszuka¢ graf algoryt-
mem BFS lub DFS, przydzielaj¡c na przemian dwa kolory. Problem ko-
lorowania wierzchoªkowego (i kilka innych) mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie
wielomianowym dla grafu doskonaªego (ang. perfect graph) [13].

Twierdzenie: Je»eli G jest grafem prostym, to jest (∆ + 1)-kolorowalny
wierzchoªkowo [3]. Dowód przeprowadza si¦ przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby
wierzchoªków grafu G. Najprostszy algorytm zachªanny nie przydzieli wierz-
choªkom wi¦cej ni» ∆ + 1 kolorów.

Twierdzenie (Brooks, 1941): Je»eli G jest spójnym grafem prostym, nie
b¦d¡cym grafem peªnym Kn, oraz ∆  3 (wyª¡czamy grafy cykliczne Cn),
to graf G jest ∆-kolorowalny wierzchoªkowo [3].

Twierdzenie: Je»eli G jest grafem prostym z m kraw¦dziami, to zachodzi
zale»no±¢ [4]

χ(G) ¬ 1
2

+

√
2m+

1
4
. (7.1)

Twierdzenie: Je»eli G jest grafem prostym z m kraw¦dziami, to zachodzi
zale»no±¢ [4]

χ(G) ¬
√

2m+ 1. (7.2)
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7.1.1. Kolorowanie wierzchoªków grafu planarnego

W przypadku grafów planarnych istnieje szereg silnych twierdze« doty-
cz¡cych kolorowania wierzchoªkowego.

Twierdzenie: Ka»dy planarny graf prosty jest 6-kolorowalny wierzchoªkowo
[3]. Dowód przeprowadza si¦ przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby wierzchoªków
grafu. Korzysta si¦ przy tym z twierdzenia, »e ka»dy graf planarny prosty ma
wierzchoªek stopnia co najwy»ej 5.

Twierdzenie o pi¦ciu barwach (Heawood, 1890): Ka»dy planarny graf
prosty jest 5-kolorowalny wierzchoªkowo [3]. Dowód przeprowadza si¦ przez
indukcj¦ wzgl¦dem liczby wierzchoªków grafu.

Twierdzenie o czterech barwach (Appel, Haken, 1976): Ka»dy pla-
narny graf prosty jest 4-kolorowalny wierzchoªkowo [3]. Dowód byª cz¦±cio-
wo wykonany przy u»yciu komputera, którym analizowano 1936 przypadków
szczególnych.

7.1.2. Przykªady kolorowania wierzchoªków

Warto poda¢ kilka przykªadów grafów prostych i ich kolorowania wierz-
choªkowego.
� Dla grafu peªnego Kn (∆ = n− 1) mamy χ = ∆ + 1 = n.
� Dla grafu dwudzielnego (np. drzewa lub gwiazdy K1,s) mamy χ = 2.
� Dla grafu cyklicznego Cn (∆ = 2) mamy χ = 2 (n parzyste) lub χ = 3

(n nieparzyste).
� Dla grafu koªowego Wn (∆ = n− 1) mamy χ = 4 (n parzyste) lub χ = 3

(n nieparzyste).
Wida¢, »e liczba chromatyczna grafów prostych mo»e wynosi¢ od 1 (graf bez
kraw¦dzi) do n lub, inaczej mówi¡c, od 1 do ∆ + 1. Je»eli wyª¡czymy grafy
peªne Kn i grafy cykliczne Cn, to liczba potrzebnych kolorów nie przekroczy
∆ (twierdzenie Brooksa).

7.1.3. Zastosowanie kolorowania wierzchoªków

Zastosowanie kolorowania wierzchoªków polega na modelowaniu sytuacji
kon�iktu zasobów i poszukiwania rozwi¡za«, w których unika si¦ tych kon-
�iktów.

Kolejkowanie: Mamy zbiór zada« (wierzchoªki), którym nale»y przydzieli¢
odcinek czasu dla ich wykonania. Dwa zadania nie mog¡ by¢ wykonane w
tym samym odcinku czasu, je»eli s¡ w kon�ikcie (kraw¦d¹), np. potrzebuj¡
dost¦pu do tych samych zasobów. Szukamy najmniejszej liczby odcinków
czasu potrzebnej do wykonania zada«.

Alokacja rejestrów: Kolory s¡ rejestrami procesora, wierzchoªki s¡ warto-
±ciami, które chcemy przechowywa¢ w rejestrach. Kraw¦dzie modeluj¡ kon-
�ikty, kiedy dwie warto±ci s¡ potrzebne w tym samym czasie. Kompilator
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buduje tzw. graf interferencji, a zadaniem jest wyznaczenie liczby potrzeb-
nych rejestrów.

7.1.4. Dokªadny algorytm kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Najpierw kolorujemy wierzchoªki wszystkimi mo»liwymi
kombinacjami dwóch pierwszych kolorów. Przy kazdej kombinacji sprawdza-
my warunek pokolorowania. Je»eli jest speªniony, to ko«czymy. W kolejnych
krokach zwi¦kszamy liczb¦ kombinacji kolorów do 3, 4, . . . , n i powtarzamy
powy»szy krok a» do znalezienia takiej kombinacji, która b¦dzie speªniaªa wa-
runek pokolorowania. Problem tworzenia kombinacji kolorów poszczególnych
wierzchoªków jest rozwi¡zany metod¡ licznika.

Zªo»ono±¢: Algorytm jest powolny, poniewa» jego zªo»ono±¢ jest wykªadni-
cza klasy O(2n).

Listing 7.1. Moduª nodecolorexact.
#!/ usr / b in /python

class ExactNodeColoring :
"""Algorytm dokladny kolorowania wierzcholkow ( powolny ) . """
# Idea taka jak w
# h t t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0142. php
# a l e ma op tyma l i z a c j e pr ze z pomijanie sprawdzania kombinacj i ,
# k to r e b y l y sprawdzane przy mnie j s z e j l i c z b i e kolorow .

def __init__( s e l f , graph ) :
""" i n i c j a l i z a c j a algorytmu . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , 0) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
base = 1
i s_co lo r ed = False
while not i s_co lo r ed :

i s_co lo r ed = True
# Sprawdzenie poprawnosci ko lorowania .
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :
i f s e l f . c o l o r [ source ] == s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] :

i s_co lo r ed = False
break

i f not i s_co lo r ed :
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r o l l = Fal se
for node in s e l f . c o l o r :

i f s e l f . c o l o r [ node ] == base − 1 :
r o l l = True
s e l f . c o l o r [ node ] = 0

else :
r o l l = Fal se
s e l f . c o l o r [ node ] += 1
break

i f r o l l :
base += 1
s e l f . c o l o r = dict ( ( ( node , 0)

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )

7.2. Algorytmy sekwencyjne kolorowania wierzchoªków

Wyznaczanie optymalnego kolorowania wierzchoªków jest czasochªonne,
dlatego dla wi¦kszych grafów stosuje si¦ algorytmy heurystyczne, które s¡
szybkie, ale nie gwarantuj¡ optymalnego rozwi¡zania. Algorytmy heurystycz-
ne bada si¦ pod wzgl¦dem zªo»ono±ci obliczeniowej, ale tak»e okre±la si¦ pew-
ne dodatkowe charakterystyki, które mówi¡ o tym jak bardzo niedokªadny
mo»e by¢ dany algorytm, tzn. jak bardzo jego kolorowanie mo»e odbiega¢
od optymalnego. Jedna z takich charakterystyk jest najmniejszy graf trud-
ny do pokolorowania, dla którego algorytm zawsze znajduje nieoptymalne
kolorowanie.

Do najprostszych heurystycznych schematów kolorowania nale»¡ algoryt-
my sekwencyjne [4]. W tego typu algorytmach wierzchoªki s¡ przegl¡dane
wedªug zadanej kolejno±ci, specy�cznej dla konkretnego wariantu algoryt-
mu. Ka»demu z przegl¡danych wierzchoªków przydziela si¦ jeden z dopusz-
czalnych kolorów. Algorytmy sekwencyjne nigdy nie u»yj¡ wi¦cej ni» ∆ + 1
kolorów.

Algorytmy sekwencyjne s¡ cz¦sto uzupeªniane wymian¡ kolorów (ang. co-
lor interchange). Polega ona na tym, »e je»eli w nast¦pnym kroku zachªannym
potrzebny jest nowy kolor dla wierzchoªka, to podejmuje si¦ prób¦ przesta-
wienia kolorów w taki sposób, aby odzyska¢ jeden z dotychczasowych kolorów
do pomalowania danego wierzchoªka. Wymian¦ kolorów mo»na zaimplemen-
towa¢ tak, aby pracowaªa w czasie O(E).

Poni»ej podamy najbardziej znane warianty przegl¡dania wierzchoªków.
� Metoda US (ang. Unordered Sequential), kolejno±¢ wierzchoªków wynika

ze sposobu, w jaki implementacja odczytuje wierzchoªki z grafu. Metoda
mo»e by¢ zaimplementowana w czasie O(V + E).

� Metoda RS (ang. Random Sequential), pseudolosowa kolejno±¢ wierzchoª-
ków. Metoda mo»e by¢ zaimplementowana w czasie O(V + E).

� Metoda LF (ang. Largest First), wierzchoªki s¡ przegl¡dane i kolorowane
wedªug nierosn¡cych stopni (Welsh, Powell). Metoda mo»e by¢ zaimple-
mentowana w czasie O(V + E).

� Metoda SL (ang. Smallest Last), jako ostatni jest kolorowany wierzchoªek
vn o najmniejszym stopniu w gra�e pierwotnym G, jako przedostatni jest
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wybierany wierzchoªek vn−1 o najmniejszym stopniu w gra�e G\{vn}, itd.
(Matula). Dla grafów planarnych metoda nie u»yje wi¦cej ni» 6 kolorów.
Jest to wniosek z twierdzenia, »e w gra�e planarnym wierzchoªek o naj-
ni»szym stopniu jest stopnia co najwy»ej 5. Wystarczy w ka»dym kroku
usuwa¢ z grafu wªa±nie taki wierzchoªek. Metoda mo»e by¢ zaimplemen-
towana w czasie O(V + E).

� Metoda CS (ang. Connected Sequential), bazuje na obserwacji, »e wierz-
choªki s¡siednie do pokolorowanych powinny by¢ kandydatami do poko-
lorowania. Metoda mo»e by¢ zaimplementowana w czasie O(V + E), np.
z wykorzystaniem algorytmu BFS lub DFS.

� Metoda DSATUR lub SLF (ang. Saturation Largest First), w ka»dym
kroku do kolorowania wybierany jest wierzchoªek o najwi¦kszym tzw.
stopniu nasycenia, czyli liczbie ró»nych kolorów przydzielonych s¡siadom
danego wierzchoªka (to nie jest to samo co liczba s¡siadów z przydzielo-
nym kolorem!). Je»eli jest kilku kandydatów o tym samym stopniu na-
sycenia, to wybierany jest wierzchoªek z najwi¦ksz¡ liczb¡ kraw¦dzi wy-
chodz¡cych. Algorytm DSATUR dla grafów dwudzielnych jest optymalny
[16].

7.2.1. Algorytm US kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci wyznaczonej przez
implementacj¦. Dla ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy kolor,
który nie jest u»yty przez »adnego z jego s¡siadów (metoda zachªanna).

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: W metodzie run petla for wykonuje |V | razy me-
tod¦ _greedy_color. W metodzie _greedy_color mamy p¦tl¦ po kraw¦dziach
wychodz¡cych, ograniczon¡ przez ∆, oraz p¦tl¦ po |V | kolorach, która jed-
nak przebiegnie najwy»ej ∆ + 1 razy. St¡d dostajemy szacowanie zªo»ono±ci
O(V∆). Mo»na jeszcze zauwa»y¢, »e wszystkie uruchomienia p¦tli po krawe-
dziach przebiegn¡ wszystkie listy s¡siedztwa grafu w czasie O(E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» obok
sªownika z kolorami wierzchoªków przechowywana jest lista used z kolorami
zaj¦tymi przez s¡siadów.

Listing 7.2. Algorytm US z moduªu nodecolorus.
#!/ usr / b in /python

class UnorderedSequent ia lNodeColor ing :
"""Algorytm US (Unordered Sequent i a l ) kolorowania
wierzcholkow w ko l e j n o s c i wyznaczonej przez implementacje . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu . """
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i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :
raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )

s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.2.2. Algorytm RS kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci pseudolosowej. Dla
ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy kolor, który nie jest u»yty
przez »adnego z jego s¡siadów (metoda zachªanna).

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ jest taka jak dla algorytmu US, czyli
O(V∆). W metodzie run uzyskuje si¦ pseudolosow¡ kolejno±¢ wierzchoªków
za pomoc¡ metody random.shu�e z biblioteki standardowej Pythona. Wyko-
rzystany jest przy tym algorytm Fishera-Yatesa o zªo»ono±ci liniowej O(V )
[17].

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» obok
sªownika z kolorami wierzchoªków przechowywana jest lista used z kolorami
zaj¦tymi przez s¡siadów.

Listing 7.3. Algorytm RS z moduªu nodecolorrs.
#!/ usr / b in /python

import random
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class RandomSequentialNodeColoring :
"""Algorytm RS (Random Sequent i a l ) kolorowania
wierzcholkow w ko l e j n o s c i pseudolosowej . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
node_l i s t = l i s t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
random . s h u f f l e ( node_l i s t )
for source in node_l i s t :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.2.3. Algorytm LF kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci wedªug nierosn¡cych
stopni wierzchoªków. Dla ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy
kolor, który nie jest u»yty przez »adnego z jego s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ metody _greedy_color jest O(∆). Jest
ona wykonywana w metodzie run |V | razy. Jednorazowo wywoªywana jest
równie» funkcja biblioteczna sorted o zªo»ono±ci O(V log V ). Zatem zªo»o-
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no±¢ algorytmu jest O(∆V +V log V ). Zªo»ono±¢ sortowania mo»na poprawi¢
stosuj¡c sortowanie kubeªkowe.

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ) poniewa» wyko-
rzystany jest sªownik color o zªo»ono±ci O(V ), oraz lista used kolorów wyko-
rzystanych przez s¡siadów o zªo»ono±ci O(V ).

Listing 7.4. Algorytm LF z moduªu nodecolorlf.
#!/ usr / b in /python

class Larges tF i r s tNodeColor ing :
"""Algorytm LF ( Largest F i r s t ) kolorowania
wierzcholkow wedlug n ie rosnacych s topn i . """
def __init__( s e l f , graph ) :

i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :
raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )

s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in sorted ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ,

key=s e l f . graph . degree , r e v e r s e=True ) :
s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.2.4. Algorytm SL kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Dziaªanie algorytmu podzielone jest na dwie fazy. W
pierwszej fazie znajduje wierzchoªek o najmniejszym stopniu i usuwa go z gra-
fu. Operacja ta jest powtarzana na zmody�kowanym gra�e, dopóki graf nie
jest pusty. Kolejno±¢ znajdowania wierzchoªków jest zapisywana. W drugiej
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fazie wierzchoªki s¡ kolorowane wedªug kolejno±ci ustalonej w fazie pierwszej,
zaczynaj¡c od wierzchoªków usuwanych pó¹niej. Dla ka»dego wierzchoªka ko-
lor ustalamy jako najni»szy kolor, który nie jest u»yty przez »adnego z jego
s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ metody _greedy_color jest taka jak we
wszystkich powy»szych algorytmach, czyli O(∆).

W pierwszej p¦tli for metody run, która ma |V | iteracji, wywoªywana jest
biblioteczna funkcja min o zªo»ono±ci O(V ) oraz p¦tla for po kraw¦dziach
wychodz¡cych z wierzchoªka o zªo»ono±ci (∆). Zatem caªa pierwsza p¦tla for

ma zªo»ono±¢ O(V 2 + ∆V ).
Druga p¦tla for ma zªo»ono±¢ O(∆V ), wi¦c zªo»ono±¢ algorytmu jest

O(V 2 + ∆V ).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ) poniewa» wyko-
rzystano kolekcje, z których ka»da ma zªo»ono±¢ O(V ).

Listing 7.5. Algorytm SL z moduªu nodecolorsl.
#!/ usr / b in /python

class Smal lestLastNodeColor ing :
"""Algorytm SL ( Smal l e s t Last ) kolorowania wierzcholkow . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
n = s e l f . graph . v ( )
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
in_queue = dict ( ( node , True )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
o rde r ing = l i s t ( )
for s tep in xrange (n ) :

source = min( ( node for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( )
i f in_queue [ node ] ) , key=lambda x : degree_dict [ x ] )

o rde r ing . append ( source )
in_queue [ source ] = Fal se
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

degree_dict [ edge . t a r g e t ] −= 1
for source in reversed ( o rde r ing ) :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
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n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.2.5. Algorytm CS kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: W algorytmie pierwsze w kolejce do pokolorowania s¡
wierzchoªki b¦d¡ce s¡siadami ju» pokolorowanych wierzchoªków. Ustalenie
kolejno±ci kolorowania wierzchoªków odbywa si¦ za pomoc¡ algorytmu BFS.
Dla ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy kolor, który nie jest
u»yty przez »adnego z jego s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Zªo»ono±¢ metody _greedy_color jest taka jak we
wszystkich powy»szych algorytmach, czyli O(∆). Algorytm BFS wykorzy-
stywany w metodzie run do ustalenia kolejno±ci wierzchoªków ma zªo»ono±¢
O(V +E), a p¦tla for ma zªo»ono±¢ O(∆V ). St¡d caªy algorytm ma zªo»ono±¢
(∆V + E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ) poniewa» wyko-
rzystane kolekcje maj¡ zªo»ono±¢ O(V ).

Listing 7.6. Algorytm CS z moduªu nodecolorcs.
#!/ usr / b in /python

class ConnectedSequentia lNodeColor ing :
"""Find a connected s e qu en t i a l (CS) node c o l o r i n g . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z u j e algorytm . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
orde r ing = l i s t ( )
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a lgor i thm = SimpleBFS ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( pre_action=lambda node : o rde r ing . append ( node ) )
for source in orde r ing :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.2.6. Algorytm DSATUR kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm w ka»dym kroku do kolorowania wybiera wierz-
choªek o najwi¦kszym tzw. stopniu nasycenia, czyli liczbie ró»nych kolorów
przydzielonych s¡siadom danego wierzchoªka. Je»eli jest kilku kandydatów o
tym samym stopniu nasycenia, to wybierany jest wierzchoªek z najwi¦ksz¡
liczb¡ kraw¦dzi wychodz¡cych. Dla ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako
najni»szy kolor, który nie jest u»yty przez »adnego z jego s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Metoda _greedy_color_with_saturationma konstruk-
cj¦ podobn¡ _greedy_color, zatem zªo»ono±¢ ma O(∆). W metodzie run p¦tla
for funkcja bibliotecznamaxma zªo»ono±¢O(V ), metoda _greedy_color_with_saturation
ma zªo»ono±¢ O(∆), zatem zªo»ono±¢ algorytmu jest O(V 2 + ∆V ).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V 2) poniewa» sªow-
nik saturation ma O(V ) elementów, z których ka»dy jest zbiorem rozmiaru
O(V ).

Listing 7.7. Algorytm DSATUR z moduªu nodecolords.
#!/ usr / b in /python

class DSATURNodeColoring :
"""Wyznacza kolorowanie wierzcholkow metoda DSATUR. """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z u j e algorytm . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
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s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :
i f edge . source == edge . t a r g e t :

raise ValueError ( "a loop detec ted " )
s e l f . s a tu r a t i on = dict ( ( node , set ( ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
n = s e l f . graph . v ( )
for s tep in xrange (n ) :

source = max( ( node for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( )
i f s e l f . c o l o r [ node ] i s None ) , key=lambda x :
n ∗ len ( s e l f . s a tu r a t i on [ x ] ) + s e l f . graph . degree ( x ) )

s e l f . _greedy_color_with_saturation ( source )

def _greedy_color_with_saturation ( s e l f , source ) :
"""Zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
for i in xrange ( s e l f . graph . v ( ) ) :

i f i not in se l f . s a tu r a t i on [ source ] :
s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :
s e l f . s a tu r a t i on [ edge . t a r g e t ] . add ( s e l f . c o l o r [ source ] )

return i

7.3. Algorytmy z wymian¡ kolorów

Wymiana kolorów zwykle prowadzi do poprawy kolorowania. Wymiana
jest uruchamiana wtedy, gdy w nast¦pnym kroku zachªannym potrzebny jest
nowy kolor dla wierzchoªka v. Istnieje wiele sposobów zrealizowania wymiany
kolorów.

Pierwszy sposób polega na tym, aby dla ka»dego kolorowego najbli»szego
s¡siada wierzchoªka v spróbowa¢ zmieni¢ kolor w ramach dotychczas u»y-
wanej puli kolorów. Mo»e to prowadzi¢ do zwolnienia koloru dla wierzchoªka
v.

Inny sposób to co± w rodzaju bª¡dzenia przypadkowego po kolorowych
wierzchoªkach, o pocz¡tku w wierzchoªku v, poª¡czone z prób¡ ich prze-
kolorowania (annealing interchange) [18]. Trzeba eksperymentalnie ustali¢
dozwolon¡ liczb¦ kroków bª¡dzenia.

Poni»ej podamy najbardziej znane wersje algorytmów z wymiana kolorów.
� Metoda RSI (ang. Random Sequential with Interchange). Metoda mo»e

by¢ zaimplementowana w czasie O(V · E).
� Metoda LFI (ang. Largest First with Interchange). Metoda mo»e by¢

zaimplementowana w czasie O(V · E).
� Metoda SLI (ang. Smallest Last with Interchange). Metoda mo»e by¢

zaimplementowana w czasie O(V · E).
� Metoda CSI (ang. Connected Sequential with Interchange),
� Metoda DSI (ang. DSATUR with Interchange).
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7.3.1. Algorytm USI kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci wynikaj¡cej z im-
plementacji. Dla ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy kolor,
który nie jest u»yty przez »adnego z jego s¡siadów (metoda zachªanna). Jed-
nak przed przydzieleniem koloru wierzchoªkowi, próbujemy s¡siadom tego
wierzchoªka pozamienia¢ kolory z ich s¡siadami tak, aby mo»e zwolni¢ jaki±
z kolorów wcze±niej u»ytych dla s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Algorytm jest mody�kacj¡ US o metod¦ _recolor.
Bazuj¡c na wcze±niejszych rozwa»aniach, p¦tla po kraw¦dziach wychodz¡-
cych jest ograniczona przez ∆ wykona«, zatem zªo»ono±¢ metody _recolor

jest O(∆2 + ∆V ).
W metodzie _greedy_color_width_interchange pierwsza p¦tla for ma zªo»o-

no±¢ O(∆), druga O(V ). Dodatkowo mamy co najwy»ej jednokrotne wy-
woªanie metody _recolor o zªo»ono±ci O(∆2 + ∆V ) oraz wywoªanie metody
_greedy_color o zªo»ono±ci ∆). Zatem wmetodzie _greedy_color_width_interchange
dominuj¡ca jest zªo»ono±¢ metody _recolor, czyli O(∆2 + ∆V ).

Caªkowita zªo»ono±¢ algorytmu jest szacowana na O(∆2V + ∆V 2).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» obok
sªownika z kolorami wierzchoªków przechowywane s¡ listy used z kolorami
zaj¦tymi przez s¡siadów.

Listing 7.8. Algorytm USI z moduªu nodecolorusi.
#!/ usr / b in /python

class USINodeColoring :
"""Algorytm US z wymiana kolorow . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . _greedy_color_with_interchange ( source )

def _greedy_color_with_interchange ( s e l f , source ) :
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""" Przydz i e l a pierwszy dostepny kolor , sprawdzajac
czy n i e mozna zwoln ic ktoregos z kolorow sasiadow . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

i_max = 0
i_ f r e e = None
for i in xrange (n ) :

i f used [ i ] :
i_max = i

e l i f i_ f r e e i s None :
i_ f r e e = i

i f i_ f r e e > i_max :
s e l f . _reco lor ( source , i_max)

s e l f . _greedy_color ( source )

def _reco lor ( s e l f , source , i_max ) :
"""Proba zamiany kolorow """
n = s e l f . graph . v ( )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s None :
continue

used = [ Fa l se ] ∗ n
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True
for edge2 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( edge . t a r g e t ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

new_color = i
break

i f new_color <= i_max :
o ld_color = s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ]
s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] = new_color
return o ld_color

return i_max + 1

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i
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7.3.2. Algorytm RSI kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci pseudolosowej. Dla
ka»dego wierzchoªka kolor ustalamy jako najni»szy kolor, który nie jest u»yty
przez »adnego z jego s¡siadów (metoda zachªanna). Jednak przed przydziele-
niem koloru wierzchoªkowi, próbujemy s¡siadom tego wierzchoªka pozamie-
nia¢ kolory z ich s¡siadami tak, aby mo»e zwolni¢ jaki± z kolorów wcze±niej
u»ytych dla s¡siadów.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Algorytm jest mody�kacj¡ RS o metod¦ _recolor.
Bazuj¡c na wcze±niejszych rozwa»aniach, szacujemy caªkowit¡ zªo»ono±¢ al-
gorytmu na O(∆2V + ∆V 2).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ), poniewa» obok
sªownika z kolorami wierzchoªków przechowywane s¡ listy used z kolorami
zaj¦tymi przez s¡siadów.

Listing 7.9. Algorytm RSI z moduªu nodecolorrsi.
#!/ usr / b in /python

class RSINodeColoring :
"""Algorytm RS z wymiana kolorow """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict (

( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia """
node_l i s t = l i s t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
random . s h u f f l e ( node_l i s t )
for source in node_l i s t :

s e l f . _greedy_color_with_interchange ( source )

def _greedy_color_with_interchange ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a pierwszy dostepny kolor , sprawdzajac
czy n i e mozna zwoln ic ktoregos z kolorow sasiadow """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True
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i_max = 0
i_ f r e e = None
for i in xrange (n ) :

i f used [ i ] :
i_max = i

e l i f i_ f r e e i s None :
i_ f r e e = i

i f i_ f r e e > i_max :
s e l f . _reco lor ( source , i_max)

s e l f . _greedy_color ( source )

def _reco lor ( s e l f , source , i_max ) :
"""Proba zamiany kolorow """
n = s e l f . graph . v ( )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s None :
continue

used = [ Fa l se ] ∗ n
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True
for edge2 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( edge . t a r g e t ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

new_color = i
break

i f new_color <= i_max :
o ld_color = s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ]
s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] = new_color
return o ld_color

return i_max + 1

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.3.3. Algorytm CSI kolorowania wierzchoªków

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie wierzchoªków multigrafu G.

Opis algorytmu: Wierzchoªki kolorujemy w kolejno±ci wyznaczonej przez
BFS, czyli kolorujemy s¡siadów wierzchoªków z przydzielonymi kolorami.
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Je»eli potrzeby jest nowy kolor, to uruchamiana jest procedura wymiany
kolorów, a nast¦pnie mamy powrót do kolorowania zachªannego.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa: Algorytm jest mody�kacj¡ CS o metod¦ _recolor.
Algorytm BFS wykorzystywany w metodzie run do ustalenia kolejno±ci wierz-
choªków ma zªo»ono±¢ O(V + E). Bazuj¡c na wcze±niejszych rozwa»aniach,
szacujemy caªkowit¡ zªo»ono±¢ algorytmu na O(∆2V + ∆V 2 + E).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa jest O(V ) poniewa» wyko-
rzystane kolekcje maj¡ zªo»ono±¢ O(V ).

Listing 7.10. Algorytm CSI z moduªu nodecolorcsi.

#!/ usr / b in /python

from b f s import SimpleBFS

class CSINodeColoring :
"""Find a connected s e qu en t i a l (CS) node c o l o r i n g . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z u j e algorytm . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
orde r ing = l i s t ( )
a lgor i thm = SimpleBFS ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( pre_action=lambda node : o rde r ing . append ( node ) )
for source in orde r ing :

s e l f . _greedy_color_with_interchange ( source )

def _greedy_color_with_interchange ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a pierwszy dostepny kolor , sprawdzajac
czy n i e mozna zwoln ic ktoregos z kolorow sasiadow . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

i_max = 0
i_ f r e e = None
for i in xrange (n ) :

i f used [ i ] :
i_max = i

e l i f i_ f r e e i s None :
i_ f r e e = i

i f i_ f r e e > i_max :
s e l f . _reco lor ( source , i_max)
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s e l f . _greedy_color ( source )

def _reco lor ( s e l f , source , i_max ) :
"""Proba zamiany kolorow . """
n = s e l f . graph . v ( )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s None :
continue

used = [ Fa l se ] ∗ n
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True
for edge2 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( edge . t a r g e t ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge2 . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

new_color = i
break

i f new_color <= i_max :
o ld_color = s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ]
s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] = new_color
return o ld_color

return i_max + 1

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
""" Przydz i e l a i zwraca pierwszy dostepny ko lo r . """
n = s e l f . graph . v ( )
used = [ Fa l se ] ∗ n
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] i s not None :
used [ s e l f . c o l o r [ edge . t a r g e t ] ] = True

for i in xrange (n ) :
i f not used [ i ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = i
break

return i

7.4. Algorytmy zbiorów niezale»nych

Kolorowanie wierzchoªków grafu prowadzi do podziaªu grafu na zbiory
niezale»ne. Ka»demu kolorowi odpowiada osobny zbiór niezale»ny. St¡d po-
mysª algorytmów zbiorów niezale»nych polega na sukcesywnym wyznaczaniu
maksymalnych zbiorów niezale»nych w gra�e i przydzielaniu wierzchoªkom
poszczególnych zbiorów niezale»nych odr¦bnych kolorów [4].

Algorytmy kolorowania wyznaczaj¡ zbiory niezale»ne na podstawie pew-
nych heurystycznych reguª.
� GIS (ang. Greedy Independent Set)
� RLF (ang. Recursive Largest First)

7.5. Kolorowanie kraw¦dzi

Kolorowanie kraw¦dzi multigrafu (ang. edge coloring) polega na przypo-
rz¡dkowaniu kraw¦dziom kolorów w taki sposób, aby dla ka»dego wierzchoªka
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stykaj¡ce si¦ w nim kraw¦dzie miaªy ró»ne kolory (takie jest kolorowanie kra-
w¦dziowe legalne/dozwolone) [19]. St¡d w multigra�e nie mog¡ wyst¦powa¢
p¦tle. Multigraf jest k-kolorowalny kraw¦dziowo, je»eli istnieje legalne koloro-
wanie kraw¦dzi wykorzystuj¡ce k kolorów. Optymalne kolorowanie kraw¦dzi
multigrafu to legalne kolorowanie, przy którym wykorzystano najmniejsz¡
mo»liw¡ liczb¦ kolorów, nazywan¡ indeksem chromatycznym χ′ lub χ1.

Problem kolorowania kraw¦dzi jest w ogólno±ci NP-trudny, ale np. dla
grafów dwudzielnych istniej¡ algorytmy wielomianowe znajduj¡ce optymalne
kolorowanie.

Twierdzenie (Vizing, 1964): Je»eli G jest grafem prostym, to

∆(G) ¬ χ′(G) ¬ ∆(G) + 1. (7.3)

Twierdzenie (König, 1916 lub 1931): Je»eli G jest multigrafem dwu-
dzielnym, to

χ′(G) = ∆(G). (7.4)

Twierdzenie (Shannon, 1949): Dla ka»dego multigrafu G zachodzi

χ′(G) ¬ (3/2)∆(G), (7.5)

χ′(G) ¬ ∆(G) + µ(G), (7.6)

gdzie µ(G) to wielokrotno±¢ (ang. multiplicity), czyli najwi¦ksza liczba kra-
w¦dzi równolegªych w jednej wi¡zce. Dla grafu prostego µ(G) = 1.

7.5.1. Przykªady kolorowania kraw¦dzi

Warto poda¢ kilka przykªadów grafów prostych i ich kolorowania kraw¦-
dziowego.
� Dla grafu peªnego Kn, gdzie ∆ = n − 1, mamy χ = n − 1 (n parzyste)

lub χ′ = n (n nieparzyste)..
� Dla grafu dwudzielnego χ′ = ∆ (twierdzenie (Königa).
� Dla grafu cyklicznego Cn, gdzie ∆ = 2, mamy χ′ = 2 (n parzyste) lub

χ′ = 3 (n nieparzyste).
Wida¢, »e indeks chromatyczny grafów prostych mo»e wynosi¢ od ∆ do ∆+1.

7.5.2. Zastosowanie kolorowania kraw¦dzi

Zastosowanie kolorowania kraw¦dzi polega na opisie sytuacji kolejkowania
zdarze« wymagaj¡cych uczestnictwa dwóch obiektów, przy czym dany obiekt
nie mo»e uczestniczy¢ w wi¦cej ni» jednym zdarzeniu jednocze±nie.

Równolegªe procesy monta»u: Wierzchoªek reprezentuje element skªado-
wy. Kraw¦d¹ odpowiada sytuacji, w której jej dwa ko«ce maj¡ by¢ poª¡czone
podczas pewnej tury monta»u. Ograniczenie polega na tym, »e jeden element
skªadowy nie mo»e uczestniczy¢ jednocze±nie w dwóch operacjach ª¡czenia,
czyli w dwóch turach monta»u. Celem jest minimalizacja liczby kolejnych
tur caªego monta»u, czyli jak najwi¦ksza liczba faz monta»u powinna odby¢
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si¦ równolegle. Kraw¦dzie jednego koloru odpowiadaj¡ fazom monta»u, które
moga si¦ odbywa¢ równolegle.

Konstrukcja harmonogramu: Kolory reprezentuj¡ kolejne przedziaªy cza-
sowe, w których mo»e odby¢ si¦ operacja odpowiadaj¡ca kraw¦dzi, np. spo-
tkanie dwóch osób. Wierzchoªki reprezentuj¡ osoby bior¡ce udziaª w spo-
tkaniach. Jedna osoba nie mo»e w tym samym czasie uczestniczy¢ w kilku
ró»nych spotkaniach. Liczba wykorzystanych kolorów kraw¦dzi mówi o liczbie
przedziaªów czasu niezb¦dnych do przeprowadzenia spotka«.

7.5.3. Graf kraw¦dziowy

Graf kraw¦dziowy (ang. line graph) grafu nieskierowanego G = (VG, EG)
to graf F = L(G) = (VF , EF ), w którym VF = EG, natomiast EF jest zbiorem
par elementów z EG, przy czym wierzchoªki (s, t) i (v, u) grafu F s¡ poª¡czone
wtedy i tylko wtedy, gdy s = v lub s = u lub t = v lub t = u [14].

Wiele wªasno±ci zwi¡zanych z kraw¦dziami w gra�e G przenosi si¦ na
wªasno±ci zwiazane z wierzchoªkami w gra�e L(G). Przykªadowo skojarzeniu
w gra�eG odpowiada zbiór niezale»ny w gra�e L(G). A kolorowaniu kraw¦dzi
w gra�e G odpowiada kolorowanie wierzchoªków w gra�e L(G). Zostanie to
wykorzystane w odpowiednim algorytmie kolorowania.

7.5.4. Algorytm kolorowania z grafem kraw¦dziowym

Dane wej±ciowe: Multigraf nieskierowany G bez p¦tli.

Problem: Kolorowanie kraw¦dzi multigrafu G.

Opis algorytmu: Algorytm polega na stworzeniu grafu kraw¦dziowego L(G),
a nast¦pnie uruchomieniu algorytmu kolorowania wierzchoªków dla grafu
L(G).

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu zale»y od czasu budowy grafu kra-
w¦dziowego L(G) i czasu kolorowania wierzchoªków grafu L(G). Czas budowy
grafu kraw¦dziowego mo»na oszacowa¢ przez O(V∆2), gdzie ∆ jest najwi¦k-
szym stopniem wierzchoªka w G. Inne oszacowanie to O(E∆), które wynika
z obserwacji, »e dwie pierwsze p¦tle for przebiegaj¡ listy s¡siedztwa w gra�e
G.

Uwagi: W algorytmie wykorzystujemy wªasno±¢ naszej implementacji, w
której kraw¦dzie s¡ hashowalne i uporz¡dkowane. W innych implementacjach
kraw¦dziom grafu G przyporz¡dkowuje si¦ kolejne liczby caªkowite od zera,
które ju» mog¡ by¢ np. indeksami w macierzy s¡siedztwa.

Listing 7.11. Algorytm kolorowania z grafem kraw¦dziowym
#!/ usr / b in /python
#
# Budujemy g ra f krawedziowy na ba z i e pomyslu z
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# ht t p :// edu . i−l o . tarnow . p l / i n f / a l g /001_search /0126c . php

class EdgeColoringWithLineGraph :
"""Algorytm kolorowania krawedzi z grafem krawedziowym . """

def __init__( s e l f , graph ) :
""" I n i c j a l i z a c j a algorytmu """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = None
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

def run ( s e l f ) :
""" Ob l i c z en ia . """
l ine_graph = s e l f . graph . __class__(

s e l f . graph . e ( ) , d i r e c t ed=False )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for edge1 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( node ) :
for edge2 in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( edge1 . t a r g e t ) :

i f edge1 . source > edge1 . t a r g e t :
edge1 = ~edge1

i f edge2 . source > edge2 . t a r g e t :
edge2 = ~edge2

i f edge1 < edge2 :
l ine_graph . add_edge (Edge ( edge1 , edge2 ) )

a lgor i thm = NodeColoring ( l ine_graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . c o l o r = algor i thm . c o l o r

7.6. Kolorowanie ±cian

Kolorowanie ±cian mo»na sprowadzi¢ do problemu kolorowania wierzchoª-
ków grafu dualnego.
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8. Podsumowanie

W pracy przedstawiono dwie implementacje klasy MultiGraph, które mo-
zna wykorzysta¢ przy pracy z multigrafami. Zaimplementowanp szereg algo-
rytmów operuj¡cych na multigrafach. S¡ to algorytmy do wyznaczania cyklu
Eulera, znajdowanie zbiorów niezale»nych, oraz kolorowanie wierzchoªków i
kraw¦dzi w multigrafach.

Zastosowanie j¦zyka Python znajduje uzasadnienie gªównie w czytelno±ci
kodu i ªatwo±ci wprowadzania mody�kacji. Kosztem wydajno±ci w stosunku
do innych popularnych j¦zyków programowania, uzyskano mo»liwo±¢ koncen-
tracji na zagadnieniach zwi¡zanych z rozwi¡zywanym problemem, pomijaj¡c
kwestie deklaracji zmiennych czy zarz¡dzania pami¦ci¡.

Zgodnie z pocz¡tkowymi zamierzeniami w pracy maªo zosta¢ zaprezento-
wane równie» zastosowanie algorytmów zbiorów niezale»nych do kolorowania
wierzchoªków. Algorytmy zbiorów niezale»nych pozwalaj¡ zwykle uzyska¢ po-
kolorowanie mniejsz¡ liczb¡ kolorów [3]. Ze wzgl¦du na brak czasu, nie udaªo
si¦ tego zamierzenia zrealizowa¢.

Inne pomysªy na dalsze badania to algorytmy zwi¡zane z pokryciem
wierzchoªkowym, pokryciem kraw¦dziowym i skojarzeniami.
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A. Kod ¹ródªowy dla kraw¦dzi i

multigrafów

W tym dodatku przedstawimy kody ¹ródªowe klas reprezentuj¡cych kra-
w¦dzie i multigrafy.

A.1. Klasa Edge

Klasa Edge pochodzi z implementacji grafów rozwijanej w Instytucie Fi-
zyki Uniwersytetu Jagiello«skiego w Krakowie [1].

Listing A.1. Klasa Edge z moduªu edges.
#!/ usr / b in /python

class Edge :
""" De f i n i c j a k la sy dla krawedzi skierowanych . """

def __init__( s e l f , source , target , weight =1):
"""Load up an Edge in s t ance . """
s e l f . source = source
s e l f . t a r g e t = ta rg e t
s e l f . weight = weight

def __repr__( s e l f ) :
"""Zwraca tekstowa r ep r e z en t a c j e krawedzi . """
i f s e l f . weight == 1 :

return "Edge(%s , %s ) " % (
repr ( s e l f . source ) , repr ( s e l f . t a r g e t ) )

else :
return "Edge(%s , %s , %s ) " % ( repr ( s e l f . source ) ,

repr ( s e l f . t a r g e t ) , repr ( s e l f . weight ) )

def __cmp__( s e l f , o ther ) :
"""Porownywanie krawedzi . """
i f s e l f . weight > other . weight :

return 1
i f s e l f . weight < other . weight :

return −1
i f s e l f . source > other . source :

return 1
i f s e l f . source < other . source :

return −1
i f s e l f . t a r g e t > other . t a r g e t :

return 1
i f s e l f . t a r g e t < other . t a r g e t :

return −1
return 0
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def __hash__( s e l f ) :
"""Zwraca hash krawedzi . """
return hash ( repr ( s e l f ) )

def __invert__( s e l f ) :
"""Zwraca krawedz o odwrotnym kierunku . """
return Edge ( s e l f . ta rget , s e l f . source , s e l f . weight )

inve r t ed = __invert__

A.2. Klasa dla multigrafów bez wag

Klasa MiltiGraph dla multigrafów bez wag bazuje na idei macierzy s¡siedz-
twa, któr¡ opisuje si¦ grafy proste z wagami. W miejscu wag przechowywane
s¡ teraz liczby caªkowite nieujemne, opisuj¡ce liczby kraw¦dzi równolegªych
mi¦dzy wierzchoªkami. Ponadto zamiast peªnej macierzy kwadratowej wyko-
rzystana jest struktura zagnie»d»onych sªowników, która zapewnia szybkie
wyszukiwanie krawedzi, a przy tym oszcz¦dza pami¦¢, bo zera nie s¡ prze-
chowywane.

Listing A.2. Klasa MultiGraph dla multigrafów bez wag z moduªu multigraphs1.

#!/ usr / b in /python
#
# Ta implementacja mul t i gra fow ko r z y s t a z krawedz i z k l a s y
# Edge , a l e nie ko r z y s t a z wag krawedz i ( wagi sa ignorowane ) .
# Nie sa obs lug iwane mu l t i g r a f y z wagami .

from edges import Edge

class MultiGraph ( dict ) :
""" De f i n i c j a k la sy dla mult igrafow bez wag . """

def __init__( s e l f , n=0, d i r e c t ed=False ) :
""" I n i c j a l i z a c j a atrybutow k lasy . """
s e l f . n = n
s e l f . d i r e c t ed = d i r e c t ed

def v ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e wierzcholkow . """
return len ( s e l f )

def e ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi . """
loops = sum( s e l f [ node ] . get ( node , 0) for node in s e l f )
edges = 0
for source in s e l f :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
edges = edges + s e l f [ source ] [ t a r g e t ]

i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :
return edges

else :
return ( edges + loops ) / 2
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def i s_d i r e c t ed ( s e l f ) :
"""Sprawdza czy mu l t i g r a f j e s t skierowany . """
return se l f . d i r e c t ed

def add_node ( s e l f , node ) :
"""Dodaje w ie r zcho l ek . """
i f node not in se l f :

s e l f [ node ] = dict ( )

def has_node ( s e l f , node ) :
"""Sprawdza czy wie r zcho l ek i s t n i e j e . """
return node in s e l f

def del_node ( s e l f , node ) :
"""Usuwa wie r zcho l ek z mul t i g ra fu . """
for edge in l i s t ( s e l f . i t e r i n e d g e s ( node ) ) :

s e l f . del_edge ( edge )
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

for edge in l i s t ( s e l f . i t e r ou t edg e s ( node ) ) :
s e l f . del_edge ( edge )

del s e l f [ node ]

def add_edge ( s e l f , edge ) :
"""Dodaje krawedz do mul t i g ra fu . """
s e l f . add_node ( edge . source )
s e l f . add_node ( edge . t a r g e t )
s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = (

s e l f [ edge . source ] . get ( edge . target , 0) + 1)
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source != edge . t a r g e t :

s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = (
s e l f [ edge . t a r g e t ] . get ( edge . source , 0) + 1)

def del_edge ( s e l f , edge ) :
"""Usuwa krawedz z mul t i g ra fu . """
i f s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] > 1 :

s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] −= 1
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source != edge . t a r g e t :

s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] −= 1
else :

del s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source != edge . t a r g e t :

del s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ]

def has_edge ( s e l f , edge ) :
"""Sprawdza czy krawedz i s t n i e j e . """
return edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ]

def weight ( s e l f , edge ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi rownoleg lych . """
i f edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ] :

return se l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
else :

return 0

def i t e r nod e s ( s e l f ) :
"""Zwraca generator wierzcholkow mul t i g ra fu . """
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return se l f . i t e r k e y s ( )

def i t e r a d j a c e n t ( s e l f , source ) :
"""Zwraca generator wierzcholkow sas i adu jacych z source . """
return se l f [ source ] . i t e r k e y s ( )

def i t e r ou t edg e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca generator krawedzie wychodzacych z source . """
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

for s tep in xrange ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] ) :
y i e l d Edge ( source , t a r g e t )

def i t e r i n e d g e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca generator krawedzi wchodzacych do source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

for t a r g e t in s e l f . i t e r nod e s ( ) :
i f source in s e l f [ t a r g e t ] :

for s tep in xrange ( s e l f [ t a r g e t ] [ source ] ) :
y i e l d Edge ( target , source )

else :
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

for s tep in xrange ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] ) :
y i e l d Edge ( target , source )

def i t e r e d g e s ( s e l f ) :
"""Zwraca generator krawedzi mul t i g ra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) or source <= ta rg e t :

for s tep in xrange ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] ) :
y i e l d Edge ( source , t a r g e t )

def show ( s e l f ) :
"""Drukuje tekstowa r ep r e z en t a c j e mul t i g ra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

print source , " : " ,
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

print "%s(%s ) " % ( target , s e l f [ source ] [ t a r g e t ] ) ,
print

def copy ( s e l f ) :
"""Zwraca kopie mul t i g ra fu . """
new_graph = MultiGraph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

new_graph [ node ] = dict ( s e l f [ node ] )
return new_graph

def t ranspose ( s e l f ) :
"""Zwraca mu l t i g ra f transponowany . """
new_graph = MultiGraph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

new_graph . add_node ( node )
for edge in s e l f . i t e r e d g e s ( ) :

new_graph . add_edge(~ edge )
return new_graph

def degree ( s e l f , source ) :
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"""Zwraca s top i en wie rzcho lka source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
l oops = s e l f [ source ] . get ( source , 0)
edges = 0
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

edges = edges + s e l f [ source ] [ t a r g e t ]
return edges + loops

def outdegree ( s e l f , source ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi wychodzacych z source . """
loops = s e l f [ source ] . get ( source , 0)
edges = 0
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

edges = edges + s e l f [ source ] [ t a r g e t ]
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

return edges
else :

return edges + loops

def i ndeg ree ( s e l f , source ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi wchodzacych do source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

edges = 0
for t a r g e t in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

i f source in s e l f [ t a r g e t ] :
edges = edges + s e l f [ t a r g e t ] [ source ]

return edges
else :

l oops = s e l f [ source ] . get ( source , 0)
edges = 0
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

edges = edges + s e l f [ source ] [ t a r g e t ]
return edges + loops

def __eq__( s e l f , o ther ) :
"""Sprawdza czy mul t i g ra fy sa t ak i e same . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) i s not other . i s_d i r e c t ed ( ) :

return False
i f s e l f . v ( ) != other . v ( ) :

return False
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

i f not other . has_node ( node ) :
return False

i f s e l f . e ( ) != other . e ( ) :
return False

for edge in s e l f . i t e r e d g e s ( ) :
i f not other . has_edge ( edge ) :

return False
return True

def __ne__( s e l f , o ther ) :
"""Sprawdza czy mul t i g ra fy sa rozne . """
return not se l f == other

def add_multigraph ( s e l f , o ther ) :
"""Dodaje mu l t i g r a f do mul t i g ra fu . """
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for node in other . i t e r nod e s ( ) :
s e l f . add_node ( node )

for edge in other . i t e r e d g e s ( ) :
s e l f . add_edge ( edge )

A.3. Klasa dla multigrafów z wagami

Klasa MiltiGraph dla multigrafów z wagami wykorzystuje struktur¦ za-
gnie»d»onych sªowników, a do tego mamy listy przechowuj¡ce caªe obiekty
kraw¦dzi równolegªych. W ten sposób bez zmiany klasy mo»na przechowywa¢
kraw¦dzie z innymi atrybutami.

Listing A.3. Klasa MultiGraph dla multigrafów z wagami z moduªu
multigraphs2.

#!/ usr / b in /python

class MultiGraph ( dict ) :
""" De f i n i c j a k la sy dla mult igrafow z wagami . """

def __init__( s e l f , n=0, d i r e c t ed=False ) :
""" I n i c j a l i z a c j a atrybutow k lasy . """
s e l f . n = n
s e l f . d i r e c t ed = d i r e c t ed

def v ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e wierzcholkow . """
return len ( s e l f )

def e ( s e l f ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi . """
loops = 0
for node in s e l f :

i f node in s e l f [ node ] :
l oops = loops + len ( s e l f [ node ] [ node ] )

edges = 0
for source in s e l f :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
edges = edges + len ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )

i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :
return edges

else :
return ( edges + loops ) / 2

def i s_d i r e c t ed ( s e l f ) :
"""Sprawdza czy mu l t i g r a f j e s t skierowany . """
return se l f . d i r e c t ed

def add_node ( s e l f , node ) :
"""Dodaje w ie r zcho l ek . """
i f node not in se l f :

s e l f [ node ] = dict ( )

def has_node ( s e l f , node ) :
"""Sprawdza czy wie r zcho l ek i s t n i e j e . """
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return node in s e l f

def del_node ( s e l f , node ) :
"""Usuwa wie r zcho l ek z mul t i g ra fu . """
for edge in l i s t ( s e l f . i t e r i n e d g e s ( node ) ) :

s e l f . del_edge ( edge )
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

for edge in l i s t ( s e l f . i t e r ou t edg e s ( node ) ) :
s e l f . del_edge ( edge )

del s e l f [ node ]

def add_edge ( s e l f , edge ) :
"""Dodaje krawedz do mul t i g ra fu . """
s e l f . add_node ( edge . source )
s e l f . add_node ( edge . t a r g e t )
i f edge . t a r g e t not in se l f [ edge . source ] :

s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = l i s t ( )
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source not in se l f [ edge . t a r g e t ] :

s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = l i s t ( )
s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] . append ( edge )
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source != edge . t a r g e t :

s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] . append(~ edge )

def del_edge ( s e l f , edge ) :
"""Usuwa krawedz z mul t i g ra fu . """
s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] . remove ( edge )
i f len ( s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] ) == 0 :

del s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f not se l f . i s_d i r e c t ed ( ) and edge . source != edge . t a r g e t :

s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] . remove(~ edge )
i f len ( s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] ) == 0 :

del s e l f [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ]

def has_edge ( s e l f , edge ) :
"""Sprawdza czy krawedz i s t n i e j e . """
return edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ]

def weight ( s e l f , edge ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi rownoleg lych . """
i f edge . source in s e l f and edge . t a r g e t in s e l f [ edge . source ] :

return len ( s e l f [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] )
else :

return 0

def i t e r nod e s ( s e l f ) :
"""Zwraca generator wierzcholkow mul t i g ra fu . """
return se l f . i t e r k e y s ( )

def i t e r a d j a c e n t ( s e l f , source ) :
"""Zwraca w i e r z cho l k i s a s i adu j a c e z source . """
return se l f [ source ] . i t e r k e y s ( )

def i t e r ou t edg e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca generator krawedzi wychodzacych z source . """
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

for edge in s e l f [ source ] [ t a r g e t ] :
y i e l d edge
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def i t e r i n e d g e s ( s e l f , source ) :
"""Zwraca generator krawedzi wchodzacych do source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

for t a r g e t in s e l f . i t e r nod e s ( ) :
i f source in s e l f [ t a r g e t ] :

for edge in s e l f [ t a r g e t ] [ source ] :
y i e l d edge

else :
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

for edge in s e l f [ source ] [ t a r g e t ] :
y i e l d ~edge

def i t e r e d g e s ( s e l f ) :
"""Zwraca generator krawedzie mul t i g ra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

for t a r g e t in s e l f [ source ] :
# source <= targe t , because l oops are p o s s i b l e .
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) or source <= ta rg e t :

for edge in s e l f [ source ] [ t a r g e t ] :
y i e l d edge

def show ( s e l f ) :
"""Drukuje tekstowa r ep r e z en t a c j e mul t i g ra fu . """
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

print source , " : " ,
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

print "%s(%s ) " % ( target , len ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] ) ) ,
print

def copy ( s e l f ) :
"""Zwraca kopie mul t i g ra fu . """
new_graph = MultiGraph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for source in s e l f . i t e r node s ( ) :

new_graph [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

new_graph [ source ] [ t a r g e t ] = l i s t ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )
return new_graph

def t ranspose ( s e l f ) :
"""Zwraca mu l t i g ra f transponowany . """
new_graph = MultiGraph (n=s e l f . n , d i r e c t ed=s e l f . d i r e c t ed )
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

new_graph . add_node ( node )
for edge in s e l f . i t e r e d g e s ( ) :

new_graph . add_edge(~ edge )
return new_graph

def degree ( s e l f , source ) :
"""Zwraca s top i en wie rzcho lka source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
i f source in s e l f [ source ] :

l oops = len ( s e l f [ source ] [ source ] )
else :

l oops = 0
edges = 0
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for t a r g e t in s e l f [ source ] :
edges = edges + len ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )

return edges + loops

def outdegree ( s e l f , source ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi wychodzacych z source . """
i f source in s e l f [ source ] :

l oops = len ( s e l f [ source ] [ source ] )
else :

l oops = 0
edges = 0
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

edges = edges + len ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

return edges
else :

return edges + loops

def i ndeg ree ( s e l f , source ) :
"""Zwraca l i c z b e krawedzi wchodzacych do source . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) :

edges = 0
for t a r g e t in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

i f source in s e l f [ t a r g e t ] :
edges = edges + len ( s e l f [ t a r g e t ] [ source ] )

return edges
else : #

i f source in s e l f [ source ] :
l oops = len ( s e l f [ source ] [ source ] )

else :
l oops = 0

edges = 0
for t a r g e t in s e l f [ source ] :

edges = edges + len ( s e l f [ source ] [ t a r g e t ] )
return edges + loops

def __eq__( s e l f , o ther ) :
"""Sprawdza czy mul t i g ra fy sa t ak i e same . """
i f s e l f . i s_d i r e c t ed ( ) i s not other . i s_d i r e c t ed ( ) :

return False
i f s e l f . v ( ) != other . v ( ) :

return False
for node in s e l f . i t e r nod e s ( ) :

i f not other . has_node ( node ) :
return False

i f s e l f . e ( ) != other . e ( ) :
return False

for edge in s e l f . i t e r e d g e s ( ) :
i f not other . has_edge ( edge ) :

return False
return True

def __ne__( s e l f , o ther ) :
"""Sprawdza czy mul t i g ra fy sa rozne . """
return not se l f == other

def add_multigraph ( s e l f , o ther ) :
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"""Dodaje mu l t i g r a f do mul t i g ra fu . """
for node in other . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . add_node ( node )
for edge in other . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . add_edge ( edge )
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B. Testy algorytmów zbiorów

niezale»nych

W ramach pracy przeprowadzono testy wszystkich algorytmów zbiorów
niezale»nych. Wyniki dla grafów przypadkowych przedstawiono w tabeli B.1,
oraz na rysunkach od B.1 do B.5. Wyniki dla drzew pokazano na rysunkach
od B.6 do B.10. Dla algorytmów TIS i SFIS eksperyment potwierdza teori¦.
Dla innych algorytmów wydaje si¦, »e oszacowania teoretyczne s¡ zawy»one,
ale nie jest jasne, jak je poprawi¢.

Tabela B.1. �rednia liczba wierzchoªków w zbiorze niezale»nym dla grafu
losowego o prawdopodobie«stwie p = 0.1 istnienia kraw¦dzi mi¦dzy wierz-

choªkami w zale»no±ci od liczby wierzchoªków n.

n TIS SFIS MSFIS LLIS MLLIS
10 7.0 7.2 7.5 7.4 7.3
20 11.3 11.7 11.8 11.2 11.6
50 17.3 20.7 19.8 16.4 19.3
100 23.4 27.1 26.1 19.4 27.7
200 29.1 33.0 33.1 18.4 34.3
500 38.9 43.7 42.3 17.5 43.7
1000 43.3 48.9 48.2 15.7 50.1
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Algorytm TIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 0.968231 +/- 0.027210

b = -5.362833 +/- 0.084093

log(t) = a log(V+E) + b
dane

fit

Rysunek B.1. Wykres wydajno±ci algorytmu TIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla grafów losowych. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zale»no±¢

liniow¡.
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Algorytm SFIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 0.962909 +/- 0.023760

b = -5.224871 +/- 0.073491

log(t) = a log(V+E) + b
dane

fit

Rysunek B.2. Wykres wydajno±ci algorytmu SFIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla grafów losowych. Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢

liniow¡.
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Algorytm MSFIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 1.884052 +/- 0.065676

b = -5.574291 +/- 0.138562

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.3. Wykres wydajno±ci algorytmu MSFIS wyznaczania zbiorów
niezale»nych dla grafów losowych. Wspóªczynnik a bliski 2 sugeruje dominu-

j¡c¡ zale»no±¢ O(V 2).
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Algorytm LLIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 2.055855 +/- 0.039146

b = -6.043432 +/- 0.082590

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.4. Wykres wydajno±ci algorytmu LLIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla grafów losowych. Wspóªczynnik a przekracza 2.
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Algorytm MLLIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 2.034817 +/- 0.031608

b = -5.929162 +/- 0.066686

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.5. Wykres wydajno±ci algorytmu MLLIS wyznaczania zbiorów
niezale»nych dla grafów losowych. Interpretacja nie jest jasna.
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Algorytm TIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 0.914430 +/- 0.137133

b = -5.160844 +/- 0.328186

log(t) = a log(V+E) + b
dane

fit

Rysunek B.6. Wykres wydajno±ci algorytmu TIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zale»no±¢ liniow¡.
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Algorytm SFIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 1.015578 +/- 0.038620

b = -5.410375 +/- 0.092425

log(t) = a log(V+E) + b
dane

fit

Rysunek B.7. Wykres wydajno±ci algorytmu SFIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla drzew. Wspóªczynnik a lekko powy»ej 1 sugeruje zale»no±¢

blisk¡ liniowej.
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Algorytm MSFIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 1.340589 +/- 0.060630

b = -5.221126 +/- 0.127916

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.8. Wykres wydajno±ci algorytmu MSFIS wyznaczania zbiorów
niezale»nych dla drzew. Interpretacja nie jest jasna.
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Algorytm LLIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 1.719285 +/- 0.048526

b = -5.581997 +/- 0.102379

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.9. Wykres wydajno±ci algorytmu LLIS wyznaczania zbiorów nie-
zale»nych dla drzew. Interpretacja nie jest jasna.
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Algorytm MLLIS wyznaczania zbiorow niezaleznych

a = 1.678400 +/- 0.071113

b = -5.572977 +/- 0.150033

log(t) = a log(V) + b
dane

fit

Rysunek B.10. Wykres wydajno±ci algorytmu MLLIS wyznaczania zbiorów
niezale»nych dla drzew. Interpretacja nie jest jasna.
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C. Testy algorytmów kolorowania

wierzchoªków

W ramach pracy wykonano testy wszystkich algorytmów kolorowania
wierzchoªków grafu. Zbadano kolorowanie grafów przypadkowych o ró»nej
liczbie wierzchoªków i ró»nych prawdopodobie«stwach wyst¡pienia kraw¦dzi
mi¦dzy wierzchoªkami. �rednie liczby kolorów przydzielanych przez algoryt-
my pokazano w tabelach C.1, C.2, C.3 i C.4. Na rysunkach przedstawiono
wyniki eksperymentów z grafami przypadkowymi z p = 0.5.
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Tabela C.1. �rednia liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania grafu
losowego z liczb¡ wierzchoªków n = 1000 algorytmami bez wymiany kolorów
w zale»no±ci od prawdopodobie«stwa p istnienia kraw¦dzi mi¦dzy wierzchoª-

kami. Algorytm DSATUR generuje najmniej kolorów.

p RS US CS LF SL DSATUR
0.1 31.2 31.3 31.5 29.3 30.2 26.5
0.2 53.6 53.7 53.7 51.2 52.7 47.0
0.3 76.1 76.3 76.7 72.9 74.3 67.6
0.4 100.5 100.4 100.4 96.8 98.4 90.3
0.5 126.8 126.1 126.7 122.9 124.3 115.5
0.6 156.7 157.5 157.3 152.3 154.3 133.6
0.7 194.1 194.3 196.0 189.8 190.8 179.4
0.8 245.3 243.0 243.7 237.0 238.3 226.9
0.9 321.0 320.8 322.8 313.3 317.2 303.8

Tabela C.2. �rednia liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania grafu
losowego z liczb¡ wierzchoªków n = 1000 algorytmami z wymian¡ kolorów w
zale»no±ci od prawdopodobie«stwa p istnienia kraw¦dzi mi¦dzy wierzchoªka-

mi. Algorytmy osi¡gaj¡ porównywalne wyniki.

p RSI USI CSI
0.1 31.7 31.1 31.7
0.2 53.5 53.9 53.8
0.3 75.6 76.5 76.9
0.4 100.2 100.9 99.6
0.5 128.1 126.5 127.0
0.6 157.5 158.0 157.9
0.7 193.9 195.2 193.6
0.8 244.7 243.1 243.1
0.9 321.4 322.3 321.7

Tabela C.3. �rednia liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania algoryt-
mami bez wymiany kolorów grafu losowego z prawdopodobie«stwem istnienia
kraw¦dzi mi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków p = 0.5 w zale»no±ci od liczby

wierzchoªków n.

n RS US CS LF SL DSATUR
10 4.5 4.3 4.0 4.0 3.9 3.8
20 7.2 7.0 6.6 6.3 6.5 6.0
50 13.5 12.9 13.3 11.9 11.7 11.3
100 21.5 21.1 20.9 19.9 20.5 18.2
200 35.6 35.5 35.4 33.6 34.4 30.8
500 71.7 73.1 72.3 69.4 73.1 65.4
1000 126.5 126.1 126.9 122.8 123.5 114.7
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Tabela C.4. �rednia liczba kolorów potrzebnych do pokolorowania algoryt-
mami z wymian¡ kolorów grafu losowego z prawdopodobie«stwem istnienia
kraw¦dzi mi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków p = 0.5 w zale»no±ci od liczby

wierzchoªków n.

n RSI USI CSI
10 4.1 4.3 4.3
20 6.9 6.6 6.6
50 13.1 12.6 12.3
100 21.3 21.5 21.2
200 35.4 35.9 35.3
500 72.3 72.7 72.2
1000 126.9 126.7 127.3
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Rysunek C.1. Wykres wydajno±ci algorytmu US kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek C.2. Wykres wydajno±ci algorytmu RS kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.

-4.5

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

lo
g

(t
im

e
 [

s]
)

log(V+E)

Algorytm LF kolorowania wierzcholkow

a = 0.981219 +/- 0.016175

b = -5.245436 +/- 0.050025

log(t) = a log(V+E) + b
dane

fit

Rysunek C.3. Wykres wydajno±ci algorytmu LF kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek C.4. Wykres wydajno±ci algorytmu SL kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a sugeruje zale»no±¢ poni»ej O(V 2), np. O(V + E).
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Rysunek C.5. Wykres wydajno±ci algorytmu CS kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek C.6. Wykres wydajno±ci algorytmu DSATUR kolorowania wierz-
choªków. Interpretacja nie jest jasna.
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Rysunek C.7. Wykres wydajno±ci algorytmu USI kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek C.8. Wykres wydajno±ci algorytmu RSI kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek C.9. Wykres wydajno±ci algorytmu CSI kolorowania wierzchoªków.
Wspóªczynnik a bliski 1 sugeruje zale»no±¢ liniow¡.
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