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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algo-
rytmów zwi¡zanych z sieciami przepªywowymi. Sie¢ przepªywowa to graf
skierowany, w którym wszystkie kraw¦dzie maj¡ nieujemn¡ przepustowo±¢
i wyró»nia si¦ dwa wierzchoªki: ¹ródªo oraz uj±cie. Przyjmuje si¦ te», »e ka»dy
wierzchoªek le»y na pewnej ±cie»ce od ¹ródªa do uj±cia. Modelowanie prze-
pªywu w sieciach pozwala na formalne sformuªowanie problemów z ró»nych
dziedzin, takich jak transport, logistyka czy zarz¡dzanie zasobami.

Do podstawowych problemów zwi¡zanych z sieciami przepªywowymi za-
licza si¦ problem maksymalnego przepªywu, w którym nale»y wyznaczy¢
przepªyw o maksymalnej warto±ci ze ¹ródªa do uj±cia uwzgl¦dniaj¡c prze-
pustowo±ci kraw¦dzi. Nast¦pny jest problem najta«szego przepªywu, czyli
zadanie optymalizacyjne polegaj¡ce na znalezieniu mo»liwie najmniejszego
sumarycznego kosztu przesyªu przez sie¢ dla zadanej warto±ci przepªywu.

W cz¦±ci teoretycznej pracy zostaªy podane de�nicje i poj¦cia zwi¡zane
z teori¡ grafów oraz sieciami przepªywowymi, a tak»e zastosowania tych sieci
w problemach z ró»nych obszarów informatycznych i in»ynieryjnych wraz
z przykªadami. Omówiono podstawowe algorytmy zwi¡zane z problemem
maksymalnego przepªywu, jak równie» bardziej zaawansowane rozwi¡zania,
które byªy pó¹niej implementowane w ramach niniejszej pracy. Zaprezen-
towano podstawowy algorytm sªu»¡cy do rozwi¡zania problemu najta«szego
przepªywu oraz wspomniano o planarnych sieciach przepªywowych, które po-
jawiªy si¦ w innej pracy dyplomowej zwi¡zanej z grafami planarnymi.

Cz¦±¢ praktyczna po±wi¦cona jest implementacji zaawansowanych algo-
rytmów w j¦zyku Python, które zostaªy przetestowane pod k¡tem popraw-
no±ciowym i wydajno±ciowym. Zaimplementowane zostaªy algorytmy typu
"prze±lij-przemianuj" zwi¡zane z zagadnieniem maksymalnego przepªywu -
algorytm generyczny, "przemianuj i przesu« na pocz¡tek" oraz mody�kacje
wykorzystuj¡ce kolejk¦ typu FIFO czy przeszukiwanie wstecz w porz¡dku
BFS. Opracowano równie» algorytm Busackera-Gowena do znajdowania naj-
ta«szego przepªywu, gdzie wykorzystuje si¦ wyszukiwanie najkrótszych ±cie-
»ek z jednego ¹ródªa przy obecno±ci ujemnych wag kraw¦dzi. Z tego powo-
du zaimplementowano algorytm SPFA do znajdowania najkrótszych ±cie»ek,
który jest bardziej wydajny ni» tradycyjny algorytm Bellmana-Forda.

Poprawno±¢ wszystkich przedstawionych algorytmów zostaªa sprawdzona
i potwierdzona testami. W testach wydajno±ciowych zªo»ono±¢ obliczeniowa
zostaªa wyznaczona eksperymentalnie oraz porównana ze zªo»ono±ci¡ teore-
tyczn¡, a otrzymane wyniki opisane. Dokonano kilku interesuj¡cych obser-
wacji zwi¡zanych z dziaªaniem oraz wydajno±ci¡ zaimplementowanych algo-
rytmów, a tak»e mo»liwo±ci ich dalszej optymalizacji.

Sªowa kluczowe: grafy, grafy wa»one, sieci przepªywowe, problem mak-
symalnego przepªywu, problem najta«szego przepªywu
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English title: Flow networks in graph theory

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms for �ow networks is
presented. A �ow network is a directed graph in which every edge has a
non-negative capacity and two distinguished vertices are de�ned: the source
and the sink. It is also assumed that every vertex lies on some path from the
source to the sink. Modeling �ow in networks allows for the formal formu-
lation of problems from various �elds, such as transportation, logistics and
resource management.

Among the fundamental problems related to �ow networks are the ma-
ximum �ow problem, which focuses on determining the greatest possible
amount of �ow from the source to the sink while respecting edge capacities,
and the minimum-cost �ow problem, an optimization problem that consists
of �nding the smallest possible total network transmission cost for a given
�ow value.

The theoretical part of this thesis presents the de�nitions and concepts
related to graph theory and �ow networks, as well as applications of �ow
networks to problems from various areas of computer science and engineering,
accompanied by examples. Fundamental algorithms for solving the maximum
�ow problem are discussed, together with more advanced approaches that
were subsequently implemented as part of this thesis. The Busacker-Gowen
algorithm for solving the minimum-cost �ow problem is also presented. In
addition, planar �ow networks are mentioned with basic results.

The practical part focuses on the implementation of advanced algorithms
in Python, which were evaluated in terms of both correctness and performan-
ce. Several push-relabel algorithms for the maximum �ow problem were im-
plemented, including the generic push-relabel algorithm, the relabel-to-front
algorithm and variants using a FIFO queue or backward breadth-�rst search.
The Busacker-Gowen algorithm for solving the minimum-cost �ow problem
was developed, relying on shortest-path computations. Therefore, the the-
sis also includes an implementation of the Shortest Path Faster Algorithm
(SPFA) for �nding shortest paths from a single source, where negative edge
weights are possible. According to the literature, SPFA is more e�cient than
the Bellman-Ford algorithm, which was also con�rmed in performance tests.

The correctness of all presented algorithms was successfully veri�ed. Du-
ring the performance evaluation, their computational complexity was de-
termined experimentally and compared with the corresponding theoretical
complexity and the obtained results were analyzed. Several noteworthy obse-
rvations were made regarding the behaviour and e�ciency of the implemented
algorithms, as well as their potential for further optimization.

Keywords: graphs, weighted graphs, �ow networks, the maximum �ow pro-
blem, the minimum-cost �ow problem
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy s¡ sieci przepªywowe, czyli grafy skierowane
wa»one speªniaj¡ce dodatkowe warunki [1]. Stanowi¡ one jeden z podsta-
wowych modeli wykorzystywanych do opisu przepªywu zasobów w sieciach
oraz rozwi¡zywania problemów optymalizacyjnych. Jako szczególny rodzaj
grafów, sieci przepªywowe stanowi¡ jeden z obszarów bada« teorii grafów.
W literaturze polskiej mo»na znale¹¢ pozycje cz¦±ciowo lub w caªo±ci po±wi¦-
cone grafom, które wykorzystano w tej pracy [2], [3], [4].

Modelowanie przepªywu w sieciach pozwala na formalne sformuªowanie
problemów zwi¡zanych z transportem, logistyk¡, telekomunikacj¡ czy za-
rz¡dzaniem zasobami, gdzie istotne jest efektywne przesyªanie okre±lonych
wielko±ci pomi¦dzy w¦zªami pewnego systemu, uwzgl¦dniaj¡c ograniczenia
przepustowo±ci poszczególnych kanaªów (poª¡cze« mi¦dzy danymi w¦zªami).
W zale»no±ci od przyj¦tego celu optymalizacji, rozwa»ane s¡ ró»ne problemy
przepªywowe, spo±ród których do najwa»niejszych nale»¡ problem maksy-
malnego przepªywu oraz problem najta«szego przepªywu. Istot¡ pierwszego
z nich jest wyznaczenie maksymalnej ilo±ci przepªywu, jaka mo»e zosta¢ prze-
sªana ze ¹ródªa do uj±cia w sieci przepªywowej, z uwzgl¦dnieniem ogranicze«
przepustowo±ci naªo»onych na poszczególne kraw¦dzie. Z kolei problem naj-
ta«szego przepªywu polega na wyznaczeniu przepªywu speªniaj¡cego zadane
ograniczenia jednocze±nie minimalizuj¡c caªkowity koszt jego realizacji.

1.1. Cel pracy

Celem pracy jest przedstawienie tematyki sieci przepªywowych w teo-
rii grafów, implementacji w j¦zyku Python [5] algorytmów rozwi¡zuj¡cych
problemy maksymalnego i najta«szego przepªywu, do rozwi¡zania których
wykorzystywane s¡ sieci przepªywowe oraz stworzenie pracy w peªni po±wi¦-
conej temu zagadnieniu. Zaimplementowane algorytmy posªu»¡ w rozwoju
biblioteki graphtheory [6], b¦d¡ uwzgl¦dniaªy wi¦c obecne w niej struktury.

Tematyka sieci przepªywowych byªa poruszana w kilku wcze±niejszych
pracach dyplomowych, które równie» s¡ zwi¡zane z bibliotek¡ graphtheory [7],
[8], [9], jednak jej uj¦cie ograniczaªo si¦ do zakresu i kontekstu poszczególnych
prac. Warto równie» zauwa»y¢, »e wspomniane prace dyplomowe powstaªy
pewien czas temu. Bior¡c pod uwag¦ dynamiczny rozwój j¦zyka Python oraz
dobrych praktych programistycznych, przedstawione implementacje w tych
pracach mog¡ wymaga¢ unowocze±nienia.

W niniejszej pracy pojawi¡ si¦ równie» wydajniejsze algorytmy zwi¡za-
ne z problemem maksymalnego przepªywu czy nowe algorytmy dotycz¡ce
problemu najta«szego przepªywu, nieuj¦te w »adnej ze wspomnianych prac.
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1.2. Zastosowania sieci przepªywowych

Sieci przepªywowe znajduj¡ zastosowania w problemach z ró»nych obsza-
rów informatycznych i in»ynieryjnych. Wybrane zastosowania sieci przepªy-
wowych:

� Modelowanie wielu problemów przepªywu pewnej wielko±ci w sieci, na
przykªad obliczanie maksymalnego przepªywu cieczy w rurach, cz¦±ci na
liniach produkcyjnych lub pojazdów na drogach [7].

� Symulowanie obiektów ze ±wiata rzeczywistego, na przykªad linie trans-
portowe, sieci energetyczne, telefoniczne i informatyczne, procesy produk-
cyjne [10].

� Wyznaczanie skojarze« w grafach dwudzielnych [11], [12], [13], [14].
� Optymalizacja przepªywu zasobów z okre±lonymi ograniczeniami / kosz-

tami.
� Przykªad problemu: Dane jest rozmieszczenie pokoi w domu strachów.

Niektóre pokoje maj¡ wej±cia, przez które odwiedzaj¡cy mog¡ wej±¢
do ±rodka, a inne wyj±cia, przez które mog¡ oni opu±ci¢ dom. Pokoje
s¡ poª¡czone drzwiami, a odwiedzaj¡cy mog¡ porusza¢ si¦ ró»nymi
±cie»kami (±cie»ki nie musz¡ zawiera¢ wszystkich pokoi). Celem jest
minimalizacja kosztów instalacji specjalnych podªóg (ang. shaker �o-

ors) jednocze±nie zapewniaj¡c, »e wszyscy odwiedzaj¡cy przejd¡ przez
minimum jeden pokój z tak¡ podªog¡, niezale»nie od wybranej trasy.
Koszt zainstalowania podªogi w ka»dym pokoju jest znany [11].

� Wyznaczanie miejsc w sieci, które uniemo»liwiaj¡ przesªanie wi¦kszej ilo-
±ci towaru (to tak zwane "w¡skie gardªa"). Ich eliminacja pozwala na
uzyskanie lepszej wydajno±ci.

� Przypisywanie pracy do ludzi.
� Przykªad problemu: Problem muzealnych stra»ników. Pewne muzeum

zatrudnia stra»ników do pilnowania eksponatów. Pojedyncza warta
trwa 30 minut. Nale»y wyznaczy¢ maksymaln¡ liczb¦ stra»ników na
dan¡ zmian¦ uwzgl¦dniaj¡c pory, kiedy stra»nicy nie mog¡ pracowa¢
(przykªadowo: stra»nik X nie mo»e pracowa¢ od 3:30 do 7:30) oraz
maksymaln¡ liczb¦ godzin pracy na dzie« [11].

� Przykªad problemu: Znalezienie takiego przypisania, »e ka»da praca
ma przydzielonego pracownika oraz »aden pracownik nie jest przepra-
cowany (nie jest przypisany do zbyt wielu prac) [12].

� Problemy zwi¡zane z segmentacj¡ obrazu.
� Przykªad problemu: 2013 South Central: Drop Zone. Dany jest ob-

razek (mapa) b¦d¡cy dwuwymiarow¡ siatk¡ warto±ci. Nale»y okre±li¢
najmniejsz¡ liczb¦ barykad, któr¡ trzeba umie±ci¢, aby zamkn¡¢ pe-
wien obszar lub przedmiot. Dla problemu z 2013 roku mamy nast¦-
puj¡ce warto±ci: D (dane pole jest stref¡ zrzutu, któr¡ trzeba chroni¢
za wszelk¡ cen¦), X (sªu»y jako ±ciana, po której nie mo»na si¦ poru-
sza¢) oraz kropk¦ (. - otwarta przestrze«, po takich polach mo»na si¦
porusza¢). Barykady mog¡ by¢ pionowe (|) lub poziome (-) [11].

� Problem eliminacji.
� Przykªad problemu: Baseball Elimination. Mamy podan¡ tabel¦ roz-

6

10:5572415084



grywek ligi bejsbolowej, w której dla ka»dej dru»yny zapisana jest
liczba zwyci¦stw oraz pozostaªe spotkania do rozegrania. Z pomoc¡
sieci przepªywowych mo»emy okre±li¢, czy dana dru»yna X ma szan-
se na zwyci¦stwo w tych rozgrywkach uwzgl¦dniaj¡c aktualny etap
sezonu [11], [12], [13].

� Wyznaczanie ±cie»ek rozª¡cznych kraw¦dziowo w grafach skierowanych
[12], [13], [14].
� Przykªadowe zastosowanie: Odporno±¢ na bª¦dy w routingu. Kraw¦-

dzie / w¦zªy w sieciach mog¡ ulec awarii. Rozª¡czne ±cie»ki umo»li-
wiaj¡ planowanie tras zapasowych na wypadek awarii [12].

� Wybór projektów (ang. Project Selection, Project Scheduling). Dany jest
pewien zbiór N projektów, pomi¦dzy którymi mog¡ wyst¦powa¢ zale»-
no±ci (przykªadowo: nie mo»na rozpocz¡¢ projektu j dopóki nie zostanie
zako«czony projekt i). Uko«czenie projektu wi¡»e si¦ z wygenerowaniem
zysku lub straty. Celem jest wybór takiego podzbioru projektów, który
pozwoli na maksymalizacj¦ caªkowitego zysku [12], [13].

� Przydziaª sal (ang. Room Scheduling). Dany jest zbiór N pomieszcze«
i M wydarze«. Ka»de pomieszczenie charakteryzowane jest przez licz-
b¦ miejsc, natomiast ka»de wydarzenie przez liczb¦ uczestników. Nale»y
przydzieli¢ wszystkie wydarzenia do jak najmniejszej liczby sal w taki
sposób, aby »adne dwa wydarzenia nie nachodziªy na siebie [13], [14].
� Mo»na równie» rozszerzy¢ problem o dodatkowe kryteria, na przykªad

dodaj¡c przedziaªy czasowe czy opiekunów wydarze«, którzy mog¡
mie¢ wªasne ograniczenia (ten sam opiekun mo»e by¢ tylko na jednym
wydarzeniu jednocze±nie, danego dnia jeden opiekun mo»e uczestni-
czy¢ maksymalnie w pi¦ciu spotkaniach) [13].

1.3. Struktura pracy

Rozdziaª 1 zawiera wprowadzenie do tematyki pracy, jej cel i struktu-
r¦ oraz zastosowania sieci przepªywowych w problemach z ró»nych dziedzin.
W rozdziale 2 przedstawiono najwa»niejsze poj¦cia i de�nicje zwi¡zane z teo-
ri¡ grafów oraz sieciami przepªywowymi, potrzebne do zrozumienia przedsta-
wianych algorytmów. Rozdziaª 3 przedstawia implementacje i opisy nowych
algorytmów zwi¡zanych z sieciami przepªywowymi. Algorytmy te zostan¡
wykorzystane w rozwoju biblioteki graphtheory. Rozdziaª 4 zawiera podsu-
mowanie niniejszej pracy i jej wyników. W dodatku A zamieszczono testy
wydajno±ciowe zaimplementowanych algorytmów.
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2. Teoria grafów

2.1. Podstawowe de�nicje i twierdzenia

Grafem (prostym) nazywamy uporz¡dkowan¡ par¦ G = (V,E), gdzie V to
zbiór wierzchoªków (sko«czony i niepusty), a E ⊂ V × V to zbiór kraw¦dzi.
W zbiorze kraw¦dzi zabronione s¡ p¦tle, czyli pary typu (u, u). Kraw¦dzie
mog¡ by¢ skierowane lub nieskierowane, a wtedy uto»samia si¦ pary (u, v) i
(v, u).

Graf skierowany lub digraf (ang. directed graph) to graf, gdzie wszystkie
kraw¦dzie w zbiorze E s¡ skierowane. Ka»da taka kraw¦d¹ to uporz¡dkowana
para dwóch ró»nych wierzchoªków ze zbioru V . Je»eli (u, v) jest kraw¦dzi¡
z E, to zapis ten oznacza, »e kraw¦d¹ jest wychodz¡ca z wierzchoªka u (który
jest pocz¡tkiem kraw¦dzi skierowanej) i wchodz¡ca do wierzchoªka v (który
jest jej ko«cem).

Graf wa»ony to graf, w którym ka»da kraw¦d¹ ze zbioru E ma przypi-
san¡ dodatkow¡ warto±¢ zwan¡ wag¡, oznaczan¡ jako w(u, v) ∈ R, gdzie
(u, v) ∈ E. W gra�e wa»onym kraw¦dzie zapisujemy cz¦sto za pomoc¡ trzech
elementów, gdzie dwa pierwsze okre±laj¡ wierzchoªki, które s¡ poª¡czone kra-
w¦dzi¡, natomiast trzeci okre±la wag¦ tej kraw¦dzi. Dla skierowanego grafu
wa»onego, zapis (u, v, w) oznacza, »e kraw¦d¹ jest wychodz¡ca z wierzchoªka
u i wchodz¡ca do wierzchoªka v oraz o wadze w.

2.2. Sieci przepªywowe

Sie¢ przepªywowa (ang. �ow network) to graf skierowany G = (V,E),
w którym wszystkie kraw¦dzie (u, v) ∈ E maj¡ nieujemn¡ przepustowo±¢
c(u, v) ­ 0. W sieci przepªywowej nie wyst¦puj¡ kraw¦dzie przeciwne (prze-
ciwnie skierowane) ani p¦tle. Je±li para wierzchoªków (u, v) nie nale»y do
zbioru E to przyjmujemy, »e przepustowo±¢ kraw¦dzi c(u, v) = 0. W sieci
przepªywowej wyró»niamy dwa wierzchoªki: ¹ródªo s i uj±cie t. Przyjmuje-
my, »e ka»dy wierzchoªek le»y na pewnej ±cie»ce od ¹ródªa do uj±cia [2].

W przypadku, gdy graf skierowany modeluj¡cy pewien problem ma kra-
w¦dzie przeciwne (na przykªad towar mo»e by¢ przesyªany w obie strony po-
mi¦dzy danymi wierzchoªkami), nale»y go przeksztaªci¢ na równowa»ny graf,
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który takich kraw¦dzi nie posiada, otrzymuj¡c sie¢ przepªywow¡. Przeksztaª-
cenie polega na wybraniu jednej z dwóch kraw¦dzi przeciwnie skierowanych,
a nast¦pnie dokonaniu jej podziaªu dodaj¡c nowy wierzchoªek i zast¦puj¡c
wcze±niej wybran¡ kraw¦d¹ par¡ nowych kraw¦dzi. Ka»da z nich ma przepu-
stowo±¢ równ¡ przepustowo±ci kraw¦dzi pierwotnej.

W problemie maksymalnego przepªywu zamiast jednego ¹ródªa i jednego
uj±cia mo»e pojawi¢ si¦ wiele ¹ródeª i wiele uj±¢. Nale»y wtedy tak¡ sie¢ spro-
wadzi¢ do zwykªego problemu z jednym ¹ródªem i jednym uj±ciem. Tworzony
jest nowy wierzchoªek zwany super¹ródªem S oraz drugi nowy wierzchoªek
zwany superuj±ciem T . Mi¦dzy super¹ródªem S i ¹ródªem si dodawana
jest kraw¦d¹ skierowana (S, si) o przepustowo±ci c(S, si) = ∞ dla ka»dego
i = 1, 2, . . . , ns, gdzie ns to liczba ¹ródeª. Analogicznie, mi¦dzy superuj±ciem
T i uj±ciem tj dodawana jest kraw¦d¹ skierowana (tj, T ) o przepustowo±ci
c(tj, T ) =∞ dla ka»dego j = 1, 2, . . . , nt, gdzie nt to liczba uj±¢.

Przepªyw to ka»da funkcja rzeczywista f : V ×V → R w sieci przepªywowej
G speªniaj¡ca warunki:

� Warunek przepustowo±ci (ang. capacity constraints):
dla ka»dego u, v ∈ V zachodzi f(u, v) ¬ c(u, v).
Przepªyw z jednego wierzchoªka do drugiego nie mo»e przekroczy¢ jego
przepustowo±ci. Je±li pomi¦dzy wierzchoªkami u i v nie ma kraw¦dzi, to
przepªyw f(u, v) = 0, poniewa» c(u, v) = 0.

� Warunek sko±nej symetryczno±ci (ang. skew symmetry):
dla ka»dego u, v ∈ V zachodzi f(u, v) = −f(v, u).
Oznacza to, »e przepªyw w odwrotnym kierunku jest ujemny.

� Warunek zachowania przepªywu (ang. �ow conservation):
dla ka»dego u ∈ V − {s, t} zachodzi

∑
v∈V
f(u, v) = 0.

�¡czny przepªyw wchodz¡cy do wierzchoªka u nieb¦d¡cego ¹ródªem ani
uj±ciem jest równy ª¡cznemu przepªywowi wychodz¡cemu z tego wierz-
choªka.

Funkcja f(u, v) nazywana jest przepªywem netto (ang. net �ow) z wierz-
choªka u do wierzchoªka v i mo»e przyjmowa¢ warto±ci dodatnie jak i ujemne.
Warto±¢ przepªywu f de�niuje si¦ jako sum¦ przepªywów netto, które
opuszczaj¡ ¹ródªo: |f | =

∑
v∈V
f(s, v).

W problemach maksymalnego i najta«szego przepªywu dana jest sie¢
przepªywowa G z ¹ródªem s i uj±ciem t. W problemie maksymalnego przepªy-
wu nale»y odnale¹¢ przepªyw od ¹ródªa do uj±cia posiadaj¡cy maksymaln¡
warto±¢. Problem najta«szego przepªywu to zadanie optymalizacyjne, gdzie
dla podanej warto±ci przepªywu nale»y znale¹¢ najmniejszy mo»liwy suma-
ryczny koszt przesyªu przez sie¢. Co wa»ne, rozwi¡zanie istnieje tylko wtedy,
gdy warto±¢ przepªywu nie jest wi¦ksza ni» warto±¢ maksymalnego przepªy-
wu.

Przepustowo±ci¡ residualn¡ kraw¦dzi (ang. residual capacity) w odniesie-
niu do przepªywu f de�nuje si¦ jako ró»nic¦ mi¦dzy przepustowo±ci¡ kraw¦dzi
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oraz warto±ci¡ przepªywu: cf (u, v) = c(u, v)− f(u, v). Korzystaj¡c z wªasno-
±ci sieci przepªywowych, »e przepustowo±¢ kraw¦dzi przeciwnej w oryginalnej
sieci wynosi 0, mo»na wyznaczy¢ przepustowo±¢ residualn¡ dla kraw¦dzi prze-
ciwnej: cf (v, u) = 0− f(v, u) = f(u, v).

Przy u»yciu przepustowo±ci residualnych kraw¦dzi, dla sieci przepªywowej
G = (V,E) mo»na utworzy¢ sie¢ residualn¡ Gf = (V,Ef ) (ang. residual
network) indukowan¡ przez przepªyw f : Ef = {(u, v) ∈ V ×V : cf (u, v) > 0}
reprezentuj¡c¡ dost¦pn¡ przepustowo±¢ na kraw¦dziach w gra�e G. Sie¢ resi-
dualna posiada wszystkie wierzchoªki oryginalnej sieci i mo»e wykorzystywa¢
kraw¦dzie nie wyst¦puj¡ce w niej, czyli kraw¦dzie przeciwne. Przepªyw w sieci
residualnej mo»e by¢ dozwolony, mimo »e w oryginalnej sieci jest zabroniony.
Pozwala to na przesªanie z powrotem przepªywu co jest równowa»ne zmniej-
szeniu przepªywu na danej kraw¦dzi.

�cie»ka powi¦kszaj¡ca lub rozszerzaj¡ca (ang. augmenting path) to
ka»da ±cie»ka w sieci residualnej Gf ze ¹ródªa do uj±cia. Ka»da kraw¦d¹ (u, v)
na ±cie»ce powi¦kszaj¡cej musi posiada¢ niezerowe przepustowo±ci residualne
i umo»liwia¢ dodatni przepªyw mi¦dzy wierzchoªkami u i v bez naruszania
przepustowo±ci dla tej kraw¦dzi. Przepustowo±¢ residualna ±cie»ki powi¦ksza-
j¡cej P to najmniejsza z przepustowo±ci jej kraw¦dzi: cf (P ) = min{cf (u, v) :
(u, v) ∈ P}. Przepªyw w sieci G jest maksymalny, gdy w sieci residualnej Gf
nie istnieje »adna ±cie»ka powi¦kszaj¡ca.

Sie¢ warstwowa (ang. level graph) - niech dist(v) b¦dzie dªugo±ci¡ naj-
krótszej ±cie»ki od ¹ródªa s do wierzchoªka v w sieci residualnej. Sie¢ war-
stwowa GL na bazie sieci residualnej Gf to graf z takimi kraw¦dziami, gdzie
dist(v) = dist(u) + 1 dla (u, v) ∈ Ef .

Przepªyw blokuj¡cy (ang. blocking �ow) - przepªyw w sieci warstwowej,
dla którego nie ma ±cie»ki powi¦kszaj¡cej.

2.3. Problem maksymalnego przepªywu

Problem maksymalnego przepªywu (ang. the maximum �ow problem)
polega na okre±leniu najwi¦kszej ilo±ci przepªywu ze ¹ródªa s do uj±cia t,
jaki mo»na osi¡gn¡¢ bez naruszania ogranicze« przepustowo±ci naªo»onych
na poszczególne kanaªy. Istnieje wiele algorytmów przeznaczonych do roz-
wi¡zywania problemu maksymalnego przepªywu, niektóre z nich maj¡ ju»
swoje implementacje w bibliotece graphtheory.

� Algorytm Forda-Fulkersona [15]. Algorytm zachªanny, który wyzna-
cza maksymalny przepªyw poprzez znajdowanie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych
w sieci residualnej. Zªo»ono±¢ obliczeniowa jest ograniczona przezO(E|f |),
gdzie |f | to warto±¢ maksymalnego przepªywu. Warianty implementacji
algorytmu opisano w pracach dyplomowych �ukasza Gaªuszki [7] i Krzysz-
tofa Niedzielskiego [8]. Praca Gaªuszki dodaje do biblioteki graphtheory
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moduª graphtheory.�ow. fordfulkerson, gdzie znajdowanie ±cie»ek powi¦ksza-
j¡cych odbywa si¦ z pomoc¡ DFS. Jest to realizowane przy u»yciu metody
_�nd_path() wywoªywanej w niesko«czonej p¦tli while. W pracy Niedziel-
skiego, biblioteka graphtheory zostaªa rozszerzona o rekurencyjn¡ imple-
mentacj¦ tego algorytmu.

� Algorytm Edmondsa-Karpa [16]. Specjalizacja algorytmu Forda-Ful-
kersona, która poprawia jego zªo»ono±¢. W ka»dej iteracji wybierana jest
najkrótsza ±cie»ka powi¦kszaj¡ca - ±cie»ka o najmniejszej liczbie kraw¦dzi.
Najkrótsza ±cie»ka jest wybierana z wykorzystaniem BFS. Zªo»ono±¢ ob-
liczeniowa algorytmu wynosi O(V E2). Implementacja algorytmu równie»
znajduje si¦ w pracach dyplomowych Gaªuszki i Niedzielskiego. Praca Ga-
ªuszki dodaje do biblioteki graphtheory moduª graphtheory.�ow.edmondskarp,
gdzie znajdowanie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych z pomoc¡ BFS jest realizowa-
ne przy u»yciu metody _�nd_path(), wywoªywanej w niesko«czonej p¦tli
while. W pracy Niedzielskiego zostaªa przedstawiona nowa implementa-
cja algorytmu zaimplementowanego przez Gaªuszk¦, wykorzystuj¡c now-
sze praktyki j¦zyka Python oraz przedstawiaj¡c kod w bardziej czytelny
i ujednolicony sposób.

� Algorytm Dinica [17]. Równie» wykorzystuje najkrótsze ±cie»ki powi¦k-
szaj¡ce do wyznaczenia maksymalnego przepªywu. W przeciwie«stwie do
Edmondsa-Karpa, algorytm ten wykorzystuje dodatkowo sie¢ warstwo-
w¡ oraz przepªyw blokuj¡cy, co pozwala na osi¡gni¦cie zªo»ono±ci obli-
czeniowej O(V 2E). Algorytm Dinica dzieli graf na warstwy z pomoc¡
BFS, a nast¦pnie znajduje przepªyw blokuj¡cy z wykorzystaniem DFS.
Po zwi¦kszeniu przepªywu, graf ponownie jest dzielony na warstwy i szu-
kany jest kolejny przepªyw blokuj¡cy. Algorytm dziaªa do momentu, a» po
podziale grafu uj±cie nie jest osi¡galne. Implementacja algorytmu zostaªa
opisana w pracy Niedzielskiego i dodana do biblioteki graphtheory jako mo-
duª graphtheory.�ow.dinic. W implementacji algorytmu znajduj¡ si¦ dwie
p¦tle while, gdzie jedna jest zagnie»d»ona w drugiej. Zewn¦trzna p¦tla
ma za zadanie sprawdza¢, czy po podziale grafu na warstwy osi¡galne
jest uj±cie � je±li tak, to w wewn¦trznej p¦tli zwi¦kszany jest przepªyw,
a» do momentu znalezienia przepªywu blokuj¡cego, co powoduje powrót
do p¦tli zewn¦trznej.

� Algorytmy typu "prze±lij-przemianuj" [18]. Algorytmy te równie»
wykorzystuj¡ sieci residualne, a po zako«czeniu dziaªania wszystkie wierz-
choªki, oprócz ¹ródªa i uj±cia, maj¡ przepªyw netto równy 0 (warunek
zachowania przepªywu jest speªniony). W porównaniu do algorytmów
opartych na metodzie Forda-Fulkersona s¡ jednak bardziej lokalne. Za-
miast bada¢ caª¡ sie¢ residualn¡, aby znale¹¢ ±cie»k¦ powi¦kszaj¡c¡, pod-
czas jednego kroku dziaªaj¡ tylko na jednym wierzchoªku jednocze±nie.
Dzi¦ki temu podej±ciu, zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(V 2E)
(Goldberg-Tarjan). Algorytmy typu "prze±lij-przemianuj" w czasie swoje-
go dziaªania ªami¡ warunek zachowania przepªywu. W tych algorytmach
wyst¦puje poj¦cie przedprzepªywu (ang. pre�ow), a z ka»dym wierz-
choªkiem powi¡zane s¡ dwie wielko±ci: wysoko±¢ i nadmiar przepªywu.
Szczegóªowy opis algorytmu b¦dzie podany w rozdziale 3.

� Algorytm typu "przemianuj i przesu« na pocz¡tek". Mody�ka-
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cja algorytmu typu "prze±lij-przemianuj", gdzie struktura danych jest za-
rz¡dzana efektywniej, a podstawowe operacje prze±lij i przemianuj s¡
wykonywane w odpowiedniej kolejno±ci. Algorytm skanuje list¦ wierz-
choªków wybieraj¡c przepeªnione wierzchoªki i je "rozªadowuje" (ang. di-
scharging), wykonuj¡c operacje prze±lij i przemianuj. Po przemianowaniu
wierzchoªka, przesuwany jest on na pocz¡tek listy. Zªo»ono±¢ obliczeniowa
algorytmu typu "prze±lij i przesu« na pocz¡tek" wynosi O(V 3), co ozna-
cza, »e zªo»ono±¢ nie zale»y od liczby kraw¦dzi. Algorytm jest przydatny
dla grafów g¦stych, które maj¡ du»¡ liczb¦ kraw¦dzi. Szczegóªowy opis
algorytmu b¦dzie podany w rozdziale 3.

Listing 2.1. Przykªad sesji interaktywnej - wyznaczanie maksymalnego
przepªywu w sieci przepªywowej z u»yciem algorytmów Forda-Fulkersona,

Edmondsa-Karpa i Dinica.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o ry import GraphFactory
>>> from f o r d f u l k e r s on import FordFulkerson , FordFulkersonRecurs ive
>>> from edmondskarp import EdmondsKarp
>>> from d i n i c import Dinic
>>> V = 100
>>> gf = GraphFactory (Graph )
>>> G = gf . make_flow_network (V)
>>> f f = FordFulkerson (G)
>>> f f . run (0 , V=1)
>>> f f . f low # przep lywy prze z po s z c z e go lne krawedz ie
( dict )
>>> f f . max_flow # wartosc maksymalnego przep lywu
( number )
>>> f f r = FordFulkersonRecurs ive (G)
>>> f f r . run (0 , V=1)
>>> f f r . f low
( dict )
>>> f f r . max_flow
(number )
>>> ek = EdmondsKarp(G)
>>> ek . run (0 , V=1)
>>> ek . f low
( dict )
>>> ek . max_flow
(number )
>>> d in i c = Dinic (G)
>>> d in i c . run (0 , V=1)
>>> d in i c . f low
( dict )
>>> d in i c . max_flow
(number )
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2.4. Problem najta«szego przepªywu

Problem najta«szego przepªywu (ang. the minimum-cost �ow problem)
polega na znalezieniu przepªywu o zadanej warto±ci F ze ¹ródªa s do uj±cia
t w sieci przepªywowej z jak najmniejszym kosztem przesyªu. Oprócz po-
jemno±ci, z ka»d¡ kraw¦dzi¡ zwi¡zany jest nieujemny koszt w(u, v) przesyªu
jednej jednostki z wykorzystaniem danej kraw¦dzi [4]. Aby istniaªo rozwi¡za-
nie, warto±¢ F nie mo»e by¢ wi¦ksza ni» warto±¢ maksymalnego przepªywu.
Algorytmem rozwi¡zuj¡cym problem najta«szego przepªywu jest algorytm
Busackera-Gowena, który dziaªa podobnie jak algorytm Forda-Fulkersona.
Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu Busackera-Gowena jest ograniczona przez
O(V E|f |) [13] (szczegóªowy opis w rozdziale 3).

2.5. Planarne sieci przepªywowe

W pewnych zastosowaniach sieci przepªywowe mog¡ by¢ grafami planar-
nymi skierowanymi, a to mo»na wykorzysta¢ do stworzenia bardziej wydaj-
nych algorytmów rozwi¡zuj¡cych problem maksymalnego przepªywu (ang.
maximum st-�ow problem). W roku 2009 Borradaile i Klein [19] podali algo-
rytm dziaªaj¡cy w czasie O(n log n).

Szczególnym przypadkiem planarnych sieci przepªywowych s¡ sieci, w któ-
rych ¹ródªo s i uj±cie t s¡ na brzegu tej samej ±ciany. Przyjmuje si¦, »e jest to
±ciana zewn¦trzna grafu, a grafy nazywa si¦ st-planarnymi (ang. st-planar
graphs). Rozwa»ania teoretyczne zwi¡zane ze znajdowaniem najkrótszych
±cie»ek w grafach planarnych doprowadziªy koªo roku 1997 do powstania
algorytmu dziaªaj¡cego w czasie O(n) [20].

Kolejnym szczególnym przypadkiem planarnych sieci przepªywowych s¡
sieci acykliczne, do których nale»¡ skierowane grafy szeregowo-równolegªe
(dsp-grafy) rozwa»ane w pracy licencjackiej Magdaleny St¦pie« [9]. Przedsta-
wiono tam generator dsp-grafów przypadkowych oraz algorytm rozpoznaj¡cy
dsp-grafy.
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3. Algorytmy

W tym rozdziale zostan¡ dokªadnie opisane implementacje nowych algo-
rytmów przygotowanych w ramach niniejszej pracy. Zwykle na wej±ciu algo-
rytmów mamy sie¢ przepªywow¡, czyli graf skierowany wa»ony, speªniaj¡cy
dodatkowe warunki opisane w rozdziale 2. Nast¦pnie tworzymy sie¢ residu-
aln¡ (obiekt residual), czyli graf skierowany wa»ony z dodatkowymi kraw¦-
dziami przeciwnymi o zerowej przepustowo±ci. Przepªyw maksymalny jest
wyznaczany w sieci residualnej przy wykorzystaniu obiektu �ow. Koncepcyj-
nie obiekt ten jest tablic¡ z zapisan¡ chwilow¡ warto±ci¡ przepªywu mi¦dzy
parami wierzchoªków. W naszej implementacji jest to sªownik sªowników.

W opisach z literatury zwykle przyjmuje si¦, »e kraw¦dzie w sieci residu-
alnej pojawiaj¡ si¦ i znikaj¡, stosownie do niezerowej lub zerowej warto±ci
przepustowo±ci residualnej cf (u, v). W naszych implementacjach kraw¦dzie
sieci residualnej nie znikaj¡, tylko na bie»¡co jest obliczana ich chwilowa
przepustowo±¢ residualna w instrukcji cap = edge.weight = self.�ow[u ][v]. Do-
datnia przepustowo±¢ residualna kraw¦dzi pozwala na wykorzystanie kraw¦-
dzi w budowie ±cie»ki powi¦kszaj¡cej lub na wykonanie operacji przesªania
przepªywu.

3.1. Algorytm typu "prze±lij-przemianuj"

Jak zostaªo wspomniane, generyczny algorytm typu "prze±lij-przemianuj"
dziaªa w bardziej lokalny sposób ni» algorytmy oparte na metodzie Forda-Ful-
kersona. Zamiast bada¢ caª¡ sie¢ residualn¡, pracuje on na jednym wierz-
choªku jednocze±nie, analizuj¡c tylko s¡siadów danego wierzchoªka. W czasie
dziaªania algorytmu ªamie te» warunek zachowania przepªywu oraz u»ywa
poj¦cia przedprzepªywu, czyli przepªywu z osªabionym warunkiem zachowa-
nia przepªywu: dla ka»dego u ∈ V − {s} zachodzi∑

v∈V
f(v, u)−

∑
v∈V
f(u, v) ­ 0.

Oznacza to, »e ª¡czny przepªyw wchodz¡cy do wierzchoªka u nieb¦d¡cego ¹ró-
dªem mo»e by¢ wi¦kszy ni» ª¡czny przepªyw wychodz¡cy z tego wierzchoªka.
Ró»nica ta nazywana jest nadmiarem (ang. excess).

Dziaªanie generycznego algorytmu opiera si¦ na zainicjalizowaniu przed-
przepªywu, a nast¦pnie wyborze i wykonaniu odpowiedniej operacji prze±lij
lub przemianuj dopóki taka istnieje. Algorytm nie mówi nic o kolejno±ci
tych operacji, ani o kolejno±ci wierzchoªków, w jaki maj¡ zosta¢ wybrane, co
zostawia dowolno±¢ w wyborze.

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, ¹ródªo i uj±cie.
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Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zainicjalizowania przedprze-
pªywu. Dla ka»dego wierzchoªka pocz¡tkowy nadmiar oraz wysoko±¢ ustawia-
ne s¡ na zero. Jedynym wyj¡tkiem jest ¹ródªo, którego wysoko±¢ jest równa
liczbie wierzchoªków w gra�e. Nast¦pnie przesyªamy przedprzepªyw do ka»-
dego s¡siada ¹ródªa oraz tworzymy zbiór, którego elementami s¡ wierzchoªki
z dodatnim nadmiarem i nieb¦d¡ce ¹ródªem lub uj±ciem. Po inicjalizacji po-
bierany jest dowolny wierzchoªek ze zbioru i wykonywana na nim metoda
_push_or_relabel(u). Metoda ta przesyªa nadmiar do kolejnych wierzchoªków,
dopóki nadmiar jest dodatni lub zostaªy przejrzane wszystkie wierzchoªki.
Je»eli nadmiar nadal jest dodatni, wykonywane jest przemianowanie, a wierz-
choªek zostaje dodany ponownie do zbioru. Do zbioru dodawany jest równie»
s¡siad przetwarzanego wierzchoªka, je»eli zostaª mu przesªany przedprzepªyw.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V 2E).

Uwagi: Przedprzepªyw mo»e zosta¢ przesªany do s¡siedniego wierzchoªka
tylko wtedy, gdy przepustowo±¢ residualna jest dodatnia, natomiast wysoko±¢
s¡siada jest o 1 jednostk¦ ni»sza ni» przetwarzanego wierzchoªka.

Listing 3.1. Algorytm typu "prze±lij-przemianuj".
#!/ usr / b in /env python3

from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class PushRelabelGener ic :
"""
Notes
=====

Based on :

Cormen , T. H. , Le i s e r son , C. E. , Rivest , R. L . , and Ste in , C. , 2009 ,
In t roduc t i on to Algorithms , th i rd ed i t i on , The MIT Press ,
Cambridge , London .

https : // en . w ik iped ia . org /wik i /Push=relabel_maximum_flow_algorithm

https : // cp=a lgor i thms . com/graph/push=r e l a b e l . html

https : //www. youtube . com/watch?v=_QCWBZ_3Ci0
"""

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph

s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__(n=s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r node s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )
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# I n i t i a l c a p a c i t i e s f o r the r e s i d u a l network .
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge ) # or i g i n a l capac i t y
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

# Flow ( at the end must be l e g a l ) .
s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0

# I n i t i a l f l ow i s zero .
s e l f . max_flow = 0
s e l f . he ight = dict ( )
s e l f . e x c e s s = dict ( )

def run ( s e l f , source , s ink ) :
"""Executable pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
s e l f . _ i n i t i a l i z e_p r e f l ow ( )

# While we have nodes wi th exce s s f low , do a p p l i c a b l e opera t ion .
while s e l f . node_set :

u = s e l f . node_set . pop ( )
s e l f . _push_or_relabel (u)

s e l f . max_flow = s e l f . e x c e s s [ s e l f . s ink ]

def _in i t i a l i z e_p r e f l ow ( s e l f ) :
for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . he ight [ u ] = 0
s e l f . e x c e s s [ u ] = 0

s e l f . he ight [ s e l f . source ] = s e l f . r e s i d u a l . v ( )

for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( s e l f . source ) :
s e l f . e x c e s s [ edge . t a r g e t ] += edge . weight
s e l f . e x c e s s [ edge . source ] == edge . weight
s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += edge . weight
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] == edge . weight

s e l f . node_set = set (u for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r node s ( )
i f s e l f . e x c e s s [ u ] > 0 and u != s e l f . source and u != s e l f . s ink )

def _push_or_relabel ( s e l f , u ) :
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s (u ) :

v = edge . t a r g e t
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ u ] [ v ]

# We can add f l ow only i f c_f > 0 and h [ u ] = h [ v ] + 1.
i f cap > 0 and se l f . he ight [ u ] == s e l f . he ight [ v ] + 1 :

s e l f . _push( edge )
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i f s e l f . e x c e s s [ u ] == 0 :
break

i f s e l f . e x c e s s [ u ] > 0 :
s e l f . _re labe l (u) # cannot push , so we must r e l a b e l
s e l f . node_set . add (u) # s t i l l have some exce s s f l ow

def _push( s e l f , edge ) :
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
d_flow = min( s e l f . e x c e s s [ edge . source ] , cap )
s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += d_flow
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] == d_flow
s e l f . e x c e s s [ edge . source ] == d_flow
s e l f . e x c e s s [ edge . t a r g e t ] += d_flow

i f edge . t a r g e t != s e l f . source and edge . t a r g e t != s e l f . s ink :
s e l f . node_set . add ( edge . t a r g e t )

def _re labe l ( s e l f , u ) :
min_h = f loat ( ' i n f ' )
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s (u ) :

cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f cap > 0 : # re s i d u a l capac i t y e x i s t s

min_h = min(min_h , s e l f . he ight [ edge . t a r g e t ] )

i f min_h != f loat ( ' i n f ' ) :
s e l f . he ight [ u ] = 1 + min_h

3.2. Algorytm typu "przemianuj i prze±lij na pocz¡tek"

Generyczna metoda "prze±lij-przemianuj" pozwala na stosowanie opera-
cji prze±lij i przemianuj w dowolnej kolejno±ci. Jednak gdy kolejno±¢ tych
operacji b¦dzie wybierana odpowiednio, a struktura danych sieci zarz¡dza-
na efektywnie, problem maksymalnego przepªywu mo»na rozwi¡za¢ szybciej
ni» O(V 2E). Przedstawiony poni»ej algorytm typu "przemianuj i prze±lij na
pocz¡tek" dziaªa w czasie O(V 3), co jest asymptotycznie przynajmniej tak
dobre jak O(V 2E), natomiast dla g¦stych sieci jest lepsze, poniewa» nie zale-
»y od liczby kraw¦dzi w sieci przepªywowej. W algorytmie tym znajduje si¦
te» lista wierzchoªków sieci, któr¡ algorytm skanuje i wybiera przepeªniony
wierzchoªek. Jest on nast¦pnie rozªadowywany, dopóki ma dodatni nadmiar.
Za ka»dym razem, gdy wierzchoªek zostanie przemianowany, przesuwany jest
na pocz¡tek listy, a nast¦pnie kontynuowane jest skanowanie listy w poszu-
kiwaniu kolejnego przepeªnionego wierzchoªka.

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, ¹ródªo i uj±cie.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zainicjalizowania przedprze-
pªywu, tak samo jak w wersji generycznej, z t¡ ró»nic¡, »e zamiast zbioru u»y-
wamy listy podwójnie wi¡zanej do przechowywania wszystkich wierzchoªków
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oprócz ¹ródªa i uj±cia (niezale»nie od posiadanego nadmiaru). Po inicjalizacji
wczytujemy pierwszy element z listy i go rozªadowujemy. Je±li podczas ope-
racji rozªadowania cho¢ raz przemianowali±my wierzchoªek, ustawiamy go na
pocz¡tku listy, w przeciwnym razie zostaje na aktualnym miejscu w li±cie.
Niezale»nie od przemianowania, po przetworzeniu wierzchoªka wczytujemy
kolejny z listy, b¦d¡cy aktualnie za przetworzonym dopiero co wierzchoª-
kiem. Post¦pujemy tak, a» do momentu, kiedy dotrzemy do ko«ca listy. Me-
toda _discharge(u) wykonuje operacje prze±lij lub przemianuj do momentu,
a» z wierzchoªka pozb¦dziemy si¦ caªego nadmiaru.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V 3).

Uwagi: Do przechowywania listy wierzchoªków zaimplementowano osobn¡
klas¦ DoubleList reprezentuj¡c¡ list¦ podwójnie wi¡zan¡, aby operacje wsta-
wiania i usuwania wierzchoªków listy miaªy czas O(1).

Listing 3.2. Algorytm typu "przemianuj i prze±lij na pocz¡tek".

#!/ usr / b in /env python3

from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from d oub l e l i s t import DoubleList

class PushRelabelToFront :
"""
Notes
=====

Based on :

Cormen , T. H. , Le i s e r son , C. E. , Rivest , R. L . , and Ste in , C. , 2009 ,
In t roduc t i on to Algorithms , th i rd ed i t i on , The MIT Press ,
Cambridge , London .

https : // en . w ik iped ia . org /wik i /Push=relabel_maximum_flow_algorithm

https : // cp=a lgor i thms . com/graph/push=r e l a b e l . html
"""

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph

s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__(n=s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r node s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )

# I n i t i a l c a p a c i t i e s f o r the r e s i d u a l network .
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge ) # or i g i n a l capac i t y
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

# Flow ( at the end must be l e g a l ) .
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s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0

# I n i t i a l f l ow i s zero .
s e l f . max_flow = 0
s e l f . he ight = dict ( )
s e l f . e x c e s s = dict ( )
# Neighbor l i s t s and current ind i ce s , from Cormen .
s e l f . ne ighbors = dict ( )
for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . ne ighbors [ u ] = l i s t ( s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s (u ) )
s e l f . neighbor_idx = dict ( ( u , 0) for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r node s ( ) )

def run ( s e l f , source , s ink ) :
"""Executable pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
s e l f . _ i n i t i a l i z e_p r e f l ow ( )

node_l i s t = DoubleList ( )
for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

i f u != s e l f . source and u != s e l f . s ink :
node_l i s t . i n s e r t_ t a i l (u )

cur rent = node_l i s t . head
# While we have nodes wi th exce s s f low , d i s charge them .
while cur rent :

u = current . data
old_height = s e l f . he ight [ u ]

s e l f . _discharge (u)

i f s e l f . he ight [ u ] > old_height :
# move u to the f r on t o f the l i s t . . .
node_l i s t . remove ( cur rent )
node_l i s t . insert_head ( cur rent . data )
# . . . and go to the next node a f t e r u
cur rent = node_l i s t . head . next

else :
cu r r ent = cur rent . next # go to the next node a f t e r u

s e l f . max_flow = s e l f . e x c e s s [ s e l f . s ink ]

def _in i t i a l i z e_p r e f l ow ( s e l f ) :
for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . he ight [ u ] = 0
s e l f . e x c e s s [ u ] = 0

s e l f . he ight [ s e l f . source ] = s e l f . r e s i d u a l . v ( )

for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( s e l f . source ) :
s e l f . e x c e s s [ edge . t a r g e t ] += edge . weight
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s e l f . e x c e s s [ edge . source ] == edge . weight
s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += edge . weight
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] == edge . weight

def _discharge ( s e l f , u ) :
while s e l f . e x c e s s [ u ] > 0 :

idx = s e l f . neighbor_idx [ u ]
i f idx == len ( s e l f . ne ighbors [ u ] ) :

# Cannot push , so we must r e l a b e l and r e s e t index .
s e l f . _re labe l (u)
s e l f . neighbor_idx [ u ] = 0
continue

edge = s e l f . ne ighbors [ u ] [ idx ]
v = edge . t a r g e t
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ u ] [ v ]

# We can add f l ow only i f c_f > 0 and h [ u ] = h [ v ] + 1.
i f cap > 0 and se l f . he ight [ u ] == s e l f . he ight [ v ] + 1 :

s e l f . _push( edge )
else :

s e l f . neighbor_idx [ u ] += 1

def _push( s e l f , edge ) :
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
d_flow = min( s e l f . e x c e s s [ edge . source ] , cap )
s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += d_flow
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] == d_flow
s e l f . e x c e s s [ edge . source ] == d_flow
s e l f . e x c e s s [ edge . t a r g e t ] += d_flow

def _re labe l ( s e l f , u ) :
min_h = f loat ( ' i n f ' )
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s (u ) :

cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f cap > 0 : # re s i d u a l capac i t y e x i s t s

min_h = min(min_h , s e l f . he ight [ edge . t a r g e t ] )

i f min_h != f loat ( ' i n f ' ) :
s e l f . he ight [ u ] = 1 + min_h

3.3. Mody�kacje algorytmu typu "prze±lij-przemianuj"

Mo»na zmody�kowa¢ te» wersj¦ generyczn¡ znajduj¡c¡ si¦ w klasie PushRelabelGeneric,
aby wybieraªa do przetworzenia wierzchoªki w uporz¡dkowany sposób oraz
ustalaªa wysoko±ci wierzchoªków przed rozpocz¦ciem rozªadowywania wierz-
choªków. Cz¦sto przy±piesza to dziaªanie algorytmu i wpªywa pozytywnie
na jego zªo»ono±¢. Zaimplementowano wi¦c dwie nowe klasy: PushRelabelFIFO
i PushRelabelFIFOWithBFS, b¦d¡ce mody�kacj¡ klasy PushRelabelGeneric.

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, ¹ródªo i uj±cie.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.
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Opis algorytmu: Oba algorytmy dziaªaj¡ w bardzo podobny sposób, co
wersja generyczna. Od wersji generycznej ró»ni¡ si¦ tym, »e zamiast zbio-
ru do przechowywania wierzchoªków wykorzystywana jest kolejka typu FI-
FO (porz¡dek "pierwszy przyj¦ty, pierwszy obsªu»ony"), dzi¦ki czemu wierz-
choªki s¡ przetwarzane w uporz¡dkowanej kolejno±ci. Drug¡ zmian¡ jest za-
st¡pienie metody _push_or_relabel() metod¡ _discharge() z algorytmu typu
"przemianuj i prze±lij na pocz¡tek", aby od razu rozªadowa¢ caªy nadmiar
nagromadzony w wierzchoªku. Na potrzeby tej metody inicjalizowane s¡
dodatkowo w __init__() listy s¡siadów i aktualne pozycje na li±cie. Klasa
PushRelabelFIFO ró»ni si¦ od klasy PushRelabelFIFOWithBFS tym, »e w metodzie
_initialize_pre�ow() wywoªywana jest dodatkowo metoda _backward_bfs_heights().
Metoda ta przechodzi graf residualny w porz¡dku BFS, ale w odwrotnej ko-
lejno±ci. Zaczynaj¡c od uj±cia t, oblicza dokªadne wysoko±ci wierzchoªków
[18].

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmów wynosi O(V 2E).

Uwagi: Dla przyspieszenia metody _backward_bfs_heights() znajduj¡cej si¦
w klasie PushRelabelFIFOWithBFS u»yto transponowanego grafu residualnego.
Pozwala to na wykorzystanie metody iteroutedges(u), która jest szybsza ni»
iterinedges (u). U»ywanie transponowanego grafu residualnego jest szczegól-
nie przydatne, gdy metoda _backward_bfs_heights() wykorzystywana b¦dzie
wielokrotnie, na przykªad przy dalszym usprawnieniu algorytmu polegaj¡-
cym na u»yciu heurystyki globalnego przemianowania (ang. global relabeling
heuristic). Zgodnie z t¡ heurystyk¡, okresowo wykonuje si¦ przeszukiwanie
wstecz BFS, aby aktualizowa¢ wysoko±ci wierzchoªków, przyspieszaj¡c prac¦
algorytmu. Wraz z heurystyk¡ luk (ang. gap heuristic), pozwalaj¡ one na po-
mijanie niepotrzebnych operacji przemianowania, które s¡ w¡skim gardªem
algorytmu [18].

Listing 3.3. Mody�kacje algorytmu typu "prze±lij-przemianuj".

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph

s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__(n=s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r node s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )

# I n i t i a l c a p a c i t i e s f o r the r e s i d u a l network .
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge ) # or i g i n a l capac i t y
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

# Flow ( at the end must be l e g a l ) .
s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
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s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0

# I n i t i a l f l ow i s zero .
s e l f . max_flow = 0
s e l f . he ight = dict ( )
s e l f . e x c e s s = dict ( )
s e l f . queue = c o l l e c t i o n s . deque ( )
s e l f . in_queue = set ( )
# Neighbor l i s t s and current ind i ce s , from Cormen .
s e l f . ne ighbors = dict ( )
for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . ne ighbors [ u ] = l i s t ( s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s (u ) )
s e l f . neighbor_idx = dict ( ( u , 0) for u in s e l f . r e s i d u a l . i t e r node s ( ) )

def run ( s e l f , source , s ink ) :
"""Executable pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
s e l f . _ i n i t i a l i z e_p r e f l ow ( )

# While we have nodes wi th exce s s f low , d i s charge them .
while s e l f . queue :

u = s e l f . queue . p op l e f t ( )
s e l f . in_queue . remove (u)
s e l f . _discharge (u)

s e l f . max_flow = s e l f . e x c e s s [ s e l f . s ink ]

def _discharge ( s e l f , u ) :
while s e l f . e x c e s s [ u ] > 0 :

idx = s e l f . neighbor_idx [ u ]
i f idx == len ( s e l f . ne ighbors [ u ] ) :

# Cannot push , so we must r e l a b e l and r e s e t index .
s e l f . _re labe l (u)
s e l f . neighbor_idx [ u ] = 0
continue

edge = s e l f . ne ighbors [ u ] [ idx ]
v = edge . t a r g e t
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ u ] [ v ]

# We can add f l ow only i f c_f > 0 and h [ u ] = h [ v ] + 1.
i f cap > 0 and se l f . he ight [ u ] == s e l f . he ight [ v ] + 1 :

s e l f . _push( edge )
else :

s e l f . neighbor_idx [ u ] += 1

Listing 3.4. Metoda _backward_bfs_heights().

def _backward_bfs_heights ( s e l f ) :
v i s i t e d = dict ( )
for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . he ight [ node ] = 0
v i s i t e d [ node ] = Fal se
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v i s i t e d [ s e l f . s ink ] = True
queue = c o l l e c t i o n s . deque ( [ s e l f . s ink ] )

r e v e r s e = s e l f . r e s i d u a l . t ranspose ( )
while queue :

v = queue . p op l e f t ( )

for edge in r e v e r s e . i t e r ou t edg e s ( v ) :
u = edge . t a r g e t
cap = edge . weight = s e l f . f l ow [ u ] [ v ]

i f cap > 0 and not v i s i t e d [ u ] :
s e l f . he ight [ u ] = s e l f . he ight [ v ] + 1
v i s i t e d [ u ] = True
queue . append (u)

3.4. Algorytm Busackera-Gowena

W tym rozdziale zostanie przeanalizowany algorytm rozwi¡zuj¡cy pro-
blem najta«szego przepªywu, który ma wiele zastosowa« praktycznych. Algo-
rytm Busackera-Gowena, tak jak inne oparte na metodzie Forda-Fulkersona,
wykorzystuje ±cie»ki powi¦kszaj¡ce [21]. Uwzgl¦dniaj¡c pojemno±ci i koszty
kraw¦dzi, u»ywa najta«szych ±cie»ek do wyznaczenia najta«szego przepªywu
o ustalonej warto±ci.

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, zadana warto±¢ przepªywu, ¹ródªo i uj-
±cie.

Problem: Wyznaczenie najta«szego przepªywu.

Opis algorytmu: Algorytm w niesko«czonej p¦tli while wyszukuje najta«-
sze ±cie»ki powi¦kszaj¡ce i aktualizuje zmienne przechowuj¡ce aktualn¡ war-
to±¢ przepªywu oraz minimalny koszt. P¦tla wykonuje si¦ do momentu, a»
nie osi¡gniemy przepªywu o zadanej warto±ci F lub nie istnieje »adna ±cie»ka
powi¦kszaj¡ca. Brak nowej ±cie»ki oznacza, »e aktualny przepªyw jest mak-
symalny. Je»eli warto±¢ F jest wi¦ksza ni» osi¡gni¦ty przepªyw maksymalny,
algorytm ko«czy si¦ bª¦dem, poniewa» rozwi¡zanie dla podanego F nie ist-
nieje.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu jest ograniczona przez O(V E|f |),
gdzie |f | jest warto±ci¡ zadanego przepªywu.

Uwagi: Przygotowano dwie implementacje algorytmu Busackera-Gowena.
Pierwsza implementacja znajduje najta«sz¡ ±cie»k¦ algorytmem Bellmana-Forda.
Druga implementacja wykorzystuje szybszy algorytm SPFA (ang. Shortest
Path Faster Algorithm). Listing przedstawia implementacj¦ z algorytmem
SPFA.
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Listing 3.5. Moduª busackergowen.

#!/ usr / b in /env python3

import c o l l e c t i o n s
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge

class BusackerGowenSPFA :
"""The Busacker=Gowen algor i thm f o r computing the minimum cos t f low
with g iven f low value .

At t r ibute s
==========

graph : input d i r e c t ed graph ( f low network )
r e s i d u a l : d i r e c t ed graph ( r e s i d u a l network )
f low : d ic t=of=d i c t
source : node
s ink : node
current_f low : number
f low_value : number

Notes
=====

Based on :

Jacek Wojciechowski , Krzyszto f Pienkosz , Grafy i s i e c i ,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2013 .
"""

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__(n=s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r node s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )
# I n i t i a l c a p a c i t i e s and co s t s f o r the r e s i d u a l network .
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

# Orig ina l capac i t y and co s t
s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge )
# Reverse edge wi th 0 capac i t y and negated co s t ( we igh t )
rev_edge = Edge ( edge . target , edge . source , =edge . weight )
rev_edge . capac i ty = 0
s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( rev_edge )

# Legal f l ow .
s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0
# I n i t i a l f l ow and co s t are ze ros .
s e l f . current_f low = 0
s e l f . min_cost = 0

def run ( s e l f , source , s ink , f low_value ) :
"""Executable pseudocode f o r f i nd i n g the minimum cos t f low from
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source to s ink with a given f low value . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
i f f low_value < 0 :

raise ValueError ( " f low value can ' t be negat ive " )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
s e l f . f low_value = flow_value
while True :

# Cost f o r f l ow with f low_value found , s top the a l gor i thm
i f s e l f . current_f low == s e l f . f low_value :

break

min_capacity , min_cost = s e l f . _find_minimum_path ( )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . current_f low += min_capacity
s e l f . min_cost += min_cost

# No augmenting paths and f low_value > max_flow
e l i f s e l f . f low_value > s e l f . current_f low :

raise ValueError (
f " f low_value cannot exceed max_flow ({ s e l f . current_f low }) " )

def _find_minimum_path ( s e l f ) :
"""Finding the minimum cos t augmenting path in the r e s i d u a l network . """
# Shor t e s t Path Faster Algorithm .
parent = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) )
co s t = dict ( ( node , f loat ( " i n f " ) ) for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r node s ( ) )
co s t [ s e l f . source ] = 0

# Capacity o f found path to node .
capac i ty = { s e l f . source : f loat ( " i n f " )}

queue = c o l l e c t i o n s . deque ( )
queue . append ( s e l f . source )
in_queue = dict ( ( node , Fa l se ) for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) )
in_queue [ s e l f . source ] = True

while len ( queue ) > 0 :
node = queue . p op l e f t ( )
in_queue [ node ] = Fal se
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s ( node ) :

cap = edge . capac i ty = s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f cap > 0 :

a l t = cos t [ edge . source ] + edge . weight
i f co s t [ edge . t a r g e t ] > a l t :

c o s t [ edge . t a r g e t ] = a l t
parent [ edge . t a r g e t ] = edge . source
capac i ty [ edge . t a r g e t ] = min( capac i ty [ edge . source ] , cap )

i f not in_queue [ edge . t a r g e t ] :
queue . append ( edge . t a r g e t )
in_queue [ edge . t a r g e t ] = True

i f parent [ s e l f . s ink ] i s None :
assert co s t [ s e l f . s ink ] == f loat ( " i n f " )
return 0 , 0 # no augmenting path
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# Backtrack search and update f l ow
new_flow = capac i ty [ s e l f . s ink ]
i f s e l f . current_f low + new_flow > s e l f . f low_value :

new_flow = s e l f . f low_value = s e l f . current_f low

ta rg e t = s e l f . s ink
while t a r g e t != s e l f . source :

node = parent [ t a r g e t ]
s e l f . f l ow [ node ] [ t a r g e t ] += new_flow
s e l f . f l ow [ t a r g e t ] [ node ] == new_flow
ta rg e t = node

return new_flow , new_flow * co s t [ s e l f . s ink ]

3.5. Algorytm SPFA do wyznaczania najkrótszej ±cie»ki

Wyznaczanie najta«szej ±cie»ki jest to»same z wyznaczaniem najkrót-
szej ±cie»ki, gdzie odlegªo±¢ mi¦dzy wierzchoªkami mo»e by¢ traktowana jako
koszt pomi¦dzy nimi. W problemach zwi¡zanych z przepªywem, wagi kraw¦-
dzi mog¡ by¢ ujemne. Algorytmem sªu»¡cym do znajdowania najkrótszych
±cie»ek z ujemnymi wagami kraw¦dzi jest algorytm Bellmana-Forda. Algo-
rytm ten jest ju» zaimplementowany w bibliotece graphtheory i znajduje si¦
w module graphtheory.shortestpaths. Algorytm SPFA to ulepszenie algorytmu
Bellmana-Forda, gdzie zamiast przechodzi¢ przez wszystkie kraw¦dzie |V |−1
razy, przetwarzane s¡ tylko wierzchoªki, które zostaªy poddane relaksacji.
Proces relaksacji sªu»y do skrócenia aktualnie estymowanej najkrótszej ±cie»-
ki. W procesie relaksacji do ±cie»ki dodawany jest wierzchoªek, je»eli prze-
chodz¡c przez niego nowa ±cie»ka jest krótsza ni» estymowana. W ramach
niniejszej pracy, oprócz u»ycia algorytmu SPFA w module busackergowen do
wyznaczania najta«szych ±cie»ek, ten algorytm zaimplementowano równie»
jako osobny moduª.

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany (dozwolone s¡ ujemne wagi),
wierzchoªek pocz¡tkowy s (¹ródªo).

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek z wierzchoªka pocz¡tkowego s
do pozostaªych wierzchoªków grafu. W przypadku, gdy w gra�e wyst¦puje
ujemny cykl, algorytm ko«czy si¦ komunikatem o wykryciu takiego cyklu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna si¦ od stworzenia kolejki do prze-
chowywania wierzchoªków, które byªy ko«cami relaksowanych kraw¦dzi. Ko-
lejka dziaªa w porz¡dku FIFO, czyli "pierwszy przyj¦ty, pierwszy obsªu»ony".
Na pocz¡tku, jedynym elementem tej kolejki jest wierzchoªek pocz¡tkowy s
(¹ródªo). Nast¦pnie w ka»dej iteracji p¦tli wyci¡gany jest jeden wierzchoªek
z kolejki. Ka»da kraw¦d¹ wychodz¡ca z tego wierzchoªka poddawana jest
procesowi relaksacji. W przypadku, gdy relaksacja zako«czy si¦ pomy±lnie,
wierzchoªek ko«cowy tej kraw¦dzi zostaje dodany do kolejki tylko je±li jeszcze
nie znajduje si¦ w kolejce. P¦tla ko«czy si¦ w momencie, gdy kolejka stanie
si¦ pusta, co oznacza »e nie ma kolejnych wierzchoªków do przetworzenia. Na
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ko«cu dziaªania algorytmu sprawdzany jest brak wyst¦powania ujemnego
cyklu. Ten krok sprawdzaj¡cy nie wpªywa na ko«cow¡ zªo»ono±¢ algorytmu.

Zªo»ono±¢: Pesymistyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V E),
poniewa» w najgorszym przypadku konieczne b¦dzie przetworzenie wszyst-
kich kraw¦dzi tak jak w algorytmie Bellmana-Forda. W du»ej liczbie przy-
padków nie jest konieczne jednak przechodzenie przez wszystkie kraw¦dzie
i algorytm zako«czy si¦ szybciej. �rednia zªo»ono±¢ czasowa jest mniejsza
i wynosi O(E).

Uwagi: Najkrótsza ±cie»ka jest zde�niowana tylko wtedy, gdy w gra�e nie
wyst¦puje ujemny cykl. Przed zako«czeniem dziaªania algorytmu sprawdzany
jest brak istnienia takiego cyklu. Dodatkowo, jako »e kolejka collections .deque

nie posiada mo»liwo±ci sprawdzenia, czy dany element jest w tej kolejce,
u»yto sªownika in_queue do przechowywania informacji, czy wierzchoªki s¡
w kolejce.

Listing 3.6. Moduª spfa.
#!/ usr / b in /env python3

import c o l l e c t i o n s

class ShortestPathFasterAlgor i thm :
"""The SPFA algor i thm f o r the s h o r t e s t path problem .

At t r ibute s
==========

graph : input d i r e c t ed weighted graph
parent : d i c t with nodes ( s h o r t e s t path t r e e )
d i s t ance : d i c t with nodes ( d i s t an c e s to source node )
source : node

Examples
========

>>> from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
>>> from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
>>> from graphtheory . sho r t e s tpa th s . sp fa import ShortestPathFasterAlgor i thm
>>> G = Graph(n=10, d i r e c t ed=True ) # an exemplary d i r e c t ed graph
# Add nodes and edges here .
>>> algor i thm = ShortestPathFasterAlgor i thm (G) # i n i t i a l i z a t i o n
>>> algor i thm . run ( source ) # c a l c u l a t i o n s
>>> algor i thm . parent # sho r t e s t path t r e e as a d i c t
>>> algor i thm . d i s t anc e [ t a r g e t ] # d i s t anc e from source to t a r g e t
>>> algor i thm . path ( t a r g e t ) # path from source to t a r g e t
>>> algor i thm . path_iter ( t a r g e t ) # path from source to t a r g e t

Notes
=====

Based on :

https : // en . w ik iped ia . org /wik i /Bellman=Ford_algorithm#Improvements

https : //www. g e ek s f o r g e ek s . org /dsa/ sho r t e s t=path=f a s t e r=a lgor i thm/
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"""

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The algor i thm i n i t i a l i z a t i o n .

Parameters
==========

graph : d i r e c t ed weighted graph
"""
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
# Shor t e s t path t r e e as a d i c t i ona r y .
s e l f . parent = dict ( ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) )
s e l f . d i s t anc e = dict ( ( ( node , f loat ( " i n f " ) )

for node in s e l f . graph . i t e r node s ( ) ) )
s e l f . source = None

def run ( s e l f , source ) :
"""Finding sho r t e s t paths from the source .

Parameters
==========

source : node
"""
s e l f . source = source
s e l f . d i s t anc e [ source ] = 0

queue = c o l l e c t i o n s . deque ( )
queue . append ( s e l f . source )
in_queue = dict ( ( node , Fa l se ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
in_queue [ s e l f . source ] = True

while len ( queue ) > 0 : # wors tcase : O(V) time
node = queue . p op l e f t ( )
in_queue [ node ] = Fal se
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( node ) : # O(E) time

i f s e l f . _relax ( edge ) :
i f not in_queue [ edge . t a r g e t ] :

queue . append ( edge . t a r g e t )
in_queue [ edge . t a r g e t ] = True

# Check f o r nega t i v e c y c l e s .
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) : # O(E) time

i f ( s e l f . d i s t anc e [ edge . t a r g e t ] >
s e l f . d i s t anc e [ edge . source ] + edge . weight ) :

raise ValueError ( " negat ive cy c l e detec ted " )

def _relax ( s e l f , edge ) :
"""Edge r e l a x a t i o n . """
a l t = s e l f . d i s t ance [ edge . source ] + edge . weight
i f s e l f . d i s t anc e [ edge . t a r g e t ] > a l t :

s e l f . d i s t anc e [ edge . t a r g e t ] = a l t
s e l f . parent [ edge . t a r g e t ] = edge . source
return True

return False

def path ( s e l f , t a r g e t ) :
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"""Construct a path from source to t a r g e t . """
i f s e l f . source == ta rg e t :

return [ s e l f . source ]
e l i f s e l f . parent [ t a r g e t ] i s None :

raise ValueError ( "no path to t a r g e t " )
else :

return se l f . path ( s e l f . parent [ t a r g e t ] ) + [ t a r g e t ]

def path_iter ( s e l f , t a r g e t ) :
"""Construct a path from source to t a r g e t . """
i f s e l f . d i s t anc e [ t a r g e t ] == f loat ( " i n f " ) :

raise ValueError ( "no path to t a r g e t " )
path = [ t a r g e t ]
while s e l f . parent [ t a r g e t ] i s not None :

t a r g e t = s e l f . parent [ t a r g e t ]
path . append ( t a r g e t )

path . r e v e r s e ( )
return path
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4. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozwa»ano dwa gªówne problemy zwi¡zane z sieciami
przepªywowymi: problem maksymalnego przepªywu i problem najta«szego
przepªywu. W obu przypadkach zaprezentowano wydajne algorytmy sªu»¡ce
do rozwi¡zywania tych problemów oraz przetestowano implementacje algo-
rytmów w j¦zyku Python.

Dla problemu maksymalnego przepªywu zbadano zaawansowany algorytm
typu "prze±lij-przemianuj", dziaªaj¡cy w czasie O(V 2E), oraz algorytm typu
"przemianuj i prze±lij na pocz¡tek", dziaªaj¡cy w czasie O(V 3). W testach
potwierdzono teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡, ale tak»e ujawniono sªabe
strony algorytmów. Okazaªo si¦, »e dla g¦stych sieci przepªywowych i sieci
z du»ymi ró»nicami mi¦dzy pojemno±ciami kraw¦dzi, algorytmy wykorzystu-
j¡ce ±cie»ki powi¦kszaj¡ce (np. algorytm Edmondsa-Karpa) dziaªaj¡ stabil-
niej i cz¦sto szybciej, mimo teoretycznie gorszej zªo»ono±ci. By¢ mo»e to byªa
przyczyna, dla której te dwa algorytmy (oznaczone pierwotnie gwiazdk¡ jako
trudne) usuni¦to z nowych wyda« sªynnej ksi¡»ki Cormena i innych [2].

Dla problemu najta«szego przepªywu zbadano algorytm Busackera-Gowena.
Tutaj kraw¦dzie sieci przepªywowej miaªy dwa wa»ne atrybuty: pojemno±¢
i koszt. Jednym z etapów algorytmu Busackera-Gowena jest wyszukiwanie
najta«szej ±cie»ki w oparciu o atrybut kosztu, co wymaga u»ycia algorytmu
znajduj¡cego najkrótsze ±cie»ki z jednego ¹ródªa. Zbadano zastosowanie al-
gorytmu Bellmana-Forda (mo»liwe s¡ ujemne koszty kraw¦dzi) i algorytmu
SPFA. Zostaªo potwierdzone, »e algorytm SPFA jest szybszy. Przygotowano
niezale»n¡ implementacj¦ algorytmu SPFA, która doª¡czyªa do implementacji
innych algorytmów wyznaczaj¡cych najkrótsze ±cie»ki z jednego ¹ródªa.

Wa»nym elementem badania zachowania algorytmów s¡ praktyczne testy
wydajno±ciowe. W ramach pracy przygotowano dwa nowe generatory g¦stych
sieci przepªywowych, które daªy lepszy wgl¡d w prac¦ algorytmów. Inna cie-
kawa obserwacja to elastyczno±¢ klasy Graph z biblioteki graphtheory. Klasa
przechowuje kraw¦dzie grafu niezale»nie od wzbogacenia kraw¦dzi o dodat-
kowe atrybuty. Domy±lnie kraw¦dzie maj¡ trzy atrybuty: source, target oraz
weight. Algorytmy dla problemu najta«szego przepªywu po raz pierwszy wy-
korzystaªy dodatkowy atrybut capacity do przechowywania pojemno±ci kra-
w¦dzi, a atrybut weight przechowywaª koszt kraw¦dzi.
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A. Testy algorytmów

Dodatek A po±wi¦cony jest wynikom testów przeprowadzonych dla al-
gorytmów zwi¡zanych z problemami maksymalnego i najta«szego przepªy-
wu, a tak»e algorytmów Bellmana-Forda oraz SPFA do wyszukiwania naj-
krótszych ±cie»ek, które zostaªy u»yte w algorytmie Busackera-Gowena. Dla
wszystkich algorytmów i ich mody�kacji, zaimplementowanych w ramach ni-
niejszej pracy, wykonano testy poprawno±ciowe i wydajno±ciowe. Do testów
poprawno±ciowych wykorzystano testy jednostkowe z moduªu unittest [22],
natomiast wydajno±¢ zostaªa sprawdzona z pomoc¡ moduªu timeit [23].

Testy wydajno±ciowe wykonano równie» dla algorytmów zwi¡zanych z pro-
blemem maksymalnego przepªywu, które aktualnie znajduj¡ si¦ w bibliotece
graphtheory, czyli algorytmów Forda-Fulkersona, Edmondsa-Karpa i Dinica,
aby mie¢ spójne dane pochodz¡ce z tego samego urz¡dzenia.

W zwi¡zku z losowo±ci¡ i przypadkowo±ci¡ wyników, na które mog¡ mie¢
wpªyw procesy zachodz¡ce w systemie operacyjnym, dla ka»dego algoryt-
mu wykonano trzy próby, natomiast przy analizie wyników uwzgl¦dniano
tylko median¦. Do generowania sieci przepªywowych wykorzystano metod¦
make_�ow_network z klasy GraphFactory b¦d¡c¡ cz¦±ci¡ biblioteki graphtheory.
Z uwagi na to, »e metoda ta tworzy rzadkie sieci, w ramach tej pracy zaim-
plementowano tak»e dwa nowe generatory tworz¡ce g¦ste sieci przepªywowe
- make_complete_�ow oraz make_transitive_tournament.

A.1. Testowanie algorytmu typu "prze±lij-przemianuj"

Algorytm generyczny typu "prze±lij-przemianuj" testowano z wykorzy-
staniem trzech generatów wymienionych we wst¦pie tego dodatku:

� make_�ow_network, którego wyniki znajduj¡ si¦ na rys. A.1.
� make_complete_�ow, którego wyniki znajduj¡ si¦ na rys. A.2.
� make_transitive_tournament, którego wyniki znajduj¡ si¦ na rys. A.3.

Uzyskano wyniki znacznie lepsze ni» zakªadaªaby teoria. Zgodnie z teori¡,
zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(V 2E). Wyniki porównano z czasami otrzyma-
nymi dla algorytmu Dinica, który równie» ma tak¡ sam¡ zªo»ono±¢ teoretycz-
n¡ i znajduje si¦ ju» w bibliotece graphtheory. Rezultaty testów dla algorytmu
Dinica z wykorzystaniem wymienionych generatorów znajduj¡ si¦ odpowied-
nio na rys. A.4, A.5 i A.6. Algorytm Dinica równie» uzyskaª warto±ci mniej-
sze ni» wynikaªoby to z teorii. Mo»e to wskazywa¢, »e generatory nie tworz¡
wystarczaj¡co trudnych sieci dla tych algorytmów, a teoretyczna zªo»ono±¢
mówi o przypadkach pesymistycznych, które nie wyst¦puj¡ cz¦sto.

Porównuj¡c wyniki dla PushRelabelGeneric oraz Dinic, dla dwóch pierwszych
generatorów zaobserwowano popraw¦, szczególnie ró»nica dla make_complete_�ow
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jest znacz¡ca. Dla make_transitive_tournament algorytm Dinica uzyskaª nie-
znacznie lepszy wspóªczynnik.
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Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_�ow_network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba kraw¦dzi jest zbli»ona do licz-
by wierzchoªków, algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne

O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.

A.2. Testowanie algorytmu typu "przemianuj i prze±lij

na pocz¡tek"

Równie» algorytm typu "przemianuj i prze±lij na pocz¡tek" testowano
z wykorzystaniem trzech generatorów:

� make_�ow_network (rys. A.7),
� make_complete_�ow (rys. A.8),
� make_transitive_tournament (rys. A.9).

Dla dwóch pierwszych generatorów uzyskano wyniki znacznie lepsze ni»
zakªadaªaby teoria, zgodnie z któr¡ zªo»ono±¢ wynosi O(V 3). Dla ostatniego
generatora wyniki dalej s¡ lepsze, ale tutaj bardziej zbli»one do zªo»ono±ci
teoretycznej.

Porównuj¡c wyniki do rezultatów algorytmu generycznego, dla rzadkich
sieci uzyskiwanych z make_�ow_network, PushRelabelToFront osi¡ga zauwa»al-
nie gorsz¡ zªo»ono±¢ ni» wersja generyczna. Dla make_complete_�ow wyniki s¡
porównywalne, natomiast dla make_transitive_tournament osi¡ga lepsz¡ zªo»o-
no±¢. Zgodnie z teori¡, dla g¦stych sieci algorytm typu "przemianuj i prze±lij
na pocz¡tek" powinien osi¡ga¢ znacznie lepsze wyniki w porównaniu do wersji
generycznej i ni» pokazuj¡ to testy, które nie potwierdziªy przewagi tego algo-
rytmu dla grafów, w których liczba kraw¦dzi jest znacz¡co wi¦ksza od liczby
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_complete_�ow. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie liczba
kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algorytm osi¡-
ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien

wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_transitive_tournament. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie
liczba kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algo-
rytm osi¡ga zªo»ono±¢ mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien

wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.4. Wykres wydajno±ci algorytmu Dinic do znajdowania maksymalnego
przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez make_�ow_network.
Dla sieci rzadkich, gdzie liczba kraw¦dzi jest zbli»ona do liczby wierzchoªków, algo-
rytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a

powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci algorytmu Dinic do znajdowania maksymalnego
przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez make_complete_�ow.
Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie liczba kraw¦dzi jest w przy-
bli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie
mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»e-

niu 4.
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Rysunek A.6. Wykres wydajno±ci algorytmu Dinic do znajdowania mak-
symalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_transitive_tournament. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie
liczba kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algo-
rytm osi¡ga zªo»ono±¢ mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien

wynosi¢ w przybli»eniu 4.

wierzchoªków. Wpªyw na to mo»e mie¢ wykonywanie niepotrzebnych opera-
cji przemianowania, które s¡ w¡skim gardªem algorytmu, jak wspomniano
w rozdziale 3.3 i mo»liwe, »e wpªywa to na wyniki bardziej ni» w przypadku
wersji generycznej.

A.3. Testowanie mody�kacji algorytmu typu

"prze±lij-przemianuj"

Tak jak w przypadku pozostaªych algorytmów typu "prze±lij-przemianuj",
do testowania u»yto trzech generatorów. Dla PushRelabelFIFO wyniki znaj-
duj¡ si¦ na rys. A.10 (make_�ow_network), A.11 (make_complete_�ow) i A.12
(make_transitive_tournament), natomiast dla PushRelabelFIFOWithBFS odpowied-
nio na rys. A.13, A.14 oraz A.15. Zgodnie z teori¡, zªo»ono±ci tych algorytmów
wynosz¡ O(V 2E), tak samo jak dla wersji generycznej.

Wyniki testów wydajno±ciowych obu mody�kacji porównano z rezultata-
mi otrzymanymi dla wersji generycznej. W przypadku PushRelabelFIFO osi¡-
gni¦to porównywalne czasy dla wszystkich generatorów, z zaniedbywaln¡
przewag¡ algorytmu generycznego. Dla PushRelabelFIFOWithBFS wyniki dla
generatorów make_�ow_network i make_transitive_tournament równie» s¡ porów-
nywalne, natomiast dla make_complete_�ow wida¢, »e wersja generyczna osi¡-
gaªa nieznacznie lepsze wyniki.

Nie zauwa»ono wi¦c poprawy szybko±ci wzgl¦dem wersji generycznej, co
mo»e wskazywa¢, »e mody�kacje nie maj¡ pozytywnego wpªywu na wersj¦
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Rysunek A.7. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_�ow_network. Algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne

O(V 3). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.
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Rysunek A.8. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_complete_�ow. Algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne

O(V 3). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_transitive_tournament. Algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ mniejsz¡ ni» teoretyczne
O(V 3), lecz do niej zbli»on¡, poniewa» wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przy-

bli»eniu 3.

generyczn¡, a wskazówki zawarte w literaturze [18] mog¡ dotyczy¢ algorytmu
typu "przemianuj i prze±lij na pocz¡tek", aby polepszy¢ jego wydajno±¢.

A.4. Testowanie najta«szego przepªywu

Algorytmy BusackerGowenBF i BusackerGowenSPFA testowano z wykorzysta-
niem dwóch generatów wymienionych we wst¦pie tego dodatku - make_�ow_network
oraz make_complete_�ow. Wyniki dla BusackerGowenBF znajduj¡ si¦ odpowied-
nio na rys. A.16 i A.17, a dla BusackerGowenSFPA odpowiednio na rys. A.18
i A.19.

Uzyskane wyniki dla obu algorytmów s¡ zgodne z teori¡, która mówi,
»e algorytm Busackera-Gowena ma zªo»ono±¢ O(V E|f |). Porównuj¡c wspóª-
czynniki mi¦dzy tymi algorytmami, dla obu generatorów jest widoczne, »e
u»ycie algorytmu SPFA do wyznaczania najkrótszych ±cie»ek jest zdecydowa-
nie lepsze i przy±piesza prac¦ algorytmu Busackera-Gowena, poniewa» w obu
przypadkach wspóªczynnik a dla algorytmu SPFA jest mniejszy ni» odpowia-
daj¡cy mu wspóªczynnik dla algorytmu Bellmana-Forda.
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Rysunek A.10. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFO do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_�ow_network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba kraw¦dzi jest zbli»ona do licz-
by wierzchoªków, algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne

O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.
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Rysunek A.11. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFO do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_complete_�ow. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie liczba
kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algorytm osi¡-
ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien

wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.12. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFO do znajdowa-
nia maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_transitive_tournament. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦, gdzie
liczba kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków, algo-
rytm osi¡ga zªo»ono±¢ mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien

wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.13. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do
znajdowania maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowa-
ne przez make_�ow_network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba kraw¦dzi jest zbli»ona
do liczby wierzchoªków, algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretycz-

ne O(V 2E). Wspóªczynnik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 3.
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Rysunek A.14. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do
znajdowania maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe genero-
wane przez make_complete_�ow. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦ metod¦,
gdzie liczba kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierzchoªków,
algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ znacznie mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczyn-

nik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.15. Wykres wydajno±ci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do
znajdowania maksymalnego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe genero-
wane przez make_transitive_tournament. Dla sieci g¦stych generowanych przez t¦
metod¦, gdzie liczba kraw¦dzi jest w przybli»eniu równa kwadratowi liczby wierz-
choªków, algorytm osi¡ga zªo»ono±¢ mniejsz¡ ni» teoretyczne O(V 2E). Wspóªczyn-

nik a powinien wynosi¢ w przybli»eniu 4.
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Rysunek A.16. Wykres wydajno±ci algorytmu BusackerGowenBF do znajdowa-
nia najta«szego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_�ow_network. Zªo»ono±¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f |), dlatego wi¦c
wspóªczynnik a powinien wynosi¢ nie wi¦cej ni» 1. Wspóªczynnik a = 0.834(16)

potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ algorytmu.
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Minimum-cost flow - BusackerGowenBF

Rysunek A.17. Wykres wydajno±ci algorytmu BusackerGowenBF do znajdowa-
nia najta«szego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_complete_�ow. Zªo»ono±¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f |), dlatego wi¦c
wspóªczynnik a powinien wynosi¢ nie wi¦cej ni» 1. Wspóªczynnik a = 0.7526(70)

potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ algorytmu.
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Minimum-cost flow - BusackerGowenSPFA

Rysunek A.18. Wykres wydajno±ci algorytmu BusackerGowenSPFA do znajdo-
wania najta«szego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_�ow_network. Zªo»ono±¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f |), dlatego wi¦c
wspóªczynnik a powinien wynosi¢ nie wi¦cej ni» 1. Wspóªczynnik a = 0.532(23)
potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ algorytmu i wy»szo±¢ nad BusackerGowenBF

(rys. A.16).
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Minimum-cost flow - BusackerGowenSPFA

Rysunek A.19. Wykres wydajno±ci algorytmu BusackerGowenSPFA do znajdo-
wania najta«szego przepªywu wykorzystuj¡c sieci przepªywowe generowane przez
make_complete_�ow. Zªo»ono±¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f |), dlatego wi¦c
wspóªczynnik a powinien wynosi¢ nie wi¦cej ni» 1. Wspóªczynnik a = 0.599(14)
potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ algorytmu i wy»szo±¢ nad BusackerGowenBF

(rys. A.17).
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Minimum-cost flow - BusackerGowenBF vs BusackerGowenSPFA

Rysunek A.20. Porównanie wydajno±ci algorytmu BusackerGowen do znajdowania
najta«szego przepªywu w zale»no±ci od u»ytej metody wyznaczania najkrótszych
±cie»ek. Wersja algorytmu BusackerGowenSPFA osi¡ga lepsze wyniki, co potwier-

dza wy»szo±¢ algorytmu SPFA nad algorytmem Bellmana-Forda.
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