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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algo-
rytmoéw zwiagzanych z sieciami przeptywowymi. Sie¢ przeplywowa to graf
skierowany, w ktorym wszystkie krawedzie maja nieujemna przepustowosé
i wyroznia sie dwa wierzchotki: Zzrodlo oraz ujécie. Przyjmuje sie tez, ze kazdy
wierzchotek lezy na pewnej $ciezce od zrodla do ujscia. Modelowanie prze-
plywu w sieciach pozwala na formalne sformutowanie probleméw z réznych
dziedzin, takich jak transport, logistyka czy zarzadzanie zasobami.

Do podstawowych probleméw zwiazanych z sieciami przepltywowymi za-
licza sie problem maksymalnego przepltywu, w ktorym nalezy wyznaczyé
przeptyw o maksymalnej wartosci ze Zrodta do ujécia uwzgledniajac prze-
pustowosci krawedzi. Nastepny jest problem najtanszego przeptywu, czyli
zadanie optymalizacyjne polegajace na znalezieniu mozliwie najmniejszego
sumarycznego kosztu przesytu przez sie¢ dla zadanej wartosci przeptywu.

W czesci teoretycznej pracy zostaly podane definicje i pojecia zwigzane
z teorig graféw oraz sieciami przeplywowymi, a takze zastosowania tych sieci
w problemach z réznych obszaréw informatycznych i inzynieryjnych wraz
z przyktadami. Omoéwiono podstawowe algorytmy zwigzane z problemem
maksymalnego przeplywu, jak rowniez bardziej zaawansowane rozwigzania,
ktore byly pozniej implementowane w ramach niniejszej pracy. Zaprezen-
towano podstawowy algorytm stuzacy do rozwigzania problemu najtanszego
przeptywu oraz wspomniano o planarnych sieciach przeptywowych, ktore po-
jawily sie w innej pracy dyplomowej zwigzanej z grafami planarnymi.

Cze$¢ praktyczna poswiecona jest implementacji zaawansowanych algo-
rytméw w jezyku Python, ktére zostaty przetestowane pod katem popraw-
nosciowym i wydajnosciowym. Zaimplementowane zostaly algorytmy typu
"przeslij-przemianuj" zwigzane z zagadnieniem maksymalnego przepltywu -
algorytm generyczny, "przemianuj i przesun na poczatek" oraz modyfikacje
wykorzystujace kolejke typu FIFO czy przeszukiwanie wstecz w porzadku
BFS. Opracowano rowniez algorytm Busackera-Gowena do znajdowania naj-
tanszego przeplywu, gdzie wykorzystuje sie wyszukiwanie najkrotszych $cie-
zek z jednego zrodta przy obecnosci ujemnych wag krawedzi. Z tego powo-
du zaimplementowano algorytm SPFA do znajdowania najkrotszych $ciezek,
ktory jest bardziej wydajny niz tradycyjny algorytm Bellmana-Forda.

Poprawnos¢ wszystkich przedstawionych algorytmow zostata sprawdzona
i potwierdzona testami. W testach wydajnosciowych zlozonosé obliczeniowa
zostala wyznaczona eksperymentalnie oraz poréwnana ze ztozonoscig teore-
tyczna, a otrzymane wyniki opisane. Dokonano kilku interesujacych obser-
wacji zwiazanych z dziataniem oraz wydajnoscia zaimplementowanych algo-
rytméw, a takze mozliwosci ich dalszej optymalizacji.

Slowa kluczowe: grafy, grafy wazone, sieci przeplywowe, problem mak-
symalnego przeplywu, problem najtanszego przeptywu



English title: Flow networks in graph theory

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms for flow networks is
presented. A flow network is a directed graph in which every edge has a
non-negative capacity and two distinguished vertices are defined: the source
and the sink. It is also assumed that every vertex lies on some path from the
source to the sink. Modeling flow in networks allows for the formal formu-
lation of problems from various fields, such as transportation, logistics and
resource management.

Among the fundamental problems related to flow networks are the ma-
ximum flow problem, which focuses on determining the greatest possible
amount of flow from the source to the sink while respecting edge capacities,
and the minimum-cost flow problem, an optimization problem that consists
of finding the smallest possible total network transmission cost for a given
flow value.

The theoretical part of this thesis presents the definitions and concepts
related to graph theory and flow networks, as well as applications of flow
networks to problems from various areas of computer science and engineering,
accompanied by examples. Fundamental algorithms for solving the maximum
flow problem are discussed, together with more advanced approaches that
were subsequently implemented as part of this thesis. The Busacker-Gowen
algorithm for solving the minimum-cost flow problem is also presented. In
addition, planar flow networks are mentioned with basic results.

The practical part focuses on the implementation of advanced algorithms
in Python, which were evaluated in terms of both correctness and performan-
ce. Several push-relabel algorithms for the maximum flow problem were im-
plemented, including the generic push-relabel algorithm, the relabel-to-front
algorithm and variants using a FIFO queue or backward breadth-first search.
The Busacker-Gowen algorithm for solving the minimum-cost flow problem
was developed, relying on shortest-path computations. Therefore, the the-
sis also includes an implementation of the Shortest Path Faster Algorithm
(SPFA) for finding shortest paths from a single source, where negative edge
weights are possible. According to the literature, SPFA is more efficient than
the Bellman-Ford algorithm, which was also confirmed in performance tests.

The correctness of all presented algorithms was successfully verified. Du-
ring the performance evaluation, their computational complexity was de-
termined experimentally and compared with the corresponding theoretical
complexity and the obtained results were analyzed. Several noteworthy obse-
rvations were made regarding the behaviour and efficiency of the implemented
algorithms, as well as their potential for further optimization.

Keywords: graphs, weighted graphs, flow networks, the maximum flow pro-
blem, the minimum-cost flow problem
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa sieci przeplywowe, czyli grafy skierowane
wazone spelniajace dodatkowe warunki [I]. Stanowia one jeden z podsta-
wowych modeli wykorzystywanych do opisu przeptywu zasobéw w sieciach
oraz rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych. Jako szczegolny rodzaj
grafow, sieci przepltywowe stanowig jeden z obszar6w badan teorii grafow.
W literaturze polskiej mozna znalez¢ pozycje czesciowo lub w catoSci poswie-
cone grafom, ktore wykorzystano w tej pracy [2], [3], [4].

Modelowanie przeptywu w sieciach pozwala na formalne sformutowanie
problemoéw zwiazanych z transportem, logistyka, telekomunikacja czy za-
rzadzaniem zasobami, gdzie istotne jest efektywne przesylanie okreslonych
wielkosci pomiedzy weztami pewnego systemu, uwzgledniajac ograniczenia
przepustowosci poszczegdlnych kanatow (potaczen miedzy danymi weztami).
W zaleznosci od przyjetego celu optymalizacji, rozwazane sa r6zne problemy
przeptywowe, sposrod ktorych do najwazniejszych nalezg problem maksy-
malnego przeplywu oraz problem najtanszego przeptywu. Istota pierwszego
z nich jest wyznaczenie maksymalnej ilo$ci przeptywu, jaka moze zosta¢ prze-
stana ze zrodta do ujscia w sieci przeptywowej, z uwzglednieniem ograniczen
przepustowosci natozonych na poszczegdlne krawedzie. Z kolei problem naj-
tanszego przeplywu polega na wyznaczeniu przeplywu spetniajacego zadane
ograniczenia jednoczes$nie minimalizujac caltkowity koszt jego realizacji.

1.1. Cel pracy

Celem pracy jest przedstawienie tematyki sieci przeplywowych w teo-
rii graféw, implementacji w jezyku Python [5] algorytméw rozwiazujacych
problemy maksymalnego i najtanszego przeptywu, do rozwiazania ktorych
wykorzystywane sg sieci przeptywowe oraz stworzenie pracy w pelni po$wie-
conej temu zagadnieniu. Zaimplementowane algorytmy postuza w rozwoju
biblioteki graphtheory [6], beda uwzglednialy wiec obecne w niej struktury.

Tematyka sieci przeplywowych byla poruszana w kilku wcze$niejszych
pracach dyplomowych, ktore rowniez sa zwiazane z biblioteka graphtheory [7],
18], [9], jednak jej ujecie ograniczalo sie do zakresu i kontekstu poszczegolnych
prac. Warto réwniez zauwazy¢, ze wspomniane prace dyplomowe powstaty
pewien czas temu. Biorgc pod uwage dynamiczny rozwoéj jezyka Python oraz
dobrych praktych programistycznych, przedstawione implementacje w tych
pracach mogg wymaga¢ unowoczesnienia.

W niniejszej pracy pojawia sie roOwniez wydajniejsze algorytmy zwigza-
ne z problemem maksymalnego przepltywu czy nowe algorytmy dotyczace
problemu najtanszego przepltywu, nieujete w zadnej ze wspomnianych prac.
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1.2. Zastosowania sieci przeplywowych

Sieci przeplywowe znajduja zastosowania w problemach z réznych obsza-
row informatycznych i inzynieryjnych. Wybrane zastosowania sieci przepty-
wowych:

— Modelowanie wielu probleméw przeptywu pewnej wielkosci w sieci, na
przyktad obliczanie maksymalnego przeptywu cieczy w rurach, czesci na
liniach produkeyjnych lub pojazdéw na drogach [7].

— Symulowanie obiektow ze §wiata rzeczywistego, na przyktad linie trans-
portowe, sieci energetyczne, telefoniczne i informatyczne, procesy produk-
cyjne [10].

— Wyznaczanie skojarzen w grafach dwudzielnych [I1], [12], [13], [14].

— Optymalizacja przeptywu zasoboéw z okreslonymi ograniczeniami / kosz-
tami.

e Przyktad problemu: Dane jest rozmieszczenie pokoi w domu strachow.
Niektore pokoje maja wejscia, przez ktore odwiedzajacy moga wejsé
do $rodka, a inne wyjscia, przez ktére moga oni opusci¢ dom. Pokoje
sa polaczone drzwiami, a odwiedzajacy moga poruszaé sie réznymi
Sciezkami (Sciezki nie musza zawiera¢ wszystkich pokoi). Celem jest
minimalizacja kosztow instalacji specjalnych podlog (ang. shaker flo-
ors) jednoczesnie zapewniajac, ze wszyscy odwiedzajacy przejda przez
minimum jeden pokoj z taky podloga, niezaleznie od wybranej trasy.
Koszt zainstalowania podlogi w kazdym pokoju jest znany [11].

— Wyznaczanie miejsc w sieci, ktoére uniemozliwiaja przestanie wickszej ilo-
Sci towaru (to tak zwane "waskie gardla"). Ich eliminacja pozwala na
uzyskanie lepszej wydajnosci.

— Przypisywanie pracy do ludzi.

e Przyktad problemu: Problem muzealnych straznikéw. Pewne muzeum
zatrudnia straznikow do pilnowania eksponatéw. Pojedyncza warta
trwa 30 minut. Nalezy wyznaczy¢ maksymalng liczbe straznikéw na
dang zmiane uwzgledniajac pory, kiedy straznicy nie moga pracowaé
(przykladowo: straznik X nie moze pracowa¢ od 3:30 do 7:30) oraz
maksymalna liczbe godzin pracy na dzien [11].

e Przyktad problemu: Znalezienie takiego przypisania, ze kazda praca
ma przydzielonego pracownika oraz zaden pracownik nie jest przepra-
cowany (nie jest przypisany do zbyt wielu prac) [12].

— Problemy zwigzane z segmentacja obrazu.

e Przyktad problemu: 2013 South Central: Drop Zone. Dany jest ob-
razek (mapa) bedacy dwuwymiarowa siatka wartosci. Nalezy okresli¢
najmniejsza liczbe barykad, ktora trzeba umiesci¢, aby zamknaé pe-
wien obszar lub przedmiot. Dla problemu z 2013 roku mamy naste-
pujace wartosci: D (dane pole jest strefa zrzutu, ktora trzeba chroni¢
za wszelky cene), X (stuzy jako §ciana, po ktorej nie mozna sie poru-
szac) oraz kropke (. - otwarta przestrzen, po takich polach mozna sie
poruszac). Barykady moga by¢ pionowe (|) lub poziome (-) [11].

— Problem eliminacji.

e Przyktad problemu: Baseball Elimination. Mamy podana tabele roz-
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grywek ligi bejsbolowej, w ktorej dla kazdej druzyny zapisana jest
liczba zwyciestw oraz pozostale spotkania do rozegrania. Z pomocg
sieci przeptywowych mozemy okresli¢, czy dana druzyna X ma szan-
se na zwyciestwo w tych rozgrywkach uwzgledniajac aktualny etap
sezonu [11], [12], [13].

— Wyznaczanie $ciezek roztacznych krawedziowo w grafach skierowanych
[12], [13], [14].

e Przyktadowe zastosowanie: Odpornosé¢ na bledy w routingu. Krawe-
dzie / wezty w sieciach moga ulec awarii. Rozlaczne $ciezki umozli-
wiaja planowanie tras zapasowych na wypadek awarii [12].

— Wybor projektow (ang. Project Selection, Project Scheduling). Dany jest
pewien zbior N projektow, pomiedzy ktorymi moga wystepowaé zalez-
nosci (przyktadowo: nie mozna rozpoczaé projektu j dopoki nie zostanie
zakonczony projekt ). Ukoriczenie projektu wigze sie z wygenerowaniem
zysku lub straty. Celem jest wybor takiego podzbioru projektow, ktory
pozwoli na maksymalizacje catkowitego zysku [12], [13].

— Przydzial sal (ang. Room Scheduling). Dany jest zbior N pomieszczen
i M wydarzen. Kazde pomieszczenie charakteryzowane jest przez licz-
be miejsc, natomiast kazde wydarzenie przez liczbe uczestnikow. Nalezy
przydzieli¢ wszystkie wydarzenia do jak najmniejszej liczby sal w taki
sposob, aby zadne dwa wydarzenia nie nachodzily na siebie [13], [14].

e Mozna réwniez rozszerzy¢ problem o dodatkowe kryteria, na przyktad
dodajac przedzialy czasowe czy opiekunow wydarzen, ktorzy moga
mie¢ wlasne ograniczenia (ten sam opiekun moze by¢ tylko na jednym
wydarzeniu jednocze$nie, danego dnia jeden opiekun moze uczestni-
czy¢ maksymalnie w pieciu spotkaniach) [13].

1.3. Struktura pracy

Rozdzial [1| zawiera wprowadzenie do tematyki pracy, jej cel i struktu-
re oraz zastosowania sieci przeplywowych w problemach z réznych dziedzin.
W rozdziale |2 przedstawiono najwazniejsze pojecia i definicje zwigzane z teo-
rig graféw oraz sieciami przeplywowymi, potrzebne do zrozumienia przedsta-
wianych algorytmoéw. Rozdzial |3| przedstawia implementacje i opisy nowych
algorytmow zwigzanych z sieciami przeplywowymi. Algorytmy te zostang
wykorzystane w rozwoju biblioteki graphtheory. Rozdzial 4| zawiera podsu-
mowanie niniejszej pracy i jej wynikow. W dodatku [A] zamieszczono testy
wydajnosciowe zaimplementowanych algorytmow.



2. Teoria grafow

2.1. Podstawowe definicje i twierdzenia

Grafem (prostym) nazywamy uporzadkowana pare G = (V, E), gdzie V to
zbior wierzchotkow (skoriczony i niepusty), a E C V x V to zbior krawedzi.
W zbiorze krawedzi zabronione sa petle, czyli pary typu (u,u). Krawedzie
moga by¢ skierowane lub nieskierowane, a wtedy utozsamia si¢ pary (u,v) i

(v, u).

Graf skierowany lub digraf (ang. directed graph) to graf, gdzie wszystkie
krawedzie w zbiorze E sa skierowane. Kazda taka krawedz to uporzadkowana
para dwoch roznych wierzchotkow ze zbioru V. Jezeli (u,v) jest krawedzia
z E, to zapis ten oznacza, ze krawedz jest wychodzaca z wierzchotka u (ktory
jest poczatkiem krawedzi skierowanej) i wchodzaca do wierzchotka v (ktory
jest jej korncem).

Graf wazony to graf, w ktorym kazda krawedz ze zbioru E ma przypi-
sang dodatkowa warto$¢ zwana waga, oznaczang jako w(u,v) € R, gdzie
(u,v) € E. W grafie wazonym krawedzie zapisujemy czesto za pomoca trzech
elementow, gdzie dwa pierwsze okreslaja wierzcholki, ktore sg potaczone kra-
wedzia, natomiast trzeci okresla wage tej krawedzi. Dla skierowanego grafu
wazonego, zapis (u, v, w) oznacza, ze krawedz jest wychodzaca z wierzchotka
u i wchodzgca do wierzchotka v oraz o wadze w.

2.2. Sieci przeplywowe

Sie¢ przeplywowa (ang. flow network) to graf skierowany G = (V. E),
w ktorym wszystkie krawedzie (u,v) € E maja nieujemna przepustowosé
c(u,v) > 0. W sieci przeptywowej nie wystepuja krawedzie przeciwne (prze-
ciwnie skierowane) ani petle. Jesli para wierzchotkow (u,v) nie nalezy do
zbioru E to przyjmujemy, ze przepustowos¢ krawedzi c(u,v) = 0. W sieci
przeptywowej wyrézniamy dwa wierzchotki: Zzrédlo s i ujécie t. Przyjmuje-
my, ze kazdy wierzcholek lezy na pewnej $ciezce od Zrodta do ujscia [2].

W przypadku, gdy graf skierowany modelujacy pewien problem ma kra-
wedzie przeciwne (na przyklad towar moze by¢ przesytany w obie strony po-
miedzy danymi wierzchotkami), nalezy go przeksztalcié na rownowazny graf,

8



ktory takich krawedzi nie posiada, otrzymujac sie¢ przepltywowa. Przeksztal-
cenie polega na wybraniu jednej z dwoch krawedzi przeciwnie skierowanych,
a nastepnie dokonaniu jej podzialu dodajgc nowy wierzchotek i zastepujac
wczesniej wybrang krawedz para nowych krawedzi. Kazda z nich ma przepu-
stowos¢ rowna przepustowosci krawedzi pierwotnej.

W problemie maksymalnego przeptywu zamiast jednego Zrédla i jednego
ujécia moze pojawic sie wiele zrodel i wiele ujsé. Nalezy wtedy taka sie¢ spro-
wadzi¢ do zwyktego problemu z jednym Zrédlem i jednym ujéciem. Tworzony
jest nowy wierzchotek zwany superzrédlem S oraz drugi nowy wierzchotek
zwany superujéciem 7. Miedzy superzrodiem S i zrédtem s; dodawana
jest krawedz skierowana (S, s;) o przepustowosci ¢(S,s;) = oo dla kazdego
1=1,2,...,ng, gdzie ng to liczba Zrodet. Analogicznie, miedzy superujsciem
T i ujsciem t; dodawana jest krawedz skierowana (¢;,7T") o przepustowosci
c(t;,T) = oo dla kazdego j = 1,2,...,n,, gdzie n; to liczba ujsc.

Przeplyw to kazda funkcja rzeczywista f : VxV — R w sieci przeptywowej
G spelniajaca warunki:

— Warunek przepustowosci (ang. capacity constraints):
dla kazdego u,v € V zachodzi f(u,v) < c(u,v).
Przeplyw z jednego wierzchotka do drugiego nie moze przekroczy¢ jego
przepustowosci. Jesli pomiedzy wierzchotkami v i v nie ma krawedzi, to
przeptyw f(u,v) = 0, poniewaz c(u,v) = 0.
— Warunek skosnej symetrycznosci (ang. skew symmetry):
dla kazdego u,v € V zachodzi f(u,v) = —f(v,u).
Oznacza to, ze przeplyw w odwrotnym kierunku jest ujemny.
— Warunek zachowania przepltywu (ang. flow conservation):
dla kazdego v € V — {s,t} zachodzi Y f(u,v) =0.

veV
bLaczny przeplyw wchodzacy do wierzchotka u niebedgcego zrodtem ani

ujsciem jest rowny lacznemu przeptywowi wychodzacemu z tego wierz-
chotka.

Funkcja f(u,v) nazywana jest przepltywem netto (ang. net flow) z wierz
chotka u do wierzchotka v i moze przyjmowaé¢ wartosci dodatnie jak i ujemne.
Wartos$é przeplywu [ definiuje sie jako sume przeptywoéw netto, ktore
opuszczaja zrodlo: |f| =D f(s,v).

veV
W problemach maksymalnego i najtanszego przeplywu dana jest sie¢

przeptywowa G z zroédtem s i ujsciem ¢. W problemie maksymalnego przepty-
wu nalezy odnalez¢ przeptyw od 7Zrodia do ujscia posiadajacy maksymalng
wartos¢. Problem najtariszego przeptywu to zadanie optymalizacyjne, gdzie
dla podanej wartosci przeptywu nalezy znaleZ¢ najmniejszy mozliwy suma-
ryczny koszt przesyltu przez sie¢. Co wazne, rozwiazanie istnieje tylko wtedy,
gdy warto$¢ przeptywu nie jest wieksza niz warto$¢ maksymalnego przepty-
Wl

Przepustowoscia residualng krawedzi (ang. residual capacity) w odniesie-
niu do przeptywu f definuje sie jako réznice miedzy przepustowoécia krawedzi
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oraz wartoscia przeptywu: ¢s(u,v) = c(u,v) — f(u,v). Korzystajac z wlasno-
Sci sieci przepltywowych, ze przepustowosé¢ krawedzi przeciwnej w oryginalnej
sieci wynosi 0, mozna wyznaczy¢ przepustowosé residualng dla krawedzi prze-
ciwnej: ¢f(v,u) =0 — f(v,u) = f(u,v).

Przy uzyciu przepustowosci residualnych krawedzi, dla sieci przeptywowe;j
G = (V, E) mozna utworzy¢ sie¢ residualng G; = (V, Ef) (ang. residual
network) indukowana przez przepltyw f: Ef = {(u,v) € VXV : ¢f(u,v) > 0}
reprezentujacg dostepna przepustowosé na krawedziach w grafie G. Sie¢ resi-
dualna posiada wszystkie wierzchotki oryginalnej sieci i moze wykorzystywac
krawedzie nie wystepujace w niej, czyli krawedzie przeciwne. Przeptyw w sieci
residualnej moze by¢ dozwolony, mimo ze w oryginalnej sieci jest zabroniony.
Pozwala to na przestanie z powrotem przeptywu co jest rownowazne zmniej-
szeniu przepltywu na danej krawedzi.

Sciezka powiekszajaca lub rozszerzajaca (ang. augmenting path) to
kazda $ciezka w sieci residualnej Gy ze zrédta do ujscia. Kazda krawedz (u, v)
na Sciezce powiekszajacej musi posiada¢ niezerowe przepustowosci residualne
i umozliwia¢ dodatni przepltyw miedzy wierzchotkami u i v bez naruszania
przepustowosci dla tej krawedzi. Przepustowosé residualna $ciezki powieksza-
jacej P to najmniejsza z przepustowosci jej krawedzi: ¢;(P) = min{cy(u,v) :
(u,v) € P}. Przeptyw w sieci G jest maksymalny, gdy w sieci residualnej G
nie istnieje zadna $ciezka powickszajaca.

Sie¢ warstwowa (ang. level graph) - niech dist(v) bedzie dlugoscia naj-
krotszej Sciezki od Zrodta s do wierzchotka v w sieci residualnej. Sie¢ war-
stwowa (1, na bazie sieci residualnej Gy to graf z takimi krawedziami, gdzie

dist(v) = dist(u) + 1 dla (u,v) € Ey.

Przeplyw blokujacy (ang. blocking flow) - przeplyw w sieci warstwowej,
dla ktorego nie ma Sciezki powickszajace;j.

2.3. Problem maksymalnego przeplywu

Problem maksymalnego przepltywu (ang. the mazimum flow problem)
polega na okresleniu najwiekszej ilosci przeptywu ze zrodla s do ujscia t,
jaki mozna osiggnaé¢ bez naruszania ograniczen przepustowosci nalozonych
na poszczegolne kanaly. Istnieje wiele algorytmoéw przeznaczonych do roz-
wigzywania problemu maksymalnego przeptywu, niektore z nich maja juz
swoje implementacje w bibliotece graphtheory.

— Algorytm Forda-Fulkersona [15]. Algorytm zachtanny, ktory wyzna-
cza maksymalny przeptyw poprzez znajdowanie $ciezek powickszajacych
w sieci residualnej. Ztozonos¢ obliczeniowa jest ograniczona przez O(FE)| f|),
gdzie |f| to warto$¢ maksymalnego przeplywu. Warianty implementacji
algorytmu opisano w pracach dyplomowych Lukasza Gatuszki [7] i Krzysz-
tofa Niedzielskiego [8]. Praca Gatuszki dodaje do biblioteki graphtheory
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modut graphtheory.flow.fordfulkerson, gdzie znajdowanie Sciezek powicksza-
jacych odbywa sie z pomoca DFS. Jest to realizowane przy uzyciu metody
_find_path() wywolywanej w nieskoniczonej petli while. W pracy Niedziel-
skiego, biblioteka graphtheory zostata rozszerzona o rekurencyjng imple-
mentacje tego algorytmu.

— Algorytm Edmondsa-Karpa [16]. Specjalizacja algorytmu Forda-Ful-
kersona, ktora poprawia jego ztozono$¢. W kazdej iteracji wybierana jest
najkrotsza sciezka powiekszajaca - Sciezka o najmniejszej liczbie krawedzi.
Najkrotsza Sciezka jest wybierana z wykorzystaniem BFS. Ztozonosé¢ ob-
liczeniowa algorytmu wynosi O(V E?). Implementacja algorytmu réwniez
znajduje sie w pracach dyplomowych Gatuszki i Niedzielskiego. Praca Ga-
tuszki dodaje do biblioteki graphtheory modut graphtheory.flow.edmondskarp,
gdzie znajdowanie $ciezek powiekszajacych z pomoca BEFS jest realizowa-
ne przy uzyciu metody _find path(), wywolywanej w nieskoriczonej petli
while. W pracy Niedzielskiego zostata przedstawiona nowa implementa-
cja algorytmu zaimplementowanego przez Gatuszke, wykorzystujac now-
sze praktyki jezyka Python oraz przedstawiajac kod w bardziej czytelny
i ujednolicony sposob.

— Algorytm Dinica [I7]. Rowniez wykorzystuje najkrotsze sciezki powiek-
szajace do wyznaczenia maksymalnego przeptywu. W przeciwienstwie do
Edmondsa-Karpa, algorytm ten wykorzystuje dodatkowo sie¢ warstwo-
wa oraz przeplyw blokujacy, co pozwala na osiagniecie ztozonosci obli-
czeniowej O(V?E). Algorytm Dinica dzieli graf na warstwy z pomocg
BFS, a nastepnie znajduje przeptyw blokujacy z wykorzystaniem DFS.
Po zwiekszeniu przeplywu, graf ponownie jest dzielony na warstwy i szu-
kany jest kolejny przeptyw blokujacy. Algorytm dziala do momentu, az po
podziale grafu ujécie nie jest osiggalne. Implementacja algorytmu zostata
opisana w pracy Niedzielskiego i dodana do biblioteki graphtheory jako mo-
dut graphtheory.flow.dinic. W implementacji algorytmu znajduja sie dwie
petle while, gdzie jedna jest zagniezdzona w drugiej. Zewnetrzna petla
ma za zadanie sprawdzaé, czy po podziale grafu na warstwy osiggalne
jest ujscie — jesli tak, to w wewnetrznej petli zwiekszany jest przeptyw,
az do momentu znalezienia przeplywu blokujacego, co powoduje powrot
do petli zewnetrznej.

— Algorytmy typu "przeslij-przemianuj" [18]. Algorytmy te rowniez
wykorzystuja sieci residualne, a po zakonczeniu dziatania wszystkie wierz-
cholki, oprocz 7rodla i ujscia, maja przeptyw netto rowny 0 (warunek
zachowania przeplywu jest spelniony). W poréwnaniu do algorytmow
opartych na metodzie Forda-Fulkersona sa jednak bardziej lokalne. Za-
miast bada¢ calg sie¢ residualng, aby znalez¢ Sciezke powiekszajaca, pod-
czas jednego kroku dziataja tylko na jednym wierzchotku jednoczesnie.
Dzieki temu podejéciu, ztozonoéé obliczeniowa algorytmu wynosi O(V2E)
(Goldberg-Tarjan). Algorytmy typu "przeslij-przemianuj" w czasie swoje-
go dzialania tamig warunek zachowania przeptywu. W tych algorytmach
wystepuje pojecie przedprzepltywu (ang. preflow), a z kazdym wierz-
chotkiem powigzane sg dwie wielkosci: wysoko$é¢ i nadmiar przeplywu.
Szczegbdlowy opis algorytmu bedzie podany w rozdziale

— Algorytm typu "przemianuj i przesunn na poczatek". Modyfika-
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cja algorytmu typu "przeslij-przemianuj", gdzie struktura danych jest za-
rzadzana efektywniej, a podstawowe operacje przesly i przemianuj sa
wykonywane w odpowiedniej kolejnosci. Algorytm skanuje liste wierz-
chotkow wybierajac przepelnione wierzcholki i je "rozladowuje" (ang. di-
scharging), wykonujac operacje przeslij i przemianuj. Po przemianowaniu
wierzchotka, przesuwany jest on na poczatek listy. Ztozonosé¢ obliczeniowa
algorytmu typu "przeslij i przesun na poczatek" wynosi O(V?), co ozna-
cza, ze ztozono$¢ nie zalezy od liczby krawedzi. Algorytm jest przydatny
dla grafow gestych, ktére maja duza liczbe krawedzi. Szczegbétowy opis
algorytmu bedzie podany w rozdziale [3|

Listing 2.1. Przyktad sesji interaktywnej - wyznaczanie maksymalnego
przeptywu w sieci przeplywowej z uzyciem algorytmow Forda-Fulkersona,
Edmondsa-Karpa i Dinica.

>>> from edges import Edge

>>> from graphs import Graph

>>> from factory import GraphFactory
>>> from fordfulkerson import FordFulkerson, FordFulkersonRecursive
>>> from edmondskarp import EdmondsKarp
>>> from dinic import Dinic

>>>V = 100

>>> gf = GraphFactory (Graph)

>>> G = gf.make flow network (V)

>>> ff = FordFulkerson (G)

>>> ff.run(0, V-1)

>>> ff . flow # przeplywy przez poszczegolne krawedzie
(dict)

>>> ff . max_flow # wartosc maksymalnego przeplywu
(number)

>>> ffr = FordFulkersonRecursive (G)
>>> ffr.run(0, V-1)
>>> ffr.flow

(dict)

>>> ffr .max flow
(number)

>>> ek = EdmondsKarp (G)
>>> ek.run (0, V-1)

>>> ek . flow

(dict)

>>> ek.max flow
(number)

>>> dinic = Dinic(G)
>>> dinic.run (0, V-1)
>>> dinic . flow

(dict)

>>> dinic.max flow
(number)
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2.4. Problem najtainszego przeplywu

Problem najtaniszego przeplywu (ang. the minimum-cost flow problem)
polega na znalezieniu przeptywu o zadanej wartosci F' ze zrodla s do ujscia
t w sieci przeplywowej z jak najmniejszym kosztem przesylu. Oprocz po-
jemnosci, z kazda krawedzia zwigzany jest nieujemny koszt w(u,v) przesytu
jednej jednostki z wykorzystaniem danej krawedzi [4]. Aby istniato rozwiaza-
nie, warto$¢ F' nie moze by¢ wieksza niz wartos¢ maksymalnego przeptywu.
Algorytmem rozwigzujacym problem najtanszego przeplywu jest algorytm
Busackera-Gowena, ktory dziata podobnie jak algorytm Forda-Fulkersona.
Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu Busackera-Gowena jest ograniczona przez

O(VE|f|) [13] (szczegolowy opis w rozdziale [3)).

2.5. Planarne sieci przepltywowe

W pewnych zastosowaniach sieci przeptywowe moga by¢ grafami planar-
nymi skierowanymi, a to mozna wykorzysta¢ do stworzenia bardziej wydaj-
nych algorytmow rozwiazujacych problem maksymalnego przeptywu (ang.
mazimum st-flow problem). W roku 2009 Borradaile i Klein [19] podali algo-
rytm dzialajacy w czasie O(nlogn).

Szczegbdlnym przypadkiem planarnych sieci przeptywowych s sieci, w kto-
rych 7r6dto s i ujécie ¢ sa na brzegu tej samej Sciany. Przyjmuje sie, ze jest to
Sciana zewnetrzna grafu, a grafy nazywa sie st-planarnymi (ang. st-planar
graphs). Rozwazania teoretyczne zwiazane ze znajdowaniem najkrotszych
Sciezek w grafach planarnych doprowadzily koto roku 1997 do powstania
algorytmu dziatajacego w czasie O(n) [20].

Kolejnym szczegélnym przypadkiem planarnych sieci przeptywowych sa
sieci acykliczne, do ktorych naleza skierowane grafy szeregowo-réwnolegte
(dsp-grafy) rozwazane w pracy licencjackiej Magdaleny Stepien [9]. Przedsta-
wiono tam generator dsp-grafow przypadkowych oraz algorytm rozpoznajacy
dsp-grafy.



3. Algorytmy

W tym rozdziale zostana dokltadnie opisane implementacje nowych algo-
rytméw przygotowanych w ramach niniejszej pracy. Zwykle na wejsciu algo-
rytméw mamy sie¢ przeptywowa, czyli graf skierowany wazony, spetiajacy
dodatkowe warunki opisane w rozdziale [2| Nastepnie tworzymy sie¢ residu-
alng (obiekt residual), czyli graf skierowany wazony z dodatkowymi krawe-
dziami przeciwnymi o zerowej przepustowosci. Przeptyw maksymalny jest
wyznaczany w sieci residualnej przy wykorzystaniu obiektu flow. Koncepcyj-
nie obiekt ten jest tablicg z zapisang chwilowa wartoscia przeptywu miedzy
parami wierzchotkéw. W naszej implementacji jest to stownik stownikow.

W opisach z literatury zwykle przyjmuje sie, ze krawedzie w sieci residu-
alnej pojawiaja sie i znikaja, stosownie do niezerowej lub zerowej wartosci
przepustowosci residualnej cf(u,v). W naszych implementacjach krawedzie
sieci residualnej nie znikaja, tylko na biezaco jest obliczana ich chwilowa
przepustowos$¢ residualna w instrukcji cap = edge.weight — self.flow[u][v]. Do-
datnia przepustowos¢ residualna krawedzi pozwala na wykorzystanie krawe-
dzi w budowie $ciezki powiekszajacej lub na wykonanie operacji przestania
przeptywu.

3.1. Algorytm typu "przeslij-przemianuj"

Jak zostato wspomniane, generyczny algorytm typu "przeslij-przemianuj”
dziata w bardziej lokalny sposob niz algorytmy oparte na metodzie Forda-Ful-
kersona. Zamiast badaé¢ caly sie¢ residualng, pracuje on na jednym wierz-
chotku jednoczesnie, analizujac tylko sasiadéw danego wierzchotka. W czasie
dziatania algorytmu tamie tez warunek zachowania przeplywu oraz uzywa
pojecia przedprzeptywu, czyli przeptywu z ostabionym warunkiem zachowa-
nia przeptywu: dla kazdego u € V' — {s} zachodzi

> flou) = > flu,v) > 0.

veV veV

Oznacza to, ze taczny przeptyw wchodzacy do wierzchotka u niebedacego zro-
dlem moze byé¢ wiekszy niz taczny przepltyw wychodzacy z tego wierzchotka.
Roznica ta nazywana jest nadmiarem (ang. ezcess).

Dzialanie generycznego algorytmu opiera sie na zainicjalizowaniu przed-
przeptywu, a nastepnie wyborze i wykonaniu odpowiedniej operacji przeslij
lub przemianuj dopoki taka istnieje. Algorytm nie moéwi nic o kolejnosci
tych operacji, ani o kolejnosci wierzchotkow, w jaki maja zosta¢ wybrane, co
zostawia dowolnosé¢ w wyborze.

Dane wej$ciowe: Sieé¢ przeplywowa, zrodlo i ujscie.
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Problem: Wyznaczenie maksymalnego przeplywu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zainicjalizowania przedprze-
plywu. Dla kazdego wierzchotka poczatkowy nadmiar oraz wysokos¢ ustawia-
ne sa na zero. Jedynym wyjatkiem jest zZrodlo, ktorego wysokosé jest rowna
liczbie wierzchotkéw w grafie. Nastepnie przesytamy przedprzeptyw do kaz-
dego sasiada zrodla oraz tworzymy zbidr, ktérego elementami sa wierzchotki
z dodatnim nadmiarem i niebedace zrodtem lub ujsciem. Po inicjalizacji po-
bierany jest dowolny wierzchotek ze zbioru i wykonywana na nim metoda
_push_or_relabel(u). Metoda ta przesyla nadmiar do kolejnych wierzchotkéw,
dopoki nadmiar jest dodatni lub zostaly przejrzane wszystkie wierzchotki.
Jezeli nadmiar nadal jest dodatni, wykonywane jest przemianowanie, a wierz-
chotek zostaje dodany ponownie do zbioru. Do zbioru dodawany jest rowniez
sasiad przetwarzanego wierzchotka, jezeli zostal mu przestany przedprzeplyw.

Zlozono$é: Zlozonoéé czasowa algorytmu wynosi O(V2E).

Uwagi: Przedprzeplyw moze zosta¢ przestany do sasiedniego wierzchotka
tylko wtedy, gdy przepustowos¢ residualna jest dodatnia, natomiast wysokos¢
sasiada jest o 1 jednostke nizsza niz przetwarzanego wierzchotka.

Listing 3.1. Algorytm typu "przeslij-przemianuj".
#!/usr/bin/env python3

from graphtheory.structures.edges import Edge

class PushRelabelGeneric:
nnn

Notes

Based on:

Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L., and Stein, C., 2009,
Introduction to Algorithms, third edition, The MIT Press,
Cambridge, London.

https://en.wikipedia.org/wiki/Push—relabel maximum flow algorithm
https://cp—algorithms.com/graph/push—relabel.html

https://www.youtube.com/watch?v=_QCWBZ_3Ci0

nnn

def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization .
if not graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is not directed")
self.graph = graph

self.residual = self.graph. class (n=self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes ():
self.residual .add node(node)
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# Initial capacities for the residual network.

for edge in self.graph.iteredges ():
self.residual.add edge(edge) # original capacity
self.residual .add edge(Edge(edge.target , edge.source, 0))

# Flow (at the end must be legal).
self . flow = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self.flow[source] = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
self . flow[source]|[target] = 0

# Initial flow is zero.

self .max flow = 0
self.height = dict ()
self.excess = dict ()

def run(self, source, sink):
"""Executable pseudocode.
if source == sink:
raise ValueError ("source and sink are the same")
self.source = source
self.sink = sink
self. initialize preflow ()

nnn

# While we have nodes with excess flow, do applicable operation.
while self.node set:

u = self.node set.pop()

self. push or relabel(u)

self . max flow = self.excess|[self.sink]

def initialize preflow (self):
for u in self.residual.iternodes():
self. height[u] = 0
self.excess[u] =0

self . height[self.source] = self.residual.v()

for edge in self.graph.iteroutedges(self.source):
self.excess[edge.target]| += edge.weight
self.excess[edge.source|] —= edge.weight
self.flow[edge.source|[edge.target]| += edge.weight
self.flow[edge.target |[edge.source|] —= edge.weight

self .node set — set(u for u in self.residual.iternodes()
if self.excess[u] > 0 and u != self.source and u != self.sink)

def push or_ relabel(self, u):
for edge in self.residual.iteroutedges(u):
v = edge.target
cap = edge.weight — self.flow[u][V]

# We can add flow only if ¢ _f > 0 and h[u] = h[v]
if cap > 0 and self.height[u] = self.height[v] +
self. push(edge)

+ 1.
1:
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if self.excess[u] = 0:
break

if self.excess[u] > 0:
self. relabel(u) # cannot push, so we must relabel
self.node set.add(u) # still have some ezcess flow

def push(self, edge):
cap = edge.weight — self.flow[edge.source][edge.target ]

d_ flow = min(self.excess|[edge.source], cap)
self.flow[edge.source|[edge.target] += d_flow
self . flow[edge.target |[edge.source] —= d_flow
self . excess[edge.source] — d_flow

self.excess|[edge.target]| += d_flow

if edge.target != self.source and edge.target != self.sink:
self.node set.add(edge.target)

def relabel(self, u):
min_h = float (’inf’)
for edge in self.residual.iteroutedges(u):
cap = edge.weight — self.flow[edge.source|[edge.target |
if cap > 0: # residual capacity exists
min_h = min(min_h, self.height[edge.target])

if min h != float(’inf’):
self.height[u] = 1 + min_h

3.2. Algorytm typu "przemianuj i przeslij na poczatek"

Generyczna metoda "przeslij-przemianuj" pozwala na stosowanie opera-
cji przesly i przemianuj w dowolnej kolejnosci. Jednak gdy kolejnos¢ tych
operacji bedzie wybierana odpowiednio, a struktura danych sieci zarzadza-
na efektywnie, problem maksymalnego przeptywu mozna rozwigzacé szybciej
niz O(V?E). Przedstawiony ponizej algorytm typu "przemianuj i przeslij na
poczatek" dziala w czasie O(V?), co jest asymptotycznie przynajmniej tak
dobre jak O(V?E), natomiast dla gestych sieci jest lepsze, poniewaz nie zale-
zy od liczby krawedzi w sieci przeptywowej. W algorytmie tym znajduje sie
tez lista wierzchotkéw sieci, ktora algorytm skanuje i wybiera przepetniony
wierzchotek. Jest on nastepnie roztadowywany, dopoki ma dodatni nadmiar.
Za kazdym razem, gdy wierzcholek zostanie przemianowany, przesuwany jest
na poczatek listy, a nastepnie kontynuowane jest skanowanie listy w poszu-
kiwaniu kolejnego przepetnionego wierzchotka.

Dane wej$ciowe: Sieé¢ przeplywowa, zrodlo i ujscie.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przeplywu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zainicjalizowania przedprze-
plywu, tak samo jak w wersji generycznej, z ta réznica, ze zamiast zbioru uzy-

wamy listy podwéjnie wigzanej do przechowywania wszystkich wierzchotkow
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oprocz zrodla i ujscia (niezaleznie od posiadanego nadmiaru). Po inicjalizacji
wezytujemy pierwszy element z listy i go roztadowujemy. Jesli podcezas ope-
racji roztadowania choé raz przemianowalismy wierzchotek, ustawiamy go na
poczatku listy, w przeciwnym razie zostaje na aktualnym miejscu w liscie.
Niezaleznie od przemianowania, po przetworzeniu wierzchotka wezytujemy
kolejny z listy, bedacy aktualnie za przetworzonym dopiero co wierzchol-
kiem. Postepujemy tak, az do momentu, kiedy dotrzemy do korica listy. Me-
toda _discharge(u) wykonuje operacje przeslij lub przemianuj do momentu,
az z wierzchotka pozbedziemy sie catego nadmiaru.

Zlozono$é: Zlozonoéé czasowa algorytmu wynosi O(V?).

Uwagi: Do przechowywania listy wierzchotkéw zaimplementowano osobng
klase DoubleList reprezentujaca liste podwojnie wiazana, aby operacje wsta-
wiania i usuwania wierzchotkow listy mialy czas O(1).

Listing 3.2. Algorytm typu "przemianuj i przeslij na poczatek".
#!/usr/bin/env pythons

from graphtheory.structures.edges import Edge
from doublelist import DoubleList

class PushRelabelToFront:

nnn

Notes

Based on:

Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L., and Stein, C., 2009,
Introduction to Algorithms, third edition, The MIT Press,
Cambridge, London.

https://en.wikipedia.org/wiki/Push—relabel maximum flow algorithm

https://cp—algorithms.com/graph/push—relabel.html

nnn

def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization.
if not graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is not directed")
self.graph = graph

nnn

self . residual = self.graph. class (n=self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes ():
self.residual .add node(node)

# Initial capacities for the residual network.

for edge in self.graph.iteredges ():
self .residual .add edge(edge) # original capacity
self.residual .add edge(Edge(edge.target , edge.source, 0))

# Flow (at the end must be legal).
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self.flow = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self . flow[source] = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
self . flow [source|[target] = 0

# Initial flow is zero.

self .max flow = 0
self. height = dict ()
self.excess = dict ()

# Neighbor lists and current indices, from Cormen.
self .neighbors = dict ()
for u in self.residual.iternodes():
self.neighbors[u] = list(self.residual.iteroutedges(u))
self .neighbor_idx = dict((u, 0) for u in self.residual.iternodes())

def run(self, source, sink):
"""Executable pseudocode.
if source —— sink:
raise ValueError ("source and sink are the same")
self.source = source
self.sink = sink
self. initialize preflow ()

nnn

node list = DoubleList ()
for u in self.residual.iternodes ():
if u != self.source and u != self.sink:
node list.insert tail(u)

current = node list.head
# While we have nodes with excess flow, discharge them.
while current:

u = current .data

old_height = self.height[u]

self. discharge(u)

if self.height[u] > old height:
# move u to the front of the list ...
node list.remove(current)
node list.insert head(current.data)
# ...and go to the mnext node after u

current = node list.head.next
else:
current = current.next # go to the mnext node after u
self . max flow = self.excess|[self.sink]

def initialize preflow(self):
for u in self.residual.iternodes():
self. height[u] = 0
self.excess[u] = 0

self.height[self.source|] = self.residual.v()

for edge in self.graph.iteroutedges(self.source):
self.excess[edge.target]| += edge.weight
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self.excess|[edge.source|] —= edge.weight
self.flow[edge.source|[edge.target]| += edge.weight
self.flow[edge.target |[edge.source] —= edge.weight

def discharge(self, u):
while self.excess|[u] > 0:
idx = self.neighbor_ idx[u]
if idx == len(self.neighbors|u]):
# Cannot push, so we must relabel and reset index.
self. relabel(u)
self . neighbor_idx[u] = 0

continue

edge = self neighbors[u][idx]
v = edge.target
cap = edge.weight — self.flow[u][V]

# We can add flow only if c_f > 0 and h[u] = h[v] + 1.
if cap > 0 and self.height[u] = self.height[v] + 1:
self. push(edge)
else:
self . neighbor idx[u] +=1

def push(self, edge):
cap = edge.weight — self.flow[edge.source][edge.target |

d_ flow = min(self.excess|[edge.source], cap)
self.flow[edge.source|[edge.target] += d_flow
self.flow[edge.target |[edge.source] —= d_flow
self . excess[edge.source|] — d_flow

self.excess|[edge.target]| += d_flow

def relabel(self, u):
min_h = float (’inf’)
for edge in self.residual.iteroutedges(u):
cap = edge.weight — self.flow[edge.source]|[edge.target]
if cap > 0: # residual capacity ezxists
min_ h = min(min_h, self.height[edge.target])

if min h != float(’inf’):
self . height[u] = 1 + min_h

3.3. Modyfikacje algorytmu typu "przeslij-przemianuj"

Mozna zmodyfikowac tez wersje generyczng znajdujaca sie w klasie PushRelabelGeneric,
aby wybierala do przetworzenia wierzchotki w uporzadkowany sposob oraz
ustalata wysokosci wierzchotkéw przed rozpoczeciem roztadowywania wierz-
chotkéw. Crzesto przysépiesza to dziatanie algorytmu i wplywa pozytywnie
na jego ztozonos¢. Zaimplementowano wiec dwie nowe klasy: PushRelabel FIFO
1 PushRelabelFIFOWithBFS, bedace modyfikacja klasy PushRelabelGeneric.

Dane wejsciowe: Sieé¢ przepltywowa, zrodto i ujscie.
Problem: Wyznaczenie maksymalnego przeplywu.
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Opis algorytmu: Oba algorytmy dzialaja w bardzo podobny sposéb, co
wersja generyczna. Od wersji generycznej rozniag sie tym, ze zamiast zbio-
ru do przechowywania wierzchotkow wykorzystywana jest kolejka typu FI-
FO (porzadek "pierwszy przyjety, pierwszy obstuzony"), dzieki czemu wierz-
chotki sg przetwarzane w uporzadkowanej kolejnosci. Druga zmiang jest za-
stapienie metody _push or relabel() metoda _discharge() z algorytmu typu
"przemianuj i przeslij na poczatek", aby od razu roztadowaé caly nadmiar
nagromadzony w wierzchotku. Na potrzeby tej metody inicjalizowane sg
dodatkowo w _ init_ () listy sasiadow i aktualne pozycje na liscie. Klasa
PushRelabelFIFO 16zni sie od klasy PushRelabel FIFOWithBFS tym, ze w metodzie
_initialize preflow () wywolywana jest dodatkowo metoda backward bfs heights().
Metoda ta przechodzi graf residualny w porzadku BFS, ale w odwrotnej ko-
lejnosci. Zaczynajac od ujscia t, oblicza doktadne wysokosci wierzchotkow
[18].

Zlozonoséé: Zlozonosé czasowa algorytméw wynosi O(V2E).

Uwagi: Dla przyspieszenia metody _backward bfs heights() znajdujacej sie
w klasie PushRelabelFIFOWithBFS uzyto transponowanego grafu residualnego.
Pozwala to na wykorzystanie metody iteroutedges(u), ktora jest szybsza niz
iterinedges (u). Uzywanie transponowanego grafu residualnego jest szczegodl-
nie przydatne, gdy metoda _backward bfs heights() wykorzystywana bedzie
wielokrotnie, na przyktad przy dalszym usprawnieniu algorytmu polegaja-
cym na uzyciu heurystyki globalnego przemianowania (ang. global relabeling
heuristic). Zgodnie z ta heurystyks, okresowo wykonuje sie przeszukiwanie
wstecz BE'S, aby aktualizowaé¢ wysokosci wierzchotkow, przyspieszajac prace
algorytmu. Wraz z heurystyka luk (ang. gap heuristic), pozwalaja one na po-
mijanie niepotrzebnych operacji przemianowania, ktore sa waskim gardtem
algorytmu [I8].

Listing 3.3. Modyfikacje algorytmu typu "przeslij-przemianuj".

def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization .
if not graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is not directed")
self.graph = graph

self . residual = self.graph. class (n—self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes ():
self.residual.add node(node)

# Initial capacities for the residual network.

for edge in self.graph.iteredges ():
self.residual.add edge(edge) # original capacity
self.residual .add edge(Edge(edge.target , edge.source, 0))

# Flow (at the end must be legal).
self . flow = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self.flow[source] = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
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self . flow [source || target]| = 0

# Initial flow is zero.
self .max flow = 0
self.height = dict ()
self.excess = dict ()
self.queue = collections.deque ()
self.in _queue = set ()
# Neighbor lists and current indices, from Cormen.
self.neighbors = dict ()
for u in self.residual.iternodes ():
self.neighbors[u] = list (self.residual.iteroutedges(u))
self .neighbor idx = dict((u, 0) for u in self.residual.iternodes())

def run(self, source, sink):
"""Executable pseudocode."""
if source == sink:
raise ValueError ("source and sink are the same")
self.source = source
self.sink = sink
self. initialize preflow ()
# While we have nodes with excess flow, discharge them.
while self.queue:
u = self.queue.popleft ()
self.in queue.remove(u)
self. discharge(u)
self .max_flow = self.excess[self.sink]
def discharge(self, u):
while self.excess[u] > 0:
idx = self.neighbor idx|[u]
if idx == len(self.neighbors|u]):
# Cannot push, so we must relabel and reset indezx.
self. relabel(u)
self.neighbor_idx[u] = 0
continue
edge = self . neighbors[u][idx]
v = edge.target
cap = edge.weight — self.flow[u][V]
# We can add flow only if c_f > 0 and h[u] = h[v] + 1.
if cap > 0 and self.height[u] = self.height[v] + 1:
self. push(edge)
else:
self.neighbor idx[u] +=1
Listing 3.4. Metoda _backward bfs_heights().
def backward bfs heights(self):

visited = dict ()

for node in self.residual.iternodes():
self. height [node] = 0
visited [node] = False
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visited [self.sink]| = True
queue = collections.deque([self.sink])

reverse — self.residual.transpose()
while queue:
v = queue. popleft ()

for edge in reverse.iteroutedges(v):
u = edge.target
cap = edge.weight — self.flow[u][V]

if cap > 0 and not visited[u]:
self height[u] = self.height|[v] + 1
visited [u] = True
queue.append (u)

3.4. Algorytm Busackera-Gowena

W tym rozdziale zostanie przeanalizowany algorytm rozwiazujacy pro-
blem najtanszego przeplywu, ktory ma wiele zastosowan praktycznych. Algo-
rytm Busackera-Gowena, tak jak inne oparte na metodzie Forda-Fulkersona,
wykorzystuje ciezki powiekszajace [21]. Uwzgledniajac pojemnosci i koszty
krawedzi, uzywa najtanszych $ciezek do wyznaczenia najtanszego przeptywu
o ustalonej wartosci.

Dane wejsciowe: Sie¢ przeptywowa, zadana wartos¢ przeptywu, zrédto i uj-
Scie.

Problem: Wyznaczenie najtanszego przeptywu.

Opis algorytmu: Algorytm w nieskoniczonej petli while wyszukuje najtan-
sze §ciezki powiekszajgce i aktualizuje zmienne przechowujace aktualng war-
tos¢ przeplywu oraz minimalny koszt. Petla wykonuje sie do momentu, az
nie osiggniemy przeptywu o zadanej wartosci F' lub nie istnieje zadna Sciezka
powickszajaca. Brak nowej Sciezki oznacza, ze aktualny przepltyw jest mak-
symalny. Jezeli warto$¢ F' jest wicksza niz osiagniety przeptyw maksymalny,
algorytm konczy sie bledem, poniewaz rozwigzanie dla podanego F' nie ist-
nieje.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu jest ograniczona przez O(V E|f|),
gdzie | f| jest wartoscia zadanego przeplywu.

Uwagi: Przygotowano dwie implementacje algorytmu Busackera-Gowena.
Pierwsza implementacja znajduje najtansza $ciezke algorytmem Bellmana-Forda.
Druga implementacja wykorzystuje szybszy algorytm SPFA (ang. Shortest
Path Faster Algorithm). Listing przedstawia implementacje z algorytmem
SPFA.
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Listing 3.5. Modul busackergowen.

#1/usr/bin/env python3
import collections

from graphtheory.structures.edges import Edge

class BusackerGowenSPFA :
"""The Busacker—Gowen algorithm for computing the minimum cost flow
with given flow value.

Attributes

graph : input directed graph (flow network)

residual : directed graph (residual network)
flow : dict—of—dict

source : node

sink : node

current flow : number

flow value : number

Notes

Based on:

Jacek Wojciechowski, Krzysztof Pienkosz, Grafy i sieci,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2013.

nnn

def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization."""
if not graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is not directed")
self.graph = graph
self . residual = self.graph. class (n=self.graph.v(), directed=True)
for node in self.graph.iternodes():
self.residual .add node(node)
# Initial capacities and costs for the residual network.
for edge in self.graph.iteredges ():
# Original capacity and cost
self.residual .add edge(edge)
# Reverse edge with 0 capacity and negated cost (weight)
rev_edge = Edge(edge.target , edge.source, —edge.weight)
rev_edge.capacity = 0
self.residual .add edge(rev_edge)
# Legal flow.
self . flow = dict ()
for source in self.graph.iternodes():
self.flow[source]| = dict ()
for target in self.graph.iternodes ():
self . flow [source|[target] = 0
# Initial flow and cost are zeros.
self.current flow = 0
self . min cost = 0

def run(self, source, sink, flow value):
"""Executable pseudocode for finding the minimum cost flow from
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def

source to sink with a given flow value."""

if source == sink:

raise ValueError ("source and sink are the same")
if flow value < 0:

raise ValueError ("flow value can’t be negative")

self.source — source
self.sink = sink
self . flow value = flow value

while True:
# Cost for flow with flow_value found, stop the algorithm

if self.current flow =— self.flow value:
break
min_capacity , min_cost = self. find minimum path ()

if min_capacity > 0:
self.current flow += min_capacity
self . min cost += min_cost
# No augmenting paths and flow wvalue > maz_flow
elif self.flow value > self.current flow:
raise ValueError (
f"flow value cannot exceed max flow ({self.current flow})")

_find_minimum_path(self):
"""Finding the minimum cost augmenting path in the residual network.
# Shortest Path Faster Algorithm.

nnn

parent = dict ((node, None) for node in self.residual.iternodes())
cost = dict((node, float("inf")) for node in self.residual.iternodes())
cost [self.source] = 0

# Capacity of found path to mnode.
capacity = {self.source: float("inf")}

queue = collections.deque()

queue . append (self.source)

in _queue = dict ((node, False) for node in self.residual.iternodes())
in_queue|self.source] = True

while len(queue) > 0:
node = queue.popleft ()
in_queue[node] = False
for edge in self.residual.iteroutedges(node):
cap = edge.capacity — self.flow[edge.source]|[edge.target |
if cap > 0:
alt = cost[edge.source] + edge.weight
if cost[edge.target] > alt:
cost[edge.target] = alt
parent [edge.target]| = edge.source
capacity[edge.target] = min(capacity[edge.source], cap)

if not in_queue[edge.target|:
queue . append (edge . target )
in_queue|edge.target] = True

if parent|[self.sink] is None:

assert cost[self.sink] = float ("inf")
return 0, 0 # no augmenting path
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# Backtrack search and update flow

new_flow = capacity|[self.sink]
if self.current flow + new flow > self.flow value:
new flow = self.flow value — self.current flow

target = self.sink

while target != self.source:
node = parent|[target ]
self . flow [node][ target| += new_flow
self.flow[target |[node] — new flow
target = node

return new_flow, new_flow % cost[self.sink]

3.5. Algorytm SPFA do wyznaczania najkrétszej Sciezki

......

szej $ciezki, gdzie odlegto$¢ miedzy wierzchotkami moze by¢ traktowana jako
koszt pomiedzy nimi. W problemach zwigzanych z przeplywem, wagi krawe-
dzi moga by¢ ujemne. Algorytmem shizacym do znajdowania najkrotszych
Sciezek z ujemnymi wagami krawedzi jest algorytm Bellmana-Forda. Algo-
rytm ten jest juz zaimplementowany w bibliotece graphtheory i znajduje sie
w module graphtheory.shortestpaths. Algorytm SPFA to ulepszenie algorytmu
Bellmana-Forda, gdzie zamiast przechodzi¢ przez wszystkie krawedzie |V|—1
razy, przetwarzane sg tylko wierzchotki, ktore zostaly poddane relaksacji.
Proces relaksacji stuzy do skrécenia aktualnie estymowanej najkrotszej $ciez-
ki. W procesie relaksacji do éciezki dodawany jest wierzchotek, jezeli prze-
chodzac przez niego nowa Sciezka jest krotsza niz estymowana. W ramach
niniejszej pracy, oprocz uzycia algorytmu SPFA w module busackergowen do
wyznaczania najtanszych $Sciezek, ten algorytm zaimplementowano réwniez
jako osobny modut.

Dane wejsciowe: Graf wazony skierowany (dozwolone sa ujemne wagi),
wierzchotek poczatkowy s (zrodlo).

Problem: Wyznaczenie najkrotszych Sciezek z wierzchotka poczatkowego s
do pozostalych wierzchotkow grafu. W przypadku, gdy w grafie wystepuje
ujemny cykl, algorytm konczy sie komunikatem o wykryciu takiego cyklu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna sie od stworzenia kolejki do prze-
chowywania wierzchotkéw, ktére byly konicami relaksowanych krawedzi. Ko-
lejka dziata w porzadku FIFO, czyli "pierwszy przyjety, pierwszy obstuzony".
Na poczatku, jedynym elementem tej kolejki jest wierzchotek poczatkowy s
(zrodlo). Nastepnie w kazdej iteracji petli wyciagany jest jeden wierzchotek
z kolejki. Kazda krawedz wychodzaca z tego wierzchotka poddawana jest
procesowi relaksacji. W przypadku, gdy relaksacja zakonczy sie pomyélnie,
wierzchotek konicowy tej krawedzi zostaje dodany do kolejki tylko jesli jeszcze
nie znajduje sie w kolejce. Petla koriczy sie w momencie, gdy kolejka stanie
sie pusta, co oznacza ze nie ma kolejnych wierzchotkéw do przetworzenia. Na
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konicu dziatania algorytmu sprawdzany jest brak wystepowania ujemnego
cyklu. Ten krok sprawdzajgcy nie wplywa na koncowa ztozonos$é¢ algorytmu.

Zlozonosé: Pesymistyczna zlozono$é czasowa algorytmu wynosi O(VE),
poniewaz w najgorszym przypadku konieczne bedzie przetworzenie wszyst-
kich krawedzi tak jak w algorytmie Bellmana-Forda. W duzej liczbie przy-
padkow nie jest konieczne jednak przechodzenie przez wszystkie krawedzie
i algorytm zakonczy sie szybciej. Srednia ztozono$é czasowa jest mniejsza
i wynosi O(FE).

Uwagi: Najkrotsza Sciezka jest zdefiniowana tylko wtedy, gdy w grafie nie
wystepuje ujemny cykl. Przed zakoniczeniem dzialania algorytmu sprawdzany
jest brak istnienia takiego cyklu. Dodatkowo, jako ze kolejka collections .deque
nie posiada mozliwosci sprawdzenia, czy dany element jest w tej kolejce,
uzyto stownika in _queue do przechowywania informacji, czy wierzchotki sa
w kolejce.

Listing 3.6. Modul spfa.
#!/usr/bin/env python3

import collections

class ShortestPathFasterAlgorithm:
"""The SPFA algorithm for the shortest path problem.
Attributes

graph : input directed weighted graph
parent : dict with nodes (shortest path tree)

distance : dict with nodes (distances to source node)
source : node
Examples

>>> from graphtheory.structures.edges import Edge
>>> from graphtheory.structures.graphs import Graph

>>> from graphtheory.shortestpaths.spfa import ShortestPathFasterAlgorithm

>>> G = Graph(n=10, directed=True) # an exemplary directed graph
# Add nodes and edges here.

>>> algorithm = ShortestPathFasterAlgorithm (G) # initialization
>>> algorithm .run(source) # calculations

>>> algorithm .parent # shortest path tree as a dict

>>> algorithm .distance[target]| # distance from source to target
>>> algorithm .path(target) # path from source to target

>>> algorithm .path iter(target) # path from source to target

Notes

Based on:
https://en.wikipedia.org/wiki/Bellman—Ford algorithm#Improvements

https://www. geeksforgeeks.org/dsa/shortest —path—faster —algorithm/
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nnn

def

def

def

def

__init _ (self  graph):
"""The algorithm initialization .

Parameters

graph : directed weighted graph

mnn
if not graph.is directed ():

raise ValueError ("the graph is not directed")
self.graph = graph
# Shortest path tree as a dictionary.
self.parent = dict (((node, None) for node in self.graph.iternodes()))
self.distance = dict (((node, float("inf"))

for node in self.graph.iternodes()))

self.source = None

run(self, source):
"""Finding shortest paths from the source.

Parameters

source : node

nmnn

self.source — source

self . distance[source|] = 0
queue = collections .deque()

queue . append ( self.source)
in_queue = dict ((node, False) for node in self.graph.iternodes())
in_queue[self.source] = True

while len(queue) > 0: # worstcase: O(V) time
node = queue.popleft ()
in_queue|[node| = False
for edge in self.graph.iteroutedges (node): # O(E) time
if self. relax(edge):
if not in_queue[edge.target|:
queue . append (edge . target)
in _queue[edge.target] = True
# Check for mnegative cycles.
for edge in self.graph.iteredges(): # O(E) time
if (self.distance|edge.target]| >
self.distance[edge.source] + edge.weight):
raise ValueError("negative cycle detected")

_relax(self, edge):

"""Edge relaxation.

alt = self.distance[edge.source]| + edge.weight

if self.distance[edge.target] > alt:
self.distance[edge.target| — alt
self.parent [edge.target]| = edge.source
return True

return False

nmnn

path(self, target):
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def

"""Construct a path from source to target."""

if self.source =— target:
return [self.source]
elif self.parent|[target]| is None:
raise ValueError("no path to target")
else:
return self.path(self.parent|[target]) + [target]

path iter(self, target):

"""Construct a path from source to target.

if self.distance|target] =— float ("inf"):
raise ValueError("no path to target")

path = [target ]

while self.parent[target] is not None:
target — self.parent|[target |
path.append(target)

path.reverse ()

return path




4. Podsumowanie

W niniejszej pracy rozwazano dwa gtoéwne problemy zwiazane z sieciami
przeptywowymi: problem maksymalnego przeptywu i problem najtanszego
przeptywu. W obu przypadkach zaprezentowano wydajne algorytmy stuzace
do rozwigzywania tych probleméw oraz przetestowano implementacje algo-
rytméw w jezyku Python.

Dla problemu maksymalnego przeptywu zbadano zaawansowany algorytm
typu "przeslij-przemianuj", dzialajacy w czasie O(V2E), oraz algorytm typu
"przemianuj i przeslij na poczatek", dzialajacy w czasie O(V3). W testach
potwierdzono teoretyczna ztozonosé obliczeniowa, ale takze ujawniono stabe
strony algorytmoéow. Okazalo sie, ze dla gestych sieci przeptywowych i sieci
z duzymi réznicami miedzy pojemnosciami krawedzi, algorytmy wykorzystu-
jace $ciezki powiekszajace (np. algorytm Edmondsa-Karpa) dzialaja stabil-
niej i czesto szybciej, mimo teoretycznie gorszej ztozonosci. By¢ moze to byta
przyczyna, dla ktorej te dwa algorytmy (oznaczone pierwotnie gwiazdka jako
trudne) usunieto z nowych wydan stynnej ksiazki Cormena i innych [2].

Dla problemu najtanszego przeptywu zbadano algorytm Busackera-Gowena.
Tutaj krawedzie sieci przeplywowej miatly dwa wazne atrybuty: pojemnosé¢
i koszt. Jednym z etapéw algorytmu Busackera-Gowena jest wyszukiwanie
najtanszej Sciezki w oparciu o atrybut kosztu, co wymaga uzycia algorytmu
znajdujacego najkrotsze $ciezki z jednego Zrodia. Zbadano zastosowanie al-
gorytmu Bellmana-Forda (mozliwe sa ujemne koszty krawedzi) i algorytmu
SPFA. Zostalo potwierdzone, ze algorytm SPFA jest szybszy. Przygotowano
niezalezng implementacje algorytmu SPFA, ktéra dotaczyta do implementacji
innych algorytmoéw wyznaczajacych najkrotsze sciezki z jednego zrodta.

Waznym elementem badania zachowania algorytmow sg praktyczne testy
wydajnosciowe. W ramach pracy przygotowano dwa nowe generatory gestych
sieci przeptywowych, ktore daty lepszy wglad w prace algorytméw. Inna cie-
kawa obserwacja to elastyczno$é klasy Graph z biblioteki graphtheory. Klasa
przechowuje krawedzie grafu niezaleznie od wzbogacenia krawedzi o dodat-
kowe atrybuty. Domyslnie krawedzie maja trzy atrybuty: source, target oraz
weight. Algorytmy dla problemu najtanszego przeplywu po raz pierwszy wy-
korzystaly dodatkowy atrybut capacity do przechowywania pojemnosci kra-
wedzi, a atrybut weight przechowywal koszt krawedzi.
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A. Testy algorytmoéow

Dodatek [A] poswiecony jest wynikom testow przeprowadzonych dla al-
gorytméw zwigzanych z problemami maksymalnego i najtanszego przepty-
wu, a takze algorytméw Bellmana-Forda oraz SPFA do wyszukiwania naj-
krotszych $ciezek, ktore zostaly uzyte w algorytmie Busackera-Gowena. Dla
wszystkich algorytmoéw i ich modyfikacji, zaimplementowanych w ramach ni-
niejszej pracy, wykonano testy poprawnosciowe i wydajnos$ciowe. Do testow
poprawnosciowych wykorzystano testy jednostkowe z modulu unittest [22],
natomiast wydajnos¢ zostata sprawdzona z pomoca modutu timeit [23].

Testy wydajnosciowe wykonano rowniez dla algorytmow zwigzanych z pro-
blemem maksymalnego przeptywu, ktore aktualnie znajduja sie w bibliotece
graphtheory, czyli algorytmow Forda-Fulkersona, Edmondsa-Karpa i Dinica,
aby mie¢ sp6jne dane pochodzace z tego samego urzadzenia.

W zwigzku z losowoscia i przypadkowosciag wynikéow, na ktére moga miec
wplyw procesy zachodzace w systemie operacyjnym, dla kazdego algoryt-
mu wykonano trzy proby, natomiast przy analizie wynikow uwzgledniano
tylko mediane. Do generowania sieci przeptywowych wykorzystano metode
make flow network z klasy GraphFactory bedaca czescia biblioteki graphtheory.
7. uwagi na to, ze metoda ta tworzy rzadkie sieci, w ramach tej pracy zaim-
plementowano takze dwa nowe generatory tworzace geste sieci przeptywowe

- make complete flow 0raz make transitive tournament.

A.1. Testowanie algorytmu typu "przeslij-przemianuj"

Algorytm generyczny typu "przeslij-przemianuj" testowano z wykorzy-
staniem trzech generatéw wymienionych we wstepie tego dodatku:

— make_flow_network, ktorego wyniki znajduja sie na rys. [A.1]
— make_complete_flow, ktorego wyniki znajduja si¢ na rys. [A.2]
— make_ transitive_tournament, ktorego wyniki znajduja sie na rys. [A.3]

Uzyskano wyniki znacznie lepsze niz zaktadataby teoria. Zgodnie z teoria,
ztozonosé algorytmu wynosi O(V2E). Wyniki poréwnano z czasami otrzyma-
nymi dla algorytmu Dinica, ktory rowniez ma taka sama ztozonosé teoretycz-
na i znajduje si¢ juz w bibliotece graphtheory. Rezultaty testow dla algorytmu
Dinica z wykorzystaniem wymienionych generatoréw znajduja si¢ odpowied-
nio na rys. [A4][A.5]i[A.6] Algorytm Dinica réwniez uzyskal wartosci mniej-
sze niz wynikaloby to z teorii. Moze to wskazywaé, ze generatory nie tworza
wystarczajaco trudnych sieci dla tych algorytmow, a teoretyczna ztozonosé
moéwi o przypadkach pesymistycznych, ktore nie wystepuja czesto.

Poréwnujac wyniki dla PushRelabelGeneric oraz Dinic, dla dwoch pierwszych
generatorow zaobserwowano poprawe, szczegolnie réznica dla make complete flow
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jest znaczaca. Dla make transitive tournament algorytm Dinica uzyskal nie-
znacznie lepszy wspotezynnik.

Maximum flow - PushRelabelGeneric
-0.5 T T T T T T o T T T
log(t) =alog(n) + b
.1 | data = L)
fit
-1.5 1

log(time [s])
N
[6,}
T

35 F a = 1.520338 +/-0.378641

-4 b =-5.080167 +/- 0.798851+

4.5 I I I I I I I I I
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(n)

Rysunek A.1. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-

nia maksymalnego przeptywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make flow network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba krawedzi jest zblizona do licz-

by wierzchotkéw, algorytm osiaga zlozonosé znacznie mniejsza niz teoretyczne
O(V?E). Wspotczynnik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.

A.2. Testowanie algorytmu typu "przemianuj i przeslij
na poczatek"

Roéwniez algorytm typu "przemianuj i przeslij na poczatek" testowano
z wykorzystaniem trzech generatorow:

— make flow network (rys. ,
— make_complete_flow (rys. [A.8§]),
— make_ transitive_tournament (rys. [A.9).

Dla dwoch pierwszych generatoréw uzyskano wyniki znacznie lepsze niz
zakladalaby teoria, zgodnie z ktora ztozonosé wynosi O(V?). Dla ostatniego
generatora wyniki dalej sa lepsze, ale tutaj bardziej zblizone do ztozonosci
teoretyczne;j.

Por6éwnujac wyniki do rezultatow algorytmu generycznego, dla rzadkich
sieci uzyskiwanych z make flow network, PushRelabelToFront osiaga zauwazal-
nie gorsza ztozonos¢ niz wersja generyczna. Dla make complete flow wyniki sg
porownywalne, natomiast dla make transitive tournament osigga lepsza zlozo-
no$c¢. Zgodnie z teoria, dla gestych sieci algorytm typu "przemianuj i przeslij
na poczatek" powinien osiggac¢ znacznie lepsze wyniki w poréwnaniu do wersji
generycznej i niz pokazuja to testy, ktore nie potwierdzity przewagi tego algo-
rytmu dla graféw, w ktorych liczba krawedzi jest znaczaco wieksza od liczby
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Maximum flow - PushRelabelGeneric
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Rysunek A.2. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-

nia maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez

make complete flow. Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie liczba

krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algorytm osia-

ga zlozonos¢ znacznie mniejsza niz teoretyczne O(V2E). Wspotczynnik a powinien
wynosi¢ w przyblizeniu 4.

Maximum flow - PushRelabelGeneric
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Rysunek A.3. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelGeneric do znajdowa-

nia maksymalnego przepltywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez

make transitive tournament. Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie

liczba krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algo-

rytm osiaga ztozonosé mniejsza niz teoretyczne O(V2E). Wspotczynnik a powinien
wynosi¢ w przyblizeniu 4.

33



Maximum flow - Dinic
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Rysunek A.4. Wykres wydajnosci algorytmu Dinic do znajdowania maksymalnego

przeptywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez make flow network.

Dla sieci rzadkich, gdzie liczba krawedzi jest zblizona do liczby wierzchotkéw, algo-

rytm osigga ztozonodé znacznie mniejsza niz teoretyczne O(VzE). Wspbétczynnik a
powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.

Maximum flow - Dinic
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Rysunek A.5. Wykres wydajnosci algorytmu Dinic do znajdowania maksymalnego

przeplywu wykorzystujac sieci przepltywowe generowane przez make complete flow.

Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie liczba krawedzi jest w przy-

blizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algorytm osiaga ztozonos¢ znacznie

mniejszg niz teoretyczne O(VQE). Wspbétczynnik a powinien wynosi¢ w przyblize-
niu 4.
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Maximum flow - Dinic

05 T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
0} data = -
fit
-0.5 -

log(time [s])
KB
w
T

a=2.707350 +/-0.140044

b =-6.157180 +/-0.241542 -

3.5 1 1 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

log(n)

Rysunek A.6. Wykres wydajnosci algorytmu Dinic do znajdowania mak-

symalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make transitive tournament. Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie

liczba krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algo-

rytm osiaga ztozonosé mniejszg niz teoretyczne O(V2E). Wspotezynnik a powinien
wynosi¢ w przyblizeniu 4.

wierzchotkéw. Wplyw na to moze mie¢ wykonywanie niepotrzebnych opera-
cji przemianowania, ktore sa waqskim gardtem algorytmu, jak wspomniano
w rozdziale [3.3] i mozliwe, ze wplywa to na wyniki bardziej niz w przypadku
wersji generyczne;j.

A.3. Testowanie modyfikacji algorytmu typu
"przeslij-przemianuj"

Tak jak w przypadku pozostatych algorytméw typu "przeslij-przemianuj",
do testowania uzyto trzech generatoré6w. Dla PushRelabelFIFO wyniki znaj-
duja sie na rys. (make_flow_network), m (make_complete_flow) i
(make_ transitive_tournament), natomiast dla PushRelabel FIFOWithBFS odpowied-
nionarys.[A.13[|A.14]oraz[A.15] Zgodnie z teoria, ztozonosci tych algorytmow
wynosza O(V2E), tak samo jak dla wersji generycznej.

Wryniki testéow wydajnosciowych obu modyfikacji poréwnano z rezultata-
mi otrzymanymi dla wersji generycznej. W przypadku PushRelabelFIFO 0sig-
gnieto poréwnywalne czasy dla wszystkich generatoréw, z zaniedbywalng
przewaga algorytmu generycznego. Dla PushRelabelFIFOWithBFS wyniki dla
generatorow make flow network 1 make transitive_tournament rOwniez sg porow-
nywalne, natomiast dla make complete flow wida¢, ze wersja generyczna osia-
gala nieznacznie lepsze wyniki.

Nie zauwazono wiec poprawy szybkosci wzgledem wersji generycznej, co
moze wskazywac, ze modyfikacje nie majg pozytywnego wpltywu na wersje
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Maximum flow - PushRelabelToFront
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Rysunek A.7. Wrykres wydajnosci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-

nia maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez

make_flow_network. Algorytm osigga ztozonosé znacznie mniejsza niz teoretyczne
O(V?). Wspétczynnik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.

Maximum flow - PushRelabelToFront
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Rysunek A.8. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-

nia maksymalnego przepltywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez

make_complete flow. Algorytm osigga ztozono$¢ znacznie mniejsza niz teoretyczne
O(V3). Wspélczynnik ¢ powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.
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Maximum flow - PushRelabelToFront
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Rysunek A.9. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelToFront do znajdowa-

nia maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make transitive tournament. Algorytm osiaga ztozono$¢ mniejsza niz teoretyczne

O(V3), lecz do niej zblizong, poniewaz wspolczynnik a powinien wynosi¢ w przy-
blizeniu 3.

generyczng, a wskazowki zawarte w literaturze [18] moga dotyczy¢ algorytmu
typu "przemianuj i przeslij na poczatek", aby polepszy¢ jego wydajnosé.

A.4. Testowanie najtanszego przeplywu

Algorytmy BusackerGowenBF i BusackerGowenSPFA testowano z wykorzysta-
niem dwoch generatoéw wymienionych we wstepie tego dodatku - make flow network
oraz make_complete_flow. Wyniki dla BusackerGowenBF znajduja sie odpowied-

nio na rys. i[AI7 a dla BusackerGowenSFPA odpowiednio na rys.
i[A19

Uzyskane wyniki dla obu algorytmoéow sa zgodne z teorig, ktéra mowi,
ze algorytm Busackera-Gowena ma ztozonos¢ O(V E|f]|). Porownujac wspot-
czynniki miedzy tymi algorytmami, dla obu generatoréw jest widoczne, ze
uzycie algorytmu SPFA do wyznaczania najkrotszych Sciezek jest zdecydowa-
nie lepsze i przyspiesza prace algorytmu Busackera-Gowena, poniewaz w obu
przypadkach wspétczynnik a dla algorytmu SPFA jest mniejszy niz odpowia-
dajacy mu wspotczynnik dla algorytmu Bellmana-Forda.



Maximum flow - PushRelabelFIFO
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Rysunek A.10. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFTFO do znajdowa-

nia maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make flow network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba krawedzi jest zblizona do licz-

by wierzchotkéw, algorytm osiaga zlozonosé znacznie mniejsza niz teoretyczne
O(V?E). Wspotezynnik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.

Maximum flow - PushRelabelFIFO
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Rysunek A.11. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFIFO do znajdowa-

nia maksymalnego przeptywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make complete flow. Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie liczba

krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algorytm osia-

ga zlozonosé¢ znacznie mniejsza niz teoretyczne O(VQE). Wspbétczynnik a powinien
wynosi¢ w przyblizeniu 4.
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Maximum flow - PushRelabelFIFO
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Rysunek A.12. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFIFO do znajdowa-

nia maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make transitive tournament. Dla sieci gestych generowanych przez te metode, gdzie

liczba krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierzchotkéw, algo-

rytm osiaga ztozonosé mniejsza niz teoretyczne O(V2E). Wspotezynnik a powinien
wynosi¢ w przyblizeniu 4.

Maximum flow - PushRelabelFIFOWithBFS
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4.5 I I I I I I I I I
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(n)

Rysunek A.13. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do

znajdowania maksymalnego przeptywu wykorzystujac sieci przepltywowe generowa-

ne przez make flow network. Dla sieci rzadkich, gdzie liczba krawedzi jest zblizona

do liczby wierzchotkéw, algorytm osiaga ztozonosé znacznie mniejsza niz teoretycz-
ne O(V2E). Wspotczynnik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 3.
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log(time [s])

Maximum flow - PushRelabelFIFOWithBFS

log(t) =I a log(n) +I
data L]
fit

b

a =1.575247 +/- 0.225954

b =-4.546168 +/- 0.389716

1.4 1.6 1.8 2 2.2

log(n)

2.4

Rysunek A.14. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do

znajdowania maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeptywowe genero-

wane przez make complete flow. Dla sieci gestych generowanych przez te metode,

gdzie liczba krawedzi jest w przyblizeniu rowna kwadratowi liczby wierzchotkow,

algorytm osiagga ztozonos¢ znacznie mniejsza niz teoretyczne O(V2E). Wspotczyn-
nik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 4.

Maximum flow - PushRelabelFIFOWithBFS

T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
0.5 - data u 1
fit

log(time [s])

a = 2.782435 +/-0.463761
b=-6.111661 +/- 0.799875

1.4 1.6 1.8 2

log(n)

2.2 2.4

Rysunek A.15. Wykres wydajnosci algorytmu PushRelabelFIFOWithBFS do

znajdowania maksymalnego przeplywu wykorzystujac sieci przeptywowe genero-

wane przez make transitive tournament. Dla sieci gestych generowanych przez te

metode, gdzie liczba krawedzi jest w przyblizeniu réwna kwadratowi liczby wierz-

chotkéw, algorytm osiaga zlozonosé mniejsza niz teoretyczne O(V2E). Wspotezyn-
nik a powinien wynosi¢ w przyblizeniu 4.
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Minimume-cost flow - BusackerGowenBF

T T T T T
log(t) = a log(n*m*f) + b
1 data =
fit

0r a = 0.833654 +/-0.015701
b =-6.226168 +/- 0.099101

log(time [s])
KB
T

3 4 5 6
log(n*m*f)

~
o]
O

Rysunek A.16. Wykres wydajnosci algorytmu BusackerGowenBF do znajdowa-

nia najtaniszego przeptywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make_flow_network. Zlozono$¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f]|), dlatego wiec

wspotczynnik a powinien wynosi¢ nie wiecej niz 1. Wspoétczynnik a = 0.834(16)
potwierdza teoretyczna ztozonosé algorytmu.

Minimum-cost flow - BusackerGowenBF

T T T T T T
log(t) = a log(n*m*f) + b
1.5 |- data "
fit

0.5 a =0.752573 +/- 0.006903
b =-6.091132 +/- 0.055748

©
u
T

log(time [s])

,

=

[0}
T

log(n*m*f)

Rysunek A.17. Wykres wydajnosci algorytmu BusackerGowenBF do znajdowa-

nia najtanszego przepltywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez

make_complete_flow. Ztozonos¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f]), dlatego wiec

wspotczynnik a powinien wynosi¢ nie wiecej niz 1. Wspotezynnik a = 0.7526(70)
potwierdza teoretyczna ztozonosé algorytmu.
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Minimume-cost flow - BusackerGowenSPFA

‘05 T T T T T
log(t) = a log(n*m*f) + b
1Lk data = .
fit
-1.5 a = 0.532159 +/- 0.022640 h
= 2t b = -5.713238 +/- 0.142892 -
£
> 25 B
°
3 ]
-3.5 —
-4 - 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9

log(n*m*f)

Rysunek A.18. Wykres wydajnosci algorytmu BusackerGowenSPFA do znajdo-

wania najtanszego przeplywu wykorzystujac sieci przeptywowe generowane przez

make flow_network. Zlozonos¢ tego algorytmu wynosi O(VE|f|), dlatego wiec

wspOtczynnik a powinien wynosié¢ nie wiecej niz 1. Wspoétezynnik a = 0.532(23)

potwierdza teoretyczna ztozonosé¢ algorytmu i wyzszosé nad BusackerGowenBF
(rys. [A.16)).

Minimume-cost flow - BusackerGowenSPFA

0 T T T T T
log(t) = a log(n*m*f) + b
data L]
-0.5 fit —
-1+ a = 0.598650 +/-0.013868 B
= 151  b=-6.099420 +/-0.111989 -
£
-t
> 2r T
i)
25 F B
3 .
-3.5 1 1 1 1 1 1
4 5 6 7 8 9 10 11

log(n*m*f)

Rysunek A.19. Wykres wydajnosci algorytmu BusackerGowenSPFA do znajdo-
wania najtanszego przeplywu wykorzystujac sieci przeplywowe generowane przez
make complete_flow. Ztozonosé¢ tego algorytmu wynosi O(V E|f|), dlatego wiec
wspoOtczynnik a powinien wynosié¢ nie wiecej niz 1. Wspoétezynnik a = 0.599(14)
potwierdza teoretyczna ztozonosé¢ algorytmu i wyzszosé nad BusackerGowenBF

(rys. [A.17).
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Minimum-cost flow - BusackerGowenBF vs BusackerGowenSPFA

T T T T T T
BusackerGowenBF —=—

" BusackerGowenSPFA —e—

log(time [s])

log(n*m*f)

Rysunek A.20. Poréwnanie wydajnosci algorytmu BusackerGowen do znajdowania

najtanszego przepltywu w zaleznosdci od uzytej metody wyznaczania najkrétszych

Sciezek. Wergja algorytmu BusackerGowenSPFA osiaga lepsze wyniki, co potwier-
dza wyzszodé algorytmu SPFA nad algorytmem Bellmana-Forda.
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