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Streszczenie

Grafy tukow na okregu to szczegdlna klasa grafow zdefiniowana jako grafy
przecie¢ dla tukow na okregu. Oznacza to, ze wierzchotki w grafie odpowia-
daja tukom na okregu i sa potaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im tuki na okregu przecinaja sie. Grafy tukéw na okregu sta-
nowig uogoélnienie graféw przedziatowych, ktore z kolei sa grafami przecie¢
odcinkéw na osi liczbowej.

Wiele praktycznych probleméw moze zosta¢ wyrazone jako abstrakcyjne
problemy dotyczace graféw tukéw na okregu, a zatem algorytmy dotycza-
ce tych graféw moga zosta¢ wykorzystane do rozwigzywania praktycznych
zagadnien. Jako przyktad mozna poda¢ cykle sygnalizacji swietlnej, ktore
mozna modelowac jako grafy tukéw na okregu i w ten sposéb poszukiwac naj-
bardziej optymalnych cykli pod wzgledem na przyktad minimalizacji czasu
oczekiwania na zielone sSwiatto przez uczestnikow ruchu drogowego. Podob-
nie wiele innych problemoéw o cyklicznej strukturze, gdzie grafy przedziatowe
sg niewystarczajace, moze by¢ modelowanych za pomoca grafow tukow na
okregu.

Praca zajmuje sie badaniem szeroko pojetej tematyki grafow tukow na
okregu. Glownym wynikiem sa implementacje, w jezyku Python, algoryt-
moéw dotyczacych grafow tukéw na okregu. W szezegolnosci skupiono sie na
podstawowych problemach w teorii graféw takich jak wyznaczanie najwiek-
szego zbioru niezaleznego, wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego,
wyznaczenie najmniejszego pokrycia klikowego oraz wyznaczanie najwiek-
szej kliki. W ramach pracy powstaly takze algorytmy sprawdzajace spojnosé
danego grafu, generujace graficzna reprezentacje modelu grafu, a takze prze-
ksztalcajace model grafu w graf abstrakcyjny.

Kazda ze stworzonych implementacji zostala przetestowana pod katem
poprawnosci jak i wydajnosci. Nie stwierdzono przy tym rozbieznosci miedzy
teoretyczng ztozonoScig obliczeniows, a ztozonosScig uzyskana w praktyce.

Stowa kluczowe: graf przecie¢, graf tukéw, zbiér niezalezny, zbioér domi-
nujacy, najwieksza klika, pokrycie klikowe



English title: Circular-arc graphs

Abstract

Circular-arc graphs form a family of graphs defined as intersection graphs of
a set of arcs on the circle. This means that vertices in a circular-arc graph
correspond to arcs on the circle and are connected by an edge if and on-
ly if the corresponding arcs on the circle intersect. Circular-arc graphs are
a generalization of interval graphs, which in turn are intersection graphs of
intervals on the number line.

Many practical problems can be stated as abstract problems related to
circular-arc graphs, and thus algorithms dealing with these graphs can be
used to solve practical tasks. As an example, traffic light phasing can be
modelled with circular-arc graphs and thus the most optimal phasing can
be searched in terms of, for example, minimizing the waiting time for traffic
participants for a green light. Similarly, many other problems with a cyc-
lic structure, where interval graphs are insufficient, can be modelled using
circular-arc graphs.

This thesis explores the broad topic of circular-arc graphs. The main re-
sults are implementations, in the Python language, of algorithms regarding
circular-arc graphs. In particular, the focus has been on basic problems in
graph theory such as determining the largest independent set, determining
the smallest dominating set, determining the smallest clique cover and de-
termining the largest clique. This thesis also includes algorithms for checking
the connectivity of a given graph, generating a graphical representation of
a graph model, and transforming a graph model into an abstract graph.

Each of the created implementations was tested for correctness as well as
performance. In doing so, no discrepancies were found between the theoretical
computational complexity and the complexity obtained in practice.

Keywords: intersection graph, circular-arc graph, independent set, domi-
nating set, maximum clique, clique cover
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa grafy tukow na okregu [I], ktore definiuje
sie jako grafy przecie¢ dla tukéw na okregu. Jest to naturalne uogdlnienie
grafow przedzialowych [2], ktore sa grafami przecie¢ dla odcinkow na osi
liczbowej. Precyzyjne definicje tych rodzin graféw znajdujg sie w rozdziale
O popularnoéci grafow tukow na okregu $wiadczy miedzy innymi fakt, ze na
ich temat powstaly prace przegladowe [3] i [4].

Przejscie od grafow przedziatowych do grafow tukéow na okregu oznacza
wyjscie z rodziny grafow cieciwowych, ale takze wyjscie z rodziny grafow
doskonalych [5]. Obrazuja to na przyktad grafy cykliczne z nieparzysta liczba
wierzchotkow Cs, C, itp. Warto zwroci¢ uwage, ze chociaz cykle parzyste Cly,
Cs, itp. nie s cieciwowe, to sa doskonale jako grafy dwudzielne.

Dodatkowa konsekwencja opuszczenia rodziny graféw przedziatowych na
rzecz, graféw tukoéw na okregu jest znaczacy wzrost poziomu trudnosci pew-
nych probleméw grafowych. Przyktadowo problem kolorowania wierzchotkow
grafu przedzialowego ma rozwigzanie o ztozonosci liniowej O(n) (na bazie re-
prezentacji permutacyjnej [6]). Z kolei dla grafow tukéw na okregu problem
kolorowania wierzchotkow jest NP-zupekny [7].

1.1. Cel pracy

Praca ma na celu blizsze poznanie i zbadanie tematyki grafow tukow na
okregu. Glownym celem jest stworzenie w jezyku Python implementacji algo-
rytmow rozwigzujacych dla tej podklasy graféw podstawowe problemy teorii
grafow, takie jak sprawdzanie spojnosci grafu czy tez wyznaczanie najwiek-
szego zbioru niezaleznego albo najmniejszego zbioru dominujgcego. Powstate
implementacje majg by¢ wydajne, dlatego poza testowaniem ich popraw-
nosci wykonane zostana testy ztozonosci obliczeniowej w celu poréwnania
otrzymanej ztozonosci z teoretyczna ztozonoscia obliczeniowa zaimplemento-
wanych algorytmoéow. Docelowo stworzone implementacje uzupetnia biblioteke
graphtheory [§].

1.2. Organizacja pracy

Praca podzielona jest na pie¢ rozdzialow. Rozdziat [1| stanowi wstep do
pracy magisterskiej zarysowujagcy jej tematyke i cel oraz opisujacy w skro-
cie zastosowania badanej podklasy grafow, jak i podajacy organizacje pracy.
W rozdziale [2| znajduja sie podstawowe definicje dotyczace dziedziny jaka
jest teoria grafow. W dalszej czesci tego rozdziatu opisanych jest pokrot-
ce kilka klas graféw o szczegblnyym znaczeniu dla tej pracy. Sa to grafy
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przecie¢, grafy przedzialowe oraz grafy tukow na okregu. Rozdzial ten zwien-
czony jest rysem historycznym problemu rozpoznawania graféow tukéw na
okregu. Rozdziat [3| przedstawia implementacje wykonane w ramach tej pra-
cy. Poza podaniem problemu jaki jest rozwigzywany przez dany algorytm
prezentowany jest takze sposéb uzycia danej implementacji. W rozdziale
znajduja sie opisy zaimplementowanych algorytméw. Omawiana jest zasa-
da dziatania oraz teoretyczna ztozonosé obliczeniowa kazdego z algorytmow.
Catos¢ uzupelniona jest kluczowymi fragmentami kodu zrodtowego stworzo-
nej implementacji. Rozdzial [5| stanowi podsumowanie pracy. Na koricu pracy
umieszczono dodatek [A] prezentujacy opisy oraz wyniki wykonanych testow
ztozonosci obliczeniowej implementacji.

1.3. Zastosowania

Grafy tukéw na okregu, jako uogdlnienie graféow przedziatowych, znajduja
zastosowania w wielu problemach gdzie wykorzystywane sg grafy przedziato-
we. Szczegdlowy przeglad zastosowan grafow przedzialowych mozna znalezé
w pracy Macieja Mularskiego [9]. Konkretnym przykladem zastosowania gra-
fow tukow na okregu moze by¢ opracowywanie wydajnych cykli sygnalizacji
swietlnej [6]. Okrag reprezentuje wtedy jeden taki pelny cykl, a tuki ozna-
czaja posiadanie zielonego Swiatla i sa przypisane do poszczegblnych pasow
ruchu oraz odpowiadajacym im sygnalizatorom. Jak tatwo zauwazy¢, dwoém
pasom ruchu, ktore nie moga mie¢ w tym samym czasie zielonego $wiatta,
nie moga by¢ przypisane przecinajace sie¢ tuki. Takie modelowanie za po-
moca grafu tuku na okregu skrzyzowan drogowych z sygnalizacja Swietlng
pozwala takze na uwzglednienie dodatkowych warunkow jak na przyklad
minimalizacja czasu oczekiwania na zielone $wiatto [10]. Istnieje wiele ana-
logicznych probleméw o podobnej strukturze do problemu cykli sygnalizacji
Swietlnej, gdzie grafy tukow na okregu moga znalezé zastosowanie. Jest tak
wszedzie tam, gdzie mamy do czynienia z pewnym ograniczonym zasobem,
ktory chcemy jak najefektywniej wykorzystaé albo tez jak najsprawiedliwiej
podzieli¢ dostep do niego. Jesli te problemy posiadaja cykliczng strukture,
czyli zdarzenia powtarzaja sie co pewien interwal czasowy, jak na przyklad
co minute, godzine, dobe czy tez tydzien, to do optymalnego opisu takiego
problemu nie wystarcza grafy przedzialowe, tylko nalezy skorzystaé z grafow
tukéw na okregu. Zatem oprocz sygnalizacji Swietlnej mozemy mie¢ do czy-
nienia z planowaniem przydzialu pamieci co jest waznym zagadnieniem przy
projektowaniu kompilatoréw [II]. Na koniec warto jeszcze zwrocié uwage,
ze jesli popatrzymy na sam problem planowania z szerszej perspektywy, nie
tylko ograniczonej do urzadzen i sprzetu komputerowego, to okaze sie, ze
wiele harmonograméw dotyczacych organizacji spotecznej ludzi takze daje
sie w prosty sposob odzwierciedli¢ za pomoca grafow tukow na okregu [12].



2. Teoria grafow

W tym rozdziale przedstawione zostana podstawowe definicje i twierdze-
nia, ktére beda przydatne w dalszej czesci pracy.

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Graf nieskierowany G jest uporzadkowana para (V, E), gdzie V
jest zbiorem wierzchotkéw, a E jest zbiorem krawedzi. Krawedz e jest dwu-
elementowym zbiorem roznych wierzchotkéw, ktore nazywamy koncami e.
Bedziemy stosowaé¢ nastepujaca notacje na oznaczenie liczby wierzchotkow i
krawedzi w grafie G = (V, E): |[V| =n, |E| = m.

Definicja: Graf skierowany G jest uporzadkowang para (V, E), gdzie V jest
zbiorem wierzchotkow, a E jest zbiorem krawedzi. Krawedz e = (u,v) jest
uporzadkowang para roéznych wierzchotkéw, przy czym w jest poczatkiem e,
a v jest koricem e. Oznaczenia n i m s3 takie jak dla graféw nieskierowanych.

Definicja: Graf G = (V, E) jest dwudzielny, jesli istnieja roztaczne zbiory
wierzchotkow Vi, V5 takie, ze V = V1UV; oraz zadne dwa wierzchotki nalezace
do V; nie sa polaczone krawedzia dla ¢ € {1, 2}.

Definicja: Podgraf H = (14, Fy) grafu G = (V4, Ey) to graf, w ktorym
Vo C Vi oraz Fy C Ey, przy czym kotice krawedzi z Es naleza do V5.

Definicja: Podgraf H = (14, E») grafu G = (V4, E}) indukowany wierzchot-
kowo to podgraf powstajacy z grafu GG poprzez usuniecie pewnych wierzchot-
kow, przy czym krawedzie nie sg usuwane o ile ich koniec nie jest usunietym
wierzchotkiem. Innymi stowy, zbior wierzchotkow V5 jest ustalany jako pewien
dowolny podzbioér zbioru Vi, ale juz postac¢ zbioru krawedzi Es jest narzucona
przez konkretny wyboér zbioru V,. Zbior Ey powstaje ze zbioru E; poprzez
usuniecie krawedzi, ktorych przynajmniej jeden koniec nie nalezy do zbioru
wierzcholkow Vs.

Definicja: Podgraf H = (14, Ey) grafu G = (V4, Ey) indukowany krawe-
dziowo to podgraf powstajacy z grafu G poprzez usuniecie pewnych krawe-
dzi, przy czym wierzcholki nie sg usuwane, o ile istnieje krawedz do ktorej
naleza. Innymi stowy, zbior krawedzi Fs jest ustalany jako pewien dowolny
podzbiér zbioru FEy, ale juz postac¢ zbioru wierzchotkéw V5 jest narzucona
przez konkretny wybor zbioru FEs. Zbiér Vy powstaje ze zbioru Vi poprzez
usuniecie wierzchotkow, ktore nie sa koncem zadnej krawedzi w zbiorze Es.
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Definicja: Dopetnienie grafu G jest grafem G° o takim samym zbiorze wierz-
chotkow co G, przy czym miedzy dwoma wierzchotkami w G€ istnieje krawedz
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje ona w G.

Definicja: Sciezka P w grafie G jest ciagiem roznych krawedzi eq, es, . . . , €,
grafu G takich, ze e; oraz e;,1 dla 1 < i < n posiadaja wspélny koniec, gdzie
€1 — eo nazywamy pierwszym wierzchotkiem §ciezki P, a e, — e,,_; ostatnim.

Definicja: Cykl w grafie G jest éciezka w G, w ktorej pierwszy wierzchotek
jest zarazem ostatnim, tzn. e; — e; = e, — e,_1. Graf nieskierowany, ktore-
go wszystkie n wierzchotkow tworzy cykl, oznaczamy jako C,, i nazywamy
grafem cyklicznym.

Definicja: Graf nieskierowany G jest spojny, jesli miedzy kazdymi dwoma
wierzchotkami grafu G istnieje Sciezka.

Definicja: Zbiér niezalezny [ jest zbiorem takich wierzchotkow grafu, ze
miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami nalezacymi do I nie istnieje kra-
wedz.

Definicja: Najwiekszy zbior niezalezny grafu to zbiér niezalezny grafu o naj-
wiekszej liczbie wierzchotkéw. Innymi stowy, nie moze istnieé¢ zbior niezalezny
sktadajacy sie z wiekszej liczby wierzchotkow niz najwiekszy zbiér niezalezny.

Definicja: Klika K jest zbiorem takich wierzchotkow grafu, ze miedzy kaz-
dymi dwoma wierzchotkami nalezacymi do K istnieje krawedz. Graf nieskie-
rowany, ktorego wszystkie n wierzchotkéw wchodzi w sktad kliki, oznaczamy
jako K, i nazywamy grafem pelnym.

Definicja: Pokrycie klikowe grafu G to zbior takich klik, ze ich suma to zbior
wszystkich wierzchotkoéw grafu G. Innymi stowy, kazdy wierzchotek grafu G
musi naleze¢ do pewnej kliki nalezacej do pokrycia klikowego.

Definicja: Najmniejsze pokrycie klikowe grafu to pokrycie klikowe grafu
o najmniejszej liczbie klik. Innymi slowy, nie moze istnie¢ pokrycie klikowe
sktadajace sie z mniejszej liczby klik niz najmniejsze pokrycie klikowe.

Definicja: Najwicksza klika jest klika taka, ze nie istnieje w grafie klika
o wiekszej liczbie wierzchotkow.

Definicja: Zbior dominujacy D jest zbiorem takich wierzchotkéw grafu, ze
dla kazdego wierzchotka grafu nienalezacego do D istnieje krawedz taczaca
go z pewnym wierzchotkiem nalezacym do D.

Definicja: Najmniejszy zbior dominujacy grafu to zbiér dominujacy grafu
o najmniejszej liczbie wierzchotkow. Innymi stowy, nie moze istnie¢ zbior
dominujacy sktadajacy sie z mniejszej liczby wierzchotkéw niz najmniejszy
zbiér dominujacy.



2.2. Grafy przecieé

Graf przecie¢ (ang. intersection graph) jest to graf nieskierowany okre-
Slony przez rodzine zbiorow {S;}. Dla kazdego zbioru S; tworzy sie jeden
wierzchotek grafu v;. Dwa wierzchotki v; oraz v; sa polaczone krawedzig wte-
dy i tylko wtedy, gdy zbiory S; oraz S; maja niepuste przeciecie [13].

Warto zauwazy¢, ze kazdy graf nieskierowany GG moze by¢ reprezentowa-
ny w postaci grafu przecie¢. Dla kazdego wierzchotka v; z V(G) tworzymy
zbior S; zawierajacy krawedzie nieskierowane incydentne z wierzchotkiem v;.
Wtedy dwa zbiory S; oraz S; beda mialy niepuste przeciecie tylko wtedy,
gdy wierzcholki v; oraz v; sa potaczone krawedzia.

2.3. Grafy przedzialowe

Grafy przedzialowe (ang. interval graphs) definiuje sie jako grafy przecie¢
odcinkéw na osi liczbowej [2]. Bez zmniejszenia ogolnosci przyjmuje sie, ze
odcinki sa domkniete, oraz ze korice wszystkich odcinkéw sg rézne. Grafy
przedziatowe byty analizowane w pracy magisterskiej Macieja Mularskiego

[].

2.4. Grafy lukéw na okregu

Grafy tukow na okregu (ang. circular-arc graphs) definiuje sie jako grafy
przecie¢ tukow na okregu [I]. Bez straty ogdlnosci zaktada sie, ze tuki sa
domkniete (zawieraja korice), oraz ze konce wszystkich tukoéw sa rozne. Kazdy
graf przedzialowy jest grafem tukéw na okregu, wystarczy "nawingé" odcinki
na okrag. Z drugiej strony, jezeli tuki na okregu nie pokrywaja catego okregu,
to mozna rozcia¢ okrag i dosta¢ model odcinkéw na prostej.

Warto zauwazy¢, ze dany abstrakcyjny graf tukow na okregu moze mieé
kilka istotnie réznych modeli z tukami. Przykladem jest graf pelny K3, ktory
mozna przedstawic¢ za pomoca dwoch r6znych modeli z tukami. W pierwszym
modelu, przedstawionym na rysunku 2.1} mamy trzy czesciowo nachodzace na
siebie tuki, przypominajacych stos odcinkéw na prostej. W drugim modelu,
widocznym na rysunku mamy trzy tuki catkowicie pokrywajace okrag,
przy czym nie bedzie punktu pokrytego jednoczesnie przez trzy tuki.

2.4.1. Rozpoznawanie grafow lukéw na okregu

O grafach tukéw na okregu w literaturze naukowej wspomniano pierw-
szy raz prawdopodobnie w 1964 roku [I4]. Nie wykraczalo to jednak poza
stwierdzenie, ze o ile grafy przedzialowe zostaly juz scharakteryzowane (na
przyklad w [I5]), o tyle odnosnie graféw przecie¢ rodzin innych zbiorow,
w tym takze rodzin tukéw na okregu, nie uzyskano w tamtym czasie jeszcze
zadnych wynikow.

Na wstepie warto zaznaczy¢, ze problemy dotyczace graféow tukéw na
okregu, w tym rozpoznawanie takich graféw, sa problemami znaczaco trud-
niejszymi od analogicznych probleméw dotyczacych graféw przedzialowych
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Rysunek 2.1. Jeden z mozliwych modeli grafu pelnego Kj3. Trzy tuki posiadaja
wspolne punkty okregu.

Rysunek 2.2. Jeden z mozliwych modeli grafu pelnego K3. Trzy tuki nie posiadaja
wspdlnego punktu na okregu.
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[3]. Wynika to z faktu, ze w przypadku grafow przedzialowych mamy do
czynienia z osig liczbowa, ktora jest ograniczona przez swoj koniec zaréwno
z lewej jak i z prawej strony, tzn. mozna osiggnaé¢ punkt, poza ktorym nie
bedzie przedzialéw nalezacych do grafu. Jednak na okregu mozemy podroézo-
waé w obu kierunkach cyklicznie bez konica. O ile w przypadku przedziatow
na osi liczbowej oczywiste jest, ze przedzialy tworzace klike musza zawiera¢
wspolny punkt, o tyle w przypadku tukéw na okregu wcale nie musi tak by¢
(taka sytuacje przedstawia rysunek [2.2)).

W literaturze matematycznej uzywa sie pojecia wiasciwosci Hellego. Prze-
dzialy na osi liczbowej maja wtasciwosé Hellego, czyli dla k przedzialow maja-
cych parami niepuste przeciecie, przeciecie wszystkich k przedziatow rowniez
ma niepuste przeciecie. Zbiory tukow na okregu zwykle nie maja wlasciwo-
§ci Hellego. Czasem definiuje sie grafy Hellego tukoéw na okregu (ang. Helly
circular-are graphs), dla ktorych istnieje model z tukami majacy wlasciwosé
Hellego. W roku 1974 Gavril scharakteryzowal te grafy, co doprowadzito do
powstania algorytmu rozpoznawania grafow w czasie O(n?) [16].

Pierwszy wielomianowy algorytm rozpoznawania grafow tukéw na okregu
zostal podany przez Alana Tuckera w roku 1980 [I7]. Ztozonos¢ obliczeniowa
algorytmu wynosita O(n?), przy czym algorytm oraz dowod jego popraw-
nosci byl, jak przyznal sam autor, do$¢ skomplikowany. Mimo to, algorytm
Tuckera okazat si¢ przetomowy. P6zniejsze algorytmy korzystaty intensywnie
z wprowadzonych w nim idei. Gléwna struktura algorytmu, polegajaca na
rozwazaniu dwoch réznych przypadkow, w zaleznosci od tego czy dopelnienie
wejsSciowego grafu jest grafem dwudzielnym czy tez nie, oraz dalszy podziat
jednego z tych przypadkéw na dwa, stanowita szkielet na ktéorym bazowaty
p6Zniejsze algorytmy.

Pierwszego rozwiniecia algorytmu Tuckera, cate 13 lat po jego opubliko-
waniu, dokonali Elaine Eschen i Jeremy Spinrad [18]. Utrzymuja oni, ze dzieki
wprowadzeniu nowych technik oraz sprowadzeniu pewnych podproblemow
do probleméw dotyczacych grafow cieciwowych przy zachowaniu pierwotnej
struktury calego algorytmu, udato im si¢ zredukowaé zlozonosé do O(n?).

W podobnym okresie pojawita sie tez praca Wen-Lian Hsu opisujaca al-
gorytm rozpoznawania grafow tukow na okregu o ztozonosci O(mn) [19)].
Pomyslt, na ktérym opiera sie ten algorytm, jest konceptualnie inny od po-
mystu Tuckera i ma w zamysle uprosci¢ proces rozpoznawania grafow. Hsu
opisal w tej samej pracy takze algorytm stuzacy stwierdzeniu czy dane grafy
sa izomorficzne. Ponad 15 lat po jego publikacji w pracy [20] zaprezento-
wano kontrprzyktad dowodzacy niepoprawnosci algorytmu dotyczacego izo-
morfizmu. W roku 2024 Tomasz Krawczyk pokazat w [21], ze takze algorytm
rozpoznawania grafow tukéw na okregu autorstwa Hsu jest btedny.

Pierwszy algorytm rozpoznawania graféw tukow na okregu dziatajacy
w czasie liniowym O(n + m) podat Ross McConnell w roku 2003 [22]. Jego
zasada dzialania odbiega od tej zaproponownej przez Tuckera, gdyz wyko-
rzystuje redukcje do problemu rozpoznawania graféw przedziatowych. Jed-
nakze aby tego dokonaé, konieczny jest preprocesing analogiczny do tego,
jakiego dokonuja Eschen i Spinrad w czasie kwadratowym. Niezbedne byto
wiec pokazanie przez McConnella, ze mozliwe jest wykonanie wymaganego
preprocesingu w czasie liniowym. Ciekawe jest takze, ze chociaz McConnell
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W swojej pracy opisuje jak uzyskaé¢ algorytm dzialajacy w cato$ci w czasie
liniowym, to w przypadku kiedy konieczna jest praktyczna implementacja,
sugeruje on uzycie wariantu algorytmu, ktory takze przedstawia, o ztozono-
$ci O(n +mlogn). Jest to motywowane tym, ze otrzymanie liniowego czasu
dziatania jest dosy¢ skomplikowane.

W roku 2011 zaprezentowany zostal kolejny liniowy algorytm, tym razem
autorstwa Haima Kaplana i Yahava Nussbauma [23]. Pod wzgledem podej-
Scia do problemu ulepszyli oni kwadratowy algorytm przedstawiony przez
Eschena i Spinrada, mozna wiec powiedzieé¢, ze stanowi on takze rozwinie-
cie pierwotnego algorytmu Tuckera. Co ciekawe, autorzy zwracaja uwage na
pewien blad w algorytmie Eschena i Spinrada. Kaplan i Nussbaum nie tylko
koryguja dotychczas bledne fragmenty algorytmu Eschena i Spinrada, ale
takze doktadniej analizujg jego ztozono$¢. W ten sposodb, przy minimalnych
modyfikacjach w strukturze calego algorytmu, otrzymuja algorytm o ztozo-
noéci liniowej, ktory jest prostszy od zaprezentowanego przez McConnella.

Warto zauwazy¢, ze wymienione powyzej algorytmy nie tylko stwierdzaja
czy dany graf jest grafem hukow na okregu, ale takze generuja jego model jako
rodzina tukéw na okregu. Nalezy pamietaé, ze taki model powstaje takze cze-
sto w przypadkach, kiedy nie mamy do czynienia z grafem tukéw na okregu.
7 tego powodu wiele algorytmoéw pod koniec sprawdza czy otrzymany model
rzeczywiscie odpowiada grafowi, ktory zostal podany na wejéciu. McConnell
podal w pracy [22], przy okazji swojego liniowego algorytmu rozpoznawania
grafow tukow na okregu, nieskomplikowany oraz dziatajacy w czasie liniowym
sposob dokonania takiego sprawdzenia.



3. Implementacja graféw

W tym rozdziale przedstawione zostana przyktadowe sesje interaktywne
w jezyku Python. Pozwalaja one zobaczy¢ w jaki sposdb mozna korzystac
z zaimplemetowanych w ramach tej pracy algorytmow.

Warunkiem wstepnym wykonania ponizszych algorytmow jest zainstalo-
wany pakiet graphtheory. Mozna to zrobi¢ za pomoca polecenia
pip install graphtheory. Nastepnie nalezy zaimportowaé klasy Edge oraz Graph.

>>> from graphtheory.structures.edges import Edge
>>> from graphtheory.structures.graphs import Graph

3.1. Konwencja dotyczaca reprezentacji grafow

Jesli nie zaznaczono inaczej, w calej pracy przyjmujemy reprezentacje
grafow tukow na okregu za pomoca listy par zdarzen. Dokladny opis tej re-
prezentacji mozna znalez¢ w rozdziale pierwszym w pracy [24]. Przy n tukach
zdarzenia numerujemy od 0 do 2n — 1. Kazdy tuk opisany jest za pomoca
pary zdarzen (h,t). Pierwszy element pary informuje nas o numerze zda-
rzenia odpowiadajacemu poczatkowi tuku (head). Z kolei drugi element jest
numerem zdarzenia oznaczajacego koniec danego tuku (tail). Przyjmujemy,
ze tuki zorientowane sa zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara. Na
rysunku zostalo zaprezentowane zastosowanie tej konwencji.

Warto zauwazy¢, ze h moze byé wicksze od t. Taki tuk nazywaé¢ bedzie-
my hukiem wstecznym czy tez backward. Mozna mysle¢ o tym tak, ze tuk
wsteczny przechodzi przez "lgczenie" okregu, tzn. przez fragment okregu po-
miedzy zdarzeniem 2n — 1 oraz zdarzeniem 0. Luk, ktorego koniec nastepuje
po poczatku, czyli zachodzi h < t, nazywaé¢ bedziemy tukiem forward. Li-
sta wszystkich n par opisujacych tuki tworzy reprezentacje grafu tukéw na
okregu, ktora jest oczekiwana przez algorytmy opisane w dalszej czesci pracy.

Dwa tuki, a = (hg,t,) oraz b = (hy, t), moga znajdowaé sie w stosunku
do siebie w réznych relacjach opisanych ponizej.

bLuk a zawiera tuk b, czy tez inaczej tuk b jest zawierany przez tuk a, jesli
zaczynajac w punkcie h, i idac zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara
napotykamy konce tych tukéw w nastepujacej kolejnosci: h,, hy, tp oraz t,.
Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze wcale nie musi zachodzi¢ nieré6wnosé h, <
hy < tp < t,, gdyz calosé¢ odbywa sie na okregu i, inaczej niz w przypadku
osi liczbowej, umiejscowienie na okregu zdarzenia o numerze 0 jest umowne.
Taka sytuacje przedstawia rysunek

Luk a zawiera zdarzenie c, jesli zaczynajac w punkcie h, i idac zgodnie
z kierunkiem ruchu wskazowek zegara napotykamy zdarzenia w nastepuja-
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E D

Rysunek 3.1. Przyktadowy graf i jeden z jego modeli. Kazdy tuk okregu zostat
opisany zgodnie z konwencja przedstawiona w podrozdziale [3.1] Czarne punkty to
odpowiednio ponumerowane zdarzenia.

Rysunek 3.2. Przyktadowy model grafu w ktorym tuk a zawiera tuk b. Nier6wnosc
he < hy < tp < t, nie jest prawdziwa.
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cej kolejnosci: h,, c oraz t,. Nierownos¢ h, < ¢ < t, nie musi by¢ jednak
prawdziwa.

Lk a przecina sie z tukiem b, jesli co najmniej jeden z tych tukéw zawiera
dowolny koniec drugiego tuku. W przeciwnym razie tuki te nie przecinaja sie.

3.2. Generowanie graféow lukéw na okregu

Wszystkie przedstawione w tym podrozdziale funkcje zwracaja liste zawie-
rajaca pary zdarzen reprezentujace wygenerowany graf. Zwracana lista jest
posortowana rosngco wedtug poczatkow tukow, a poczatek pierwszego tuku
to zawsze zdarzenie o numerze 0. Ztozono$é¢ obliczeniowa kazdej z przedsta-
wionych funkcji jest liniowa.

Losowy graf tukow na okregu o n wierzchotkach mozemy wygenerowaé za
pomocg funkcji make random _arc.

>>> graph model = make random arc(5)
>>> print (graph_model)
[(0, 4), (2, 3), (5, 9), (6, 1), (8, 7)]

Graf hukow na okregu bedacy grafem cyklicznym o n wierzchotkach mo-
zemy wygenerowaé za pomocg funkcji make cycle arc.

>>> graph model = make cycle arc(5)
>>> print (graph_model)
[(07 3)7 (27 5)7 (47 7)7 (67 9)7 (87 1)]

Losowy graf tukéw na okregu bedacy zaréwno grafem pelnym o n wierz-
chotkach jak i jednocze$nie grafem przedzialowym mozemy wygenerowaé za
pomoca funkcji make complete random _interval.

>>> graph model = make complete random interval(5)
>>> print (graph model)
[(0, 7), (1, 9), (2, 8), (3, 5), (4, 6)]

Losowy graf tukow na okregu bedacy grafem pelnym o n wierzchotkach,
majgcy wlasciwo$¢ Hellego, ale niebedacy grafem przedzialowym, mozemy
wygenerowaé za pomoca funkcji make complete helly arc.

>>> graph model = make complete helly arc(5)
>>> print (graph_model)
[(0, 7), (1, 8), (2, 6), (3, 9), (5, 4)]

Losowy graf tukow na okregu bedacy grafem pelnym o n wierzchotkach,
ale niemajacy wtlasciwosci Hellego oraz niebedacy grafem przedziatlowym,
mozemy wygenerowaé za pomoca funkcji make complete not_helly arc.

>>> graph model = make complete not helly arc(5)
>>> print (graph model)
[(0, 5), (2, 9), (3, 7), (4, 8), (6, 1)]
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3.3. Graficzna reprezentacja ltukéw grafu

Funkcja circular _drawing pozwala na wypisanie w terminalu postaci gra-
ficznej tukow. W zwracanej reprezentacji okrag jest rozciety. Nalezy sobie
zatem wyobrazi¢, ze koniec grafiki po prawej stronie przechodzi w poczatek
grafiki po lewej stronie. W przypadku tukéw wstecznych jest to niezbedna
obserwacja.

Funkcja oferuje dwie opcje oznaczania tukéow. Domys$lna, niewymagaja-
ca podania dodatkowego parametru, wypisuje numery tukéw. W przypadku
podania jako drugiego argumentu warto$ci False, wypisane zostana ponume-
rowane zdarzenia poczatku oraz konca kazdego tuku. Ponizej przedstawiony
jest przyktadowy wynik wywolania funkcji w obu wariantach.

>>> graph model = make random arc(10)
>>> print (graph model)
[(5,9),(11,0),(18,6),(1,10),(13,3),(7,8),(4,14),(12,19),(16,15),

(2,17)]
>>> circular drawing(graph model)

R E— - - T — - -
9 — . 9
7777777777 4 ) S — 4—— — -

T — — 6
—— - 2 55 2——
T —— 7
- — — [ - 8 8 7777777777

>>> graph model = make random arc(7)

>>> print (graph model)

[((11, 1), (13, 4), (3, 5), (9, 12), (2, 0), (7, 10), (6, 8)]
>>> circular drawing(graph model, False)

,0 2, — -

3.4. Sprawdzanie sp6jnosci grafow tukéw na okregu

Za pomoca funkcji check connectivity mozemy sprawdzié¢ czy dany graf hu-
kow na okregu w reprezentacji par zdarzen jest grafem spojnym. Konieczne
jest jednak podanie drugiego argumentu, ktorym jest wynik wykonania po-
mocniczej funkcji calculate _endpoints dla tego grafu.

>>> graph model = make random arc(5)

>>> print (graph_model)

[(57 0)’ (]-7 6)7 (47 2)7 (77 8)7 (97 3)]

>>> check connectivity (graph model, calculate endpoints(graph model))
True
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3.5. Przeksztalcenie modelu par zdarzen w graf
abstrakcyjny

Majac dany graf tukow na okregu w postaci listy par zdarzen mozemy
taki model grafu przeksztalci¢ w graf abstrakcyjny klasy Graph, zdefiniowanej
w pakiecie graphtheory, za pomoca funkcji make abstract arc_graph efficient.

>>> graph model = make random arc(5)

>>> print (graph model)

[(87 3)7 (77 2)7 (17 9)7 (47 5)7 (67 0)]

>>> G = make abstract arc_ graph efficient(graph model)
>>> G.show ()

0 :124
1 :0214
2 0134
3 2

4 012

3.6. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego

Najwiekszy zbior niezalezny w grafie tukéw na okregdéw mozna wyznaczy¢
trzema réznymi funkcjami, GREEDY, FIND MIAF oraz MIS_gavril. Nalezy pa-
mietaé, ze dla jednego grafu moze istnie¢ kilka zbioréw bedacych najwiek-
szym zbiorem niezaleznym, dlatego tez wyniki wykonania tych funkcji dla
danego grafu moga sie rozni¢. Ztozonosé funkcji GREEDY oraz FIND MIAF
jest liniowa, w przypadku MIS gavril jest kwadratowa.

Ponizej przedstawione jest uzycie wszystkich wymienionych funkcji.
W przypadku GREEDY jako drugi argument nalezy poda¢ "mis". W przypad-
ku FIND MIAF poczatek pierwszego tuku musi by¢ zdarzeniem o numerze 0.

>>> graph model = make random arc(5)
>>> print (graph model)

[(0, 3), (4, 1), (7, 8), (5, 6), (9, 2)]
>>> GREEDY(graph_model, ’mis’)

[3, 2, 4]

>>> graph_model = [(0, 3), (4, 1), (7, 8), (5, 6), (9, 2)]
>>> FIND MIAF(graph model

[0, 3, 2]

)

>>> graph_model = [(0, 3), (4, 1), (7, 8), (5, 6), (9, 2)]
>>> MIS gavril (graph model)
{2, 3, 4}

3.7. Wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego

W celu wyznaczenia najmniejszego pokrycia klikowego nalezy uzy¢ funkcji
GREEDY podajac jako drugi argument "mqc".
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>>> graph model = make random arc(5)
>>> print (graph model)

[(3, 4), (7, 6), (1, 0), (2, 5), (8, 9)]
>>> GREEDY(graph model, ’'mqc’)

[{0, 1, 2, 3}, {1, 2, 4}]

3.8. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego

W celu wyznaczenia najmniejszego zbioru dominujacego nalezy uzy¢ funk-
cji GREEDY podajac jako drugi argument "mds".

>>> graph model = make random arc(5)
>>> print (graph_model)

[(8, 4), (7, 6), (0, 1), (3, 2), (5, 9)]
>>> GREEDY(graph_model, ’'mds’)

[3]

3.9. Wyznaczanie najwiekszej kliki

Za pomocy funkcji max_clique gavril mozna wyznaczy¢ najwieksza klike

w grafie.

>>> graph model = make random arc(5)
>>> print (graph_model)

[(37 ]‘)7 (47 5)7 (27 8)7 (77 9)7 (07 6)]
>>> max_clique gavril(graph model)

[0, 2, 4, 1]




4. Algorytmy

W tym rozdziale zajmiemy sie r6znorodnymi problemami dotyczacymi
grafow tukow na okregu. Znajdziemy wérdd nich zagadnienie wyznaczania
najwiekszego zbioru niezaleznego, najmniejszego pokrycia klikowego, czy tez
najmniejszego zbioru dominujgcego. Przedstawione zostana implementacje
wraz z opisami dziatania i ztozonosci obliczeniowej odpowiednich algoryt-
mow.

4.1. Funkcja pomocnicza

Warto na poczatku wspomnie¢ o funkeji pomocniczej calculate_endpoints(),
ktora czesto nalezy wykonaé przed wywoltaniem docelowych algorytmoéw omo-
wionych w tym rozdziale, poniewaz oczekuja one w wiekszosci przypadkow
podania jako argumentu wyniku tej funkcji. Zaleta takiego podejsécia jest
to, ze jesli zamierzamy rozwiaza¢ wiele probleméw dla danego grafu, to wy-
starczy tylko raz wywolaé calculate endpoints() i poda¢ wynik jako argument
dla pozostatych funkcji. Nie musimy zatem wielkrotnie powtarzaé¢ obliczen,
a mialoby to niestety miejsce, gdyby ta funkcja wolana byta bezposrednio
przez algorytmy.

Celem funkcji calculate endpoints() jest stworzenie struktury, ktora pozwoli
poZniej w czasie stalym na identyfikacje tuku, do ktérego nalezy dane zdarze-
nie oraz na stwierdzenie, czy dane zdarzenie jest poczatkiem czy tez konicem
tuku. Ztozonosé¢ obliczeniowa funkcji, ze wzgledu na jednorazowy przeglad
tukow, wynosi O(n).

Listing 4.1. Funkcja pomocnicza calculate endpoints().

def calculate endpoints(graph model, size): # O(n) time
endpoints = [0]* size 2
i=0
# endpoints[i] gives the arc the endpoint with position i
# belongs to and the information if it is head or tail
# endpoints[coordinate iJ]=(arc, head/tail)
for (head, tail) in graph model:

endpoints [head] = {’arc’: i, ’end’: "head"}
endpoints|[tail] = {’arc’: i, ’end’: "tail"}
i =1i+1

return endpoints

4.2. Graficzna reprezentacja lukéw grafu

Przedstawiony tutaj algorytm jest uogoélnieniem na grafy tukéow na okre-
gu algorytmu Macieja Mularskiego, opisanego w pracy [9], dotyczacego gra-
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fow przedzialowych. Oba algorytmy stuza wygenerowaniu graficznej postaci
danych przedzialow czy tez lukow grafu. Mozliwo$é pojawienia sie hukow
wstecznych, czyli takich dla ktorych koniec nastepuje przed poczatkiem,
w grafach tukéw na okregu stwarza koniecznosé dodania do algorytmu dla
grafow przedzialowych sposobu postepowania z takimi tukami. Poza tym idea
algorytmu pozostaje niezmieniona.

Warto zauwazy¢, ze generowana przez algorytm graficzna reprezentacja
prezentowana jest w postaci rozcietego okregu. Nalezy wiec pamietaé, ze
prawa strona grafiki kontynuowana jest z jej lewej strony, jak mozna zauwazy¢
w przyktadzie w podrozdziale |3.3|

Listing 4.2. Graficzna reprezentacja tukow grafu.

def circular drawing(graph model, print arcs=True,

empty symbol=" ', full symbol="-"):
size — len(graph model)
if size = 0:

print ()

return
line _used = [False]|xsize
line _to_ backward head = [math.inf]xsize
arc_to_line = [-1]xsize

if print arcs:

symbol len = math. ceil (math.log(size, 10))
else:

symbol len = math. ceil (math.log(2+size, 10))
empty — empty symbolx(symbol len + 2)
full = full symbolx(symbol len + 2)
str_lines = []

endpoints = calculate endpoints(graph model, size)
max_used index = 1
for number of endpoint, endpoint in enumerate(endpoints):
curr _arc = endpoint[’arc’]
if print arcs:
identifier = str(curr_arc)
else:
identifier = str(number of endpoint)
(head, tail) = graph model[curr_ arc]

padding = 2 + (symbol len—len(identifier))
padding_smaller = padding // 2

padding larger = padding-padding smaller
if head > tail:

if endpoint[’end’] == ’tail ’:
str_lines.append(’’)
line index = max_used index + 1
max used index = line index
line_to_ backward head[line index] = head
arc_to_ line[curr arc] = line index
str _lines[line index] = (full % number of endpoint

+ full _symbol % padding smaller + identifier
+ empty symbol x padding larger)
else:
line _index = arc_to line[curr_arc]
line _used[line index] = True
str _lines|line index] += (empty symbol % padding larger
+ identifier 4+ full symbol % padding smaller)
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else:

if endpoint[’end’] == ’head’:
line index — 1
while True:
line _index = line index + 1

if (not line used[line index]| and
tail < line to_ backward head[line index]):
break
if max used index < line index:
str_lines.append(’’)

str_lines[line index]| = empty % number of endpoint

max used index = line index
arc_to_line[curr_ arc] = line_ index
line used[line index] = True

str _lines|line index] += (empty symbol % padding larger

+ identifier + full symbol % padding smaller)
else:
line _index = arc_to line[curr_arc]

str_lines[line index] += (full _symbol x padding smaller

+ identifier + empty symbol x padding larger)

line used[line index] = False
for i in range(max used index+1):
if i — line index:
continue

if line used[i]:
str_lines[i] += full
else:
str_lines[i] += empty
for line in str lines:
print (line)

4.3. Sprawdzanie sp6jnosci graféw lukéw na okregu

Graf przedziatlowy jest niespdjny, jesli istnieje fragment osi liczbowej nie-
nalezacy do zadnego przedziatu i otoczony przedziatami. Inaczej wyglada to
w przypadku grafu tukéw na okregu, ktory pozostaje w takiej sytuacji spoj-
ny, ze wzgledu na swojg strukture okregu. Dopiero gdy istnieja co najmniej
dwa takie fragmenty okregu, ktére nie naleza do zadnego tuku i sa od siebie
rozdzielone hukami, to mamy do czynienia z niesp6jnym grafem tukéw na
okregu.

Na tej obserwacji opiera sie istota dzialania funkcji check connectivity(),
ktora przechodzac po kolejnych zdarzeniach odpowiednio dodaje i usuwa tuk
ze zbioru obecnie odwiedzanych tukéow, w zaleznosci od tego, czy napotkano
poczatek, czy tez koniec tego tuku. Celem jest policzenie ile razy zbiér od-
wiedzanych hukow stanie sie pusty w czasie obejscia catego okregu. Sprawe
komplikuje nieco fakt, ze poruszamy sie po okregu, a nie po osi liczbowe].
Zbior tukéw moze by¢ pusty, a mimo wszystko moze istnieé¢ tuk, ktory zawiera
obecnie rozwazany fragment okregu. Dzieje sie tak, gdy ze wzgledu na cia-
glosé¢ okregu, nie rozwazaliSmy jeszcze poczatku tego okregu. Przedstawiona
tutaj funkcja radzi sobie z tym poprzez tworzenie listy fragmentow tukdw,

22



co do ktorych mamy zasadne przypuszczenie, ze nie nalezg do zadnego tuku,
oraz weryfikowanie tego przypuszczenia w odpowiednich momentach.

Ztozonosé prezentowanej funkeji wynosi O(n). Zawiera ona dwie petle for,
przy czym jedna z tych petli jest zagniezdzona w drugiej. Z kazdym obiegiem
wewnetrznej petli, poza obiegami przerwanymi od razu w pierwszej iteracji
przez break, wigze si¢ usuniecie jednego elementu z listy gap list. Zauwazmy
dodatkowo, ze do listy gap list dodanych moze zosta¢ maksymalnie n elemen-
tow, jako ze ma to miejsce tylko przy napotkaniu poczatku tuku. Oznacza
to, ze wewnetrzna petla for wykona sie tacznie nie wiecej niz O(n) razy.

Listing 4.3. Sprawdzanie spojnosci graféow tukow na okregu.

def check connectivity (graph model, endpoints):

current arcs = set ()
# contains ascending sorted points where a gap is supposingly ending
gap_list = []

gap _active = True

for number of endpoint, endpoint in enumerate(endpoints):
curr _arc = endpoint|’arc’]
if endpoint|[’end’] = ’head’:
current arcs.add(curr_arc)
if gap active:
gap list.append(number of endpoint)
gap active = False

(head, tail) = graph model[curr_arc]
stopped = False
# arc 18 crossing the joint, so it can cover a gap discovered
# earlier
# we use the fact, that gap list is sorted ascending
if tail < head:
for index, gap in enumerate(gap list):
if gap > tail:
stopped = True

break
if not stopped:
gap list = []
else:
gap list = gap list[index:]
else:
current arcs.discard (curr_arc)
if len(current arcs) — O:

gap _active = True

# with one gap the circular—arc graph is still connected
if len(gap_list) > 1:

return False
return True
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4.4. Przeksztalcanie modelu par zdarzen w graf
abstrakcyjny

Przedstawiony tutaj algorytm jest uogolnieniem na grafy tukéw na okregu
algorytmu Macieja Mularskiego, opisanego w pracy [9], dotyczacego grafow
przedzialowych. Oba algorytmy stluza wygenerowaniu grafu abstrakcyjnego
klasy Graph na bazie danego modelu grafu. W przypadku grafu tukéw na
okregu model ten to reprezentacja w postaci listy par zdarzen.

Mozliwos¢ pojawienia sie tukéw wstecznych, czyli takich, dla ktorych ko-
niec nastepuje przed poczatkiem, w grafach tukéw na okregu stwarza koniecz-
no$¢ dodania do algorytmu dla grafow przedziatowych sposobu postepowania
z takimi tukami. Jest to realizowane za pomoca drugiej petli for iterujacej po
wszystkich konicach tukéw. Dodaje ona do grafu krawedzie, ktorych pierwsza
petla for, ze wzgledu na tuki wstecznie, nie mogta wykryé. Poza tym idea
algorytmu pozostaje niezmieniona.

Ztozonosé algorytmu wynosi O(n +m). Dwie glowne petle for przeglada-
ja wszystkie konice tukéow. Dodatkowo zagniezdzone sa w nich kolejne petle
for, ktorych zadaniem jest dodawanie krawedzi do grafu. Poniewaz w trakcie
kazdego obiegu wewnetrznej petli do grafu dodawana jest nieobecna w nim
jeszcze krawedz, to tgczna liczba obiegéw kazdej z tych petli wynosi¢ bedzie
dokladnie m. Warto zwroci¢ uwage, ze w przypadku naiwnych rozwigzan
omawianego tutaj problemu otrzymaliby$my algorytm o zlozonosci O(n?).
Jednakze w przedstawionym tutaj algorytmie udalto sie uzyskaé¢ ztozonosé
O(n + m), czyli otrzymano liniowa zaleznosé od liczby wierzchotkow i kra-
wedzi.

Listing 4.4. Przeksztalcanie modelu par zdarzen w graf abstrakcyjny.

def make abstract arc graph efficient(graph model, size):
abstract _graph = Graph(n=len (graph_model))
endpoints = calculate endpoints (graph model, size)
active = set ()
for endpoint in endpoints:
if endpoint ==

continue
curr _arc = endpoint[’arc’]
if endpoint|[’end’] = ’head’:

abstract graph.add node(curr_arc)
for arc in active:
abstract graph.add edge(Edge(curr_ arc, arc))
active.add(curr arc)
else:
active.discard (curr_arc)
for endpoint in endpoints:

if endpoint =— 0:
continue
curr _arc = endpoint[’arc’]
if endpoint|[’end’] = ’head’:

(head, tail) = graph model[curr_arc]
if head < tail:
for arc in active:
(head backward, ) = graph model[arc]
if tail < head backward:
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abstract graph.add edge(Edge(curr arc, arc))

else:

active.discard (curr_arc)
if len(active) =— 0:

break

return abstract graph

4.5. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego wg
Gavrila

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera sie na pomysle Ga-
vrila przedstawionym w roku 1974 [16].

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukow na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczenie najwiekszego zbioru niezaleznego.

Dane wyjsciowe: Zbior zawierajacy tuki grafu nalezace do jego najwiek-
szego zbioru niezaleznego.

Opis algorytmu: Podstawa dzialania algorytmu jest sprowadzenie proble-
mu znajdywania najwiekszego zbioru niezaleznego w grafie tukéw na okregu
do problemu wyznaczania takiego zbioru w grafach przedzialowych.

Niech MIS to pewien najwiekszy zbioér niezalezny w danym grafie. Zawsze
istnieje taki fragment okregu, ze nie nalezy on do zadnego tuku nalezacego
do MIS. Jezeli usuniemy ten fragment, rozcinajac w ten sposéb okrag, to
dostaniemy graf przedziatowy. Jak tatwo zauwazy¢, najwiekszy zbior nieza-
lezny tego grafu przedzialowego bedzie tez najwiekszym zbiorem niezaleznym
pierwotnego grafu tukéw na okregu.

To oznacza, ze aby wyznaczy¢ najwiekszy zbiér niezalezny, mozna prze-
testowa¢ wszystkie mozliwosci rozciecia okregu i znalezé dla kazdego otrzy-
manego w ten sposob grafu przedziatowego jego najwiekszy zbiér niezalezny.
Sposérod wyznaczonych zbioréw, ten o najwiekszej liczebnosci jest szukanym
zbiorem niezaleznym dla danego grafu tukéw na okregu.

Funkcja get interval graph K realizuje usuniecie z danego grafu tukéw na
okregu okreslonego fragmentu i zwraca wyznaczony model powstalego grafu
przedziatowego. Warto zauwazy¢, ze skutkuje to usunieciem zaréwno pew-
nych krawedzi jak i wierzchotkéw z grafu. Nastepnie model ten jest dostarcza-
ny jako argument do funkcji interval maximum _iset, przedstawionej przez Ma-
cieja Mularskiego w pracy [9], oraz stanowiacej czes$¢ pakietu graphtheory. Ta
ostatnia funkcja znajduje najwiekszy zbior niezalezny danego grafu przedzia-
towego. Na samym koncu, sposrod wszystkich wyznaczonych w ten sposéb
zbioroéw niezaleznych, gtéwna funkcja MIS_gavril wybiera zbior najliczniejszy.
Jest to szukany najwiekszy zbior niezalezny danego grafu tukow.
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Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?). Wynika ona z wie-
lokrotnego wyznaczania najwiekszego zbioru niezaleznego dla r6znych grafow
przedziatowych.

Funkcja get interval graph K ze wzgledu na petle for ma ztozonos¢ linio-
wa. Jak pokazano w pracy Mularskiego [9], funkcja interval _maximum _iset ma
liniowa ztozonosé. Gtéwna funkcja algorytmu, MIS_gavril, realizuje swoje za-
danie w czasie kwadratowym, poniewaz petla for, wykonujaca sie doktadnie
2n razy, wywoluje wspomniane wczesniej funkcje o liniowej ztozonosci.

Uwagi: W oryginalnej pracy Gavrila [16] jest mowa o zlozonosci O(n?),
podczas gdy omowiona tutaj implementacja ma ztozono$é O(n?). Wynika to
z przedstawienia w miedzyczasie algorytmu, nieznanego jeszcze w 1974 roku,
znajdujacego najwickszy zbior niezalezny w grafie przedzialowym w czasie
liniowym pod warunkiem, ze korice przedzialéw s juz posortowane [25].

Listing 4.5. Najwiekszy zbior niezalezny wg Gavrila.

def MIS gavril(graph):
size = len(graph)
endpoints = calculate endpoints(graph, size)
mis size = 0
for i in range(2xsize):
K perm = get interval graph K (graph, i, size, endpoints) # O(n)
independet _set = interval _maximum _iset (K_perm) # O(n)
independet set size = len(independet set)
if independet set size > mis size:
mis size = independet set size
mis = independet set
return mis

def get interval graph K(graph, point, size, endpoints):
graph_without_fragm = [True]xsize
for i in range(size):
(head, tail) = get head and tail arc(i, graph)
if (head <= point < tail or
point < tail < head or
tail < head <= point):

graph without fragm|[i] = False
perm = []
for endpoint in range(point+1, 2xsize):
arc = endpoints[endpoint |[ "arc’]

if graph without fragm/[arc]:
perm . append (arc)
for endpoint in range(point+1):
arc = endpoints[endpoint |[ "arc’]
if graph without fragm/[arc]:
perm . append (arc)
return perm
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4.6. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego wg
Masudy i Nakajimy

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¢ na pomysle Ma-
sudy i Nakajimy, przedstawionym w roku 1988 [26].

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukéw na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen. Lista par powinna by¢ w postaci kanonicznej, tzn. dla n
lukow beda zdarzenia od 0 do 2n — 1, lewe korice par beda posortowane
rosnaco, oraz lewy koniec pierwszej pary to zdarzenie 0 (pierwsza para to tuk
forward).

Problem: Wyznaczenie najwiekszego zbioru niezaleznego.

Dane wyjsciowe: Lista zawierajaca tuki grafu nalezace do jego najwieksze-
go zbioru niezaleznego.

Opis algorytmu: Algorytm dzieli tuki na tak zwane tuki forward oraz tuki
backward. Yuki backward charakteryzujg sie tym, ze ich koniec ma mniejszy
numer niz ich poczatek, czyli przechodza przez fragment okregu miedzy zda-
rzeniem 2n — 1 oraz zdarzeniem 0. Podzial na te dwie, rozlaczne grupy tukow
dokonywany jest przez funkcje calculate_all forward and backward arcs.

bLatwo stwierdzi¢, ze szukajac najwickszego zbioru niezaleznego nie trzeba
wcale rozpatrywac¢ wszystkich tukow, a wystarcza tylko te, ktore nie zawierajg
w sobie zadnego innego tuku. Dlatego tez funkcja
calculate_minimal forward arcs sposrod wszystkich tukow forward wybiera te,
ktore nie zawieraja w sobie zadnego tuku i to wtasnie z tym zbiorem bedzie-
my pracowaé w dalszej czesci algorytmu. Z powodow, ktore stang sie jasne
pozniej, algorytm operuje na wszystkich tukach backward.

Kluczowg idea algorytmu jest to, ze w celu znalezienia najwiekszego zbio-
ru niezaleznego grafu sprawdzamy, czy istnieje taki najwiekszy zbior nieza-
lezny wsrod krawedzi odpowiadajacym tukom forward oraz taka krawedz
odpowiadajaca tukowi backward, ze razem tworza zbiér niezalezny. Jest to
wtedy najwiekszy zbiér niezalezny dla danego grafu. W przeciwnym razie
dowolny najwiekszy zbior niezalezny wsrod krawedzi odpowiadajacym tukom
forward stanowi najwiekszy zbior niezalezny danego grafu.

Sam pomysl, mimo ze prosty, zrealizowany bezposrednio prowadzi do bar-
dzo duzej ztozonosci obliczeniowej takiego algorytmu, jako ze liczba zbiorow
niezaleznych moze by¢ wykltadnicza w zaleznosci od liczby tukow forward.

Mozna jednak pokazaé, ze wcale nie musimy rozwaza¢ wszystkich mozli-
wych najwiekszych zbioréw niezaleznych wéréd krawedzi odpowiadajacym
tukom forward, a wystarczy pewna, odpowiednio dobrana rodzina takich
zbiorow essential DMIAF set. Za znalezienie tej rodziny odpowiada funkcja
find_EDS, ktora realizuje to zadanie w czasie liniowym.

Ostatnim krokiem jest przeglad wszystkich tukéw backward w poszuki-
waniu tuku a, dla ktoérego istnieje zbiér DMIAF w essential DMIAF _set taki,
ze po dodaniu a do zbioru DMIAF otrzymujemy zbiér niezalezny. Jesli taki
tuk i taki zbior istnieja, to razem tworza szukany najwiekszy zbior niezalezny
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grafu. W przeciwnym razie najwiekszym zbiorem niezaleznym grafu bedzie
dowolny zbior nalezacy do essential DMIAF _set.

Zlozono$é: Zlozonosé¢ czasowa algorytmu wynosi O(n), jako ze przedsta-
wiona implementacja oczekuje na wejsciu reprezentacji grafu, w ktorej lewe
konice tukéw sa juz posortowane. Jesli zmodyfikujemy algorytm tak, zeby
mogt operowaé takze na rodzinie tukéw z nieposortowanymi koricami, to
7tozonos¢ czasowa wzrosnie do O(nlogn). Jest to najlepszy czas jaki da sie
osiagna¢ w przypadku grafow tukow na okregu, gdyz jak pokazano w [25],
w najgorszym wypadku potrzebujemy (nlogn) czasu na znalezienie naj-
wiekszego zbioru niezaleznego w przypadku grafu przedzialowego, a zatem
takze grafu tukéw na okregu.

Warto w tym miejscu wspomnieé, ze w pozostatych algorytmach przed-
stawionych w tym rozdziale takze czesto mamy do czynienia ze ztozono$cig
liniowa, o ile otrzymana na wejSciu reprezentacja jest juz posortowana. Zto-
zonos¢ obliczeniowa wzrasta jednak do O(nlogn), jesli to algorytm bedzie
musiat przeprowadzi¢ odpowiednie sortowanie.

Liniowa ztozono$¢ algorytmu wynika z tego, ze gtéwna funkcja FIND MIAF
wywoluje tylko funkcje o liniowej ztozonosci, oraz dokonuje jeden raz prze-
gladu tukow. Wiekszoéé pozostatych funkeji takze albo dokonuje przegladu
tukéw albo ich koncow.

Bardziej skomplikowanie przedstawia sie sytuacja funkcji find EDS. Wy-
woluje ona mianowicie wielokrotnie rekurencyjng funkcje
find_ec_and_sizes of Y. Zlozonos§¢ tutaj jednakze takze jest liniowa. Wynika
to z faktu, ze funkcja find _ec_and sizes of Y zostanie wywolana nie wiecej
niz n razy, gdyz jej zadaniem jest wypetnienie, i to w dodatku nie catkowite,
list ec Y oraz sizes_ Y o rozmiarze n, a w trakcie kazdego wywotania listy sa
uzupelniane o jedna, nieznang dotychczas wartosc.

Uwagi: O ile samo algorytmiczne znalezienie rodziny essential DMIAF _set
nie jest trudne, o tyle udowodnienie, ze na prawde wystarczy rozwazac tylko
zbiory nalezace do tej rodziny nalezy juz do wymagajacych zadan. Zaintere-
sowani znajda szczegoly w pracy [26].

Listing 4.6. Najwiekszy zbior niezalezny wg Masudy i Nakajimy.

def FIND MIAF(graph):
size = len(graph)
if graph[0][0] !=
raise ValueError ("First arc should start at coordinate 0")
graph endpoints = [i for arc in graph for i in arc]
if set(graph endpoints) != set(range(0, 2xsize)):
raise ValueError ("Arc endpoints need to be distinct , consecutive numbers")
endpoints = calculate endpoints(graph, size)
(S _f all array, S b) = calculate all forward and backward arcs(graph, size)
(S f array, S _f) = calculate _minimal forward arcs(
graph, S _f all array, endpoints, size)
(essential DMIAF set, starting arc_to DMIAF) = find EDS(
graph, endpoints, S f, S f array, size)
NEXT backward = calculate next for backward arcs(
endpoints, S_f all array, starting arc_to DMIAF, size)
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for backward arc in S b:
(head, tail) = graph|[backward arc]
next DMIAF = NEXT backward[backward arc]
starting arc — essential DMIAF set[next DMIAF|[0]

starting coordinate = graph[starting arc]|[0]
ending arc = essential DMIAF set[next DMIAF |[-1]
ending coordinate = graph[ending arc]|[1]

if head > ending coordinate and tail < starting coordinate:
return essential DMIAF set [next DMIAF| + [backward arc]
return essential DMIAF _set [0]

def calculate all forward and backward arcs(graph, size):
S f all array = [False]xsize
S_b =[]
for index, arc in enumerate(graph):
if arc[0] < arc[1]:
S f all array|[index]| = True
else:
S _b.append(index)
return (S _f all array, S_b)

def calculate minimal forward arcs(graph, S f all array, endpoints, size):

S f array = [False]|xsize
s F - ]
queue = []
for endpoint in endpoints:
curr _arc = endpoint[’arc’]
if S f all array[curr_arc]:
if endpoint[’end’] == ’head’:
queue . append (curr _arc)
else:
if curr_arc in queue:
index of curr_ arc_in queue = queue.index(curr_arc)
queue = queue| (index of curr_arc_in_ queue+1) :]
S f array[curr_ arc] = True

S_f.append(curr_arc)
return (S _f array, S _f)

def find EDS(graph, endpoints, S f, S f array, size):
Z = find Z(graph, S_f)

m = len(Z)
ec. Y = [-1]«*size
sizes | Y = [—1]xsize

NEXT forward = calculate next for forward arcs(
endpoints, S _f array, size)
for i in range(m):
(ec_Y, sizes_Y) = find ec_ and_ sizes of Y(
graph, Z[i], ec Y, sizes Y, NEXT forward)

R =[]
starting arc_to R = [-1]xsize
size_ MIAF = sizes_Y [Z[0]]
aborted = 0
for i in range(m-1):
curr_arc = Z[1i]
if sizes Y [curr_ arc| != size MIAF:
aborted =1
break
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if ec_Y[curr_arc] < ec_Y[Z[i+1]] or sizes_Y[Z[i+1]] < size_MIAF:
starting arc_to_ R[curr_arc] = len(R)
R.append (calculate Y (NEXT forward, curr_ arc))
if not aborted:
if sizes Y [Z[m-1]] = size_ MIAF:
starting_arc_to_R[Z[m-1]] = len(R)
R.append (calculate Y (NEXT forward, Z[m-1]))
return (R, starting arc _to R)

def calculate Y (NEXT, arc):
solution = []
solution .append(arc)
while NEXT[arc] != —1:
arc = NEXT[arc]
solution .append (arc)
return solution

def find ec_and sizes of Y (graph, arc, ec Y, sizes Y, NEXT):
target = NEXT[arc]

if target — —1:
sizes_Y[arc] = 1
ec_Y[arc] = graph[arc]|[1]
else:
if sizes_Y[target] — -1:

find _ec_and sizes of Y (graph, target, ec Y, sizes Y, NEXT)
sizes_Y[arc] = sizes Y [target] + 1
ec_Y[arc] = ec_Y[target]
return (ec_Y, sizes Y)

def find Z(graph, S _f):
7 =1
t_1 = graph[S_f[O0]][1]
for arc in S f:
if graph[arc][0] < t_1:
Z.append (arc)
return 7

def calculate next for forward arcs(endpoints, S f array, size):
NEXT = [-1]«*size
P ]
for endpoint in endpoints:
curr _arc = endpoint[’arc’]
if S f array[curr_ arc]:
if endpoint[’end’] == ’head’:
if P:
for p in P:
NEXT[p]| = curr_arc
P.clear ()
else:
P.append (curr arc)
return NEXT

def calculate next for backward arcs(endpoints, S _f all array,
starting arc_to DMIAF, size):
NEXT = [-1]«*size
P =]
for endpoint in endpoints:
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curr _arc = endpoint|’arc’]

end = endpoint[’end’]
if ((S_f all array[curr_ arc] = False and end = ’tail’) or
(starting _arc_to DMIAF [curr arc] != -1 and end — ’head’)):
if endpoint[’end’] == ’head’:
if P:
for p in P:
NEXT[p] = starting_arc_to_DMIAF[curr_arc]
P.clear ()
else:

P.append (curr arc)
return NEXT

4.7. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego wg
Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¢ na pomysle
Wen-Lian Hsu oraz Kuo-Hui Tsai przedstawionym w 1991 roku w [24]. Roz-
wigzuje on problem wyznaczania najwiekszego zbioru niezaleznego, podobnie
jak algorytm zaprezentowany w poprzednim rozdziale [4.6] Jego zaleta jest
jednak prostota oraz, po pewnych modyfikacjach, takze mozliwosé¢ zastoso-
wania do dwoch innych probleméw, mianowicie wyznaczania najmniejszego
pokrycia klikowego oraz wyznaczania najmniejszego zbioru dominujacego.
Algorytmy przeznaczone do rozwigzania tychze probleméw omoéwione zosta-
na w nastepnych dwoch podrozdziatach oraz [4.9]

Zamieszczony w tym podrozdziale kod Zrédtowy algorytmu jest peilna
wersja rozwigzujacg wszystkie trzy wspomniane zagadnienia. Na potrzeby te-
go podrozdzialu beda nas interesowaé¢ jednak tylko funkje GREEDY,
calculate_next oraz GD stuzagce rozwigzaniu problemu najwiekszego zbioru nie-
zaleznego. W celu znalezienia najwiekszego zbioru niezaleznego nalezy wy-
wotaé¢ gtowng funkcje GREEDY podajac jako drugi argument 'mis’.

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukéw na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczenie najwiekszego zbioru niezaleznego.

Dane wyjsSciowe: Lista zawierajaca tuki grafu nalezace do jego najwieksze-
go zbioru niezaleznego.

Opis algorytmu: Kluczowym pomystem w tym algorytmie jest zdefinio-
wanie pewnego zbioru GD, znajdywanego przez funkcje GD, dla kazdego tu-
ku grafu. Jesli znajdziemy tuk speiniajacy pewne warunki, zwany dobrym
tukiem, to zbior GD wyznaczony dla takiego dobrego tuku jest szukanym
najwiekszym zbiorem niezaleznym grafu.

Zbior GD dla tuku ¢ jest niczym innym niz tworzonym w zachtanny spo-
sOb najwiekszym zbiorem niezaleznym zawierajacym tuk ¢. Jego wyznaczanie
zaczynamy od dodania do niego tuku ¢. Nastepnie istotna jest obserwacja,
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ze najbardziej optymalnie jest dodac¢ taki tuk do zbioru GD, ktérego koniec
nastepuje najwczesniej, zgodnie z kierunkiem ruchu wskazowek zegara, po
koricu ostatnio dodanego do zbioru GD tuku. Oczywiscie kolejny tuk nie moze
przecina¢ sie z poprzednim, bo tworzony zbiér ma by¢ zbiorem niezaleznym.
Dodawanie tukéw konczymy, gdy dodanie kolejnego oznaczatoby, ze bedzie
sie on przecinal z tukiem ¢+ dodanym jako pierwszy. Poniewaz w kazdym kroku
dokonywalismy lokalnie najbardziej korzystnego wyboru dotyczacego doda-
nia kolejnego tuku, to otrzymany w ten sposob zbiér GD jest najwiekszym
zbiorem niezaleznym zawierajacym tuk 7 .

Latwo zauwazyé, ze w rodzinie zbiorow GD, wyznaczonych dla wszyst-
kich tukow, musi znajdowac sie taki zbior niezalezny, ktory jest najwickszym
zbiorem niezaleznym dla catego grafu. Wynika to z tego, ze dla kazdego tuku
nalezacego do najwiekszego zbioru niezaleznego grafu, jego zbior GD takze
bedzie takim najwiekszym zbiorem niezaleznym grafu.

W celu efektywnego wyznaczania zbioru GD dla dowolnego tuku, funkcja
calculate_next oblicza dla kazdego tuku a grafu taki tuk b, ktory, w przypadku
dodania tuku a do pewnego zbioru GD, bylby dodany jako nastepny do GD.
Oznacza to, ze tuk b, zwany NEXT(a), zdefiniowany jest jako tuk nieprze-
cinajacy sie z a, ktorego koniec napotkany jest jako pierwszy po korcu a
w czasie obiegu okregu zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

Ze wzgledu na ztozonos¢ obliczeniowa, nie chcemy wyznaczaé zbioréw
GD dla kazdego tuku, aby wybrac¢ sposréd nich najwiekszy. Bedziemy za to
szuka¢ dobrego tuku, czyli takiego, ze jego zbior GD jest tez najwiekszym
zbiorem niezaleznym dla calego grafu. Mozna pokaza¢, ze kazdy tuk bedacy
czescia skierowanego cyklu w grafie skierowanym H, w ktorym wierzchotki
odpowiadaja tukom, a krawedzie zdefiniowane sa poprzez relacje NEXT, jest
dobrym tukiem.

Glowna funkcja algorytmu, GREEDY, skupia sie wlasnie dlatego na znale-
zieniu w grafie skierowanym H cyklu. Jest to o tyle tatwe, ze kazdy wierzcho-
lek w grafie H ma stopnient wyjsciowy réwny jeden, co gwarantuje istnienie co
najmniej jednego cyklu. Aby go znalezé, wystarczy, zaczynajac od dowolne-
go wierzchotka, podazaé za krawedziami, az odwiedzimy pewien wierzcholek
¢ dwukrotnie. Ostatnim krokiem algorytmu jest wyznaczenie zbioru GD dla
znalezionego dobrego wierzchika i, ktory jest szukanym najwiekszym zbiorem
niezaleznym danego grafu.

Zlozonosé: Zlozonosé zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n).

Funkcja GD tworzy zbior niezalezny, zatem wykonywana przez nia petla
while, dodajaca w kazdym obiegu tuk do szukanego zbioru, nie moze wykonaé
sie wiecej niz n razy.

W przypadku funkcji calculate_next mamy dwie petle, iterujace sie po kon-
cach wszystkich tukéow, w ktorych zagniezdzone sa petle while. Warto jednak
zauwazy¢, ze petle while nie wykonaja sie wiecej niz O(n) razy. Wynika to
z faktu, ze w trakcie ich wykonywania usuwany jest jeden tuk ze zbioru P, do
ktorego trafiaja tuki dla ktorych nie znaleziono jeszcze NEXT. Co prawda,
w wyjatkowych sytuacjach, tuk usuniety z P moze chwile p6zniej zostaé po-
nownie dodany do P, ale powoduje to natychmiastowe przerwanie petli while
i nie zwieksza przez to ztozonosci obliczeniowe;j.
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Podsumowujac, gléwna funkcja GREEDY wola tylko funkcje o zlozonosci
liniowej, a petla while wykonywana w ramach funkcji GREEDY, odpowie-
dzialna za znalezienie dobrego tuku, odwiedzi kazdy tuk maksymalnie jeden
raz.

Uwagi: Funkcja calculate next ma specyficzna posta¢, gdyz dwukrotnie ite-
ruje sie po wszystkich koricach tukéw wykonujac przy tym zblizone obliczenia.
Jest to skutek struktury grafu tukéw na okregu, gdzie, inaczej niz w przypad-
ku graféw przedzialowych, tuki moga przechodzié¢ przez "taczenie" okregu.
Konsekwencja tego jest, ze przy jednokrotnym przegladzie koncow tukéw nie
jestesmy w stanie uchwyci¢ wszystkich zaleznosci. Dlatego wymagany jest
drugi przeglad, gdzie co prawda nie odkrywamy juz nowych tukéw, ale mo-
zemy przypisa¢ NEXT tym hukom, dla ktorych nie potrafiliSmy tego zrobi¢
w pierwszym przegladzie.

Listing 4.7. Najwiekszy zbior niezalezny, najmniejsze pokrycie klikowe oraz
najmniejszy zbior dominujacy wg Hsu i Tsai.

import random

def GREEDY(graph, problem=None):
size = len(graph)
graph endpoints = [i for arc in graph for i in arc]
if set(graph endpoints) != set(range(0, 2xsize)):
raise ValueError (
"Arc endpoints need to be distinct , consecutive numbers")

endpoints = calculate endpoints(graph, size)

(heads, tails) = calculate heads and tails(size, endpoints)

if problem in ["mds", 2]:
max_arcs = calculate maximal arcs(graph, heads, endpoints)
size_max arcs — len(max arcs)
tail sorted arcs = [endpoints[tail ][ ’arc’] for tail in tails]

(result , NEXT) = calculate next d(graph, max arcs,
tail sorted arcs, size, size max_arcs)

if result == "MDS":
return NEXT
arc = random. choice (max _arcs)
else:

NEXT = calculate next(graph, heads, tails, endpoints)
arc = random.randint (0,size—1)

L = [0]=*size
while L[arc] = 0:
Llarc] =1
arc = NEXT[arc|]
if problem in ["mis", 0, "mds", 2]:
return GD(NEXT, graph, arc)
elif problem in ["mqc", 1]:
return GD_ q(NEXT, graph, arc, endpoints)
else:

return (GD(NEXT, graph, arc), GD_q(NEXT, graph, arc, endpoints))

def calculate heads and tails(size, endpoints):
heads = []
]

tails =
i=20

—_——
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for i in range(0, 2xsize):
if endpoints[i][’end’] == "head"
heads.append (i)
else:
tails .append (i)
return (heads, tails)

def calculate maximal arcs(graph, heads, endpoints):

maximal _arcs = |[]

maximum _tail = -1

join_crossed = False

for head in heads:
curr _arc = endpoints|[head ][ ’arc’]
curr_tail = graph[curr_ arc]|[1]

if join_crossed:
if head > curr tail and curr tail > maximum tail:
maximum _tail = curr_tail
maximal arcs.append(curr_arc)

else:
if head > curr tail:
join _crossed = True
maximum _tail = curr_tail
maximal arcs.append(curr_arc)
else:
if maximum tail < curr_ tail:
maximum _tail = curr_tail

maximal arcs.append(curr_arc)
if join crossed:
i=-1
for arc in maximal arcs:
(head, tail) = get head and _ tail arc(arc, graph)

i=1i+1
if head > tail or maximum tail < tail:
break
maximal arcs = maximal ares[i:]

return maximal arcs

def calculate next(graph, heads, tails, endpoints):
size = len(graph)
NEXT = [-1]«*size

P ]
for tail in tails:
curr_arc = endpoints|[tail |[ "arc’]
if P:
ih = graph[curr_arc][0]
it = tail
if ih < it:
while P:
p = P.pop(0)
pt = graph[p][1]
if ih < pt :
P.insert (0, p)
break

NEXT[p]| = curr_arc
P.append(curr _arc)
for tail in tails:
if not P:
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break

curr _arc = endpoints|tail [[ arc’]
ih = graph[curr_arc][0]
it = tail
if ih < it:
for p in P:
NEXT[p] = curr_arc
break
while P:
p = P.pop(0)
pt = graph[p][1]
if ih < pt:
P.insert (0, p)
break
NEXT[p]| = curr_arc
return NEXT

def calculate next d(graph, max arcs, tail sorted arcs, size graph,
size _max_arcs):

if size _max_arcs =— 1:
return ("MDS", max_arcs)

NEXT d = {}

j = None

u = tail sorted arcs.index(max_ arcs[0])
(uh, ut) = get head and_ tail index(u, tail sorted arcs, graph)
for i in max_arcs:
(ih, it) = get head and_ tail arc(i, graph)
i visited =0
while (tail sorted arcs[u] = i or
(ih < uh < it or uh < it < ih or it < ih < uh) or
(ih < ut < it or ut < it < ih or it < ih < ut)):

if tail sorted arcs|u] =— i:
i visited = i_visited + 1
if i visited =— 2:

return ("MDS", [i])
u = (u+1) % size_graph
(uh, ut) = get head and_ tail index(u, tail sorted arcs, graph)
j = find next d(j, graph, max arcs, size max arcs,
tail _sorted arcs[u], i)
NEXT d[i] = max_arcs[]]
return ("NEXT d", NEXT d)

def find next d(j, graph, max arcs, size max arcs, u_arc, i):
ut = graph[u_arc][1]

if j == None and u_arc in max_arcs:
j = max_arcs.index(u_arc)
else:
if j = None:
j = max_arcs.index(1i)

(jh, jt) = get _head and _ tail index(j, max arcs, graph)
while not (jh < ut <= jt or ut <= jt < jh or jt < jh <ut):

i = (j+1) % size_max_arcs
(jh, jt) = get_head and_ tail index(j, max arcs, graph)
j_mnext = (j+1) % size _max_arcs

(jnh, jnt) = get head and tail index(j next, max_arcs, graph)
while (jnh < ut < jnt or ut < jnt < jnh or jnt < jnh < ut):
j = j_nmext
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j_mnext = (j+1) % size max_arcs
(jnh, jnt) = get _head and tail index(j next, max_ arcs, graph)
return j

def get head and tail index(arc index, arc_list, graph):
arc = arc_list[arc_index]
head = graph[arc][0]
tail = graph[arc][1]
return (head, tail)

def get head and tail arc(arc, graph):
head = graph[arc][0]
tail = graph[arc][1]
return (head, tail)

def GD(NEXT, graph, start arc):
solution = []
solution .append(start arc)
next arc = NEXT[start arc]
(nh, nt) = get head and_tail arc(next arc, graph)
(sh, st) = get head and_ tail arc(start arc, graph)

while (nh < nt < sh < st or

st < nh < nt < sh or

sh < st < nh < nt or

nt < sh < st < nh):

solution .append (next arc)

next arc = NEXT[next arc]

(nh, nt) = get _head and_ tail arc(mnext arc, graph)
return solution

def GD q(NEXT, graph, start arc, endpoints):
gd = GD(NEXT, graph, start_ arc)
LAST start arc = NEXT[gd[-1]]
if LAST start arc != start arc:
gd.append (LAST start arc)
gd tails = [graph[arc]|[1] for arc in gd]
min_tail idx = gd_tails.index (min(gd tails))
gd tails sorted = gd_tails[min_tail idx:] + gd_tails[:min_tail idx]
return compute clique cover(gd tails sorted, endpoints)

def compute clique cover(tails sorted , endpoints):

clique cover = []
tails _sorted copy = tails sorted.copy()
A = set ()
for number of endpoint, endpoint in enumerate(endpoints):
curr _arc — endpoint[’arc’]
if endpoint|’end’] = ’head’:
A.add(curr_arc)
else:
if tails sorted and number of endpoint == tails sorted [0]:

clique cover.append (A.copy ())
tails_sorted.pop(0)
A.discard (curr_arc)
index = 0
for number of endpoint, endpoint in enumerate(endpoints):
if not A or not tails sorted copy
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break

curr _arc = endpoint[’arc’]
if endpoint|[’end’] = ’tail’:
if number of endpoint — tails sorted copy[0]:
clique cover[index].update(A)
index = index+1

tails _sorted copy.pop(0)
A.discard (curr_arc)
return clique cover

4.8. Wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego wg
Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¢ na pomysle
Wen-Lian Hsu oraz Kuo-Hui Tsai przedstawionym w [24]. Rozwiazuje on
problem wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego.

Kod Zrédtowy, rozwiazujacy zaréwno ten jak i dwa inne problemy, mozna
znalez¢ w poprzednim podrozdziale Tutaj beda interesowa¢ nas funkcje
GREEDY, calculate_next, GD_q oraz compute clique cover stuzace rozwigzaniu
problemu wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego. W celu znalezienia
najmniejszego pokrycia klikowego nalezy wywota¢ gtowng funkcje GREEDY
podajac jako drugi argument 'mqc’.

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukéw na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego pokrycia klikowego.

Dane wyjsciowe: Lista zawierajaca zbiory tukéow grafu tworzace jego naj-
mniejsze pokrycie klikowe.

Opis algorytmu: Ogolna struktura algorytmu jest bardzo podobna do algo-
rytmu, znajdujacego najwiekszy zbior niezalezny, omoéwionego w poprzednim
rozdziale [4.7] Oba algorytmy opieraja swoje dzialanie na zachlannym podej-
Sciu, a kluczowe w znalezieniu rozwiagzania jest znalezienie cyklu skierowanego
w grafie H zdefiniowanym w [4.7

Tak jak poprzednio, w gléwnej funkeji algorytmu GREEDY poszukujemy
dobrego tuku, dla ktérego wyznaczymy za pomoca funkcji compute_clique _cover
pewna rodzine klik GD,, bedaca w rzeczywistosci najmniejszym pokryciem
klikowym danego grafu. Funkcja GD g ma tutaj tylko pomocnicze znacze-
nie, przeksztalcajac wejécie na odpowiedni format dla wykonujacej kluczowe
obliczenia funkcji compute clique_cover.

Algorytm, po znalezieniu dobrego tuku, wyznacza najwiekszy zbiér nie-
zalezny MIS metoda opisana w poprzednim podrozdziale [4.7] Przy okazji dla
kazdego tuku wyznaczany jest takze tuk NEXT zdefiniowany w Warto
zauwazyc¢, ze kazdy tuk nalezacy do najwiekszego zbioru niezaleznego musi
znalez¢ sie w innej klice.
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W nastepnym kroku funkcja compute clique cover przystepuje do znale-
zienia dla kazdego tuku ¢, nalezacego do MIS, kliki zawierajacej tuk ¢ oraz
wszystkie takie tuki, ktore zawieraja koniec tuku 7. Ponadto, jesli NEXT dla
ostatniego dodanego do MIS tuku b, nazwijmy go LAST, nie jest tozsamy
z pierwszym dodanym do MIS tukiem a, wyznaczana jest jeszcze dodatkowo
taka klika dla tuku LAST, mimo, ze LAST nie jest czescia MIS.

Rodzina wyznaczonych w ten sposéb klik tworzy minimalne pokrycie kli-
kowe grafu. Wynika to wprost z definicji NEXT uzywanego do wyznaczenia
MIS. Gwarantuje ona, ze kazdy tuk a nienalezacy do MIS, ktorego koniec
lezy pomiedzy koncami dwoch tukéow dodanych bezposrednio po sobie do
MIS, bedzie zawieral koniec jednego z tych tukéw. Gdyby tak nie byto to,
zgodnie z definicja, sam a musialby naleze¢ do MIS. Wyjatkiem jest jedynie
tuk LAST, gdyz moze on nie naleze¢ do MIS i jednoczesnie nie zawiera¢
konica zadnego tuku z MIS. Komplikacja ta wynika z natury grafow tukow
na okregu, gdyz taki tuk LAST przecina sie z pierwszym dodanym do MIS
tukiem, dlatego w takim przypadku konieczne jest obliczenie odpowiedniej
kliki takze dla LAST.

Zlozonosé: Zlozonosé zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n) jesli ogra-
niczymy sie do znalezienia rozmiaru minimalnego pokrycia klikowego. Wy-
nika to z faktu, ze aby poznaé¢ rozmiar musimy jedynie wyznaczy¢, w czasie
liniowym, najwiekszy zbiér niezalezny oraz przeprowadzi¢ kilka sprawdzen
w czasie liniowym.

W momencie w ktorym interesuje nas takze konkretna posta¢ minimal-
nego pokrycia klikowego, zmuszeni jesteSmy do jawnego wyznaczenia kazdej
kliki wchodzacej w jej sktad. Spowoduje to wzrost ztozonosci, gdyz jeden tuk
moze by¢ elementem wielu klik. W najgorszym przypadku bedziemy musieli
dodawaé¢ prawie kazdy tuk do kazdej kliki. Dochodzi zatem czynnik odpo-
wiadajacy sumie rozmiarow wszystkich klik.

Uwagi: Warto zauwazy¢, ze rozwigzanie tego problemu wykorzystuje jako
swoOj punkt wyjScia rozwiazanie problemu znajdywania najwiekszego zbio-
ru niezaleznego opisanego w poprzednim podrozdziale Prezentowany tu
algorytm jest zatem tylko rozbudowaniem poprzedniego o Scisle zdefiniowa-
ny krok dotyczacy znajdowania rodziny klik tworzacych minimalne pokrycie
klikowe na bazie wyznaczonego najwiekszego zbioru niezaleznego.

4.9. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego
wg Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm jest trzecim i ostatnim al-
gorytmem przedstawionym w [24]. Rozwiazuje on problem wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominujacego w czasie liniowym.

Kod 7Zrodlowy, rozwigzujacy zaréwno ten jak i dwa problemy omoéwio-
ne wezesniej, mozna znalezé w podrozdziale [£.7] Tutaj interesowac beda nas
funkcje GREEDY, calculate_maximal arcs, calculate next d oraz GD stuzace roz-
wigzaniu problemu wyznaczania najmniejszego zbioru dominujacego. W celu
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znalezienia najmniejszego zbioru dominujacego nalezy wywotaé gltowna funk-
cje GREEDY podajac jako drugi argument 'mds’.

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukéw na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego zbioru dominujacego.

Dane wyjsciowe: Lista zawierajaca tuki grafu tworzace jego najmniejszy
zbiér dominujacy.

Opis algorytmu: Ogoélna struktura algorytmu pozostaje bardzo podobna
do tej wykorzystanej w algorytmie znajdujacym najwiekszy zbior niezalezny
omowionym w 4.7 Konieczne sa jednak pewne modyfikacje, jak na przyktad
zamienienie funkcji calculate next na calculate_mnext d, gdyz definicja NEXT4
znaczaco odbiega od definicji NEXT, chociaz sama idea dziatania pozostaje
analogiczna.

Podobnie jak wczesniej, glowna funkcja algorytmu GREEDY koncentruje
sie na znalezieniu dobrego tuku. Tym razem jednak nie bedziemy rozwazac
wszystkich tukow. Z naszych poszukiwan mozemy wykluczyé wszystkie takie
tuki, ktore sa zawarte w innych hukach. Zamiast tuku a, ktory wykluczy-
liSmy, zawsze mozemy w zamian wykorzysta¢ tuk, w ktorym zawarty jest
wykluczony tuk a.

Funkcja calculate maximal arcs stuzy znalezieniu podzbioru tukoéow mak-
symalnych, to znaczy takich, ktore nie sa zawarte w zadnym innym tuku.
Mozliwo$¢ istnienia tukéw wstecznych, tzn. takich, ktore przechodza przez
"laczenie" okregu, prowadzi do widocznego zwiekszenia stopnia skompliko-
wania funkcji w stosunku do sytuacji z jaka mielibyémy do czynienia w grafie
przedziatowym.

Nastepnym krokiem jest policzenie przez funkcje calculate next d, dla kaz-
dego huku maksymalnego, ideowego odpowiednika tuku NEXT uzywanego
w trakcie poszukiwan najwiekszego zbioru niezaleznego przez algorytm w4.7]
Ten krok jest bardzo ztozony i stanowi znaczne zwickszenie stopnia trudnosci
tego algorytmu.

Analogicznie jak w przypadku algorytmu znajdujacego najwiekszy zbior
niezalezny, dla kazdego maksymalnego tuku ¢ definiujemy zbior GDq. GDq(7)
to tworzony w zachtanny sposob najmniejszy zbior dominujacy, ktorego pierw-
szym elementem jest tuk i, kolejny element to NEXT4(7), nastepny element
to NEXT4(NEXTq4(i)), itd., az dojdziemy do tuku przecinajacego sie z i.

Szukanym najmniejszym zbiorem dominujacym dla catego grafu jest
GDq(7) wyznaczony dla dobrego tuku i.

Zlozono$é: Zlozonosé zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n).
Funkcje GREEDY oraz GD, wystepujace w tej samej postaci w algoryt-
mie znajdujacym najwickszy zbidor dominujacy, maja zlozonosé liniowa.
Dwie petle for iterujace sie po tukach skutkuja liniowa zlozonoscia funkcji

calculate maximal arcs.
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Ocenienie ztozonosci funkcji calculate_next d wymaga przyjrzenia si¢ za-
chowaniu wskaznikéw i, j oraz u wykorzystywanych przez te funkcje. Miano-
wicie nie cofajg one sie nigdy, a tylko przesuwaja do przodu po okregu, co
skutkuje zlozonoscia O(n).

4.10. Wyznaczanie najwiekszej kliki

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm, stuzacy do wyznaczania
najwiekszej kliki grafu, opiera sie na pomys$le Gavrila przedstawionym w roku
1974 [16].

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukéw na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczenie najwickszej kliki.

Dane wyjsciowe: Lista zawierajaca wszystkie tuki grafu nalezace do jego
najwickszej kliki.

Opis algorytmu: Algorytm w swojej gtownej funkcji max_clique_gavril prze-
glada za pomoca petli for wszystkie tuki grafu i wyznacza dla nich, za pomoca
funkcji get X Y, dwa zbiory wierzchotkéw. Do zbioru X; trafiajg wszystkie
tuki, ktore zawieraja poczatek tuku 7. Analogicznie, do zbioru Y; trafiajg
wszystkie tuki, ktore zawierajg koniec tuku ¢, o ile nie zostaly dodane do
zbioru X;. Sam tuk 7 zostaje zaliczony do zbioru X;. Zbiory X; oraz Y; indu-
kuja kliki.

Nastepnym krokiem jest znalezienie najwiekszej kliki w podgrafie danego
grafu indukowanym wierzchotkowo o zbiorze wierzchotkéw X; U Y. Latwo
zauwazyc¢, ze problem wyznaczenia najwiekszej kliki odpowiada problemowi
wyznaczenia najwiekszego zbioru niezaleznego w dopelnieniu grafu, a be-
dzie to graf dwudzielny. Po obliczeniu dopelnienia podgrafu wyznaczny jest
zatem najwiekszy zbiér niezalezny w celu otrzymania zbioru wierzchotkow
nalezacych do najwiekszej kliki podgrafu.

Jedna ze znalezionych w ten sposob klik jest szukanag najwieksza klikg
danego grafu. Wynika to z faktu, ze w sktad najwiekszej kliki K grafu musi
wchodzi¢ co najmniej jeden tuk a taki, ze nie jest zawierany przez zaden
inny tuk grafu. Oznacza to, ze wszystkie inne tuki wchodzace w sktad K
muszg zawiera¢ co najmniej jeden koniec tuku a. Zatem istnieje tuk a taki,
ze K C X,UY,. Poniewaz algorytm przeglada wszystkie tuki oraz dla kazdego
z nich wyznacza najwieksza klike w podgrafie indukowanym wierzchotkowo
o wierzchotkach X;UY;, to najwieksza sposrod tych klik jest zarazem szukang
najwicksza klika grafu.

Zlozonodé: Teoretyczna zlozonosé czasowa algorytmu podana przez Gavrila
wynosi O(n?). Oznacza to, ze odpowiednie zbiory niezalezne w algorytmie
powinny by¢ wyznaczone w czasie O(n?). Gavril powoluje si¢ na prace Deslera
i Hakimi roku 1970, ktora niestety nie jest dostepna [27].
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Ztozonos¢ podana przez Gavrila byta przedmiotem dyskusji w literaturze.
W pracy z roku 1982 [25] autorzy sugeruja, ze znalezienie najwiekszego zbioru
niezaleznego w grafie dwudzielnym, krok niezbedny w analizowanym tutaj
algorytmie, zajmuje czas O(n?*°), poniewaz uzyty tam algorytm Deslera i
Hakimi musi najpierw znalezé¢ najwieksze skojarzenie, a mozna to zrobi¢
najszybciej wtagnie w tym czasie za pomoca algorytmu Hopcrofta-Karpa. To
oznacza, ze caly algorytm Gavrila bedzie zajmowal czas O(n3?).

W roku 1987 Apostolico i Hambrusch [28)] przedstawili algorytm znajdu-
jacy najwicksza klike w grafie tukow na okregu w czasie O(n?loglogn).

W naszej implementacji funkcja get X Y zawiera petle for iterujaca po
wszystkich tukach grafu, co skutkuje liniowa ztozonoscia tej funkcji.

W przypadku gtéwnej funkeji algorytmu, max_clique_gavril, takze mamy
do czynienia z petla for przegladajaca wszystkie tuki grafu. Dodatkowo w kaz-
dym jej obiegu wolana jest funkcja get X Y, wykonywane sg operacje takie
jak przeksztalcenie modelu par zdarzen w graf abstrakcyjny, czy tez oblicze-
nie dopeknienia tego grafu w czasie kwadratowym, oraz wyznaczenie najwiek-
szego zbioru niezaleznego w utworzonym grafie abstrakcyjnym dwudzielnym.

W naszej implementacji najwiekszy zbior niezalezny jest wyznaczany przez
og6lny algorytm z powrotami (klasa BacktrackingIndependentSet). Niestety jego
ztozono$é¢ jest wyktadnicza i to psuje ztozonosé algorytmu Gavrila. W przy-
szlosci bedzie mozna tatwo zamieni¢ ten fragment kodu na bardziej wydajny
algorytm, wykorzystujacy dwudzielnos¢ odpowiedniego grafu.

Listing 4.8. Najwieksza klika grafu wg Gavrila.

def max clique gavril(graph):
size = len(graph)
max _clique = []
for i in range(size):
X i, Y i=get X Y(graph, size, i)
M i ares = X i+ Y i
M i model = [graph[i] for i in M i arcs]
M i = make abstract arc graph efficient(M i model, size)
M i complement = M _i.complement ()
BIS = BacktrackingIlndependentSet (M i complement)
BIS.run()
clique i = BIS.independent set
clique i old numbering = [M_i_ arcs[i] for i in clique 1i]
if len(clique i old numbering) > len(max_clique):
max _clique = clique i old numbering
return max_clique

def get X Y(graph, size, index):
X =]
Y

head curr, tail curr = graph[index]
for i in range(size):
head, tail = graph][i]
if (head < head curr < tail or
head curr < tail < head or
tail < head < head curr):
X.append (i)
elif (head < tail_curr < tail or
tail _curr < tail < head or

——
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tail < head < tail_curr):
Y.append (i)

X.append (index)

return (X, Y)




5. Podsumowanie

W ramach niniejszej pracy przyjrzano sie blizej zagadnieniu grafow tukow
na okregu. Zaczeto od zarysowania tematyki dotyczacej tej szczegblnej klasy
graféw oraz opisano mozliwe praktyczne zastosowania. Nastepnie w rozdzia-
le [2] stworzono podstawy teoretyczne konieczne do blizej analizy zagadnien
zwigzanych z teorig grafow. W dalszej czesci przedstawiono sposob praktycz-
nego wykorzystania przygotowanych w ramach tej pracy implementacji algo-
rytméw. W rozdziale[d] zamieszczono opisy zaimplementowanych algorytmow.
W ramach opisu kazdej implementacji zwrocono uwage na szczegéty imple-
mentacji jak i fragmenty kodu konieczne do prawidlowego funkcjonowania
algorytmu, ale nieobecne w pseudokodzie. Nastepnie oméwiono teoretyczng
ztozono$¢ algorytmu i przedstawiono interesujace fragmenty przygotowanego
kodu Zrodlowego. Poza algorytmami rozwiazujacymi problemy teorii grafow,
takimi jak wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego, stworzono takze
implementacje pomagajace w pracy z grafami tukéw na okregu. Za przy-
ktad niech stuzy algorytm pozwalajacy na stworzenie graficznej reprezentacji
dowolnego grafu tukéw na okregu.

Wszystkie implementacje powstate w ramach tej pracy zostaly sprawdzo-
ne pod katem poprawnosci. Wykorzystano w tym celu modut unittest przy
pomocy ktorego stworzono testy jednostkowe. Do eksperymentalnego przete-
stowania zlozonosci obliczeniowej stworzonych implementacji wykorzystano
modut timeit. Nie stwierdzono przy tym wiekszych rozbieznosci miedzy teo-
retyczng zlozonoscia algorytmow, a uzyskana w testach ztozonoscia imple-
mentacji. Dokladniejsze omoéwienie otrzymanych wynikow znajduje sie w do-
datku [Al

W ramach implementowania algorytmu wyznaczania najwiekszego zbioru
niezaleznego na postawie pracy Gavrila [16] odkryto, ze mozliwe jest osiagnie-
cie zlozonosci obliczeniowej O(n?). Jest to ciekawy wynik, poniewaz w pracy
Gavrila stwierdzono, ze zlozonoéé wynosi O(n?). Otrzymane przyspieszenie
wynika z zamiany algorytmu wyznaczajacego najwiekszy zbior niezalezny
w grafie przedzialowym uzytego przez Gavrila na algorytm o ztozonosci li-
niowe;j.

Powstate implementacje ze wzgledu na funkcjonalny kod Zrodlowy w Py-
thonie moga by¢ wykorzystane do rozwiazywania praktycznych problemoéw
dotyczacych graféow tukow na okregu. Implementacje te uzupelnia biblioteke
graphtheory skupiajgcg sie na roznorakich problemach teorii graféw i udostep-
niajgca implementacje algorytmoéw pozwalajace na wykonanie odpowiednich
obliczen w ramach danych probleméw grafowych.
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A. Testy algorytmoéow

W rozdziale (4] zaprezentowano implementacje wybranych algorytmoéw do-
tyczacych graféw tukow na okregu. Przetestowano poprawnosé oraz ztozonosé
obliczeniowa kazdej z nich.

Poprawnosé zostala sprawdzona za pomoca testow jednostkowych korzy-
stajacych z modutu unittest [29]. Ztozonos$¢ obliczeniowa sprawdzono ekspe-
rymentalnie z wykorzystaniem modutu timeit [30] przy uzyciu procesora Intel
Core i5. Zamieszczone ponizej rysunki stanowia opracowanie wynikow tych
testow. W kazdym przypadku sporzadzono wykres zaleznosci czasu wykona-
nia algorytmu od liczby wierzchotkow grafu, przy czym dla obu tych wartosci
obliczono najpierw wartos$¢ logarytmu dziesietnego. Dzieki temu wyznaczony
wspotczynnik kierunkowy prostej dopasowanej do punktéw pomiarowych po-
zwala stwierdzié¢ z jaka ztozonoscig obliczeniowa mamy w danym przypadku
do czynienia. Wspoélczynnik kierunkowy bliski liczbie catkowitej a wskazuje
na ztozonos¢ O(n®), gdzie n to liczba wierzcholkow grafu.

Pomiary wykonywano dla sp6jnych, ale poza tym losowych grafow tukow
na okregu. Wyjatek stanowi pomiar czasu wykonania funkcji check connectivity
sprawdzajacej czy dany graf jest spojny, gdzie wykorzystane zostalty losowe
grafy bez wzgledu na to czy byly spojne, czy tez nie.

A.1. Testy sprawdzania spdjnosci

Teoretyczna ztozosé sprawdzania czy dany graf jest spojny za pomocg
funkeji check _connectivity, opisanej w podrozdziale [£.3] wynosi O(n). Potwier-
dzaja to wyniki testow przedstawione na rysunku [A.T] Wyznaczony wspot-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 1.014(34).

A.2. Testy wyznaczania najwiekszego zbioru
niezaleznego

W pracy przedstawiono trzy rozne algorytmy stuzace rozwiazaniu proble-
mu wyznaczania najwiekszego zbioru niezaleznego.

Teoretyczna ztoznos¢ najprostszego ideowo sposrdd nich, MIS gavril, opi-
sanego w rozdziale wynosi O(n?). Potwierdzaja to przeprowadzone testy,
ktorych wyniki widoczne sa na rysunku Wyznaczony wspotczynnik kie-
runkowy wynosi a = 1.962(28).

W przypadku pozostatych dwoch algorytmoéw, FIND MIAF oraz GREEDY,
opisanych odpowiednio w rozdziatach oraz [4.7], teoretyczna ztozonos¢ ob-
liczeniowa wynosi O(n). Na rysunku przedstawione sg wyniki testow dla

44



check connectivity

'2 T T T T T
log(t) = alog(n) + b -
data =
_2_ - -
> fit
3+ a =1.013930 +/- 0.033902 —

% 3.5 b = -6.079815 +/- 0.084367 y
£

g 1
o

4.5 -

51 i

_55 1 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log(n)

Rysunek A.1. Wyniki testow wydajnosci algorytmu check _connectivity (4.3]) spraw-
dzajacego czy graf jest spojny. Wspotczynnik a = 1.014(34) wskazuje na liniows
ztozonosé¢ obliczeniowy O(n).

FIND MIAF, a na rysunku dla GREEDY. W pierwszym przypadku otrzy-
many wspolezynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.953(47), a w drugim
a = 0.969(39). Wyniki potwierdzaja zatem liniowa ztozonos$¢ obliczeniows
obu algorytmow.

A.3. Testy wyznaczania najmniejszego pokrycia
klikowego

Teoretyczna ztozos¢ wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego za
pomoca funkcji GREEDY, opisanej w podrodziale wynosi O(n). Potwier-
dzaja to wyniki testow przedstawione na rysunku [A.5] Wyznaczony wspol-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.981(44).

A.4. Testy wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego

Teoretyczna ztozo$¢ wyznaczania najmniejszego zbioru dominujacego za
pomoca funkcji GREEDY, opisanej w podrozdziale wynosi O(n). Potwier-
dzaja to wyniki testow przedstawione na rysunku [A.6] Wyznaczony wspol-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.968(29).
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MIS gavril
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Rysunek A.2. Wyniki testow wydajnosci algorytmu MIS_gavril (4.5) wyznaczaja-

cego najwiekszy zbior niezalezny. Wspolezynnik a = 1.962(28) wskazuje na kwa-
dratowa ztozonosé obliczeniowa O(n?).

FIND MIAF masuda
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Rysunek A.3. Wryniki testéw wydajnosci algorytmu FIND MIAF (4.6) wyzna-
czajacego najwiekszy zbior niezalezny. Wspotczynnik a = 0.953(47) wskazuje na
liniowa zlozonosé obliczeniowa O(n).
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GREEDY hsu mis
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Rysunek A.4. Wyniki testow wydajnosci algorytmu GREEDY (4.7) wyznaczaja-
cego najwiekszy zbior niezalezny. Wspolezynnik a = 0.969(39) wskazuje na liniowa,
ztozonosé¢ obliczeniowy O(n).

GREEDY hsu mqc
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Rysunek A.5. Wyniki testow wydajnosci algorytmu GREEDY ({.8)) wyznaczajace-
go najmniejsze pokrycie klikowe. Wspolezynnik a = 0.981(44) wskazuje na liniowa
ztozonosé¢ obliczeniowg O(n).
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GREEDY hsu mds
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Rysunek A.6. Wyniki testow wydajnosci algorytmu GREEDY (4.9)) wyznaczajace-
go najmniejszy zbior dominujacy. Wspotezynnik a = 0.968(29) wskazuje na liniows
ztozonoséé obliczeniowg O(n).

A.5. Testy przeksztalcania modelu par zdarzenn w graf
abstrakcyjny

Teoretyczna ztozos$¢ przeksztalcania modelu par zdarzen w graf abstrak-
cyjny za pomocg funkcji make abstract arc_graph efficient, opisanej w podro-
dziale [1.4] wynosi O(n + m). Potwierdzaja to wyniki testow przedstawione
na rysunkach oraz [A.8] Wyznaczony wspotczynnik kierunkowy prostej
w przypadku pomiaréw dokonanych dla spdjnych grafow losowych wynosi
a = 1.006(8), a w przypadku pomiaréw dokonanych dla grafow cyklicznych
a = 0.955(17).



make abstract graph random
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Rysunek A.7. Wyniki testéw wydajnosci algorytmu przeksztatcajacego model par
zdarzen w graf abstrakcyjny (4.4]) dla spojnych grafow losowych. Wspotczynnik
a = 1.006(8) wskazuje na liniowg ztozonos¢ obliczeniowa O(n + m).

make abstract graph cycle
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Rysunek A.8. Wyniki testéw wydajnosci algorytmu przeksztatcajacego model
par zdarzen w graf abstrakcyjny (4.4) dla grafow cyklicznych. Wspotczynnik
a = 0.955(17) wskazuje na liniowg ztozonos¢ obliczeniowa O(n 4+ m).
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