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Streszczenie

Grafy ªuków na okr¦gu to szczególna klasa grafów zde�niowana jako grafy
przeci¦¢ dla ªuków na okr¦gu. Oznacza to, »e wierzchoªki w gra�e odpowia-
daj¡ ªukom na okr¦gu i s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadaj¡ce im ªuki na okr¦gu przecinaj¡ si¦. Grafy ªuków na okr¦gu sta-
nowi¡ uogólnienie grafów przedziaªowych, które z kolei s¡ grafami przeci¦¢
odcinków na osi liczbowej.

Wiele praktycznych problemów mo»e zosta¢ wyra»one jako abstrakcyjne
problemy dotycz¡ce grafów ªuków na okr¦gu, a zatem algorytmy dotycz¡-
ce tych grafów mog¡ zosta¢ wykorzystane do rozwi¡zywania praktycznych
zagadnie«. Jako przykªad mo»na poda¢ cykle sygnalizacji ±wietlnej, które
mo»na modelowa¢ jako grafy ªuków na okr¦gu i w ten sposób poszukiwa¢ naj-
bardziej optymalnych cykli pod wzgl¦dem na przykªad minimalizacji czasu
oczekiwania na zielone ±wiatªo przez uczestników ruchu drogowego. Podob-
nie wiele innych problemów o cyklicznej strukturze, gdzie grafy przedziaªowe
s¡ niewystarczaj¡ce, mo»e by¢ modelowanych za pomoc¡ grafów ªuków na
okr¦gu.

Praca zajmuje si¦ badaniem szeroko poj¦tej tematyki grafów ªuków na
okr¦gu. Gªównym wynikiem s¡ implementacje, w j¦zyku Python, algoryt-
mów dotycz¡cych grafów ªuków na okr¦gu. W szczególno±ci skupiono si¦ na
podstawowych problemach w teorii grafów takich jak wyznaczanie najwi¦k-
szego zbioru niezale»nego, wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego,
wyznaczenie najmniejszego pokrycia klikowego oraz wyznaczanie najwi¦k-
szej kliki. W ramach pracy powstaªy tak»e algorytmy sprawdzaj¡ce spójno±¢
danego grafu, generuj¡ce gra�czn¡ reprezentacj¦ modelu grafu, a tak»e prze-
ksztaªcaj¡ce model grafu w graf abstrakcyjny.

Ka»da ze stworzonych implementacji zostaªa przetestowana pod k¡tem
poprawno±ci jak i wydajno±ci. Nie stwierdzono przy tym rozbie»no±ci mi¦dzy
teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡, a zªo»ono±ci¡ uzyskan¡ w praktyce.

Sªowa kluczowe: graf przeci¦¢, graf ªuków, zbiór niezale»ny, zbiór domi-
nuj¡cy, najwi¦ksza klika, pokrycie klikowe
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English title: Circular-arc graphs

Abstract

Circular-arc graphs form a family of graphs de�ned as intersection graphs of
a set of arcs on the circle. This means that vertices in a circular-arc graph
correspond to arcs on the circle and are connected by an edge if and on-
ly if the corresponding arcs on the circle intersect. Circular-arc graphs are
a generalization of interval graphs, which in turn are intersection graphs of
intervals on the number line.

Many practical problems can be stated as abstract problems related to
circular-arc graphs, and thus algorithms dealing with these graphs can be
used to solve practical tasks. As an example, tra�c light phasing can be
modelled with circular-arc graphs and thus the most optimal phasing can
be searched in terms of, for example, minimizing the waiting time for tra�c
participants for a green light. Similarly, many other problems with a cyc-
lic structure, where interval graphs are insu�cient, can be modelled using
circular-arc graphs.

This thesis explores the broad topic of circular-arc graphs. The main re-
sults are implementations, in the Python language, of algorithms regarding
circular-arc graphs. In particular, the focus has been on basic problems in
graph theory such as determining the largest independent set, determining
the smallest dominating set, determining the smallest clique cover and de-
termining the largest clique. This thesis also includes algorithms for checking
the connectivity of a given graph, generating a graphical representation of
a graph model, and transforming a graph model into an abstract graph.

Each of the created implementations was tested for correctness as well as
performance. In doing so, no discrepancies were found between the theoretical
computational complexity and the complexity obtained in practice.

Keywords: intersection graph, circular-arc graph, independent set, domi-
nating set, maximum clique, clique cover
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy s¡ grafy ªuków na okr¦gu [1], które de�niuje
si¦ jako grafy przeci¦¢ dla ªuków na okr¦gu. Jest to naturalne uogólnienie
grafów przedziaªowych [2], które s¡ grafami przeci¦¢ dla odcinków na osi
liczbowej. Precyzyjne de�nicje tych rodzin grafów znajduj¡ si¦ w rozdziale 2.
O popularno±ci grafów ªuków na okr¦gu ±wiadczy mi¦dzy innymi fakt, »e na
ich temat powstaªy prace przegl¡dowe [3] i [4].

Przej±cie od grafów przedziaªowych do grafów ªuków na okr¦gu oznacza
wyj±cie z rodziny grafów ci¦ciwowych, ale tak»e wyj±cie z rodziny grafów
doskonaªych [5]. Obrazuj¡ to na przykªad grafy cykliczne z nieparzyst¡ liczb¡
wierzchoªków C5, C7, itp. Warto zwróci¢ uwag¦, »e chocia» cykle parzyste C4,
C6, itp. nie s¡ ci¦ciwowe, to s¡ doskonaªe jako grafy dwudzielne.

Dodatkow¡ konsekwencj¡ opuszczenia rodziny grafów przedziaªowych na
rzecz grafów ªuków na okr¦gu jest znacz¡cy wzrost poziomu trudno±ci pew-
nych problemów grafowych. Przykªadowo problem kolorowania wierzchoªków
grafu przedziaªowego ma rozwi¡zanie o zªo»ono±ci liniowej O(n) (na bazie re-
prezentacji permutacyjnej [6]). Z kolei dla grafów ªuków na okr¦gu problem
kolorowania wierzchoªków jest NP-zupeªny [7].

1.1. Cel pracy

Praca ma na celu bli»sze poznanie i zbadanie tematyki grafów ªuków na
okr¦gu. Gªównym celem jest stworzenie w j¦zyku Python implementacji algo-
rytmów rozwi¡zuj¡cych dla tej podklasy grafów podstawowe problemy teorii
grafów, takie jak sprawdzanie spójno±ci grafu czy te» wyznaczanie najwi¦k-
szego zbioru niezale»nego albo najmniejszego zbioru dominuj¡cego. Powstaªe
implementacje maj¡ by¢ wydajne, dlatego poza testowaniem ich popraw-
no±ci wykonane zostan¡ testy zªo»ono±ci obliczeniowej w celu porównania
otrzymanej zªo»ono±ci z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ zaimplemento-
wanych algorytmów. Docelowo stworzone implementacje uzupeªni¡ bibliotek¦
graphtheory [8].

1.2. Organizacja pracy

Praca podzielona jest na pi¦¢ rozdziaªów. Rozdziaª 1 stanowi wst¦p do
pracy magisterskiej zarysowuj¡cy jej tematyk¦ i cel oraz opisuj¡cy w skró-
cie zastosowania badanej podklasy grafów, jak i podaj¡cy organizacj¦ pracy.
W rozdziale 2 znajduj¡ si¦ podstawowe de�nicje dotycz¡ce dziedziny jak¡
jest teoria grafów. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu opisanych jest pokrót-
ce kilka klas grafów o szczególnyym znaczeniu dla tej pracy. S¡ to grafy
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przeci¦¢, grafy przedziaªowe oraz grafy ªuków na okr¦gu. Rozdziaª ten zwie«-
czony jest rysem historycznym problemu rozpoznawania grafów ªuków na
okr¦gu. Rozdziaª 3 przedstawia implementacje wykonane w ramach tej pra-
cy. Poza podaniem problemu jaki jest rozwi¡zywany przez dany algorytm
prezentowany jest tak»e sposób u»ycia danej implementacji. W rozdziale 4
znajduj¡ si¦ opisy zaimplementowanych algorytmów. Omawiana jest zasa-
da dziaªania oraz teoretyczna zªo»ono±¢ obliczeniowa ka»dego z algorytmów.
Caªo±¢ uzupeªniona jest kluczowymi fragmentami kodu ¹ródªowego stworzo-
nej implementacji. Rozdziaª 5 stanowi podsumowanie pracy. Na ko«cu pracy
umieszczono dodatek A prezentuj¡cy opisy oraz wyniki wykonanych testów
zªo»ono±ci obliczeniowej implementacji.

1.3. Zastosowania

Grafy ªuków na okr¦gu, jako uogólnienie grafów przedziaªowych, znajduj¡
zastosowania w wielu problemach gdzie wykorzystywane s¡ grafy przedziaªo-
we. Szczegóªowy przegl¡d zastosowa« grafów przedziaªowych mo»na znale¹¢
w pracy Macieja Mularskiego [9]. Konkretnym przykªadem zastosowania gra-
fów ªuków na okr¦gu mo»e by¢ opracowywanie wydajnych cykli sygnalizacji
±wietlnej [6]. Okr¡g reprezentuje wtedy jeden taki peªny cykl, a ªuki ozna-
czaj¡ posiadanie zielonego ±wiatªa i s¡ przypisane do poszczególnych pasów
ruchu oraz odpowiadaj¡cym im sygnalizatorom. Jak ªatwo zauwa»y¢, dwóm
pasom ruchu, które nie mog¡ mie¢ w tym samym czasie zielonego ±wiatªa,
nie mog¡ by¢ przypisane przecinaj¡ce si¦ ªuki. Takie modelowanie za po-
moc¡ grafu ªuku na okr¦gu skrzy»owa« drogowych z sygnalizacj¡ ±wietln¡
pozwala tak»e na uwzgl¦dnienie dodatkowych warunków jak na przykªad
minimalizacja czasu oczekiwania na zielone ±wiatªo [10]. Istnieje wiele ana-
logicznych problemów o podobnej strukturze do problemu cykli sygnalizacji
±wietlnej, gdzie grafy ªuków na okr¦gu mog¡ znale¹¢ zastosowanie. Jest tak
wsz¦dzie tam, gdzie mamy do czynienia z pewnym ograniczonym zasobem,
który chcemy jak najefektywniej wykorzysta¢ albo te» jak najsprawiedliwiej
podzieli¢ dost¦p do niego. Je±li te problemy posiadaj¡ cykliczn¡ struktur¦,
czyli zdarzenia powtarzaj¡ si¦ co pewien interwaª czasowy, jak na przykªad
co minut¦, godzin¦, dob¦ czy te» tydzie«, to do optymalnego opisu takiego
problemu nie wystarcz¡ grafy przedziaªowe, tylko nale»y skorzysta¢ z grafów
ªuków na okr¦gu. Zatem oprócz sygnalizacji ±wietlnej mo»emy mie¢ do czy-
nienia z planowaniem przydziaªu pami¦ci co jest wa»nym zagadnieniem przy
projektowaniu kompilatorów [11]. Na koniec warto jeszcze zwróci¢ uwag¦,
»e je±li popatrzymy na sam problem planowania z szerszej perspektywy, nie
tylko ograniczonej do urz¡dze« i sprz¦tu komputerowego, to oka»¦ si¦, »e
wiele harmonogramów dotycz¡cych organizacji spoªecznej ludzi tak»e daje
si¦ w prosty sposób odzwierciedli¢ za pomoc¡ grafów ªuków na okr¦gu [12].
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2. Teoria grafów

W tym rozdziale przedstawione zostan¡ podstawowe de�nicje i twierdze-
nia, które b¦d¡ przydatne w dalszej cz¦±ci pracy.

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Graf nieskierowany G jest uporz¡dkowan¡ par¡ (V,E), gdzie V
jest zbiorem wierzchoªków, a E jest zbiorem kraw¦dzi. Kraw¦d¹ e jest dwu-
elementowym zbiorem ró»nych wierzchoªków, które nazywamy ko«cami e.
B¦dziemy stosowa¢ nast¦puj¡c¡ notacj¦ na oznaczenie liczby wierzchoªków i
kraw¦dzi w gra�e G = (V,E): |V | = n, |E| = m.

De�nicja: Graf skierowany G jest uporz¡dkowan¡ par¡ (V,E), gdzie V jest
zbiorem wierzchoªków, a E jest zbiorem kraw¦dzi. Kraw¦d¹ e = (u, v) jest
uporz¡dkowan¡ par¡ ró»nych wierzchoªków, przy czym u jest pocz¡tkiem e,
a v jest ko«cem e. Oznaczenia n i m s¡ takie jak dla grafów nieskierowanych.

De�nicja: Graf G = (V,E) jest dwudzielny, je±li istniej¡ rozª¡czne zbiory
wierzchoªków V1, V2 takie, »e V = V1∪V2 oraz »adne dwa wierzchoªki nale»¡ce
do Vi nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ dla i ∈ {1, 2}.

De�nicja: Podgraf H = (V2, E2) grafu G = (V1, E1) to graf, w którym
V2 ⊆ V1 oraz E2 ⊆ E1, przy czym ko«ce kraw¦dzi z E2 nale»¡ do V2.

De�nicja: Podgraf H = (V2, E2) grafu G = (V1, E1) indukowany wierzchoª-
kowo to podgraf powstaj¡cy z grafu G poprzez usuni¦cie pewnych wierzchoª-
ków, przy czym kraw¦dzie nie s¡ usuwane o ile ich koniec nie jest usuni¦tym
wierzchoªkiem. Innymi sªowy, zbiór wierzchoªków V2 jest ustalany jako pewien
dowolny podzbiór zbioru V1, ale ju» posta¢ zbioru kraw¦dzi E2 jest narzucona
przez konkretny wybór zbioru V2. Zbiór E2 powstaje ze zbioru E1 poprzez
usuni¦cie kraw¦dzi, których przynajmniej jeden koniec nie nale»y do zbioru
wierzchoªków V2.

De�nicja: Podgraf H = (V2, E2) grafu G = (V1, E1) indukowany kraw¦-
dziowo to podgraf powstaj¡cy z grafu G poprzez usuni¦cie pewnych kraw¦-
dzi, przy czym wierzchoªki nie s¡ usuwane, o ile istnieje kraw¦d¹ do której
nale»¡. Innymi sªowy, zbiór kraw¦dzi E2 jest ustalany jako pewien dowolny
podzbiór zbioru E1, ale ju» posta¢ zbioru wierzchoªków V2 jest narzucona
przez konkretny wybór zbioru E2. Zbiór V2 powstaje ze zbioru V1 poprzez
usuni¦cie wierzchoªków, które nie s¡ ko«cem »adnej kraw¦dzi w zbiorze E2.
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De�nicja: Dopeªnienie grafuG jest grafemGc o takim samym zbiorze wierz-
choªków co G, przy czym mi¦dzy dwoma wierzchoªkami w Gc istnieje kraw¦d¹
wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje ona w G.

De�nicja: �cie»ka P w gra�e G jest ci¡giem ró»nych kraw¦dzi e1, e2, . . . , en
grafu G takich, »e ei oraz ei+1 dla 1 ¬ i < n posiadaj¡ wspólny koniec, gdzie
e1− e2 nazywamy pierwszym wierzchoªkiem ±cie»ki P , a en− en−1 ostatnim.

De�nicja: Cykl w gra�e G jest ±cie»k¡ w G, w której pierwszy wierzchoªek
jest zarazem ostatnim, tzn. e1 − e2 = en − en−1. Graf nieskierowany, które-
go wszystkie n wierzchoªków tworzy cykl, oznaczamy jako Cn i nazywamy
grafem cyklicznym.

De�nicja: Graf nieskierowany G jest spójny, je±li mi¦dzy ka»dymi dwoma
wierzchoªkami grafu G istnieje ±cie»ka.

De�nicja: Zbiór niezale»ny I jest zbiorem takich wierzchoªków grafu, »e
mi¦dzy dowolnymi dwoma wierzchoªkami nale»¡cymi do I nie istnieje kra-
w¦d¹.

De�nicja: Najwi¦kszy zbiór niezale»ny grafu to zbiór niezale»ny grafu o naj-
wi¦kszej liczbie wierzchoªków. Innymi sªowy, nie mo»e istnie¢ zbiór niezale»ny
skªadaj¡cy si¦ z wi¦kszej liczby wierzchoªków ni» najwi¦kszy zbiór niezale»ny.

De�nicja: Klika K jest zbiorem takich wierzchoªków grafu, »e mi¦dzy ka»-
dymi dwoma wierzchoªkami nale»¡cymi do K istnieje kraw¦d¹. Graf nieskie-
rowany, którego wszystkie n wierzchoªków wchodzi w skªad kliki, oznaczamy
jako Kn i nazywamy grafem peªnym.

De�nicja: Pokrycie klikowe grafu G to zbiór takich klik, »e ich suma to zbiór
wszystkich wierzchoªków grafu G. Innymi sªowy, ka»dy wierzchoªek grafu G
musi nale»e¢ do pewnej kliki nale»¡cej do pokrycia klikowego.

De�nicja: Najmniejsze pokrycie klikowe grafu to pokrycie klikowe grafu
o najmniejszej liczbie klik. Innymi sªowy, nie mo»e istnie¢ pokrycie klikowe
skªadaj¡ce si¦ z mniejszej liczby klik ni» najmniejsze pokrycie klikowe.

De�nicja: Najwi¦ksza klika jest klik¡ tak¡, »e nie istnieje w gra�e klika
o wi¦kszej liczbie wierzchoªków.

De�nicja: Zbiór dominuj¡cy D jest zbiorem takich wierzchoªków grafu, »e
dla ka»dego wierzchoªka grafu nienale»¡cego do D istnieje kraw¦d¹ ª¡cz¡ca
go z pewnym wierzchoªkiem nale»¡cym do D.

De�nicja: Najmniejszy zbiór dominuj¡cy grafu to zbiór dominuj¡cy grafu
o najmniejszej liczbie wierzchoªków. Innymi sªowy, nie mo»e istnie¢ zbiór
dominuj¡cy skªadaj¡cy si¦ z mniejszej liczby wierzchoªków ni» najmniejszy
zbiór dominuj¡cy.
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2.2. Grafy przeci¦¢

Graf przeci¦¢ (ang. intersection graph) jest to graf nieskierowany okre-
±lony przez rodzin¦ zbiorów {Si}. Dla ka»dego zbioru Si tworzy si¦ jeden
wierzchoªek grafu vi. Dwa wierzchoªki vi oraz vj s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wte-
dy i tylko wtedy, gdy zbiory Si oraz Sj maj¡ niepuste przeci¦cie [13].

Warto zauwa»y¢, »e ka»dy graf nieskierowany G mo»e by¢ reprezentowa-
ny w postaci grafu przeci¦¢. Dla ka»dego wierzchoªka vi z V (G) tworzymy
zbiór Si zawieraj¡cy kraw¦dzie nieskierowane incydentne z wierzchoªkiem vi.
Wtedy dwa zbiory Si oraz Sj b¦d¡ miaªy niepuste przeci¦cie tylko wtedy,
gdy wierzchoªki vi oraz vj s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.

2.3. Grafy przedziaªowe

Grafy przedziaªowe (ang. interval graphs) de�niuje si¦ jako grafy przeci¦¢
odcinków na osi liczbowej [2]. Bez zmniejszenia ogólno±ci przyjmuje si¦, »e
odcinki s¡ domkni¦te, oraz »e ko«ce wszystkich odcinków s¡ ró»ne. Grafy
przedziaªowe byªy analizowane w pracy magisterskiej Macieja Mularskiego
[9].

2.4. Grafy ªuków na okr¦gu

Grafy ªuków na okr¦gu (ang. circular-arc graphs) de�niuje si¦ jako grafy
przeci¦¢ ªuków na okr¦gu [1]. Bez straty ogólno±ci zakªada si¦, »e ªuki s¡
domkni¦te (zawieraj¡ ko«ce), oraz »e ko«ce wszystkich ªuków s¡ ró»ne. Ka»dy
graf przedziaªowy jest grafem ªuków na okr¦gu, wystarczy "nawin¡¢" odcinki
na okr¡g. Z drugiej strony, je»eli ªuki na okr¦gu nie pokrywaj¡ caªego okr¦gu,
to mo»na rozci¡¢ okr¡g i dosta¢ model odcinków na prostej.

Warto zauwa»y¢, »e dany abstrakcyjny graf ªuków na okr¦gu mo»e mie¢
kilka istotnie ró»nych modeli z ªukami. Przykªadem jest graf peªny K3, który
mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ dwóch ró»nych modeli z ªukami. W pierwszym
modelu, przedstawionym na rysunku 2.1, mamy trzy cz¦±ciowo nachodz¡ce na
siebie ªuki, przypominaj¡cych stos odcinków na prostej. W drugim modelu,
widocznym na rysunku 2.2, mamy trzy ªuki caªkowicie pokrywaj¡ce okr¡g,
przy czym nie b¦dzie punktu pokrytego jednocze±nie przez trzy ªuki.

2.4.1. Rozpoznawanie grafów ªuków na okr¦gu

O grafach ªuków na okr¦gu w literaturze naukowej wspomniano pierw-
szy raz prawdopodobnie w 1964 roku [14]. Nie wykraczaªo to jednak poza
stwierdzenie, »e o ile grafy przedziaªowe zostaªy ju» scharakteryzowane (na
przykªad w [15]), o tyle odno±nie grafów przeci¦¢ rodzin innych zbiorów,
w tym tak»e rodzin ªuków na okr¦gu, nie uzyskano w tamtym czasie jeszcze
»adnych wyników.

Na wst¦pie warto zaznaczy¢, »e problemy dotycz¡ce grafów ªuków na
okr¦gu, w tym rozpoznawanie takich grafów, s¡ problemami znacz¡co trud-
niejszymi od analogicznych problemów dotycz¡cych grafów przedziaªowych
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Rysunek 2.1. Jeden z mo»liwych modeli grafu peªnego K3. Trzy ªuki posiadaj¡
wspólne punkty okr¦gu.

Rysunek 2.2. Jeden z mo»liwych modeli grafu peªnego K3. Trzy ªuki nie posiadaj¡
wspólnego punktu na okr¦gu.
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[3]. Wynika to z faktu, »e w przypadku grafów przedziaªowych mamy do
czynienia z osi¡ liczbow¡, która jest ograniczona przez swój koniec zarówno
z lewej jak i z prawej strony, tzn. mo»na osi¡gn¡¢ punkt, poza którym nie
b¦dzie przedziaªów nale»¡cych do grafu. Jednak na okr¦gu mo»emy podró»o-
wa¢ w obu kierunkach cyklicznie bez ko«ca. O ile w przypadku przedziaªów
na osi liczbowej oczywiste jest, »e przedziaªy tworz¡ce klik¦ musz¡ zawiera¢
wspólny punkt, o tyle w przypadku ªuków na okr¦gu wcale nie musi tak by¢
(tak¡ sytuacj¦ przedstawia rysunek 2.2).

W literaturze matematycznej u»ywa si¦ poj¦cia wªa±ciwo±ci Hellego. Prze-
dziaªy na osi liczbowej maj¡ wªa±ciwo±¢ Hellego, czyli dla k przedziaªów maj¡-
cych parami niepuste przeci¦cie, przeci¦cie wszystkich k przedziaªów równie»
ma niepuste przeci¦cie. Zbiory ªuków na okr¦gu zwykle nie maj¡ wªa±ciwo-
±ci Hellego. Czasem de�niuje si¦ grafy Hellego ªuków na okr¦gu (ang. Helly

circular-arc graphs), dla których istnieje model z ªukami maj¡cy wªa±ciwo±¢
Hellego. W roku 1974 Gavril scharakteryzowaª te grafy, co doprowadziªo do
powstania algorytmu rozpoznawania grafów w czasie O(n3) [16].

Pierwszy wielomianowy algorytm rozpoznawania grafów ªuków na okr¦gu
zostaª podany przez Alana Tuckera w roku 1980 [17]. Zªo»ono±¢ obliczeniowa
algorytmu wynosiªa O(n3), przy czym algorytm oraz dowód jego popraw-
no±ci byª, jak przyznaª sam autor, do±¢ skomplikowany. Mimo to, algorytm
Tuckera okazaª si¦ przeªomowy. Pó¹niejsze algorytmy korzystaªy intensywnie
z wprowadzonych w nim idei. Gªówna struktura algorytmu, polegaj¡ca na
rozwa»aniu dwóch ró»nych przypadków, w zale»no±ci od tego czy dopeªnienie
wej±ciowego grafu jest grafem dwudzielnym czy te» nie, oraz dalszy podziaª
jednego z tych przypadków na dwa, stanowiªa szkielet na którym bazowaªy
pó¹niejsze algorytmy.

Pierwszego rozwini¦cia algorytmu Tuckera, caªe 13 lat po jego opubliko-
waniu, dokonali Elaine Eschen i Jeremy Spinrad [18]. Utrzymuj¡ oni, »e dzi¦ki
wprowadzeniu nowych technik oraz sprowadzeniu pewnych podproblemów
do problemów dotycz¡cych grafów ci¦ciwowych przy zachowaniu pierwotnej
struktury caªego algorytmu, udaªo im si¦ zredukowa¢ zªo»ono±¢ do O(n2).

W podobnym okresie pojawiªa si¦ te» praca Wen-Lian Hsu opisuj¡ca al-
gorytm rozpoznawania grafów ªuków na okr¦gu o zªo»ono±ci O(mn) [19].
Pomysª, na którym opiera si¦ ten algorytm, jest konceptualnie inny od po-
mysªu Tuckera i ma w zamy±le upro±ci¢ proces rozpoznawania grafów. Hsu
opisaª w tej samej pracy tak»e algorytm sªu»¡cy stwierdzeniu czy dane grafy
s¡ izomor�czne. Ponad 15 lat po jego publikacji w pracy [20] zaprezento-
wano kontrprzykªad dowodz¡cy niepoprawno±ci algorytmu dotycz¡cego izo-
mor�zmu. W roku 2024 Tomasz Krawczyk pokazaª w [21], »e tak»e algorytm
rozpoznawania grafów ªuków na okr¦gu autorstwa Hsu jest bª¦dny.

Pierwszy algorytm rozpoznawania grafów ªuków na okr¦gu dziaªaj¡cy
w czasie liniowym O(n +m) podaª Ross McConnell w roku 2003 [22]. Jego
zasada dziaªania odbiega od tej zaproponownej przez Tuckera, gdy» wyko-
rzystuje redukcj¦ do problemu rozpoznawania grafów przedziaªowych. Jed-
nak»e aby tego dokona¢, konieczny jest preprocesing analogiczny do tego,
jakiego dokonuj¡ Eschen i Spinrad w czasie kwadratowym. Niezb¦dne byªo
wi¦c pokazanie przez McConnella, »e mo»liwe jest wykonanie wymaganego
preprocesingu w czasie liniowym. Ciekawe jest tak»e, »e chocia» McConnell
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w swojej pracy opisuje jak uzyska¢ algorytm dziaªaj¡cy w caªo±ci w czasie
liniowym, to w przypadku kiedy konieczna jest praktyczna implementacja,
sugeruje on u»ycie wariantu algorytmu, który tak»e przedstawia, o zªo»ono-
±ci O(n+m log n). Jest to motywowane tym, »e otrzymanie liniowego czasu
dziaªania jest dosy¢ skomplikowane.

W roku 2011 zaprezentowany zostaª kolejny liniowy algorytm, tym razem
autorstwa Haima Kaplana i Yahava Nussbauma [23]. Pod wzgl¦dem podej-
±cia do problemu ulepszyli oni kwadratowy algorytm przedstawiony przez
Eschena i Spinrada, mo»na wi¦c powiedzie¢, »e stanowi on tak»e rozwini¦-
cie pierwotnego algorytmu Tuckera. Co ciekawe, autorzy zwracaj¡ uwag¦ na
pewien bª¡d w algorytmie Eschena i Spinrada. Kaplan i Nussbaum nie tylko
koryguj¡ dotychczas bª¦dne fragmenty algorytmu Eschena i Spinrada, ale
tak»e dokªadniej analizuj¡ jego zªo»ono±¢. W ten sposób, przy minimalnych
mody�kacjach w strukturze caªego algorytmu, otrzymuj¡ algorytm o zªo»o-
no±ci liniowej, który jest prostszy od zaprezentowanego przez McConnella.

Warto zauwa»y¢, »e wymienione powy»ej algorytmy nie tylko stwierdzaj¡
czy dany graf jest grafem ªuków na okr¦gu, ale tak»e generuj¡ jego model jako
rodzina ªuków na okr¦gu. Nale»y pami¦ta¢, »e taki model powstaje tak»e cz¦-
sto w przypadkach, kiedy nie mamy do czynienia z grafem ªuków na okr¦gu.
Z tego powodu wiele algorytmów pod koniec sprawdza czy otrzymany model
rzeczywi±cie odpowiada grafowi, ktory zostaª podany na wej±ciu. McConnell
podaª w pracy [22], przy okazji swojego liniowego algorytmu rozpoznawania
grafów ªuków na okr¦gu, nieskomplikowany oraz dziaªaj¡cy w czasie liniowym
sposób dokonania takiego sprawdzenia.
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3. Implementacja grafów

W tym rozdziale przedstawione zostan¡ przykªadowe sesje interaktywne
w j¦zyku Python. Pozwalaj¡ one zobaczy¢ w jaki sposób mo»na korzysta¢
z zaimplemetowanych w ramach tej pracy algorytmów.

Warunkiem wst¦pnym wykonania poni»szych algorytmów jest zainstalo-
wany pakiet graphtheory. Mo»na to zrobi¢ za pomoc¡ polecenia
pip install graphtheory. Nast¦pnie nale»y zaimportowa¢ klasy Edge oraz Graph.

>>> from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
>>> from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph

3.1. Konwencja dotycz¡ca reprezentacji grafów

Je±li nie zaznaczono inaczej, w caªej pracy przyjmujemy reprezentacj¦
grafów ªuków na okr¦gu za pomoc¡ listy par zdarze«. Dokªadny opis tej re-
prezentacji mo»na znale¹¢ w rozdziale pierwszym w pracy [24]. Przy n ªukach
zdarzenia numerujemy od 0 do 2n − 1. Ka»dy ªuk opisany jest za pomoc¡
pary zdarze« (h, t). Pierwszy element pary informuje nas o numerze zda-
rzenia odpowiadaj¡cemu pocz¡tkowi ªuku (head). Z kolei drugi element jest
numerem zdarzenia oznaczaj¡cego koniec danego ªuku (tail). Przyjmujemy,
»e ªuki zorientowane s¡ zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek zegara. Na
rysunku 3.1 zostaªo zaprezentowane zastosowanie tej konwencji.

Warto zauwa»y¢, »e h mo»e by¢ wi¦ksze od t. Taki ªuk nazywa¢ b¦dzie-
my ªukiem wstecznym czy te» backward. Mo»na my±le¢ o tym tak, »e ªuk
wsteczny przechodzi przez "ª¡czenie" okr¦gu, tzn. przez fragment okr¦gu po-
mi¦dzy zdarzeniem 2n− 1 oraz zdarzeniem 0. �uk, którego koniec nast¦puje
po pocz¡tku, czyli zachodzi h < t, nazywa¢ b¦dziemy ªukiem forward. Li-
sta wszystkich n par opisuj¡cych ªuki tworzy reprezentacj¦ grafu ªuków na
okr¦gu, która jest oczekiwana przez algorytmy opisane w dalszej cz¦±ci pracy.

Dwa ªuki, a = (ha, ta) oraz b = (hb, tb), mog¡ znajdowa¢ si¦ w stosunku
do siebie w ró»nych relacjach opisanych poni»ej.

�uk a zawiera ªuk b, czy te» inaczej ªuk b jest zawierany przez ªuk a, je±li
zaczynaj¡c w punkcie ha i id¡c zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek zegara
napotykamy ko«ce tych ªuków w nast¦puj¡cej kolejno±ci: ha, hb, tb oraz ta.
Nale»y zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e wcale nie musi zachodzi¢ nierówno±¢ ha <
hb < tb < ta, gdy» caªo±¢ odbywa si¦ na okr¦gu i, inaczej ni» w przypadku
osi liczbowej, umiejscowienie na okr¦gu zdarzenia o numerze 0 jest umowne.
Tak¡ sytuacj¦ przedstawia rysunek 3.2.

�uk a zawiera zdarzenie c, je±li zaczynaj¡c w punkcie ha i id¡c zgodnie
z kierunkiem ruchu wskazówek zegara napotykamy zdarzenia w nast¦puj¡-
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Rysunek 3.1. Przykªadowy graf i jeden z jego modeli. Ka»dy ªuk okr¦gu zostaª
opisany zgodnie z konwencj¡ przedstawion¡ w podrozdziale 3.1. Czarne punkty to

odpowiednio ponumerowane zdarzenia.

Rysunek 3.2. Przykªadowy model grafu w którym ªuk a zawiera ªuk b. Nierówno±¢
ha < hb < tb < ta nie jest prawdziwa.
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cej kolejno±ci: ha, c oraz ta. Nierówno±¢ ha < c < ta nie musi by¢ jednak
prawdziwa.

�uk a przecina si¦ z ªukiem b, je±li co najmniej jeden z tych ªuków zawiera
dowolny koniec drugiego ªuku. W przeciwnym razie ªuki te nie przecinaj¡ si¦.

3.2. Generowanie grafów ªuków na okr¦gu

Wszystkie przedstawione w tym podrozdziale funkcje zwracaj¡ list¦ zawie-
raj¡c¡ pary zdarze« reprezentuj¡ce wygenerowany graf. Zwracana lista jest
posortowana rosn¡co wedªug pocz¡tków ªuków, a pocz¡tek pierwszego ªuku
to zawsze zdarzenie o numerze 0. Zªo»ono±¢ obliczeniowa ka»dej z przedsta-
wionych funkcji jest liniowa.

Losowy graf ªuków na okr¦gu o n wierzchoªkach mo»emy wygenerowa¢ za
pomoc¡ funkcji make_random_arc.

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 4 ) , (2 , 3 ) , (5 , 9 ) , (6 , 1 ) , (8 , 7 ) ]

Graf ªuków na okr¦gu b¦d¡cy grafem cyklicznym o n wierzchoªkach mo-
»emy wygenerowa¢ za pomoc¡ funkcji make_cycle_arc.

>>> graph_model = make_cycle_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 3 ) , (2 , 5 ) , (4 , 7 ) , (6 , 9 ) , (8 , 1 ) ]

Losowy graf ªuków na okr¦gu b¦d¡cy zarówno grafem peªnym o n wierz-
choªkach jak i jednocze±nie grafem przedziaªowym mo»emy wygenerowa¢ za
pomoc¡ funkcji make_complete_random_interval.

>>> graph_model = make_complete_random_interval (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 7 ) , (1 , 9 ) , (2 , 8 ) , (3 , 5 ) , (4 , 6 ) ]

Losowy graf ªuków na okr¦gu b¦d¡cy grafem peªnym o n wierzchoªkach,
maj¡cy wªa±ciwo±¢ Hellego, ale nieb¦d¡cy grafem przedziaªowym, mo»emy
wygenerowa¢ za pomoc¡ funkcji make_complete_helly_arc.

>>> graph_model = make_complete_helly_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 7 ) , (1 , 8 ) , (2 , 6 ) , (3 , 9 ) , (5 , 4 ) ]

Losowy graf ªuków na okr¦gu b¦d¡cy grafem peªnym o n wierzchoªkach,
ale niemaj¡cy wªa±ciwo±ci Hellego oraz nieb¦d¡cy grafem przedziaªowym,
mo»emy wygenerowa¢ za pomoc¡ funkcji make_complete_not_helly_arc.

>>> graph_model = make_complete_not_helly_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 5 ) , (2 , 9 ) , (3 , 7 ) , (4 , 8 ) , (6 , 1 ) ]
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3.3. Gra�czna reprezentacja ªuków grafu

Funkcja circular_drawing pozwala na wypisanie w terminalu postaci gra-
�cznej ªuków. W zwracanej reprezentacji okr¡g jest rozci¦ty. Nale»y sobie
zatem wyobrazi¢, »e koniec gra�ki po prawej stronie przechodzi w pocz¡tek
gra�ki po lewej stronie. W przypadku ªuków wstecznych jest to niezb¦dna
obserwacja.

Funkcja oferuje dwie opcje oznaczania ªuków. Domy±lna, niewymagaj¡-
ca podania dodatkowego parametru, wypisuje numery ªuków. W przypadku
podania jako drugiego argumentu warto±ci False, wypisane zostan¡ ponume-
rowane zdarzenia pocz¡tku oraz ko«ca ka»dego ªuku. Poni»ej przedstawiony
jest przykªadowy wynik wywoªania funkcji w obu wariantach.

>>> graph_model = make_random_arc (10)
>>> print ( graph_model )
[ ( 5 , 9 ) , ( 1 1 , 0 ) , ( 1 8 , 6 ) , ( 1 , 1 0 ) , ( 1 3 , 3 ) , ( 7 , 8 ) , ( 4 , 1 4 ) , ( 1 2 , 1 9 ) , ( 1 6 , 1 5 ) ,
( 2 , 1 7 ) ]
>>> circu lar_drawing ( graph_model )
�1 3��������������������������3 1�������������������������

9��������������������������������������������9
����������4 0�����������0 4�������������������

6�����������������������������6
�������������������2 5��5 2����

7��������������������7
����������������������������������������������8 8����������

>>> graph_model = make_random_arc (7 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 1 1 , 1 ) , (13 , 4 ) , (3 , 5 ) , (9 , 12) , (2 , 0 ) , (7 , 10) , (6 , 8 ) ]
>>> circu lar_drawing ( graph_model , Fa l se )
�0 2���������������������������������������������
�����1 3������5 6������8 11���������
�����������������4 7����������10 13�

9����������12

3.4. Sprawdzanie spójno±ci grafów ªuków na okr¦gu

Za pomoc¡ funkcji check_connectivity mo»emy sprawdzi¢ czy dany graf ªu-
ków na okr¦gu w reprezentacji par zdarze« jest grafem spójnym. Konieczne
jest jednak podanie drugiego argumentu, którym jest wynik wykonania po-
mocniczej funkcji calculate_endpoints dla tego grafu.

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 5 , 0 ) , (1 , 6 ) , (4 , 2 ) , (7 , 8 ) , (9 , 3 ) ]
>>> check_connect iv i ty ( graph_model , ca l cu la te_endpo int s ( graph_model ) )
True
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3.5. Przeksztaªcenie modelu par zdarze« w graf

abstrakcyjny

Maj¡c dany graf ªuków na okr¦gu w postaci listy par zdarze« mo»emy
taki model grafu przeksztaªci¢ w graf abstrakcyjny klasy Graph, zde�niowanej
w pakiecie graphtheory, za pomoc¡ funkcji make_abstract_arc_graph_e�cient.

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 8 , 3 ) , (7 , 2 ) , (1 , 9 ) , (4 , 5 ) , (6 , 0 ) ]
>>> G = make_abstract_arc_graph_eff ic ient ( graph_model )
>>> G. show ( )
0 : 1 2 4
1 : 0 2 4
2 : 0 1 3 4
3 : 2
4 : 0 1 2

3.6. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego

Najwi¦kszy zbiór niezale»ny w gra�e ªuków na okr¦gów mo»na wyznaczy¢
trzema ró»nymi funkcjami, GREEDY, FIND_MIAF oraz MIS_gavril. Nale»y pa-
mi¦ta¢, »e dla jednego grafu mo»e istnie¢ kilka zbiorów b¦d¡cych najwi¦k-
szym zbiorem niezale»nym, dlatego te» wyniki wykonania tych funkcji dla
danego grafu mog¡ si¦ ró»ni¢. Zªo»ono±¢ funkcji GREEDY oraz FIND_MIAF

jest liniowa, w przypadku MIS_gavril jest kwadratowa.
Poni»ej przedstawione jest u»ycie wszystkich wymienionych funkcji.

W przypadku GREEDY jako drugi argument nale»y poda¢ "mis". W przypad-
ku FIND_MIAF pocz¡tek pierwszego ªuku musi by¢ zdarzeniem o numerze 0.

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 0 , 3 ) , (4 , 1 ) , (7 , 8 ) , (5 , 6 ) , (9 , 2 ) ]
>>> GREEDY( graph_model , ' mis ' )
[ 3 , 2 , 4 ]

>>> graph_model = [ ( 0 , 3 ) , (4 , 1 ) , (7 , 8 ) , (5 , 6 ) , (9 , 2 ) ]
>>> FIND_MIAF( graph_model )
[ 0 , 3 , 2 ]

>>> graph_model = [ ( 0 , 3 ) , (4 , 1 ) , (7 , 8 ) , (5 , 6 ) , (9 , 2 ) ]
>>> MIS_gavril ( graph_model )
{2 , 3 , 4}

3.7. Wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego

W celu wyznaczenia najmniejszego pokrycia klikowego nale»y u»y¢ funkcji
GREEDY podaj¡c jako drugi argument "mqc".
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>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 3 , 4 ) , (7 , 6 ) , (1 , 0 ) , (2 , 5 ) , (8 , 9 ) ]
>>> GREEDY( graph_model , 'mqc ' )
[ { 0 , 1 , 2 , 3} , {1 , 2 , 4} ]

3.8. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego

W celu wyznaczenia najmniejszego zbioru dominuj¡cego nale»y u»y¢ funk-
cji GREEDY podaj¡c jako drugi argument "mds".

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 8 , 4 ) , (7 , 6 ) , (0 , 1 ) , (3 , 2 ) , (5 , 9 ) ]
>>> GREEDY( graph_model , 'mds ' )
[ 3 ]

3.9. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki

Za pomoc¡ funkcji max_clique_gavril mo»na wyznaczy¢ najwi¦ksz¡ klik¦
w gra�e.

>>> graph_model = make_random_arc (5 )
>>> print ( graph_model )
[ ( 3 , 1 ) , (4 , 5 ) , (2 , 8 ) , (7 , 9 ) , (0 , 6 ) ]
>>> max_clique_gavri l ( graph_model )
[ 0 , 2 , 4 , 1 ]
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4. Algorytmy

W tym rozdziale zajmiemy si¦ ró»norodnymi problemami dotycz¡cymi
grafów ªuków na okr¦gu. Znajdziemy w±ród nich zagadnienie wyznaczania
najwi¦kszego zbioru niezale»nego, najmniejszego pokrycia klikowego, czy te»
najmniejszego zbioru dominuj¡cego. Przedstawione zostan¡ implementacje
wraz z opisami dziaªania i zªo»ono±ci obliczeniowej odpowiednich algoryt-
mów.

4.1. Funkcja pomocnicza

Warto na pocz¡tku wspomnie¢ o funkcji pomocniczej calculate_endpoints(),
któr¡ cz¦sto nale»y wykona¢ przed wywoªaniem docelowych algorytmów omó-
wionych w tym rozdziale, poniewa» oczekuj¡ one w wi¦kszo±ci przypadków
podania jako argumentu wyniku tej funkcji. Zalet¡ takiego podej±cia jest
to, »e je±li zamierzamy rozwi¡za¢ wiele problemów dla danego grafu, to wy-
starczy tylko raz wywoªa¢ calculate_endpoints() i poda¢ wynik jako argument
dla pozostaªych funkcji. Nie musimy zatem wielkrotnie powtarza¢ oblicze«,
a miaªoby to niestety miejsce, gdyby ta funkcja woªana byªa bezpo±rednio
przez algorytmy.

Celem funkcji calculate_endpoints() jest stworzenie struktury, która pozwoli
pó¹niej w czasie staªym na identy�kacj¦ ªuku, do którego nale»y dane zdarze-
nie oraz na stwierdzenie, czy dane zdarzenie jest pocz¡tkiem czy te» ko«cem
ªuku. Zªo»ono±¢ obliczeniowa funkcji, ze wzgl¦du na jednorazowy przegl¡d
ªuków, wynosi O(n).

Listing 4.1. Funkcja pomocnicza calculate_endpoints().
def ca l cu la te_endpo int s ( graph_model , s i z e ) : # O(n) time

endpoints = [ 0 ] * s i z e *2
i = 0
# endpoin t s [ i ] g i v e s the arc the endpoint wi th p o s i t i o n i
# be l ong s to and the in format ion i f i t i s head or t a i l
# endpo in t s [ coord ina te i ]=( arc , head/ t a i l )
for ( head , t a i l ) in graph_model :

endpoints [ head ] = { ' arc ' : i , ' end ' : "head"}
endpoints [ t a i l ] = { ' arc ' : i , ' end ' : " t a i l "}
i = i+1

return endpoints

4.2. Gra�czna reprezentacja ªuków grafu

Przedstawiony tutaj algorytm jest uogólnieniem na grafy ªuków na okr¦-
gu algorytmu Macieja Mularskiego, opisanego w pracy [9], dotycz¡cego gra-
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fów przedziaªowych. Oba algorytmy sªu»¡ wygenerowaniu gra�cznej postaci
danych przedziaªów czy te» ªuków grafu. Mo»liwo±¢ pojawienia si¦ ªuków
wstecznych, czyli takich dla których koniec nast¦puje przed pocz¡tkiem,
w grafach ªuków na okr¦gu stwarza konieczno±¢ dodania do algorytmu dla
grafów przedziaªowych sposobu post¦powania z takimi ªukami. Poza tym idea
algorytmu pozostaje niezmieniona.

Warto zauwa»y¢, »e generowana przez algorytm gra�czna reprezentacja
prezentowana jest w postaci rozci¦tego okr¦gu. Nale»y wi¦c pami¦ta¢, »e
prawa strona gra�ki kontynuowana jest z jej lewej strony, jak mo»na zauwa»y¢
w przykªadzie w podrozdziale 3.3.

Listing 4.2. Gra�czna reprezentacja ªuków grafu.

def c i rcu lar_drawing ( graph_model , pr int_arcs=True ,
empty_symbol=' ' , fu l l_symbol=' � ' ) :
s i z e = len ( graph_model )
i f s i z e == 0 :

print ( )
return

l ine_used = [ Fa l se ]* s i z e
line_to_backward_head = [math . i n f ]* s i z e
arc_to_line = [ � 1 ]* s i z e
i f pr int_arcs :

symbol_len = math . c e i l (math . l og ( s i z e , 10) )
else :

symbol_len = math . c e i l (math . l og (2* s i z e , 10) )
empty = empty_symbol*( symbol_len + 2)
f u l l = ful l_symbol *( symbol_len + 2)
s t r_ l i n e s = [ ]
endpoints = ca l cu la te_endpo int s ( graph_model , s i z e )
max_used_index =� 1
for number_of_endpoint , endpoint in enumerate( endpoints ) :

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f pr int_arcs :

i d e n t i f i e r = str ( curr_arc )
else :

i d e n t i f i e r = str ( number_of_endpoint )
( head , t a i l ) = graph_model [ curr_arc ]
padding = 2 + ( symbol_len� len ( i d e n t i f i e r ) )
padding_smaller = padding // 2
padding_larger = padding�padding_smaller
i f head > t a i l :

i f endpoint [ ' end ' ] == ' t a i l ' :
s t r_ l i n e s . append ( ' ' )
l ine_index = max_used_index + 1
max_used_index = l ine_index
line_to_backward_head [ l ine_index ] = head
arc_to_line [ curr_arc ] = l ine_index
s t r_ l i n e s [ l ine_index ] = ( f u l l * number_of_endpoint

+ ful l_symbol * padding_smaller + i d e n t i f i e r
+ empty_symbol * padding_larger )

else :
l ine_index = arc_to_line [ curr_arc ]
l ine_used [ l ine_index ] = True
s t r_ l i n e s [ l ine_index ] += ( empty_symbol * padding_larger

+ i d e n t i f i e r + ful l_symbol * padding_smaller )
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else :
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

l ine_index =� 1
while True :

l ine_index = l ine_index + 1
i f (not l ine_used [ l ine_index ] and

t a i l < line_to_backward_head [ l ine_index ] ) :
break

i f max_used_index < l ine_index :
s t r_ l i n e s . append ( ' ' )
s t r_ l i n e s [ l ine_index ] = empty * number_of_endpoint
max_used_index = l ine_index

arc_to_line [ curr_arc ] = l ine_index
l ine_used [ l ine_index ] = True
s t r_ l i n e s [ l ine_index ] += ( empty_symbol * padding_larger

+ i d e n t i f i e r + ful l_symbol * padding_smaller )
else :

l ine_index = arc_to_line [ curr_arc ]
s t r_ l i n e s [ l ine_index ] += ( ful l_symbol * padding_smaller

+ i d e n t i f i e r + empty_symbol * padding_larger )
l ine_used [ l ine_index ] = Fal se

for i in range (max_used_index+1):
i f i == l ine_index :

continue

i f l ine_used [ i ] :
s t r_ l i n e s [ i ] += f u l l

else :
s t r_ l i n e s [ i ] += empty

for l i n e in s t r_ l i n e s :
print ( l i n e )

4.3. Sprawdzanie spójno±ci grafów ªuków na okr¦gu

Graf przedziaªowy jest niespójny, je±li istnieje fragment osi liczbowej nie-
nale»¡cy do »adnego przedziaªu i otoczony przedziaªami. Inaczej wygl¡da to
w przypadku grafu ªuków na okr¦gu, który pozostaje w takiej sytuacji spój-
ny, ze wzgl¦du na swoj¡ struktur¦ okr¦gu. Dopiero gdy istniej¡ co najmniej
dwa takie fragmenty okr¦gu, które nie nale»¡ do »adnego ªuku i s¡ od siebie
rozdzielone ªukami, to mamy do czynienia z niespójnym grafem ªuków na
okr¦gu.

Na tej obserwacji opiera si¦ istota dziaªania funkcji check_connectivity(),
która przechodz¡c po kolejnych zdarzeniach odpowiednio dodaje i usuwa ªuk
ze zbioru obecnie odwiedzanych ªuków, w zale»no±ci od tego, czy napotkano
pocz¡tek, czy te» koniec tego ªuku. Celem jest policzenie ile razy zbiór od-
wiedzanych ªuków stanie si¦ pusty w czasie obej±cia caªego okr¦gu. Spraw¦
komplikuje nieco fakt, »e poruszamy si¦ po okr¦gu, a nie po osi liczbowej.
Zbiór ªuków mo»e by¢ pusty, a mimo wszystko mo»e istnie¢ ªuk, który zawiera
obecnie rozwa»any fragment okr¦gu. Dzieje si¦ tak, gdy ze wzgl¦du na ci¡-
gªo±¢ okr¦gu, nie rozwa»ali±my jeszcze pocz¡tku tego okr¦gu. Przedstawiona
tutaj funkcja radzi sobie z tym poprzez tworzenie listy fragmentów ªuków,
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co do których mamy zasadne przypuszczenie, »e nie nale»¡ do »adnego ªuku,
oraz wery�kowanie tego przypuszczenia w odpowiednich momentach.

Zªo»ono±¢ prezentowanej funkcji wynosi O(n). Zawiera ona dwie p¦tle for,
przy czym jedna z tych p¦tli jest zagnie»dzona w drugiej. Z ka»dym obiegiem
wewn¦trznej p¦tli, poza obiegami przerwanymi od razu w pierwszej iteracji
przez break, wi¡»e si¦ usuni¦cie jednego elementu z listy gap_list. Zauwa»my
dodatkowo, »e do listy gap_list dodanych mo»e zosta¢ maksymalnie n elemen-
tów, jako »e ma to miejsce tylko przy napotkaniu pocz¡tku ªuku. Oznacza
to, »e wewn¦trzna p¦tla for wykona si¦ ª¡cznie nie wi¦cej ni» O(n) razy.

Listing 4.3. Sprawdzanie spójno±ci grafów ªuków na okr¦gu.

def check_connect iv i ty ( graph_model , endpoints ) :
current_arcs = set ( )
# conta ins ascending so r t ed po in t s where a gap i s suppos ing l y ending
gap_l i s t = [ ]
gap_active = True

for number_of_endpoint , endpoint in enumerate( endpoints ) :
curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

current_arcs . add ( curr_arc )
i f gap_active :

gap_l i s t . append ( number_of_endpoint )
gap_active = False

( head , t a i l ) = graph_model [ curr_arc ]
stopped = False
# arc i s c ro s s i n g the j o i n t , so i t can cover a gap d i s cove red
# e a r l i e r
# we use the fac t , t h a t gap_ l i s t i s s o r t ed ascending
i f t a i l < head :

for index , gap in enumerate( gap_l i s t ) :
i f gap > t a i l :

stopped = True
break

i f not stopped :
gap_l i s t = [ ]

else :
gap_l i s t = gap_l i s t [ index : ]

else :
current_arcs . d i s ca rd ( curr_arc )
i f len ( current_arcs ) == 0 :

gap_active = True

# with one gap the c i r c u l a r �arc graph i s s t i l l connected
i f len ( gap_l i s t ) > 1 :

return False
return True
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4.4. Przeksztaªcanie modelu par zdarze« w graf

abstrakcyjny

Przedstawiony tutaj algorytm jest uogólnieniem na grafy ªuków na okr¦gu
algorytmu Macieja Mularskiego, opisanego w pracy [9], dotycz¡cego grafów
przedziaªowych. Oba algorytmy sªu»¡ wygenerowaniu grafu abstrakcyjnego
klasy Graph na bazie danego modelu grafu. W przypadku grafu ªuków na
okr¦gu model ten to reprezentacja w postaci listy par zdarze«.

Mo»liwo±¢ pojawienia si¦ ªuków wstecznych, czyli takich, dla których ko-
niec nast¦puje przed pocz¡tkiem, w grafach ªuków na okr¦gu stwarza koniecz-
no±¢ dodania do algorytmu dla grafów przedziaªowych sposobu post¦powania
z takimi ªukami. Jest to realizowane za pomoc¡ drugiej p¦tli for iteruj¡cej po
wszystkich ko«cach ªuków. Dodaje ona do grafu kraw¦dzie, których pierwsza
p¦tla for, ze wzgl¦du na ªuki wstecznie, nie mogªa wykry¢. Poza tym idea
algorytmu pozostaje niezmieniona.

Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(n+m). Dwie gªówne p¦tle for przegl¡da-
j¡ wszystkie ko«ce ªuków. Dodatkowo zagnie»d»one s¡ w nich kolejne p¦tle
for, których zadaniem jest dodawanie kraw¦dzi do grafu. Poniewa» w trakcie
ka»dego obiegu wewn¦trznej p¦tli do grafu dodawana jest nieobecna w nim
jeszcze kraw¦d¹, to ª¡czna liczba obiegów ka»dej z tych p¦tli wynosi¢ b¦dzie
dokªadnie m. Warto zwróci¢ uwag¦, »e w przypadku naiwnych rozwi¡za«
omawianego tutaj problemu otrzymaliby±my algorytm o zªo»ono±ci O(n2).
Jednak»e w przedstawionym tutaj algorytmie udaªo si¦ uzyska¢ zªo»ono±¢
O(n + m), czyli otrzymano liniow¡ zale»no±¢ od liczby wierzchoªków i kra-
w¦dzi.

Listing 4.4. Przeksztaªcanie modelu par zdarze« w graf abstrakcyjny.

def make_abstract_arc_graph_eff ic ient ( graph_model , s i z e ) :
abstract_graph = Graph (n=len ( graph_model ) )
endpoints = ca l cu la te_endpo int s ( graph_model , s i z e )
a c t i v e = set ( )
for endpoint in endpoints :

i f endpoint == 0 :
continue

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

abstract_graph . add_node ( curr_arc )
for arc in a c t i v e :

abstract_graph . add_edge (Edge ( curr_arc , arc ) )
a c t i v e . add ( curr_arc )

else :
a c t i v e . d i s ca rd ( curr_arc )

for endpoint in endpoints :
i f endpoint == 0 :

continue

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

( head , t a i l ) = graph_model [ curr_arc ]
i f head < t a i l :

for arc in a c t i v e :
( head_backward , _) = graph_model [ arc ]
i f t a i l < head_backward :
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abstract_graph . add_edge (Edge ( curr_arc , arc ) )
else :

a c t i v e . d i s ca rd ( curr_arc )
i f len ( a c t i v e ) == 0 :

break

return abstract_graph

4.5. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego wg

Gavrila

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¦ na pomy±le Ga-
vrila przedstawionym w roku 1974 [16].

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Dane wyj±ciowe: Zbiór zawieraj¡cy ªuki grafu nale»¡ce do jego najwi¦k-
szego zbioru niezale»nego.

Opis algorytmu: Podstaw¡ dziaªania algorytmu jest sprowadzenie proble-
mu znajdywania najwi¦kszego zbioru niezale»nego w gra�e ªuków na okr¦gu
do problemu wyznaczania takiego zbioru w grafach przedziaªowych.

Niech MIS to pewien najwi¦kszy zbiór niezale»ny w danym gra�e. Zawsze
istnieje taki fragment okr¦gu, »e nie nale»y on do »adnego ªuku nale»¡cego
do MIS. Je»eli usuniemy ten fragment, rozcinaj¡c w ten sposób okr¡g, to
dostaniemy graf przedziaªowy. Jak ªatwo zauwa»y¢, najwi¦kszy zbiór nieza-
le»ny tego grafu przedziaªowego b¦dzie te» najwi¦kszym zbiorem niezale»nym
pierwotnego grafu ªuków na okr¦gu.

To oznacza, »e aby wyznaczy¢ najwi¦kszy zbiór niezale»ny, mo»na prze-
testowa¢ wszystkie mo»liwo±ci rozci¦cia okr¦gu i znale¹¢ dla ka»dego otrzy-
manego w ten sposób grafu przedziaªowego jego najwi¦kszy zbiór niezale»ny.
Spo±ród wyznaczonych zbiorów, ten o najwi¦kszej liczebno±ci jest szukanym
zbiorem niezale»nym dla danego grafu ªuków na okr¦gu.

Funkcja get_interval_graph_K realizuje usuni¦cie z danego grafu ªuków na
okr¦gu okre±lonego fragmentu i zwraca wyznaczony model powstaªego grafu
przedziaªowego. Warto zauwa»y¢, »e skutkuje to usuni¦ciem zarówno pew-
nych kraw¦dzi jak i wierzchoªków z grafu. Nast¦pnie model ten jest dostarcza-
ny jako argument do funkcji interval_maximum_iset, przedstawionej przez Ma-
cieja Mularskiego w pracy [9], oraz stanowi¡cej cz¦±¢ pakietu graphtheory. Ta
ostatnia funkcja znajduje najwi¦kszy zbiór niezale»ny danego grafu przedzia-
ªowego. Na samym ko«cu, spo±ród wszystkich wyznaczonych w ten sposób
zbiorów niezale»nych, gªówna funkcja MIS_gavril wybiera zbiór najliczniejszy.
Jest to szukany najwi¦kszy zbiór niezale»ny danego grafu ªuków.

25

29:6841291301



Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2). Wynika ona z wie-
lokrotnego wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla ró»nych grafów
przedziaªowych.

Funkcja get_interval_graph_K ze wzgl¦du na p¦tle for ma zªo»ono±¢ linio-
w¡. Jak pokazano w pracy Mularskiego [9], funkcja interval_maximum_iset ma
liniow¡ zªo»ono±¢. Gªówna funkcja algorytmu, MIS_gavril, realizuje swoje za-
danie w czasie kwadratowym, poniewa» p¦tla for, wykonuj¡ca si¦ dokªadnie
2n razy, wywoªuje wspomniane wcze±niej funkcje o liniowej zªo»ono±ci.

Uwagi: W oryginalnej pracy Gavrila [16] jest mowa o zªo»ono±ci O(n4),
podczas gdy omówiona tutaj implementacja ma zªo»ono±¢ O(n2). Wynika to
z przedstawienia w mi¦dzyczasie algorytmu, nieznanego jeszcze w 1974 roku,
znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny w gra�e przedziaªowym w czasie
liniowym pod warunkiem, »e ko«ce przedziaªów s¡ ju» posortowane [25].

Listing 4.5. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny wg Gavrila.

def MIS_gavril ( graph ) :
s i z e = len ( graph )
endpoints = ca l cu la te_endpo int s ( graph , s i z e )
mis_size = 0
for i in range (2* s i z e ) :

K_perm = get_interval_graph_K ( graph , i , s i z e , endpoints ) # O(n)
independet_set = interval_maximum_iset (K_perm) # O(n)
independet_set_size = len ( independet_set )
i f independet_set_size > mis_size :

mis_size = independet_set_size
mis = independet_set

return mis

def get_interval_graph_K ( graph , point , s i z e , endpoints ) :
graph_without_fragm = [ True ]* s i z e
for i in range ( s i z e ) :

( head , t a i l ) = get_head_and_tail_arc ( i , graph )
i f ( head <= point < t a i l or

po int < t a i l < head or

t a i l < head <= point ) :
graph_without_fragm [ i ] = False

perm = [ ]
for endpoint in range ( po int+1, 2* s i z e ) :

arc = endpoints [ endpoint ] [ ' arc ' ]
i f graph_without_fragm [ arc ] :

perm . append ( arc )
for endpoint in range ( po int +1):

arc = endpoints [ endpoint ] [ ' arc ' ]
i f graph_without_fragm [ arc ] :

perm . append ( arc )
return perm
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4.6. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego wg

Masudy i Nakajimy

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¦ na pomy±le Ma-
sudy i Nakajimy, przedstawionym w roku 1988 [26].

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«. Lista par powinna by¢ w postaci kanonicznej, tzn. dla n
ªuków b¦d¡ zdarzenia od 0 do 2n − 1, lewe ko«ce par b¦d¡ posortowane
rosn¡co, oraz lewy koniec pierwszej pary to zdarzenie 0 (pierwsza para to ªuk
forward).

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca ªuki grafu nale»¡ce do jego najwi¦ksze-
go zbioru niezale»nego.

Opis algorytmu: Algorytm dzieli ªuki na tak zwane ªuki forward oraz ªuki
backward. �uki backward charakteryzuj¡ si¦ tym, »e ich koniec ma mniejszy
numer ni» ich pocz¡tek, czyli przechodz¡ przez fragment okr¦gu mi¦dzy zda-
rzeniem 2n−1 oraz zdarzeniem 0. Podziaª na te dwie, rozª¡czne grupy ªuków
dokonywany jest przez funkcj¦ calculate_all_forward_and_backward_arcs.

�atwo stwierdzi¢, »e szukaj¡c najwi¦kszego zbioru niezale»nego nie trzeba
wcale rozpatrywa¢ wszystkich ªuków, a wystarcz¡ tylko te, które nie zawieraj¡
w sobie »adnego innego ªuku. Dlatego te» funkcja
calculate_minimal_forward_arcs spo±ród wszystkich ªuków forward wybiera te,
które nie zawieraj¡ w sobie »adnego ªuku i to wªa±nie z tym zbiorem b¦dzie-
my pracowa¢ w dalszej cz¦±ci algorytmu. Z powodów, które stan¡ si¦ jasne
pó¹niej, algorytm operuje na wszystkich ªukach backward.

Kluczow¡ ide¡ algorytmu jest to, »e w celu znalezienia najwi¦kszego zbio-
ru niezale»nego grafu sprawdzamy, czy istnieje taki najwi¦kszy zbiór nieza-
le»ny w±ród kraw¦dzi odpowiadaj¡cym ªukom forward oraz taka kraw¦d¹
odpowiadaj¡ca ªukowi backward, »e razem tworz¡ zbiór niezale»ny. Jest to
wtedy najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla danego grafu. W przeciwnym razie
dowolny najwi¦kszy zbiór niezale»ny w±ród kraw¦dzi odpowiadaj¡cym ªukom
forward stanowi najwi¦kszy zbiór niezale»ny danego grafu.

Sam pomysª, mimo »e prosty, zrealizowany bezpo±rednio prowadzi do bar-
dzo du»ej zªo»ono±ci obliczeniowej takiego algorytmu, jako »e liczba zbiorów
niezale»nych mo»e by¢ wykªadnicza w zale»no±ci od liczby ªuków forward.

Mo»na jednak pokaza¢, »e wcale nie musimy rozwa»a¢ wszystkich mo»li-
wych najwi¦kszych zbiorów niezale»nych w±ród kraw¦dzi odpowiadaj¡cym
ªukom forward, a wystarczy pewna, odpowiednio dobrana rodzina takich
zbiórów essential_DMIAF_set. Za znalezienie tej rodziny odpowiada funkcja
�nd_EDS, która realizuje to zadanie w czasie liniowym.

Ostatnim krokiem jest przegl¡d wszystkich ªuków backward w poszuki-
waniu ªuku a, dla którego istnieje zbiór DMIAF w essential_DMIAF_set taki,
»e po dodaniu a do zbioru DMIAF otrzymujemy zbiór niezale»ny. Je±li taki
ªuk i taki zbiór istniej¡, to razem tworz¡ szukany najwi¦kszy zbiór niezale»ny
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grafu. W przeciwnym razie najwi¦kszym zbiorem niezale»nym grafu b¦dzie
dowolny zbiór nale»¡cy do essential_DMIAF_set.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n), jako »e przedsta-
wiona implementacja oczekuje na wej±ciu reprezentacji grafu, w której lewe
ko«ce ªuków s¡ ju» posortowane. Je±li zmody�kujemy algorytm tak, »eby
mógª operowa¢ tak»e na rodzinie ªuków z nieposortowanymi ko«cami, to
zªo»ono±¢ czasowa wzro±nie do O(n log n). Jest to najlepszy czas jaki da si¦
osi¡gn¡¢ w przypadku grafów ªuków na okr¦gu, gdy» jak pokazano w [25],
w najgorszym wypadku potrzebujemy Ω(n log n) czasu na znalezienie naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego w przypadku grafu przedziaªowego, a zatem
tak»e grafu ªuków na okr¦gu.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, »e w pozostaªych algorytmach przed-
stawionych w tym rozdziale tak»e cz¦sto mamy do czynienia ze zªo»ono±ci¡
liniow¡, o ile otrzymana na wej±ciu reprezentacja jest ju» posortowana. Zªo-
»ono±¢ obliczeniowa wzrasta jednak do O(n log n), je±li to algorytm b¦dzie
musiaª przeprowadzi¢ odpowiednie sortowanie.

Liniowa zªo»ono±¢ algorytmu wynika z tego, »e gªówna funkcja FIND_MIAF

wywoªuje tylko funkcje o liniowej zªo»ono±ci, oraz dokonuje jeden raz prze-
gl¡du ªuków. Wi¦kszo±¢ pozostaªych funkcji tak»e albo dokonuje przegl¡du
ªuków albo ich ko«ców.

Bardziej skomplikowanie przedstawia si¦ sytuacja funkcji �nd_EDS. Wy-
woªuje ona mianowicie wielokrotnie rekurencyjn¡ funkcj¦
�nd_ec_and_sizes_of_Y. Zªo»ono±¢ tutaj jednak»e tak»e jest liniowa. Wynika
to z faktu, »e funkcja �nd_ec_and_sizes_of_Y zostanie wywoªana nie wi¦cej
ni» n razy, gdy» jej zadaniem jest wypeªnienie, i to w dodatku nie caªkowite,
list ec_Y oraz sizes_Y o rozmiarze n, a w trakcie ka»dego wywoªania listy s¡
uzupeªniane o jedn¡, nieznan¡ dotychczas warto±¢.

Uwagi: O ile samo algorytmiczne znalezienie rodziny essential_DMIAF_set

nie jest trudne, o tyle udowodnienie, »e na prawd¦ wystarczy rozwa»a¢ tylko
zbiory nale»¡ce do tej rodziny nale»y ju» do wymagaj¡cych zada«. Zaintere-
sowani znajd¡ szczegóªy w pracy [26].

Listing 4.6. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny wg Masudy i Nakajimy.

def FIND_MIAF( graph ) :
s i z e = len ( graph )
i f graph [ 0 ] [ 0 ] != 0 :

raise ValueError ( " F i r s t arc should s t a r t at coord inate 0" )
graph_endpoints = [ i for arc in graph for i in arc ]
i f set ( graph_endpoints ) != set ( range (0 , 2* s i z e ) ) :

raise ValueError ( "Arc endpoints need to be d i s t i n c t , c on s e cu t i v e numbers" )
endpoints = ca l cu la te_endpo int s ( graph , s i z e )
( S_f_all_array , S_b) = calculate_all_forward_and_backward_arcs ( graph , s i z e )
( S_f_array , S_f ) = calculate_minimal_forward_arcs (

graph , S_f_all_array , endpoints , s i z e )
( essential_DMIAF_set , starting_arc_to_DMIAF ) = find_EDS(

graph , endpoints , S_f , S_f_array , s i z e )
NEXT_backward = calculate_next_for_backward_arcs (

endpoints , S_f_all_array , starting_arc_to_DMIAF , s i z e )
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for backward_arc in S_b :
( head , t a i l ) = graph [ backward_arc ]
next_DMIAF = NEXT_backward [ backward_arc ]
s ta r t ing_arc = essential_DMIAF_set [ next_DMIAF ] [ 0 ]
s t a r t ing_coord ina t e = graph [ s ta r t ing_arc ] [ 0 ]
ending_arc = essential_DMIAF_set [ next_DMIAF ] [ � 1 ]
ending_coordinate = graph [ ending_arc ] [ 1 ]
i f head > ending_coordinate and t a i l < s ta r t ing_coord ina t e :

return essential_DMIAF_set [ next_DMIAF ] + [ backward_arc ]
return essential_DMIAF_set [ 0 ]

def calculate_all_forward_and_backward_arcs ( graph , s i z e ) :
S_f_all_array = [ Fa l se ]* s i z e
S_b = [ ]
for index , arc in enumerate( graph ) :

i f arc [ 0 ] < arc [ 1 ] :
S_f_all_array [ index ] = True

else :
S_b . append ( index )

return ( S_f_all_array , S_b)

def calculate_minimal_forward_arcs ( graph , S_f_all_array , endpoints , s i z e ) :
S_f_array = [ Fa l se ]* s i z e
S_f = [ ]
queue = [ ]
for endpoint in endpoints :

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f S_f_all_array [ curr_arc ] :

i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :
queue . append ( curr_arc )

else :
i f curr_arc in queue :

index_of_curr_arc_in_queue = queue . index ( curr_arc )
queue = queue [ ( index_of_curr_arc_in_queue+1) : ]
S_f_array [ curr_arc ] = True
S_f . append ( curr_arc )

return ( S_f_array , S_f )

def find_EDS( graph , endpoints , S_f , S_f_array , s i z e ) :
Z = find_Z ( graph , S_f )
m = len (Z)
ec_Y = [ � 1 ]* s i z e
sizes_Y = [ � 1 ]* s i z e
NEXT_forward = calculate_next_for_forward_arcs (

endpoints , S_f_array , s i z e )
for i in range (m) :

(ec_Y , sizes_Y ) = find_ec_and_sizes_of_Y (
graph , Z [ i ] , ec_Y , sizes_Y , NEXT_forward)

R = [ ]
starting_arc_to_R = [ � 1 ]* s i z e
size_MIAF = sizes_Y [Z [ 0 ] ]
aborted = 0
for i in range (m� 1 ) :

curr_arc = Z [ i ]
i f sizes_Y [ curr_arc ] != size_MIAF :

aborted = 1
break
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i f ec_Y [ curr_arc ] < ec_Y [Z [ i +1] ] or sizes_Y [Z [ i +1] ] < size_MIAF :
starting_arc_to_R [ curr_arc ] = len (R)
R. append ( calculate_Y (NEXT_forward , curr_arc ) )

i f not aborted :
i f sizes_Y [Z [m� 1 ] ] == size_MIAF :

starting_arc_to_R [Z [m� 1 ] ] = len (R)
R. append ( calculate_Y (NEXT_forward , Z [m� 1 ] ) )

return (R, starting_arc_to_R )

def calculate_Y (NEXT, arc ) :
s o l u t i o n = [ ]
s o l u t i o n . append ( arc )
while NEXT[ arc ] != � 1 :

arc = NEXT[ arc ]
s o l u t i o n . append ( arc )

return s o l u t i o n

def find_ec_and_sizes_of_Y ( graph , arc , ec_Y , sizes_Y , NEXT) :
t a r g e t = NEXT[ arc ]
i f t a r g e t == � 1 :

sizes_Y [ arc ] = 1
ec_Y [ arc ] = graph [ arc ] [ 1 ]

else :
i f sizes_Y [ t a r g e t ] == � 1 :

find_ec_and_sizes_of_Y ( graph , target , ec_Y , sizes_Y , NEXT)
sizes_Y [ arc ] = sizes_Y [ t a r g e t ] + 1
ec_Y [ arc ] = ec_Y [ t a r g e t ]

return (ec_Y , sizes_Y )

def find_Z ( graph , S_f ) :
Z = [ ]
t_1 = graph [ S_f [ 0 ] ] [ 1 ]
for arc in S_f :

i f graph [ arc ] [ 0 ] < t_1 :
Z . append ( arc )

return Z

def calculate_next_for_forward_arcs ( endpoints , S_f_array , s i z e ) :
NEXT = [ � 1 ]* s i z e
P = [ ]
for endpoint in endpoints :

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f S_f_array [ curr_arc ] :

i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :
i f P:

for p in P:
NEXT[ p ] = curr_arc

P. c l e a r ( )
else :

P . append ( curr_arc )
return NEXT

def calculate_next_for_backward_arcs ( endpoints , S_f_all_array ,
starting_arc_to_DMIAF , s i z e ) :
NEXT = [ � 1 ]* s i z e
P = [ ]
for endpoint in endpoints :
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curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
end = endpoint [ ' end ' ]
i f ( ( S_f_all_array [ curr_arc ] == False and end == ' t a i l ' ) or

( starting_arc_to_DMIAF [ curr_arc ] != �1 and end == ' head ' ) ) :
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

i f P:
for p in P:

NEXT[ p ] = starting_arc_to_DMIAF [ curr_arc ]
P . c l e a r ( )

else :
P . append ( curr_arc )

return NEXT

4.7. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego wg

Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¦ na pomy±le
Wen-Lian Hsu oraz Kuo-Hui Tsai przedstawionym w 1991 roku w [24]. Roz-
wi¡zuje on problem wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego, podobnie
jak algorytm zaprezentowany w poprzednim rozdziale 4.6. Jego zalet¡ jest
jednak prostota oraz, po pewnych mody�kacjach, tak»e mo»liwo±¢ zastoso-
wania do dwóch innych problemów, mianowicie wyznaczania najmniejszego
pokrycia klikowego oraz wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego.
Algorytmy przeznaczone do rozwi¡zania tych»e problemów omówione zosta-
n¡ w nast¦pnych dwóch podrozdziaªach 4.8 oraz 4.9.

Zamieszczony w tym podrozdziale kod ¹ródªowy algorytmu jest peªn¡
wersj¡ rozwi¡zuj¡c¡ wszystkie trzy wspomniane zagadnienia. Na potrzeby te-
go podrozdziaªu b¦d¡ nas interesowa¢ jednak tylko funkje GREEDY,
calculate_next oraz GD sªu»¡ce rozwi¡zaniu problemu najwi¦kszego zbioru nie-
zale»nego. W celu znalezienia najwi¦kszego zbioru niezale»nego nale»y wy-
woªa¢ gªówn¡ funkcj¦ GREEDY podaj¡c jako drugi argument 'mis'.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca ªuki grafu nale»¡ce do jego najwi¦ksze-
go zbioru niezale»nego.

Opis algorytmu: Kluczowym pomysªem w tym algorytmie jest zde�nio-
wanie pewnego zbioru GD, znajdywanego przez funkcj¦ GD, dla ka»dego ªu-
ku grafu. Je±li znajdziemy ªuk speªniaj¡cy pewne warunki, zwany dobrym

ªukiem, to zbiór GD wyznaczony dla takiego dobrego ªuku jest szukanym
najwi¦kszym zbiorem niezale»nym grafu.

Zbiór GD dla ªuku i jest niczym innym ni» tworzonym w zachªanny spo-
sób najwi¦kszym zbiorem niezale»nym zawieraj¡cym ªuk i. Jego wyznaczanie
zaczynamy od dodania do niego ªuku i. Nast¦pnie istotna jest obserwacja,

31

35:1093699762



»e najbardziej optymalnie jest doda¢ taki ªuk do zbioru GD, którego koniec
nast¦puje najwcze±niej, zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek zegara, po
ko«cu ostatnio dodanego do zbioru GD ªuku. Oczywi±cie kolejny ªuk nie mo»e
przecina¢ si¦ z poprzednim, bo tworzony zbiór ma by¢ zbiorem niezale»nym.
Dodawanie ªuków ko«czymy, gdy dodanie kolejnego oznaczaªoby, »e b¦dzie
si¦ on przecinaª z ªukiem i dodanym jako pierwszy. Poniewa» w ka»dym kroku
dokonywali±my lokalnie najbardziej korzystnego wyboru dotycz¡cego doda-
nia kolejnego ªuku, to otrzymany w ten sposób zbiór GD jest najwi¦kszym
zbiorem niezale»nym zawieraj¡cym ªuk i .

�atwo zauwa»y¢, »e w rodzinie zbiorów GD, wyznaczonych dla wszyst-
kich ªuków, musi znajdowa¢ si¦ taki zbiór niezale»ny, który jest najwi¦kszym
zbiorem niezale»nym dla caªego grafu. Wynika to z tego, »e dla ka»dego ªuku
nale»¡cego do najwi¦kszego zbioru niezale»nego grafu, jego zbiór GD tak»e
b¦dzie takim najwi¦kszym zbiorem niezale»nym grafu.

W celu efektywnego wyznaczania zbioru GD dla dowolnego ªuku, funkcja
calculate_next oblicza dla ka»dego ªuku a grafu taki ªuk b, który, w przypadku
dodania ªuku a do pewnego zbioru GD, byªby dodany jako nast¦pny do GD.
Oznacza to, »e ªuk b, zwany NEXT(a), zde�niowany jest jako ªuk nieprze-
cinaj¡cy si¦ z a, którego koniec napotkany jest jako pierwszy po ko«cu a
w czasie obiegu okr¦gu zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówek zegara.

Ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ obliczeniow¡, nie chcemy wyznacza¢ zbiorów
GD dla ka»dego ªuku, aby wybra¢ spo±ród nich najwi¦kszy. B¦dziemy za to
szuka¢ dobrego ªuku, czyli takiego, »e jego zbiór GD jest te» najwi¦kszym
zbiorem niezale»nym dla caªego grafu. Mo»na pokaza¢, »e ka»dy ªuk b¦d¡cy
cz¦±ci¡ skierowanego cyklu w gra�e skierowanym H, w którym wierzchoªki
odpowiadaj¡ ªukom, a kraw¦dzie zde�niowane s¡ poprzez relacj¦ NEXT, jest
dobrym ªukiem.

Gªówna funkcja algorytmu, GREEDY, skupia si¦ wªa±nie dlatego na znale-
zieniu w gra�e skierowanym H cyklu. Jest to o tyle ªatwe, »e ka»dy wierzcho-
ªek w gra�eH ma stopnie« wyj±ciowy równy jeden, co gwarantuje istnienie co
najmniej jednego cyklu. Aby go znale¹¢, wystarczy, zaczynaj¡c od dowolne-
go wierzchoªka, pod¡»a¢ za kraw¦dziami, a» odwiedzimy pewien wierzchoªek
i dwukrotnie. Ostatnim krokiem algorytmu jest wyznaczenie zbioru GD dla
znalezionego dobrego wierzchªka i, który jest szukanym najwi¦kszym zbiorem
niezale»nym danego grafu.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n).
Funkcja GD tworzy zbiór niezale»ny, zatem wykonywana przez ni¡ p¦tla

while, dodaj¡ca w ka»dym obiegu ªuk do szukanego zbioru, nie mo»e wykona¢
si¦ wi¦cej ni» n razy.

W przypadku funkcji calculate_next mamy dwie p¦tle, iteruj¡ce si¦ po ko«-
cach wszystkich ªuków, w których zagnie»dzone s¡ p¦tle while. Warto jednak
zauwa»y¢, »e p¦tle while nie wykonaj¡ si¦ wi¦cej ni» O(n) razy. Wynika to
z faktu, »e w trakcie ich wykonywania usuwany jest jeden ªuk ze zbioru P , do
którego tra�aj¡ ªuki dla których nie znaleziono jeszcze NEXT. Co prawda,
w wyj¡tkowych sytuacjach, ªuk usuni¦ty z P mo»e chwil¦ pó¹niej zosta¢ po-
nownie dodany do P , ale powoduje to natychmiastowe przerwanie p¦tli while
i nie zwi¦ksza przez to zªo»ono±ci obliczeniowej.
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Podsumowuj¡c, gªówna funkcja GREEDY woªa tylko funkcje o zªo»ono±ci
liniowej, a p¦tla while wykonywana w ramach funkcji GREEDY, odpowie-
dzialna za znalezienie dobrego ªuku, odwiedzi ka»dy ªuk maksymalnie jeden
raz.

Uwagi: Funkcja calculate_next ma specy�czn¡ posta¢, gdy» dwukrotnie ite-
ruje si¦ po wszystkich ko«cach ªuków wykonuj¡c przy tym zbli»one obliczenia.
Jest to skutek struktury grafu ªuków na okr¦gu, gdzie, inaczej ni» w przypad-
ku grafów przedziaªowych, ªuki mog¡ przechodzi¢ przez "ª¡czenie" okr¦gu.
Konsekwencj¡ tego jest, »e przy jednokrotnym przegl¡dzie ko«ców ªuków nie
jeste±my w stanie uchwyci¢ wszystkich zale»no±ci. Dlatego wymagany jest
drugi przegl¡d, gdzie co prawda nie odkrywamy ju» nowych ªuków, ale mo-
»emy przypisa¢ NEXT tym ªukom, dla których nie potra�li±my tego zrobi¢
w pierwszym przegl¡dzie.

Listing 4.7. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny, najmniejsze pokrycie klikowe oraz
najmniejszy zbiór dominuj¡cy wg Hsu i Tsai.

import random

def GREEDY( graph , problem=None ) :
s i z e = len ( graph )
graph_endpoints = [ i for arc in graph for i in arc ]
i f set ( graph_endpoints ) != set ( range (0 , 2* s i z e ) ) :

raise ValueError (
"Arc endpoints need to be d i s t i n c t , c on s e cu t i v e numbers" )

endpoints = ca l cu la te_endpo int s ( graph , s i z e )
( heads , t a i l s ) = calculate_heads_and_tai l s ( s i z e , endpoints )
i f problem in [ "mds" , 2 ] :

max_arcs = calculate_maximal_arcs ( graph , heads , endpoints )
size_max_arcs = len (max_arcs )
ta i l_sor t ed_arc s = [ endpoints [ t a i l ] [ ' arc ' ] for t a i l in t a i l s ]
( r e su l t , NEXT) = calculate_next_d ( graph , max_arcs ,

ta i l_sorted_arcs , s i z e , size_max_arcs )
i f r e s u l t == "MDS" :

return NEXT
arc = random . cho i c e (max_arcs )

else :
NEXT = ca lcu la te_next ( graph , heads , t a i l s , endpoints )
arc = random . rand int (0 , s i z e � 1)

L = [ 0 ] * s i z e
while L [ arc ] == 0 :

L [ arc ] = 1
arc = NEXT[ arc ]

i f problem in [ "mis" , 0 , "mds" , 2 ] :
return GD(NEXT, graph , arc )

e l i f problem in [ "mqc" , 1 ] :
return GD_q(NEXT, graph , arc , endpoints )

else :
return (GD(NEXT, graph , arc ) , GD_q(NEXT, graph , arc , endpoints ) )

def calculate_heads_and_tai l s ( s i z e , endpoints ) :
heads = [ ]
t a i l s = [ ]
i = 0
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for i in range (0 , 2* s i z e ) :
i f endpoints [ i ] [ ' end ' ] == "head" :

heads . append ( i )
else :

t a i l s . append ( i )
return ( heads , t a i l s )

def calculate_maximal_arcs ( graph , heads , endpoints ) :
maximal_arcs = [ ]
maximum_tail = �1
jo in_cros sed = False
for head in heads :

curr_arc = endpoints [ head ] [ ' arc ' ]
cu r r_ta i l = graph [ curr_arc ] [ 1 ]
i f j o in_cros sed :

i f head > cur r_ta i l and cu r r_ta i l > maximum_tail :
maximum_tail = cu r r_ta i l
maximal_arcs . append ( curr_arc )

else :
i f head > cur r_ta i l :

j o in_cros sed = True
maximum_tail = cu r r_ta i l
maximal_arcs . append ( curr_arc )

else :
i f maximum_tail < cu r r_ta i l :

maximum_tail = cu r r_ta i l
maximal_arcs . append ( curr_arc )

i f j o in_cros sed :
i = �1
for arc in maximal_arcs :

( head , t a i l ) = get_head_and_tail_arc ( arc , graph )
i = i+1
i f head > t a i l or maximum_tail < t a i l :

break

maximal_arcs = maximal_arcs [ i : ]
return maximal_arcs

def ca l cu late_next ( graph , heads , t a i l s , endpoints ) :
s i z e = len ( graph )
NEXT = [ � 1 ]* s i z e
P = [ ]
for t a i l in t a i l s :

curr_arc = endpoints [ t a i l ] [ ' arc ' ]
i f P:

ih = graph [ curr_arc ] [ 0 ]
i t = t a i l
i f ih < i t :

while P:
p = P. pop (0)
pt = graph [ p ] [ 1 ]
i f ih < pt :

P. i n s e r t (0 , p )
break

NEXT[ p ] = curr_arc
P. append ( curr_arc )

for t a i l in t a i l s :
i f not P:
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break

curr_arc = endpoints [ t a i l ] [ ' arc ' ]
ih = graph [ curr_arc ] [ 0 ]
i t = t a i l
i f ih < i t :

for p in P:
NEXT[ p ] = curr_arc

break

while P:
p = P. pop (0)
pt = graph [ p ] [ 1 ]
i f ih < pt :

P. i n s e r t (0 , p )
break

NEXT[ p ] = curr_arc
return NEXT

def calculate_next_d ( graph , max_arcs , ta i l_sorted_arcs , size_graph ,
size_max_arcs ) :
i f size_max_arcs == 1 :

return ( "MDS" , max_arcs )
NEXT_d = {}
j = None
u = ta i l_sor t ed_arc s . index (max_arcs [ 0 ] )
(uh , ut ) = get_head_and_tail_index (u , ta i l_sorted_arcs , graph )
for i in max_arcs :

( ih , i t ) = get_head_and_tail_arc ( i , graph )
i_v i s i t e d = 0
while ( ta i l_sor t ed_arc s [ u ] == i or

( ih < uh < i t or uh < i t < ih or i t < ih < uh) or

( ih < ut < i t or ut < i t < ih or i t < ih < ut ) ) :
i f ta i l_sor t ed_arc s [ u ] == i :

i_v i s i t e d = i_v i s i t e d + 1
i f i_v i s i t e d == 2 :

return ( "MDS" , [ i ] )
u = (u+1) % size_graph
(uh , ut ) = get_head_and_tail_index (u , ta i l_sorted_arcs , graph )

j = find_next_d ( j , graph , max_arcs , size_max_arcs ,
ta i l_sor t ed_arc s [ u ] , i )

NEXT_d[ i ] = max_arcs [ j ]
return ( "NEXT_d" , NEXT_d)

def find_next_d ( j , graph , max_arcs , size_max_arcs , u_arc , i ) :
ut = graph [ u_arc ] [ 1 ]
i f j == None and u_arc in max_arcs :

j = max_arcs . index ( u_arc )
else :

i f j == None :
j = max_arcs . index ( i )

( jh , j t ) = get_head_and_tail_index ( j , max_arcs , graph )
while not ( jh < ut <= j t or ut <= j t < jh or j t < jh <ut ) :

j = ( j +1) % size_max_arcs
( jh , j t ) = get_head_and_tail_index ( j , max_arcs , graph )

j_next = ( j +1) % size_max_arcs
( jnh , j n t ) = get_head_and_tail_index ( j_next , max_arcs , graph )
while ( jnh < ut < jn t or ut < jn t < jnh or j n t < jnh < ut ) :

j = j_next
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j_next = ( j +1) % size_max_arcs
( jnh , j n t ) = get_head_and_tail_index ( j_next , max_arcs , graph )

return j

def get_head_and_tail_index ( arc_index , a r c_ l i s t , graph ) :
arc = a r c_ l i s t [ arc_index ]
head = graph [ arc ] [ 0 ]
t a i l = graph [ arc ] [ 1 ]
return ( head , t a i l )

def get_head_and_tail_arc ( arc , graph ) :
head = graph [ arc ] [ 0 ]
t a i l = graph [ arc ] [ 1 ]
return ( head , t a i l )

def GD(NEXT, graph , s tar t_arc ) :
s o l u t i o n = [ ]
s o l u t i o n . append ( s tar t_arc )
next_arc = NEXT[ start_arc ]
(nh , nt ) = get_head_and_tail_arc ( next_arc , graph )
( sh , s t ) = get_head_and_tail_arc ( start_arc , graph )

while (nh < nt < sh < s t or

s t < nh < nt < sh or

sh < s t < nh < nt or

nt < sh < s t < nh ) :
s o l u t i o n . append ( next_arc )
next_arc = NEXT[ next_arc ]
(nh , nt ) = get_head_and_tail_arc ( next_arc , graph )

return s o l u t i o n

def GD_q(NEXT, graph , start_arc , endpoints ) :
gd = GD(NEXT, graph , s tar t_arc )
LAST_start_arc = NEXT[ gd [ � 1 ] ]
i f LAST_start_arc != start_arc :

gd . append (LAST_start_arc )
gd_ta i l s = [ graph [ arc ] [ 1 ] for arc in gd ]
min_tail_idx = gd_ta i l s . index (min( gd_ta i l s ) )
gd_tai l s_sorted = gd_ta i l s [ min_tail_idx : ] + gd_ta i l s [ : min_tail_idx ]
return compute_clique_cover ( gd_tai l s_sorted , endpoints )

def compute_clique_cover ( t a i l s_so r t ed , endpoints ) :
c l ique_cover = [ ]
ta i l s_sorted_copy = ta i l s_ so r t ed . copy ( )
A = set ( )
for number_of_endpoint , endpoint in enumerate( endpoints ) :

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f endpoint [ ' end ' ] == ' head ' :

A. add ( curr_arc )
else :

i f t a i l s_ so r t ed and number_of_endpoint == ta i l s_ so r t ed [ 0 ] :
c l ique_cover . append (A. copy ( ) )
t a i l s_ so r t ed . pop (0 )

A. d i s ca rd ( curr_arc )
index = 0
for number_of_endpoint , endpoint in enumerate( endpoints ) :

i f not A or not ta i l s_sorted_copy :
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break

curr_arc = endpoint [ ' arc ' ]
i f endpoint [ ' end ' ] == ' t a i l ' :

i f number_of_endpoint == tai l s_sorted_copy [ 0 ] :
c l ique_cover [ index ] . update (A)
index = index+1
ta i l s_sorted_copy . pop (0 )

A. d i s ca rd ( curr_arc )
return c l ique_cover

4.8. Wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego wg

Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm opiera si¦ na pomy±le
Wen-Lian Hsu oraz Kuo-Hui Tsai przedstawionym w [24]. Rozwi¡zuje on
problem wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego.

Kod ¹ródªowy, rozwi¡zuj¡cy zarówno ten jak i dwa inne problemy, mo»na
znale¹¢ w poprzednim podrozdziale 4.7. Tutaj b¦d¡ interesowa¢ nas funkcje
GREEDY, calculate_next, GD_q oraz compute_clique_cover sªu»¡ce rozwi¡zaniu
problemu wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego. W celu znalezienia
najmniejszego pokrycia klikowego nale»y wywoªa¢ gªówn¡ funkcj¦ GREEDY

podaj¡c jako drugi argument 'mqc'.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego pokrycia klikowego.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca zbiory ªuków grafu tworz¡ce jego naj-
mniejsze pokrycie klikowe.

Opis algorytmu: Ogólna struktura algorytmu jest bardzo podobna do algo-
rytmu, znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny, omówionego w poprzednim
rozdziale 4.7. Oba algorytmy opieraj¡ swoje dziaªanie na zachªannym podej-
±ciu, a kluczowe w znalezieniu rozwi¡zania jest znalezienie cyklu skierowanego
w gra�e H zde�niowanym w 4.7.

Tak jak poprzednio, w gªównej funkcji algorytmu GREEDY poszukujemy
dobrego ªuku, dla którego wyznaczymy za pomoc¡ funkcji compute_clique_cover

pewn¡ rodzin¦ klik GDq, b¦d¡c¡ w rzeczywisto±ci najmniejszym pokryciem
klikowym danego grafu. Funkcja GD_q ma tutaj tylko pomocnicze znacze-
nie, przeksztaªcaj¡c wej±cie na odpowiedni format dla wykonuj¡cej kluczowe
obliczenia funkcji compute_clique_cover.

Algorytm, po znalezieniu dobrego ªuku, wyznacza najwi¦kszy zbiór nie-
zale»ny MIS metod¡ opisan¡ w poprzednim podrozdziale 4.7. Przy okazji dla
ka»dego ªuku wyznaczany jest tak»e ªuk NEXT zde�niowany w 4.7. Warto
zauwa»y¢, »e ka»dy ªuk nale»acy do najwi¦kszego zbióru niezale»nego musi
znale¹¢ si¦ w innej klice.
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W nast¦pnym kroku funkcja compute_clique_cover przyst¦puje do znale-
zienia dla ka»dego ªuku i, nale»¡cego do MIS, kliki zawieraj¡cej ªuk i oraz
wszystkie takie ªuki, które zawieraj¡ koniec ªuku i. Ponadto, je±li NEXT dla
ostatniego dodanego do MIS ªuku b, nazwijmy go LAST, nie jest to»samy
z pierwszym dodanym do MIS ªukiem a, wyznaczana jest jeszcze dodatkowo
taka klika dla ªuku LAST, mimo, »e LAST nie jest cz¦±ci¡ MIS.

Rodzina wyznaczonych w ten sposób klik tworzy minimalne pokrycie kli-
kowe grafu. Wynika to wprost z de�nicji NEXT u»ywanego do wyznaczenia
MIS. Gwarantuje ona, »e ka»dy ªuk a nienale»¡cy do MIS, którego koniec
le»y pomi¦dzy ko«cami dwóch ªuków dodanych bezpo±rednio po sobie do
MIS, b¦dzie zawieraª koniec jednego z tych ªuków. Gdyby tak nie byªo to,
zgodnie z de�nicj¡, sam a musiaªby nale»e¢ do MIS. Wyj¡tkiem jest jedynie
ªuk LAST, gdy» mo»e on nie nale»e¢ do MIS i jednocze±nie nie zawiera¢
ko«ca »adnego ªuku z MIS. Komplikacja ta wynika z natury grafów ªuków
na okr¦gu, gdy» taki ªuk LAST przecina si¦ z pierwszym dodanym do MIS
ªukiem, dlatego w takim przypadku konieczne jest obliczenie odpowiedniej
kliki tak»e dla LAST.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n) je±li ogra-
niczymy si¦ do znalezienia rozmiaru minimalnego pokrycia klikowego. Wy-
nika to z faktu, »e aby pozna¢ rozmiar musimy jedynie wyznaczy¢, w czasie
liniowym, najwi¦kszy zbiór niezale»ny oraz przeprowadzi¢ kilka sprawdze«
w czasie liniowym.

W momencie w którym interesuje nas tak»e konkretna posta¢ minimal-
nego pokrycia klikowego, zmuszeni jeste±my do jawnego wyznaczenia ka»dej
kliki wchodz¡cej w jej skªad. Spowoduje to wzrost zªo»ono±ci, gdy» jeden ªuk
mo»e by¢ elementem wielu klik. W najgorszym przypadku b¦dziemy musieli
dodawa¢ prawie ka»dy ªuk do ka»dej kliki. Dochodzi zatem czynnik odpo-
wiadaj¡cy sumie rozmiarów wszystkich klik.

Uwagi: Warto zauwa»y¢, »e rozwi¡zanie tego problemu wykorzystuje jako
swój punkt wyj±cia rozwi¡zanie problemu znajdywania najwi¦kszego zbio-
ru niezale»nego opisanego w poprzednim podrozdziale 4.7. Prezentowany tu
algorytm jest zatem tylko rozbudowaniem poprzedniego o ±ci±le zde�niowa-
ny krok dotycz¡cy znajdowania rodziny klik tworz¡cych minimalne pokrycie
klikowe na bazie wyznaczonego najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

4.9. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego

wg Hsu i Tsai

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm jest trzecim i ostatnim al-
gorytmem przedstawionym w [24]. Rozwi¡zuje on problem wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego w czasie liniowym.

Kod ¹ródªowy, rozwi¡zuj¡cy zarówno ten jak i dwa problemy omówio-
ne wcze±niej, mo»na znale¹¢ w podrozdziale 4.7. Tutaj interesowa¢ b¦d¡ nas
funkcje GREEDY, calculate_maximal_arcs, calculate_next_d oraz GD sªu»¡ce roz-
wi¡zaniu problemu wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego. W celu
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znalezienia najmniejszego zbioru dominuj¡cego nale»y wywoªa¢ gªówn¡ funk-
cj¦ GREEDY podaj¡c jako drugi argument 'mds'.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego zbioru dominuj¡cego.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca ªuki grafu tworz¡ce jego najmniejszy
zbiór dominuj¡cy.

Opis algorytmu: Ogólna struktura algorytmu pozostaje bardzo podobna
do tej wykorzystanej w algorytmie znajduj¡cym najwi¦kszy zbiór niezale»ny
omówionym w 4.7. Konieczne s¡ jednak pewne mody�kacje, jak na przykªad
zamienienie funkcji calculate_next na calculate_next_d, gdy» de�nicja NEXTd

znacz¡co odbiega od de�nicji NEXT, chocia» sama idea dziaªania pozostaje
analogiczna.

Podobnie jak wcze±niej, gªówna funkcja algorytmu GREEDY koncentruje
si¦ na znalezieniu dobrego ªuku. Tym razem jednak nie b¦dziemy rozwa»a¢
wszystkich ªuków. Z naszych poszukiwa« mo»emy wykluczy¢ wszystkie takie
ªuki, które s¡ zawarte w innych ªukach. Zamiast ªuku a, który wykluczy-
li±my, zawsze mo»emy w zamian wykorzysta¢ ªuk, w którym zawarty jest
wykluczony ªuk a.

Funkcja calculate_maximal_arcs sªu»y znalezieniu podzbioru ªuków mak-
symalnych, to znaczy takich, które nie s¡ zawarte w »adnym innym ªuku.
Mo»liwo±¢ istnienia ªuków wstecznych, tzn. takich, które przechodz¡ przez
"ª¡czenie" okr¦gu, prowadzi do widocznego zwi¦kszenia stopnia skompliko-
wania funkcji w stosunku do sytuacji z jak¡ mieliby±my do czynienia w gra�e
przedziaªowym.

Nast¦pnym krokiem jest policzenie przez funkcj¦ calculate_next_d, dla ka»-
dego ªuku maksymalnego, ideowego odpowiednika ªuku NEXT u»ywanego
w trakcie poszukiwa« najwi¦kszego zbioru niezale»nego przez algorytm w 4.7.
Ten krok jest bardzo zªo»ony i stanowi znaczne zwi¦kszenie stopnia trudno±ci
tego algorytmu.

Analogicznie jak w przypadku algorytmu znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór
niezale»ny, dla ka»dego maksymalnego ªuku i de�niujemy zbiór GDd. GDd(i)
to tworzony w zachªanny sposób najmniejszy zbiór dominuj¡cy, którego pierw-
szym elementem jest ªuk i, kolejny element to NEXTd(i), nast¦pny element
to NEXTd(NEXTd(i)), itd., a» dojdziemy do ªuku przecinaj¡cego si¦ z i.

Szukanym najmniejszym zbiorem dominuj¡cym dla caªego grafu jest
GDd(i) wyznaczony dla dobrego ªuku i.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ zaprezentowanego algorytmu wynosi O(n).
Funkcje GREEDY oraz GD, wyst¦puj¡ce w tej samej postaci w algoryt-

mie 4.7 znajduj¡cym najwi¦kszy zbiór dominuj¡cy, maj¡ zªo»ono±¢ liniow¡.
Dwie p¦tle for iteruj¡ce si¦ po ªukach skutkuj¡ liniow¡ zªo»ono±ci¡ funkcji

calculate_maximal_arcs.
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Ocenienie zªo»ono±ci funkcji calculate_next_d wymaga przyjrzenia si¦ za-
chowaniu wska¹ników i, j oraz u wykorzystywanych przez t¦ funkcj¦. Miano-
wicie nie cofaj¡ one si¦ nigdy, a tylko przesuwaj¡ do przodu po okr¦gu, co
skutkuje zªo»ono±ci¡ O(n).

4.10. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki

Przedstawiony w tym podrozdziale algorytm, sªu»¡cy do wyznaczania
najwi¦kszej kliki grafu, opiera si¦ na pomy±le Gavrila przedstawionym w roku
1974 [16].

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszej kliki.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca wszystkie ªuki grafu nale»¡ce do jego
najwi¦kszej kliki.

Opis algorytmu: Algorytm w swojej gªównej funkcji max_clique_gavril prze-
gl¡da za pomoc¡ p¦tli for wszystkie ªuki grafu i wyznacza dla nich, za pomoc¡
funkcji get_X_Y, dwa zbiory wierzchoªków. Do zbioru Xi tra�aj¡ wszystkie
ªuki, które zawieraj¡ pocz¡tek ªuku i. Analogicznie, do zbioru Yi tra�aj¡
wszystkie ªuki, które zawieraj¡ koniec ªuku i, o ile nie zostaªy dodane do
zbioru Xi. Sam ªuk i zostaje zaliczony do zbioru Xi. Zbiory Xi oraz Yi indu-
kuj¡ kliki.

Nast¦pnym krokiem jest znalezienie najwi¦kszej kliki w podgra�e danego
grafu indukowanym wierzchoªkowo o zbiorze wierzchoªków Xi ∪ Yi. �atwo
zauwa»y¢, »e problem wyznaczenia najwi¦kszej kliki odpowiada problemowi
wyznaczenia najwi¦kszego zbioru niezale»nego w dopeªnieniu grafu, a b¦-
dzie to graf dwudzielny. Po obliczeniu dopeªnienia podgrafu wyznaczny jest
zatem najwi¦kszy zbiór niezale»ny w celu otrzymania zbioru wierzchoªków
nale»¡cych do najwi¦kszej kliki podgrafu.

Jedna ze znalezionych w ten sposób klik jest szukan¡ najwi¦ksz¡ klik¡
danego grafu. Wynika to z faktu, »e w skªad najwi¦kszej kliki K grafu musi
wchodzi¢ co najmniej jeden ªuk a taki, »e nie jest zawierany przez »aden
inny ªuk grafu. Oznacza to, »e wszystkie inne ªuki wchodz¡ce w skªad K
musz¡ zawiera¢ co najmniej jeden koniec ªuku a. Zatem istnieje ªuk a taki,
»eK ⊂ Xa∪Ya. Poniewa» algorytm przegl¡da wszystkie ªuki oraz dla ka»dego
z nich wyznacza najwi¦ksz¡ klik¦ w podgra�e indukowanym wierzchoªkowo
o wierzchoªkach Xi∪Yi, to najwi¦ksza spo±ród tych klik jest zarazem szukan¡
najwi¦ksz¡ klik¡ grafu.

Zªo»ono±¢: Teoretyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu podana przez Gavrila
wynosi O(n3). Oznacza to, »e odpowiednie zbiory niezale»ne w algorytmie
powinny by¢ wyznaczone w czasieO(n2). Gavril powoªuje si¦ na prac¦ Deslera
i Hakimi roku 1970, która niestety nie jest dost¦pna [27].
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Zªo»ono±¢ podana przez Gavrila byªa przedmiotem dyskusji w literaturze.
W pracy z roku 1982 [25] autorzy sugeruj¡, »e znalezienie najwi¦kszego zbioru
niezale»nego w gra�e dwudzielnym, krok niezb¦dny w analizowanym tutaj
algorytmie, zajmuje czas O(n2.5), poniewa» u»yty tam algorytm Deslera i
Hakimi musi najpierw znale¹¢ najwi¦ksze skojarzenie, a mo»na to zrobi¢
najszybciej wªa±nie w tym czasie za pomoc¡ algorytmu Hopcrofta-Karpa. To
oznacza, »e caªy algorytm Gavrila b¦dzie zajmowaª czas O(n3.5).

W roku 1987 Apostolico i Hambrusch [28] przedstawili algorytm znajdu-
j¡cy najwi¦ksz¡ klik¦ w gra�e ªuków na okr¦gu w czasie O(n2 log log n).

W naszej implementacji funkcja get_X_Y zawiera p¦tl¦ for iteruj¡c¡ po
wszystkich ªukach grafu, co skutkuje liniow¡ zªo»ono±ci¡ tej funkcji.

W przypadku gªównej funkcji algorytmu, max_clique_gavril, tak»e mamy
do czynienia z p¦tl¡ for przegl¡daj¡c¡ wszystkie ªuki grafu. Dodatkowo w ka»-
dym jej obiegu woªana jest funkcja get_X_Y, wykonywane s¡ operacje takie
jak przeksztaªcenie modelu par zdarze« w graf abstrakcyjny, czy te» oblicze-
nie dopeªnienia tego grafu w czasie kwadratowym, oraz wyznaczenie najwi¦k-
szego zbioru niezale»nego w utworzonym gra�e abstrakcyjnym dwudzielnym.

W naszej implementacji najwi¦kszy zbiór niezale»ny jest wyznaczany przez
ogólny algorytm z powrotami (klasa BacktrackingIndependentSet). Niestety jego
zªo»ono±¢ jest wykªadnicza i to psuje zªo»ono±¢ algorytmu Gavrila. W przy-
szªo±ci b¦dzie mo»na ªatwo zamieni¢ ten fragment kodu na bardziej wydajny
algorytm, wykorzystuj¡cy dwudzielno±¢ odpowiedniego grafu.

Listing 4.8. Najwi¦ksza klika grafu wg Gavrila.
def max_clique_gavri l ( graph ) :

s i z e = len ( graph )
max_clique = [ ]
for i in range ( s i z e ) :

X_i , Y_i = get_X_Y( graph , s i z e , i )
M_i_arcs = X_i + Y_i
M_i_model = [ graph [ i ] for i in M_i_arcs ]
M_i = make_abstract_arc_graph_eff ic ient (M_i_model , s i z e )
M_i_complement = M_i. complement ( )
BIS = BacktrackingIndependentSet (M_i_complement )
BIS . run ( )
c l i que_ i = BIS . independent_set
clique_i_old_numbering = [M_i_arcs [ i ] for i in c l i que_i ]
i f len ( clique_i_old_numbering ) > len (max_clique ) :

max_clique = clique_i_old_numbering
return max_clique

def get_X_Y( graph , s i z e , index ) :
X = [ ]
Y = [ ]
head_curr , t a i l_cu r r = graph [ index ]
for i in range ( s i z e ) :

head , t a i l = graph [ i ]
i f ( head < head_curr < t a i l or

head_curr < t a i l < head or

t a i l < head < head_curr ) :
X. append ( i )

e l i f ( head < ta i l_cu r r < t a i l or

t a i l_cu r r < t a i l < head or
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t a i l < head < ta i l_cu r r ) :
Y. append ( i )

X. append ( index )
return (X, Y)
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5. Podsumowanie

W ramach niniejszej pracy przyjrzano si¦ bli»ej zagadnieniu grafów ªuków
na okr¦gu. Zacz¦to od zarysowania tematyki dotycz¡cej tej szczególnej klasy
grafów oraz opisano mo»liwe praktyczne zastosowania. Nast¦pnie w rozdzia-
le 2 stworzono podstawy teoretyczne konieczne do bli»ej analizy zagadnie«
zwi¡zanych z teori¡ grafów. W dalszej cz¦±ci przedstawiono sposób praktycz-
nego wykorzystania przygotowanych w ramach tej pracy implementacji algo-
rytmów. W rozdziale 4 zamieszczono opisy zaimplementowanych algorytmów.
W ramach opisu ka»dej implementacji zwrócono uwag¦ na szczegóªy imple-
mentacji jak i fragmenty kodu konieczne do prawidªowego funkcjonowania
algorytmu, ale nieobecne w pseudokodzie. Nast¦pnie omówiono teoretyczn¡
zªo»ono±¢ algorytmu i przedstawiono interesuj¡ce fragmenty przygotowanego
kodu ¹ródªowego. Poza algorytmami rozwi¡zuj¡cymi problemy teorii grafów,
takimi jak wyznaczanie najmniejszego pokrycia klikowego, stworzono tak»e
implementacje pomagaj¡ce w pracy z grafami ªuków na okr¦gu. Za przy-
kªad niech sªu»y algorytm pozwalaj¡cy na stworzenie gra�cznej reprezentacji
dowolnego grafu ªuków na okr¦gu.

Wszystkie implementacje powstaªe w ramach tej pracy zostaªy sprawdzo-
ne pod k¡tem poprawno±ci. Wykorzystano w tym celu moduª unittest przy
pomocy którego stworzono testy jednostkowe. Do eksperymentalnego przete-
stowania zªo»ono±ci obliczeniowej stworzonych implementacji wykorzystano
moduª timeit. Nie stwierdzono przy tym wi¦kszych rozbiezno±ci mi¦dzy teo-
retyczn¡ zªo»ono±ci¡ algorytmów, a uzyskan¡ w testach zªo»ono±ci¡ imple-
mentacji. Dokªadniejsze omówienie otrzymanych wyników znajduje si¦ w do-
datku A.

W ramach implementowania algorytmu wyznaczania najwi¦kszego zbioru
niezale»nego na postawie pracy Gavrila [16] odkryto, »e mo»liwe jest osi¡gni¦-
cie zªo»ono±ci obliczeniowej O(n2). Jest to ciekawy wynik, poniewa» w pracy
Gavrila stwierdzono, »e zªo»ono±¢ wynosi O(n4). Otrzymane przyspieszenie
wynika z zamiany algorytmu wyznaczaj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny
w gra�e przedziaªowym u»ytego przez Gavrila na algorytm o zªo»ono±ci li-
niowej.

Powstaªe implementacje ze wzgl¦du na funkcjonalny kod ¹ródªowy w Py-
thonie mog¡ by¢ wykorzystane do rozwi¡zywania praktycznych problemów
dotycz¡cych grafów ªuków na okr¦gu. Implementacje te uzupeªni¡ bibliotek¦
graphtheory skupiaj¡c¡ si¦ na ró»norakich problemach teorii grafów i udost¦p-
niaj¡c¡ implementacje algorytmów pozwalaj¡ce na wykonanie odpowiednich
oblicze« w ramach danych problemów grafowych.
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A. Testy algorytmów

W rozdziale 4 zaprezentowano implementacje wybranych algorytmów do-
tycz¡cych grafów ªuków na okr¦gu. Przetestowano poprawno±¢ oraz zªo»ono±¢
obliczeniow¡ ka»dej z nich.

Poprawno±¢ zostaªa sprawdzona za pomoc¡ testów jednostkowych korzy-
staj¡cych z moduªu unittest [29]. Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ sprawdzono ekspe-
rymentalnie z wykorzystaniem moduªu timeit [30] przy u»yciu procesora Intel
Core i5. Zamieszczone poni»ej rysunki stanowi¡ opracowanie wyników tych
testów. W ka»dym przypadku sporz¡dzono wykres zale»no±ci czasu wykona-
nia algorytmu od liczby wierzchoªków grafu, przy czym dla obu tych warto±ci
obliczono najpierw warto±¢ logarytmu dziesi¦tnego. Dzi¦ki temu wyznaczony
wspóªczynnik kierunkowy prostej dopasowanej do punktów pomiarowych po-
zwala stwierdzi¢ z jak¡ zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡ mamy w danym przypadku
do czynienia. Wspóªczynnik kierunkowy bliski liczbie caªkowitej a wskazuje
na zªo»ono±¢ O(na), gdzie n to liczba wierzchoªków grafu.

Pomiary wykonywano dla spójnych, ale poza tym losowych grafów ªuków
na okr¦gu. Wyj¡tek stanowi pomiar czasu wykonania funkcji check_connectivity
sprawdzaj¡cej czy dany graf jest spójny, gdzie wykorzystane zostaªy losowe
grafy bez wzgl¦du na to czy byªy spójne, czy te» nie.

A.1. Testy sprawdzania spójno±ci

Teoretyczna zªo»o±¢ sprawdzania czy dany graf jest spójny za pomoc¡
funkcji check_connectivity, opisanej w podrozdziale 4.3, wynosi O(n). Potwier-
dzaj¡ to wyniki testów przedstawione na rysunku A.1. Wyznaczony wspóª-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 1.014(34).

A.2. Testy wyznaczania najwi¦kszego zbioru

niezale»nego

W pracy przedstawiono trzy ró»ne algorytmy sªu»¡ce rozwi¡zaniu proble-
mu wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Teoretyczna zªo»no±¢ najprostszego ideowo spo±ród nich, MIS_gavril, opi-
sanego w rozdziale 4.5, wynosi O(n2). Potwierdzaj¡ to przeprowadzone testy,
których wyniki widoczne s¡ na rysunku A.2. Wyznaczony wspóªczynnik kie-
runkowy wynosi a = 1.962(28).

W przypadku pozostaªych dwóch algorytmów, FIND_MIAF oraz GREEDY,
opisanych odpowiednio w rozdziaªach 4.6 oraz 4.7, teoretyczna zªo»ono±¢ ob-
liczeniowa wynosi O(n). Na rysunku A.3 przedstawione s¡ wyniki testów dla
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Rysunek A.1. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu check_connectivity (4.3) spraw-
dzaj¡cego czy graf jest spójny. Wspóªczynnik a = 1.014(34) wskazuje na liniow¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n).

FIND_MIAF, a na rysunku A.4 dla GREEDY. W pierwszym przypadku otrzy-
many wspóªczynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.953(47), a w drugim
a = 0.969(39). Wyniki potwierdzaj¡ zatem liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡
obu algorytmów.

A.3. Testy wyznaczania najmniejszego pokrycia

klikowego

Teoretyczna zªo»o±¢ wyznaczania najmniejszego pokrycia klikowego za
pomoc¡ funkcji GREEDY, opisanej w podrodziale 4.8, wynosi O(n). Potwier-
dzaj¡ to wyniki testów przedstawione na rysunku A.5. Wyznaczony wspóª-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.981(44).

A.4. Testy wyznaczania najmniejszego zbioru

dominuj¡cego

Teoretyczna zªo»o±¢ wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego za
pomoc¡ funkcji GREEDY, opisanej w podrozdziale 4.9, wynosi O(n). Potwier-
dzaj¡ to wyniki testów przedstawione na rysunku A.6. Wyznaczony wspóª-
czynnik kierunkowy prostej wynosi a = 0.968(29).
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Rysunek A.2. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu MIS_gavril (4.5) wyznaczaj¡-
cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny. Wspóªczynnik a = 1.962(28) wskazuje na kwa-

dratow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n2).
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Rysunek A.3. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu FIND_MIAF (4.6) wyzna-
czaj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny. Wspóªczynnik a = 0.953(47) wskazuje na

liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n).
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Rysunek A.4. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu GREEDY (4.7) wyznaczaj¡-
cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny. Wspóªczynnik a = 0.969(39) wskazuje na liniow¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n).
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Rysunek A.5. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu GREEDY (4.8) wyznaczaj¡ce-
go najmniejsze pokrycie klikowe. Wspóªczynnik a = 0.981(44) wskazuje na liniow¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n).
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Rysunek A.6. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu GREEDY (4.9) wyznaczaj¡ce-
go najmniejszy zbiór dominuj¡cy. Wspóªczynnik a = 0.968(29) wskazuje na liniow¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n).

A.5. Testy przeksztaªcania modelu par zdarze« w graf

abstrakcyjny

Teoretyczna zªo»o±¢ przeksztaªcania modelu par zdarze« w graf abstrak-
cyjny za pomoc¡ funkcji make_abstract_arc_graph_e�cient, opisanej w podro-
dziale 4.4, wynosi O(n + m). Potwierdzaj¡ to wyniki testów przedstawione
na rysunkach A.7 oraz A.8. Wyznaczony wspóªczynnik kierunkowy prostej
w przypadku pomiarów dokonanych dla spójnych grafów losowych wynosi
a = 1.006(8), a w przypadku pomiarów dokonanych dla grafów cyklicznych
a = 0.955(17).
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Rysunek A.7. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu przeksztaªcaj¡cego model par
zdarze« w graf abstrakcyjny (4.4) dla spójnych grafów losowych. Wspóªczynnik

a = 1.006(8) wskazuje na liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n+m).
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Rysunek A.8. Wyniki testów wydajno±ci algorytmu przeksztaªcaj¡cego model
par zdarze« w graf abstrakcyjny (4.4) dla grafów cyklicznych. Wspóªczynnik

a = 0.955(17) wskazuje na liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n+m).
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