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Streszczenie

W pracy przedstawiono analize i implementacje w jezyku Python wybranych
algorytmow dla zbioréw dominujacych w grafach nieskierowanych. Zbior do-
minujacy jest to taki podzbiér wierzchotkéow grafu, ze kazdy z wierzchotkow
grafu nalezy do tego zbioru lub sasiaduje z co najmniej jednym wierzchot-
kiem nalezacym do tego zbioru. Dla graféw ogédlnych problem znajdowania
najmniejszego zbioru dominujacego jest problemem NP-zupelnym, jednakze
istnieja efektywne algorytmy dla poszczegélnych klas grafow. Podobnie jest ze
znajdowaniem zbioru dominujacego o najmniejszej wadze w grafach z danymi
wagami wierzchotkow.

W czedci teoretycznej pracy omowione zostaly podstawowe definicje zwia-
zane ze zbiorami dominujacymi oraz przedstawiono znane algorytmy znajdo-
wania najmniejszych zbioréw dominujacych dla réznych klas grafow. Przed-
stawiono przyktady zastosowania oraz pseudokody algorytmoéw doktadnych
oraz heurystycznych dla réznych klas grafow.

W czesdci praktycznej zaimplementowano wybrane algorytmy w jezyku
Python oraz przeprowadzono dla kazdego z nich odpowiednio testy popraw-
noéci oraz testy wydajnosciowe. Zaimplementowane zostaly algorytmy dla
grafow typu drzewa lub lasy, graféw przedzialowych oraz graféw permuta-
¢ji. Dla podanych typow graféw zaimplementowano algorytmy wyznaczaja-
ce najmniejszy zbiér dominujacy, zbiér dominujacy o najmniejszej wadze,
najmniejszy niezalezny zbiér dominujacy oraz niezalezny zbiér dominujacy
o najmniejszej wadze. Wybrane algorytmy zaimplementowano w kilku wer-
sjach.

Poprawnos¢ wynikéw kazdego z algorytméw zostata przetestowana, a wy-
dajnos¢ i ztozonosé obliczeniowa zostala oszacowana, sprawdzona ekspery-
mentalnie i opisana.

Stowa kluczowe: grafy, grafy wazone, zbiér dominujacy, zbiér niezalezny,
drzewa, grafy przedzialowe, grafy permutacji, programowanie dynamiczne



English title: Dominating sets in graph theory

Abstract

This paper presents Python implementation and an analysis of selected al-
gorithms for dominating sets in undirected graphs. A dominating set is a
subset of graph vertices such that each vertex in the graph belongs to this
set or is adjacent to at least one vertex from this set. For general graphs, the
problem of finding a minimum dominating set is an NP-complete problem,
but there are efficient algorithms for specific graph classes. The same is true
for the problem of finding a minimum weight dominating set in graphs with
vertex weights.

The theoretical part of this paper discusses the basic definitions related to
dominating sets and it presents algorithms for finding the minimum domina-
ting sets for different graphs classes. Examplary applications and pseudoco-
des of exact and heuristic algorithms for different graph classes are presented.

In the practical part, selected algorithms were implemented in Python
and for each of them correctness and performance tests were performed.
Algorithms were implemented for trees or forest graphs, interval graphs and
permutation graphs. For each graph type, algorithms were implemented to
find a minimum dominating set, a minimum weight dominating set, a mi-
nimum independent dominating set and minimum weight independent do-
minating set. Some of the implemented algorithms have been developed in
several versions.

The correctness of the results of each algorithm has been tested and the
performance and computational complexity have been estimated, experimen-
tally verified and described.

Keywords: graphs, weighted graphs, dominating set, independent set, trees,
interval graphs, permutation graphs, dynamic programming
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa zbiory dominujace (ang. dominating sets)
w grafach nieskierowanych [I]. Sa to takie zbiory D C V w grafie G = (V, E),
ze kazdy wierzchotek ze zbioru V nalezy do zbioru D albo sasiaduje z co
najmniej jednym wierzchotkiem nalezacym do zbioru D.

Zbiory dominujace sa jednym z podstawowych poje¢ w teorii grafow. Mo-
zemy wyrdznic kilka rodzajow zbiorow dominujacych, ktore zostana wymie-
nione w kolejnym rozdziale [2], lecz najwazniejsze z nich to klasyczne zbiory
dominujace, najmniejsze zbiory dominujgce, minimalne zbiory dominujace,
oraz catkowite zbiory dominujace [2].

Zbiory dominujace znajduja praktyczne zastosowanie w wielu dziedzi-
nach. Problem znajdowania najmniejszego zbioru dominujacego jest bardzo
czesto wykorzystywany w problemach analizy sieci spotecznych, lokalizacyj-
nych - przyktadowo do wyznaczenia optymalnej trasy autobuséw szkolnych
w miescie, rozmieszczenia drukarek w biurze [2], projektowania sieci bez-
przewodowych, tak aby ograniczy¢ liczbe urzadzen potrzebnych do pokrycia
catego obszaru [3], czy tez znalezienia najmniejszej liczby obiektow, np. re-
miz strazy pozarnych, ktore beda w stanie obstugiwaé wszystkie miejscowosci
w powiecie [4]. Kolejnymi przypadkami uzycia sa modelowanie i analiza sieci
transportowych oraz logistycznych [5], czy tez algorytmy aproksymacyjne,
gdzie wykorzystuje sie je do szybkiego znajdowania rozwigzan wystarczajq-
co dobrych, cho¢ niekoniecznie najlepszych [6]. W obszarze biologii mole-
kularnej zbiory dominujace pomagaja w identyfikacji minimalnego zestawu
kluczowych biatek lub genow, ktore kontroluja caly system biologiczny |[7].
Nastepnym przyktadem zastosowania zbioréw dominujacych jest tworzenie
modeli rozprzestrzeniania sie choréb zakaznych w duzych sieciach miejskich,
ktore wyznacza zestaw lokalizacji jakie nalezy monitorowaé¢ w celu wezesnego
wykrycia epidemii i ograniczenia jej zasiegu [§].

Najczesciej w wymienionych powyzej praktycznych zastosowaniach za-
gadnienie sprowadza si¢ do zbadania problemu znalezienia najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie, a jest to problem NP-zupelny [9].

1.1. Cele pracy

Glownym celem pracy jest przedstawienie problemu zbioréw dominujg-
cych w grafach nieskierowanych. Zaprezentowane zostang najwazniejsze wy-
niki teoretyczne i wybrane algorytmy, ktore zostang zaimplementowane w je-
zyku Python [10]. Python pozwala na zapisanie kodu programu w czytelnej
formie bliskiej pseudokodowi z artykutéw naukowych. Z drugiej strony, pel-
na implementacja danego algorytmu umozliwia praktyczne rozwigzywanie
problemoéw sSredniej wielkosci. Implementacje powstale w ramach niniejszej
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pracy uzupelnia biblioteke algorytmoéw grafowych graphtheory [11], rozwija-
na na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej Uniwersytetu
Jagielloriskiego w Krakowie.

1.2. Struktura pracy

W niniejszej pracy zastosowano podzial na cztery rozdzialy oraz jeden
modut dodatkowy. Rozdzial |1 zawiera krotkie wprowadzenie pokazujace cel
oraz strukture pracy. W rozdziale 2 przedstawiono podstawowe definicje zwia-
zane z grafami, rodzaje zbior6w dominujgcych w grafach i sposoby znalezienia
najmniejszych zbioréw dominujacych dla réznych rodzajow graféw. Kolejny
rozdzial 3| zawiera implementacje i opisy algorytméw wykorzystanych do roz-
woju biblioteki graphtheory wspomnianej w poprzednim akapicie. W rozdzia-
le 4] znajduje sie podsumowanie pracy zawierajace wnioski koricowe. W do-
datku [A] znajduja sie testy algorytmow przeprowadzone dla implementacji
przedstawionych w tej pracy.



2. Teoria grafow

W tym rozdziale przedstawione zostana podstawowe definicje zwigzane
z grafami, rodzaje zbior6w dominujgcych i sposoby wyznaczania najmniej-
szych zbiorow dominujacych dla réznych rodzin grafow.

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Graf prosty G = (V, E) jest uporzadkowana para skladajaca sie
z niepustego zbioru wierzcholow V(G) i zbioru krawedzi E(G), gdzie kazda
krawedz jest para roznych wierzchotkow [12]. Ilustrujac grafy powszechnie
przyjmuje sie, ze wierzchotki sa reprezentowane przez punkty na plaszczyz-
nie, a krawedzie przez linie lub tuki taczace te punkty. Liczbe wierzchotkow

w grafie zwyczajowo oznacza sie przez n = |V(G)|, a liczbe krawedzi przez
m = |E(G)|.

Definicja: Graf nieskierowany prosty (ang. undirected simple graph) jest
uporzadkowana para sktadajaca sie z niepustego zbioru wierzchotkow V(G)
i zbioru krawedzi F(G), gdzie kazda krawedz jest nieuporzadkowana para
(zbiorem) réznych wierzchotkow, E(G) C {{u,v} | u,v € V(G),u # v} [13].

Definicja: Sciezka w grafie G jest to ciag wierzcholkow, taki ze kazdy kolejny
wierzchotek jest potaczony krawedzia z poprzedzajacym go wierzchotkiem
[12]. Jesli w sciezce wierzcholki nie powtarzaja sie, to taka Sciezke nazywamy
Sciezka prosta. Jezeli w Sciezce pierwszy i ostatni wierzchotek sg takie same,
to taka Sciezke nazywamy cyklem. Cykl prosty nie zawiera powtarzajacych
sie wierzchotkéw, z wyjatkiem ostatniego.

Definicja: Graf spojny (ang. connected graph) jest to graf, w ktorym dla
kazdej pary wierzchotkow istnieje Sciezka taczaca te wierzchotki [13].

Definicja: Stopien wierzchotka v w grafie G (ang. degree of a vertex), ozna-
czenie deg(v), jest liczba krawedzi incydentnych z wierzchotkiem v [12], czyli
takich, ktore maja swoj poczatek lub koniec w wierzchotku v. Jesli krawedz
jest petla, czyli jej poczatek i koniec jest w tym samym wierzchotku, to taka
krawedz jest liczona dwa razy w stopniu wierzchotka. Zauwazmy, ze petle nie
wystepuja w grafach prostych.

Definicja: Graf regularny (ang. regular graph) jest to graf nieskierowany,
w ktorym kazdy wierzchotek ma taki sam stopieni. Jesli kazdy wierzchotek
w grafie G ma stopien r, to graf nazywamy grafem regularnym stopnia r,
w skrocie grafem r-regularnym [12].
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Definicja: Graf cykliczny (ang. cyclic graph) jest grafem spojnym i regular-
nym stopnia 2 [12].

Definicja: Graf acykliczny (ang. acyclic graph) jest grafem, ktory nie za-
wiera w sobie zadnych cykli [14].

Definicja: Graf jest drzewem (ang. tree), jesli jest acyklicznym grafem spoj-
nym [15].

Definicja: Zbior niezalezny (ang. independent set) to taki podzbior S C V
w grafie G = (V, E), ze kazde dwa wierzchotki w S nie sa polaczone kra-
wedzig. Maksymalny zbiér niezalezny nie jest podzbiorem wickszego zbioru
niezaleznego. Najwiekszy zbior niezalezny to zbiér niezalezny o najwiekszej
licznoéci.

2.2. Rodzaje zbioré6w dominujacych

2.2.1. Klasyczny zbiér dominujacy

Klasyczny zbior dominujacy (ang. dominating set) to taki podzbior D C
V w grafie G = (V, E), ze kazdy wierzchotek ze zbioru V' nalezy do zbioru
D albo sasiaduje z co najmniej jednym wierzchotkiem nalezacym do zbioru
D [1].

Rysunek 2.1. Graf z zaznaczonym zbiorem dominujacym D = {a, b, c} (czerwone
wierzchotki). Kazdy wierzchotek spoza zbioru D sasiaduje z co najmniej jednym
wierzchotkiem ze zbioru D.

Najmniejszy zbior dominujacy (ang. minimum dominating set) to ta-
ki zbior D C V w grafie G = (V, E), ktory spelnia warunek dominacji i
ma najmniejsza mozliwg licznosé sposrod wszystkich zbiorow dominujacych
w danym grafie [16].

Minimalny zbiér dominujacy (ang. minimal dominating set) to taki zbior
dominujacy, ze usuniecie z niego dowolnego wierzchotka powoduje, ze waru-
nek dominacji nie jest spetniony. Kazdy najmniejszy zbiér dominujacy jest
minimalnym zbiorem dominujgcym, ale nie na odwroét.

Warunek dominacji: Kazdy wierzchotek ze zbioru V' nalezy do zbioru D
albo sasiaduje z co najmniej jednym wierzchotkiem nalezagcym do zbioru D.
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Liczba dominacji: Licznos¢ najmniejszego zbioru dominujacego w grafie G
nazywa sie liczba dominacji v(G).

Stwierdzenie: Kazdy maksymalny zbiér niezalezny jest minimalnym zbio-
rem dominujacym. Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Grafy z dodatnimi wagami wierzchotkéw: W grafach z dodatnimi wa-
gami wierzchotkow definiuje sie wage zbioru dominujacego jako sume wag
wierzchotkéw nalezacych do zbioru dominujacego. W tej sytuacji mozna po-
szukiwa¢ zbioru dominujacego o najmniejszej wadze. Zauwazmy, ze jezeli
wszystkie wagi wierzchotkow sg rowne, to otrzymujemy zwykty problem bez
wag. Problem z wagami jest wiec co najmniej tak trudny, jak problem bez

wag.

Rysunek 2.2. Graf z zaznaczonym najmniejszym zbiorem dominujacym D = {b, c}
(czerwone wierzcholki), tak wiec v(G) = 2. Zbior D jest takze minimalnym zbiorem
dominujacym.

2.2.2. Niezalezny zbiér dominujacy

Niezalezny zbior dominujacy (ang. independent dominating set) to zbior
dominujacy, ktory jest jednoczesnie zbiorem niezaleznym. Berge pokazal, ze
niezalezny zbiér dominujacy to jest to samo co maksymalny zbioér niezalez-
ny. Czyli wystarczy znalez¢ najmniejszy maksymalny zbior niezalezny, zeby
dostaé¢ najmniejszy niezalezny zbiér dominujacy.

Zbiory niezalezne tatwo znajduje sie w grafach pemutacji jako rosnace
podsekwencje elementéw permutacji.

2.2.3. Calkowity zbiér dominujacy

Caltkowity zbior dominujacy (ang. total dominating set) to taki zbior D C
V w grafie G = (V, F), ze kazdy wierzcholek ze zbioru V' nalezy do zbioru D
albo sasiaduje z co najmniej jednym wierzchotkiem nalezacym do zbioru D

2].
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b @ d

Rysunek 2.3. Graf =z zaznaczonym calkowitym zbiorem dominujacym
D = {b,d, f,g} (czerwone wierzchotki).

2.2.4. Spoéjny zbiér dominujacy

Spojny zbiér dominujacy (ang. connected dominating set) to taki zbior
D CV w grafie G = (V, E), ktory spelnia dwa warunki [17]:

— D jest zbiorem dominujacym.

— podgraf utworzony przez wierzchotki zbioru D (tzn. podgraf indukowany
przez D) jest spojny, czyli kazde dwa wierzchotki w D mozna polaczy¢
Sciezka, ktora sktada sie wylacznie z wierzchotkdéw nalezacych do D.

Rysunek 2.4. Graf z zaznaczonym spojnym zbiorem dominujacym D = {b,c,d, g}
(czerwone wierzchotki). Podgraf indukowany przez D jest spojny.

Warto sie zastanowi¢ nad algorytmami wyznaczania spéjnego najmniej-
szego zbioru dominujacego. W przypadku drzew wystarczy usunaé¢ wszystkie
liscie (wierzchotki stopnia 1), a pozostate wierzcholki utworza optymalne
rozwigzanie. Osobno trzeba potraktowaé izolowany wierzchotek i izolowang
krawedz K.

Podobny pomyst mozna zastosowaé¢ w celu uzyskania heurystyki dziata-
jacej dla ogdlnych grafow [I8]. Checemy znalezé drzewo rozpinajace grafu, a
potem wykorzysta¢ algorytm dla drzewa. Zalezy nam na znalezieniu drzewa
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rozpinajacego z jak najwieksza liczba lisci, wiec drzewo BFS bedzie lepsze
niz drzewo DFS. Algorytm mozna zapisa¢ w trzech krokach:

(1) Wybra¢ wierzchotek, ktory bedzie korzeniem drzewa BFS. Kandydatem
moze by¢ wierzcholek o najwiekszym stopniu w grafie.

(2) Wyznaczy¢ drzewo BFS w czasie O(n + m).

(3) Z drzewa BFS odrzuci¢ wszystkie liscie w czasie O(n).

2.2.5. k-krotny zbiér dominujacy

k-krotny zbior dominujacy (ang. k-tuple domination set) to rozszerzenie
zbioru dominujacego, gdzie stopieri pokrycia kazdego wierzchotka wynosi k.
Oznacza to tyle, ze w zwyklym zbiorze dominujacym kazdy wierzchotek mu-
si mie¢ co najmniej jednego sasiada nalezacego do zbioru dominujacego, a
w k-krotnym wariancie kazdy wierzchotek musi mie¢ co najmniej k sasiadow
nalezacych do tego zbioru [19].

— Dla k =1 k-krotny zbiér dominujacy jest rownowazny klasycznemu zbio-
rowi dominujacemu (kazdy wierzcholek musi mie¢ sasiada w zbiorze do-
minujacym).

— Dla k > 1 kazdy wierzchotek w grafie musi posiada¢ co najmniej k sasia-
déw nalezacych do zbioru dominujacego.

2.2.6. R-krotny zbiér dominujacy

Zbior dominujacy o zadanym promieniu (ang. R-distance dominating set)
to rozszerzenie koncepcji zbioru dominujacego, w ktorym kazdy wierzchotek
musi znajdowa¢ sie w odlegloéci maksymalnie R od co najmniej jednego
wierzchotka nalezacego do zbioru dominujacego [20].

— Dla R = 1 R-krotny zbiér dominujacy jest réwnowazny klasycznemu
zbiorowi dominujacemu (kazdy wierzcholek musi mie¢ sasiada w zbiorze
dominujacym).

— Dla R > 1 wymog dominacji rozciaga sie na dalsze sgsiedztwo — dany
wierzchotek moze by¢ zdominowany przez wierzchotek, ktéry jest od niego
oddalony o 2, 3 lub wiecej krawedzi, w zaleznosci od wartosci R.

2.2.7. Ograniczone zbiory dominujace

Ograniczony zbior dominujacy (ang. restrained dominating set) to wariant
zbioru dominujacego, w ktérym oprocz spelnienia warunku zbioru dominu-
jacego spelnione musi by¢ jeszcze pewne ograniczenie, a mianowicie kazdy
wierzchotek spoza zbioru dominujgcego musi mie¢ rowniez co najmniej jed-
nego sasiada spoza tego zbioru [21]. Jako przyklad zastosowania podaje sie
wiezniow i straznikow. Straznicy tworza zbiér dominujacy, przy czym krawe-
dzie reprezentuja mozliwo$¢ obserwowania wieznia przez straznika. Dodatko-
wo, w celu zapewniania ochrony praw wiezniéw, kazdy wiezienn powinien by¢
obserwowany przez innego wieznia. Ze wzgledu na koszty chcemy minimali-
zowac liczbe straznikow.

Calkowity ograniczony zbiér dominujacy (ang. total restrained domi-
nating set) to ograniczony zbioér dominujacy, w ktérym dodatkowo wymaga
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sie, aby kazdy wierzcholek nalezacy do zbioru dominujgcego mial sasiada
w zbiorze dominujacym.

Spojny ograniczony zbiér dominujacy (ang. connected restrained domi-
nating set) to ograniczony zbiér dominujacy, w ktérym dodatkowo wymaga
sie, aby zbior dominujacy tworzyt spojny podgraf.

2.3. Znajdowanie najmniejszego zbioru dominujacego

W tym rozdziale opiszemy rézne algorytmy wyznaczania najmniejszego
zbioru dominujacego obecne w bibliotece graphtheory oraz zaimplementowane
w ramach tej pracy. Algorytmy na og6t maja postaé klasy, gdzie konstruktor
klasy dostaje jako argument graf nieskierowany. Metoda run uruchamia obli-
czenia, a rozwigzanie jest zapisywane w atrybutach dominating set i cardinality .

2.3.1. Ogolne grafy

Algorytmy doktadne wyznaczajace najmniejszy zbiér dominujacy w ogol-
nych grafach maja wyktadnicza ztozonosé obliczeniowa. W bibliotece graphtheory
mamy dwa algorytmy tego rodzaju. Algorytm w klasie BacktrackingDominatingSet
to algorytm z powrotami, w ktérym po kolei zalicza sie lub wyklucza wierz-
chotki ze zbioru dominujacego. Ogoélnie jest 2" konfiguracji wierzchotkow gra-
fu do sprawdzenia, ale algorytm przerywa badanie danego poddrzewa mozli-
wych rozwigzan, jezeli liczba wierzchotkéw zaliczona do zbioru dominujacego
stanie sie rowna liczbie wierzchotkéw w najlepszym do tej pory znalezionym
rozwigzaniu. Wtedy algorytm wycofuje sie do poprzedniego kroku rekuren-
cyjnego i zaczyna sprawdza¢ inne mozliwosci.

Algorytm w klasie HybridDominatingSet jest modyfikacja poprzedniego al-
gorytmu doktadnego. W pierwszym etapie wykorzystywana jest heurystyka
z klasy LargestFirstDominatingSet do szybkiego znalezienia malego zbioru domi-
nujacego, jako kandydata na najlepsze rozwigzanie. W drugim etapie czyn-
nosci sg takie jak w klasie BacktrackingDominatingSet. Testy pokazuja pewne
przyspieszenie w stosunku do algorytmu z klasy BacktrackingDominatingSet.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.dominatingsets.dsetbt import BacktrackingDominatingSet
from graphtheory.dominatingsets.dsethb import HybridDominatingSet

G = Graph()

# Add modes and edges here.

#algorithm = BacktrackingDominatingSet (G)
algorithm = HybridDominatingSet (G)
algorithm .run ()

print (algorithm . dominating set)

print (algorithm . cardinality)

Algorytmy heurystyczne dziataja szybko w czasie liniowym O(n + m),
ale znalezione rozwiagzanie moze nie by¢ optymalne. W bibliotece graphtheory
mamy trzy algorytmy tego rodzaju. W klasie UnorderedSequentialDominatingSet
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wierzchotki sg zaliczane do zbioru dominujacego w kolejno$ci wyznaczonej
przez implementacje. W klasie RandomSequentialDominatingSet wierzchotki wy-
bierane sa losowo. W klasie LargestFirstDominatingSet na kazdym kroku wybie-
rany jest wierzchotek o najwiekszym stopniu w biezacym podgrafie. Wierz-
chotek wybrany do zbioru dominujacego jest usuwany z grafu wraz ze swoimi
sagsiadami. Zastosowano strukture bukietow, aby dynamicznie uaktualniaé¢
stopnie wierzchotkéw w malejacym podgrafie.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.dominatingsets.isetus import UnorderedSequentialDominatingSet
from graphtheory.dominatingsets.isetrs import RandomSequentialDominatingSet
from graphtheory.dominatingsets.isetll import LargestFirstDominatingSet

G = Graph()

# Add modes and edges here.

# algorithm = UnorderedSequentialDominatingSet (G)
# algorithm = RandomSequentialDominatingSet(G)
algorithm = LargestFistDominatingSet (G)
algorithm .run ()

print (algorithm . dominating set)

print (algorithm.cardinality)

2.3.2. Drzewa

Najmniejszy zbior dominujacy dla drzew mozna wyznaczy¢ w czasie O(n)
na kilka sposobéw. Najprostszy sposob polega na odrywaniu lisci przy jed-
noczesnym zaliczaniu rodzicéw lisci do zbioru dominujacego. Dwa warianty
implementacji tego algorytmu opisano w pracach magisterskich Aleksandra
Krawczyka [22] 1 Malgorzaty Olak [23].

Tutaj podamy pseudokod innego algorytmu, ktory w czasie O(n) wyzna-
cza jednoczesnie najmniejszy zbior dominujacy i najwiekszy zbior 2-niezalezny
(ang. maximum 2-stable set), czyli zbior niezalezny z odleglogciami pomie-
dzy wierzchotkami wiekszymi niz dwa. Zauwazmy, ze w zwyklych zbiorach
niezaleznych wystarczy zachowaé¢ odlegtos¢ miedzy wierzchotkami wicksza
niz jeden. Pseudokod pochodzi z ksiazki [24], a zastosowane podejscie jest
nazywane primal-dual approach. Implementacja algorytmu w jezyku Python
zostanie przedstawiona w rozdziale [3] Na wejscie algorytmu nalezy podac
graf (drzewo) oraz liste wierzchotkow grafu, sa to liscie odrywane z malejace-
go podgrafu indukowanego. W praktyce ciag liSci mozna wyznaczy¢ osobno
innym algorytmem lub wyznacza¢ na biezaco.

# Primal—Dual Approach for Trees wg [2013 Chen] p.241.
Input: A tree T with a tree ordering (PEO) [vl,v2,...vn].
Output: A minimum dominating set D and a maximum 2—stable set S of T.
Algorithm DomTreePD (T, PEO):
let D be an empty set
let S be an empty set
for i from 1 to n do
let vj be the parent od vi (assume vj=vn for vi=vn)
if the intersection of N[vi] and D is empty then
add vj to D
add vi to S
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return D and S

Inny algorytm znajdowania najmniejszego zbioru dominujacego dla drzew
wykorzystuje strukture rekurencyjna drzew (metoda Borie). W korzeniu tg-
czy sie zwykle kilka poddrzew, wiec w korzeniu taczy sie cze$ciowe rozwiaza-
nia dla poddrzew. Analogicznie w kazdym poddrzewie taczy sie rozwigzania
znalezione dla jeszcze mniejszych poddrzew. Algorytm zostal szczegdtowo
opisany w pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [22].

from graphtheory.forests.treedset import BorieDominatingSet
from graphtheory.forests.treedset import TreeDominatingSet

algorithm = BorieDominatingSet (G) # Borie method
algorithm .run ()

print (algorithm .dominating set)

print (algorithm . cardinality) # the size of min dset
print (algorithm . parent) # DFS tree as a dict

algorithm = TreeDominatingSet (G) # removing leaves
algorithm .run ()

print (algorithm .dominating set)

print (algorithm . cardinality) # the size of min dset

W roku 2018 Jou i Lin przedstawili dwa algorytmy dla drzew z dodatnimi
wagami wierzchotkow [25]. W czasie liniowym O(n) wyznaczali najmniejsza
wage zbioru dominujacego i najmniejszg wage niezaleznego zbioru dominu-
jacego. Implementacja tych algorytméw w jezyku Python zostanie przedsta-
wiona w rozdziale [3

2.3.3. Grafy szeregowo-réwnolegtle

Definicja: Grafy szeregowo-rownolegle, inaczej nazywane sp-grafami (ang.
series-parallel graphs) sa to grafy planarne (definicja w rozdziale
z dwoma wyrdznionymi wierzchotkami. Grafy takie mozemy utworzyé reku-
rencyjnie za pomocg trzech operacji: rownolegtej, szeregowej oraz jackknife.
Analiza sp-graféw nieskierowanych znajduje sie w pracy magisterskiej Kon-
rada Galuszki [26].

Algorytm wyznaczajacy najmniejszy zbioér dominujacy dla sp-grafu wy-
korzystuje sp-drzewo, czyli drzewo binarne opisujace jednoznacznie struktu-
re sp-grafu. Optymalne rozwiazanie dla koricowego sp-grafu budowane jest
z rozwiazan dla mniejszych sp-grafow (sp-grafy maja strukture rekurencyj-
ng). Dla mniejszych sp-graféw nalezy rozwazy¢ dziewie¢ rodzajow rozwiazan,
gdzie korice sp-graféw moga byé¢ w rézny sposéb zdominowane.

# Finding a minimum dominating set for sp—graphs.
from graphtheory.seriesparallel.spdset import SPGraphDominatingSet
from graphtheory.seriesparallel.spdset import SPTreeDominatingSet

# G is an sp—graph, T is a binary sp—tree.
algorithm = SPGraphDominatingSet (G, T)
algorithm .run ()

print (algorithm . dominating set)

print (algorithm.cardinality)
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algorithm = SPTreeDominatingSet (T)
algorithm .run ()

print (algorithm . dominating set)
print (algorithm . cardinality)

2.3.4. Grafy przedzialowe

Definicja: Graf przedziatlowy (ang. interval graph) to graf nieskierowany,
w ktorym kazdemu wierzchotkowi przypisany jest przedzial na osi liczbo-
wej. Dwa wierzchotki sg potaczone krawedzia, jezeli odpowiednie przedziaty
maja niepuste przeciecie. Zwykle przyjmuje sie, ze przedzialy sa domkniete,
a wszystkie konce przedzialow sa rozne [27]. Kazdy graf przedzialowy jest
grafem cieciwowym.

Przedstawiony ponizej pseudokod algorytmu opiera si¢ na podejsciu przed-
stawionym w ksiazce [24] do wyznaczenia jednocze$nie najmniejszego zbioru
dominujacego i najwiekszego zbioru 2-niezaleznego (primal-dual approach).
Graf przedzialowy jest podany na wejscie algorytmu w postaci listy przedzia-
tow (pary liczb), przy czym prawe konce przedzialow musza by¢ posortowane
rosngco. Implementacja algorytmu w jezyku Python zostanie przedstawiona
w rozdziale Bl

# Primal—Dual Approach for Interval Graphs wg [2018 Chen] p.245.
Input: An interval model for G with intervals {Ili=[ai,bi]},
right ends of intervals (bi) are sorted ascending.
Output: A minimum dominating set D and a maximum 2—stable set S of G.
Algorithm DomlIntervalGraphPD (G, {Ii}):
let D be an empty set
let S be an empty set
for i from 1 to n do
let j be the the largest index such that vj belongs to N[vi]
(assume vj=vn for vi=vn)
if the intersection of N[vi| and D is empty then
add vj to D
add vi to S
return D and S

Problem znajdowania zbioru dominujacego o najmniejszej wadze w gra-
fach przedziatowych zostal rozwiazany w roku 1988 przez Ramalingama i
Rangana [28|. Autorzy rozwazali kilka odmian dominacji w grafach przedzia-
towych w jednolity sposéb. Implementacja ich algorytmu bedzie przedstawio-
na w rozdziale 3

2.3.5. Grafy cieciwowe

Definicja: Graf cieciwowy (ang. chordal graph) to taki graf nieskierowany,
w ktorym kazdy cykl indukowany o dlugosci wiekszej niz 3 ma cieciwe [29].
Cieciwa to krawedz nie nalezaca do cyklu, ale taczaca pewne dwa wierzchotki
z tego cyklu. Kazdy graf cieciwowy G posiada charakterystyczna dekompo-
zycje drzewowa, zwana drzewem klik T'D(G). Kazdy wierzchotek (worek)
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w T'D(G) odpowiada klice maksymalnej grafu G [30]. Zauwazmy, ze w przy-
padku grafu przedzialowego dekompozycja drzewowa jest grafem $ciezka P,
gdzie k to liczba klik maksymalnych.

Jak udowodnili Booth i Johnson, problem wyznaczania najmniejszego
zbioru dominujacego w grafach cieciwowych jest NP-zupely. Jednakze, jak
udato sie pokaza¢ w pracy magisterskiej Macieja Niezabitowskiego, dzieki ist-
nieniu dekompozycji drzewowej mozliwe jest podanie algorytmu doktadnego,
opartego na dynamicznym programowaniu na drzewie kliki. Algorytm taki
rozwaza wszystkie mozliwe kombinacje 3-kolorowania wierzchotkéw w klice
i scala rozwiazania z poddrzew, minimalizujac przy tym liczbe wierzchot-
kow w zbiorze dominujacym. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu jest liniowa
w liczbie wierzchotkéow, ale wyktadnicza ze wzgledu na rozmiar najwiekszej
kliki. Drzewo dekompozycji dla grafu cieciwowego trzeba wyznaczy¢ innym
algorytmem.

# Finding a minimum dominating set for chordal graphs.
from graphtheory.chordality.chordaldset import ChordalDominatingSet

# Input: G is a chordal graph, T is a tree decomposition of G.
algorithm = ChordalDominatingSet (G, T)

algorithm .run ()

print (algorithm .dominating set)

print (algorithm.cardinality)

2.3.6. Grafy lukéw na okregu

Definicja: Graf tukow na okregu (ang. circular-arc graph) to graf nieskie-
rowany, w ktorym wierzchotki odpowiadajg tukom na okregu, a krawedzie
tacza dwa wierzchotki tylko wtedy, gdy odpowiadajace im tuki maja niepuste
przeciecie [31]. Grafy te, sa naturalnym rozszerzeniem grafow przedziatowych
1 opisuja pewne procesy odbywajace sie cyklicznie, np. rozktad lotéw samo-
lotéw na lotnisku powtarzajacy sie co 24 godziny.

Najmniejszy zbior dominujacy w grafie tukow na okregu mozna wyzna-
czy¢ w czasie liniowym algorytmem podanym przez Hsu i Tsai w roku 1991
[32]. Implementacje tego algorytmu mozna znalezé w pracy magisterskiej

Oliwii Gil [33].
2.3.7. Grafy permutacji

Definicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) to graf nieskierowany,
ktorego wierzchotki odpowiadaja odcinkom taczacym dwa rzedy uporzad-
kowanych liczb (nazywanych réowniez diagramami permutacyjnymi), a kra-
wedzie wystepuja pomiedzy parami wierzchotkow wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im odcinki przecinaja sie. Jest to interpretacja geometryczna
grafu permutacji. Grafy takie mozna interpretowac takze jako grafy przecieé
odcinkéw reprezentujacych permutacje, poniewaz kiedy wierzchotki sg po-
taczone, wystepuja w odwrotnej kolejnosci na géornym i dolnym rzedzie, co
odpowiada przecieciu linii w diagramie permutacyjnym [34].
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Inna definicja grafu permutacji moéwi, ze wierzchotki grafu permutacji od-
powiadaja elementom permutacji, a krawedzie tacza te elementy, ktore two-
rzg inwersje w permutacji. Zakodowanie grafu przez permutacje daje bardzo
oszczedna reprezentacje, wykorzystanie pamieci jest rzedu O(nlogn), gdzie
n to liczba wierzchotkéw grafu.

W literaturze mozna znalez¢ kilka algorytméw znajdujacych najmniejszy
zbiér dominujacy, dzialajacych w czasie wielomianowym. Podany zostanie
krotki opis podejscia opartego na programowaniu dynamicznym, dziataja-
cego bez budowania grafu, bezposrednio na permutacji P i jej odwrotnosci
P~ |35]. Element DJi][j] oznacza najmniejszy zbior dominujacy dla wierz-
chotkow lezacych w permutacji na pozycjach {1,...,i}, przy zalozeniu, ze
najwiekszy ,prawy koniec” przykryty dotad na dolnym rzedzie wynosi j. Dla
kolejnego wierzchotka i rozwazamy: brak zmiany, domkniecie najwiekszego
prawego konca przez dodanie odpowiedniego wierzchotka lub dodanie samego
i. Algorytm wg autoréw dziala w czasie O(n?), cho¢ mamy watpliwosci co
do realizacji wyznaczania kolejnych elementow DJi][j] w stalym czasie.

Input: A permutation P of numbers from 1 to n.
Output: A minimum dominating set D of the permutation graph.
Algorithm DomPermGraph (P):
let Q be the inverse permutation of P
let D[1..n][0..n] be an array of empty sets
for j from 0 to n do
if j >= P(1) then
set D[1][j] to {1}
else
set D[1][j] to {}

def max P(S):
return max({P(v) : v in S})

for i from 2 to n do
set p to max({P(1), ..., P(i)})
set k to Q(p)
for j from 0 to n do
if j < P(i) then
set D[i][j] to D[i—1][j]
if j = P(i) then
if max P(D[i—1][j]) > P(i) then
set D[i][j] to D[i1][j]
else
set D[i][j] to D[i—1][j] union {k}
if j > P(i) then
if max P(D[i—1][j]) > P(i) then
set A to D[i—1][j]
else
set A to D[i—1][j] union {k}
set B to D[i—1][P(i)—1] union {i}
# choose better: fewer vertices; tie —> larger max_ P()
if |A|] < |B| then
set D[i][j] to A
else if |B| < |A| then
set D[i][j] to B
else if max P(A) > max P(B) then
set D[i][]j] to A
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else
set D[i][]j] to B
return D[n]|[n]

2.3.8. Grafy kolowe

Graf kotowy (ang. circle graph) jest grafem nieskierowanym, ktorego wierz-
chotki odpowiadaja cieciwom okregu. Dwa wierzchotki sa polaczone krawe-
dzig tylko w sytuacji, gdy odpowiednie cieciwy przecinaja sie. Przyjmuje sie
bez zmniejszania ogdlnosci, ze cieciwy nie maja wspolnych koncow. Kazdy
graf permutacji jest grafem kotowym, poniewaz diagram permutacyjny moz-
na sklei¢ z obu koricow otrzymujac okrag z cieciwami.

7 drugiej strony, grafy kotowe mozna odwzorowac na zbiér odcinkéw na
prostej, przy czym dwa odcinki beda tworzy¢ krawedz grafu, jezeli czesciowo
na siebie zachodza, a jeden nie zawiera sie w calosci w drugim [36]. Do ta-
kiej interpretacji odcinkéw na prostej stosuje sie nazwe overlap graphs. Pro-
blem znajdowania najmniejszego zbioru dominujacego w grafach kotowych
jest NP-zupelny [37].

2.3.9. Grafy bez trdéjek asteroidalnych

Trzy niesasiednie wierzchotki grafu tworza trojke asteroidalng (ang. aste-
roidal triple, AT), jezeli kazde dwa z tych trzech wierzchotkéw mozna pola-
czy¢ krawedzia omijajaca sasiedztwo trzeciego wierzchotka. Grafy nie posia-
dajace trojki asteroidalnej nazywamy grafami bez AT (ang. AT-free graphs).
Grafy bez AT sa uogélnieniem m.in. graféw przedziatowych i graféw permu-
tacji. Grafy te byly badane w pracy magisterskiej Angeliki Siwek [3§].

Algorytm wyznaczania najmniejszego zbioru dominujacego w grafach bez
AT podal Kratsch w roku 2000 [39], a jego implementacje opisano w pracy
Siwek. Algorytm jest dosé zlozony i sktada sie z pieciu krokéw. Teoretyczna
zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(n®), natomiast w praktyce udato
si¢ osiagnac¢ zlozonosé¢ O(n").

# Finding a minimum dominating set for AT-free graphs.
from graphtheory.asteroidal.atfreedset import ATFreeDominatingSet

G = Graph()

# Add modes and edges here.
algorithm = ATFreeDominatingSet (G)
algorithm .run ()

print (algorithm . dominating set)
print (algorithm.cardinality)

2.3.10. Grafy planarne

Definicja: Graf planarny (ang. planar graph) to graf, ktéory mozna nary-
sowaé na plaszczyznie w taki sposob, ze jego krawedzie nie przecinaja sie
w zadnych punktach, jedynie w wierzchotkach. Taki rysunek nazywamy ry-
sunkiem planarnym grafu. W takim przypadku planarno$é¢ oznacza istnie-
nie jakiej$ reprezentacji grafu w dwuwymiarowej przestrzeni, tak aby zadne



krawedzie sie nie przecinaly poza wierzchotkami [40]. Problem wyznaczania
najmniejszego zbioru dominujacego w grafach planarnych jest NP-trudny.
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3. Algorytmy

W tym rozdziale przedstawimy implementacje w jezyku Python wybra-
nych algorytmoéw wyznaczajacych zbiory dominujace dla drzew, grafow prze-
dziatwoych i graféw permutacji.

3.1. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego
dla drzew

Przedstawiona zostanie implementacja algorytmu podanego przez Chena
[24].

Dane wejsciowe: Graf nieskierowany bedacy drzewem lub lasem.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego zbioru dominujacego dla drzew lub
lasow.

Dane wyjsciowe: Wyznaczone jednocze$nie najmniejszy zbiér dominujacy
i najwiekszy zbior 2-niezalezny.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od identyfikacji wyizolowanych
wierzchotkéw, jesli takie istnieja w lesie oraz liSci w drzewie. Wierzchot-
ki izolowane trafiaja bezposrednio do zbioru dominujacego oraz do zbioru
2-niezaleznego, a liscie dodawane sg do kolejki, gdzie nastepnie sa przetwa-
rzane (odrywane) iteracyjnie. Szukamy rodzica kazdego z lisci znajdujacych
sie w kolejce i jedli lis¢ nie zostal jeszcze zdominowany, to rodzic trafia do
zbioru dominujacego, a lis¢ do zbioru niezaleznego. Po kazdej takiej opera-
cji aktualizujemy stopnie wierzchotkéw i dodajemy nowe liscie do kolejki.
[terujemy po kolejce lisci do momentu, az cate drzewo bedzie zdominowane.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w podanym grafie. Kazdy wierzchotek oraz krawedz odwiedza-
ne sa co nNajwyzej raz.

Listing 3.1. Modut dset1.

import sys
import collections

class TreeDominatingSet3:
"I Eind a mintmum dominating set and a maximum 2—stable set for trees.
A single tree is connected during computations. """
def  init (self, graph):

"""The algorithm initialization . """
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if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self.dominating set = set ()
self.cardinality = 0
self .two_stable set = set ()

def run(self):
"rErecutable pseudocode.
used = set () # for dset and neighbors
# A dictionary with node degrees, O(n) time.
degree dict = dict ((node, self.graph.degree(node))
for node in self.graph.iternodes())
Q = collections .deque() # for leaves
# Put leafs to the queue, O(n) time.
for node in self.graph.iternodes ():
if degree dict[node|] = 0: # isolated node from the beginning
self.dominating set.add(node)
self.two stable set.add(node)
used . add (node)
self.cardinality 4= 1
elif degree dict[node] = 1: # leaf
Q. append (node)

ninmn

while len(Q) > 0:
source = Q. popleft ()
# A leaf may become isolated.
if degree dict[source| =— O0:
if source not in used: # parent is mot in dset
self.dominating set.add(source)
self.two _stable set.add(source)
used .add (source)
self.cardinality += 1
continue
assert degree dict[source] = 1

for target in self.graph.iteradjacent (source):
if degree dict[target]| > 0: # this is parent

if source not in used: # parent goes to dset
self.dominating set.add(target)
self.two stable set.add(source)
used.add(target)
self.cardinality 4= 1
used .update(self.graph.iteradjacent (target))

# Remove the edge from source to target.

degree dict[target] — 1

degree dict[source| —= 1

if degree dict|[target| —
Q.append (target)

break

1: # parent is a new leaf

Uwagi: Na potrzeby implementacji tego algorytmu stworzone zostaty dwie
klasy, z dwoma réznymi podejsciami do problemu. Dziatanie pierwszej klasy
TreeDominatingSet4 zostalo opisane powyzej. Lista wierzchotkow (lisci) nie jest
dana z gory, tylko jest wyznaczana w czasie pracy algorytmu.
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Z kolei druga klasa TreeDominatingSet4 daje takie same wyniki, lecz ma
znacznie krotszy kod dzieki wykorzystaniu w niej klasy pomocniczej TreePEO,
ktora odpowiada za przetworzenie grafu i wyznaczenie:

— PEO, uporzadkowania eliminacji lisci (ang. Perfect Elimination Order),
tj. kolejnosci usuwania wierzchotkéw od lisci do korzeni,

— stownika, w ktorym dla kazdego wierzchotka zapisana jest informacja o je-
go rodzicu w grafie.

7 klasy TreePEO otrzymujemy od razu cala liste wierzchotkéw, pokazang
w pseudokodzie w rozdziale 2] Jednak do otrzymania wydajnej implemen-
tacji potrzebna jest znajomos¢ rodzicow lisci, o czym nie mowi pseudokod.
W naszej implementacji klasa TreePEO wylicza stownik z rodzicami lisci.

Listing 3.2. Modut dset2.

from treepeol import TreePEO

class TreeDominatingSet4:
" Eind a mintmum dominating set and a maximum 2—stable set for trees.
def  init  (self, graph):
"""The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self.dominating set = set ()
self.cardinality = 0
self.two_ stable set = set()

ninmn

nnn

def run(self):
"rErecutable pseudocode.
algorithm = TreePEO (self.graph)
algorithm .run () # O(n) time
used = set () # for dset and neighbors
for source in algorithm.peo: # to beda kolejne liscie
target = algorithm .parent|[source]
if target is None: # to jest ostatni wierzcholek
if source not in used: # parent is mot in dset
self.dominating set.add(source)
self.two _stable set.add(source)
used .add (source)
self.cardinality += 1
continue
if source not in used: # parent goes to dset
self.dominating set.add(target)
self.two_stable set.add(source)
used.add(target)
self.cardinality += 1
used .update(self.graph.iteradjacent (target))

ninimn
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3.2. Wyznaczanie najmniejszej wagi zbioru
dominujacego dla drzew

Algorytm jest rozwinieciem podejscia nazywanego sktadaniem drzew, kto-
re pojawilo sie w pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [22]. Analogicz-
ne podejécie do wyznaczania zbioréw dominujacych z wagami w drzewach
zostato podane przez Jou i Lina, ktorzy sformutowali liniowy algorytm [25].
Algorytm przedstawiony w tym rozdziale opiera sie na tej samej technice,
lecz jawnie przechowuje zbiory dominujace, podczas gdy w pracy Jou i Lina
zbiory dominujace sg przechowywane w postaci wag.

Dane wejsciowe: Graf nieskierowany bedacy drzewem lub lasem oraz stow-
nik zawierajacy wagi poszczegdlnych wierzchotkow dla tego grafu.

Problem: Wyznaczenie zbioru dominujacego o najmniejszej sumie wag wierz-
chotkéw dla drzew lub lasow.

Dane wyjsciowe: Zbiér dominujacy o najmniejszej sumie wag wierzchot-
kow oraz wartosé liczbowa tej sumy.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zidentyfikowania spojnych
sktadowych grafu. Dla kazdej z tych sktadowych wyznaczamy wierzchotek
zrodtowy i uruchamiamy funkcje rekurencyjnego przetwarzania drzewa. W pro-
cedurze tej kazdy rozwazany wierzchotek moze by¢ w jednym z trzech stanow,
to jest:

— wierzchotek nalezy do zbioru dominujacego,

— wierzchotek nie nalezy do zbioru dominujacego, ale jest zdominowany,
— wierzcholek nie jest zdominowany.

Rekurencyjnie przetwarzamy wszystkie poddrzewa, a nastepnie taczymy ich
wyniki za pomoca funkcji sktadajacej, ktora wybiera kombinacje o najmniej-
szej sumie wag. Dla kazdego wierzchotka funkcja ta rozwaza rézne mozliwosci
potaczen wynikéw z poddrzew i wybiera to potaczenie, ktore daje wynik
z najmniejsza waga. Po przetworzeniu calego drzewa algorytm wybiera wy-
nik z mniejsza wagg spomiedzy zbioru dominujacego zawierajacego korzer,
a zbioru, ktory go nie zawiera. W przypadku lasu, wyniki z poszczegolnych
drzew taczone sa w jeden zbiér dominujacy.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w podanym grafie. Kazdy wierzcholek jest odwiedzany do-
ktadnie raz, a operacje wykonywane dla wszystkich wierzchotkow maja stata
ztozonosé. Testy ujawnity pewien dodatkowy narzut zwiazany z wielokrot-
nym uzyciem metody _calc_weight. Narzut mozna zmniejszy¢ kosztem skom-
plikowania kodu. Wywotania rekurencyjne powinny zwracaé¢ nie tylko sam
czedciowy zbiér dominujacy, ale takze jego wage.

Uwagi: Algorytm jest uogdlnieniem standardowego algorytmu znajdowania
najmniejszego zbioru dominujacego dla drzew lub laséw. Roznica polega na

tym, ze zamiast minimalizowaé¢ licznos¢ zbioru, minimalizujemy sume wag
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wierzchotkéw nalezacych do zbioru dominujacego. Na potrzeby implementa-
cji tego algorytmu stworzona zostala druga klasa TreeWeightedDominatingSet2,
ktora nie wykorzystuje funkcji cale weight i ma nieznacznie lepsza ztozonosé
czasowy, lecz kod jest wtedy bardziej rozbudowany.

Listing 3.3. Modut wdset1.

import sys
import collections

class TreeWeightedDominatingSetl:
"M Eind a minimum weight dominating set for trees. """

"""The algorithm initialization. """
if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self.parent = dict ()
self.dominating set = set ()
self.cardinality = 0
self.weight dict = weight dict
self . dominating set weight = 0
recursionlimit = sys.getrecursionlimit ()
sys.setrecursionlimit (max(self.graph.v() * 2, recursionlimit))

def init  (self, graph, weight dict):

def run(self, source=None):
"rErecutable pseudocode. """
if source is not None:
# A single connected component, a single tree.
self.parent[source| = None # before _ wisit
a2 set, b2 set, c2 set = self. wvisit(source)
self.dominating set.update(min(a2 set, b2 set,
key=self. calc_ weight))
self.cardinality = len(self.dominating set)
self.dominating set weight = self. calc_ weight(self.dominating set)
else:
# A forest is possible.
for node in self.graph.iternodes():
if node not in self.parent:
self.parent[node] = None # before _wisit
a2 set, b2 set, c¢c2_ set = self. visit(node)
self.dominating set.update(min(a2 set, b2 set,
key=self. calc_weight))
self.cardinality = len(self.dominating set)
self.dominating set weight self. calc weight(self.dominating set)

def calc_ weight(self, aset):
"rEind the weight of a given wvertex set.""”
return sum(self.weight dict|[node| for node in aset)

def compose(self, argl, arg2):
"rrCompose results. """

# a_set : min dset that includes root
# b _set : min dset that excludes root
# c¢_set : root undominated

al set, bl set, cl set = argl
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a2 set, b2 set, c2 set = arg2
a_set = al_set | min(arg2, key=self. calc_ weight)
b _set = min(bl_ set | a2 set, bl set | b2 set,

cl _set | a2 set, key=self. calc_ weight)
c_set = cl_set | b2 set
return (a_set, b _set, c_set)

def visit(self, root):

""rErplore recursively the connected component.

# Start from a single node.

argl = (set ([root]|), set([root]), set())

for target in self.graph.iteradjacent (root):

if target not in self.parent:

self.parent[target]| = root # before _wisit
arg2 = self. visit(target)
argl = self. compose(argl, arg2)

return argl

nimnn

3.3. Wyznaczanie najmniejszego niezaleznego zbioru
dominujacego dla drzew

W celu znalezienia najmniejszego niezaleznego zbioru dominujacego dla
drzewa wystarczy nieznacznie zmodyfikowa¢ algorytm sktadania drzew dla
zwyklego zbioru dominujacego z pracy Krawczyka [22]. Jedyna zabronio-
na sytuacja to taczenie krawedzia dwoch poddrzew, w ktorych oba korzenie
naleza do czedciowego rozwigzania. Tak wiec zmieniona tabelka sktadania
rozwigzan z pracy Krawczyka bedzie wygladaé tak:
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Tabela 3.1. Tabliczka sktadania dla niezaleznego zbioru dominujacego

® ‘ To.a T5.0 Th.c
Tia| — Ta T.a
™o | TH TbH —
Tyec| Tb Tec —

(Gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:

— T.a - najmniejszy niezalezny zbioér dominujacy zawierajacy korzen drzewa
T7

— T'.b - najmniejszy niezalezny zbiér dominujacy niezawierajacy korzenia
drzewa T,

— T'.c - najmniejszy niezalezny zbiér dominujacy, gdy tylko korzen drzewa
T nie jest zdominowany.
Algorytm zostal zaimplementowany jako klasa TreeIndependentDominatingSet1.

Dane wejsciowe: Graf nieskierowany bedacy drzewem lub lasem.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego niezaleznego zbioru dominujacego dla
drzew lub lasow.

Dane wyjsciowe: Niezalezny zbiér dominujacy oraz jego licznosé.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od uruchomienia algorytmu DFS

po drzewie lub kazdej sktadowej lasu. W trakcie przetwarzania wierzchotkow

za pomoca DFS, dla kazdego wierzchotka wyznaczamy rekurencyjnie trzy

mozliwe warianty rozwiazan:

— najmniejszy niezalezny zbiér dominujacy zawierajacy korzen,

— najmniejszy niezalezny zbioér dominujacy niezawierajacy korzenia,

— najmniejszy niezalezny zbior (prawie) dominujacy, gdzie korzen nie jest
zdominowany.

W przypadku lisci, dwa pierwsze warianty redukuja sie do prostego wybra-

nia liScia, a trzeci wariant jest zawsze pustym zbiorem. W nastepnym kro-

ku taczymy wyniki poddrzew funkcja sktadajaca: gdy korzen jest obecny

w rozwigzaniu, dotaczamy te poddrzewa, ktore zachowuja niezaleznosé. Gdy

korzen nie jest obecny w rozwiazaniu, wybieramy te kombinacje poddrzew,

ktore zdominuja go minimalnym kosztem. Po przetworzeniu calego drzewa

wybieramy ten wariant, z pierwszych dwoch, ktory jest lepszy. W przypadku

laséw taczymy rozwigzania ze wszystkich drzew.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w podanym grafie. Kazdy wierzcholek jest odwiedzany doktad-
nie raz, a operacje wykonywane dla wszystkich wierzchotkéw maja stala zto-
zonos¢. Testy ujawnity pewien dodatkowy narzut zwiagzany z wielokrotnym
uzyciem metody compose do taczenia zbioréw, ktore sa zbiorami rosnacymi.
W literaturze zwykle wyznacza sie tylko licznosé zbioru, a wtedy ten narzut
nie wystepuje. Z drugiej strony, w praktyce chcemy zna¢ takze sam zbior
dominujacy, dlatego nasza implementacja wyznacza ten zbior.
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Listing 3.4. Modut idset1.

import sys
import collections

class TreelndependentDominatingSetl:
" Eind o minimum cardinality independent dominating set for trees.""”
def  init (self, graph):
"M"The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self.parent = dict ()

nnn

self.dominating set = set ()
self.cardinality = 0
recursionlimit = sys.getrecursionlimit ()

sys.setrecursionlimit (max(self.graph.v() * 2, recursionlimit))

def run(self, source=None):
"rErecutable pseudocode.
if source is not None:
# A single connected component, a single tree.
self.parent [source|] = None # before _ wisit
a2 set, b2 set, c2_ set = self. visit(source)
self.dominating set.update(min(a2 set, b2 set, key=len))
self.cardinality = len(self.dominating set)
else:
# A forest is possible.
for node in self.graph.iternodes():
if node not in self.parent:
self.parent [node] = None # before _ wisit
a2 set, b2 set, c2 set = self. visit(node)
self.dominating set.update(min(a2 set, b2 set, key=len))
self.cardinality = len(self.dominating set)

ninmn

def compose(self, argl, arg2):
"rrCompose results. """

# a_set : min dset that includes root
# b _set : min dset that excludes root
# ¢ _set : root undominated

al set, bl set, cl set = argl

a2 set, b2 set, c2 set = arg?2

a_set = al_ set | min(b2 set, c2 set, key=len)

b_set = min(bl_ set | a2 set, bl set | b2 set,
cl set | a2 set, key=len)

c_set = cl_set | b2 set

return (a_set, b _set, c_set)

def visit(self, root):

""rErplore recursively the connected component.

argl = (set ([root]|), set([root]), set())

for target in self.graph.iteradjacent (root):

if target not in self.parent:

self.parent[target] = root # before _wisit
arg2 = self. visit(target)
argl = self. compose(argl, arg2)

return argl

ninn
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3.4. Wyznaczanie najmniejszej wagi niezaleznego zbioru
dominujacego dla drzew

Algorytm jest uogolnieniem wersji bez wag, analogicznie jak dla zwy-
ktych zbioréw dominujacych. Algorytm zostal zaimplementowany jako klasa
TreeWeightedIndependentDominatingSet1.

Dane wejsciowe: Graf nieskierowany bedacy drzewem lub lasem oraz stow-
nik zawierajacy wagi poszczegblnych wierzchotkow dla tego grafu.

Problem: Wyznaczenie niezaleznego zbioru dominujacego o najmniejszej
sumie wag wierzchotkow dla drzew lub lasow.

Dane wyjsciowe: Niezalezny zbiér dominujacy o najmniejszej sumie wag
wierzchotkow oraz wartoéé liczbowa tej sumy.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zidentyfikowania spojnych
sktadowych grafu. Dla kazdej z tych sktadowych wyznaczamy wierzchotek
zrodtowy i uruchamiamy funkcje rekurencyjnego przetwarzania drzewa. W pro-
cedurze tej kazdy wierzchotek rozwazamy w jednym z czterech mozliwych
stanow:

— nalezy do niezaleznego zbioru dominujacego (oznaczenie a_set),

— nie nalezy do niezaleznego zbioru dominujacego, ale co najmniej jedno
dziecko do niego nalezy (oznaczenie b_set),

— najlepszy wariant spo$rod wariantow a_set i b_set, czyli zbiér o najmniej-
szej wadze (oznaczenie c_set).

— zbioér rozwigzan dzieci, ktory jest wykorzystywany przez rodzica, gdy ten
sam nie nalezy do niezaleznego zbioru dominujacego (oznaczenie lambda_set).
Dla lidci przyjmujemy, ze musza naleze¢ do niezaleznego zbioru dominu-

jacego, wiec a_set = c_set = {korzen}, b_set = {}.

Dla kazdego wierzchotka wyznaczamy dzieci i rekurencyjnie przetwarzamy
kazde z nich. Wyznaczamy wtedy:

— zbiér a_set, ktory zawiera biezacy wierzchotek oraz zbiory lambda set
wszystkich dzieci (ktore nie moga by¢ wybrane do rozwiazania, bo rodzic
je dominuje),

— zbioér b_set, ktory zaklada sytuacje odwrotna, wiec nie zawiera biezacego
wierzchotka, ale zawiera co najmniej jedno dziecko. Dla kazdego dziecka
sprawdzamy wtedy wariant: a_set tego dziecka oraz c_set pozostatych
dzieci i wybieramy ten z najmniejsza waga,

— zbidr c_set, ktory wybiera lepsza opcje (te z mniejsza waga) z dwoch
powyzszych,

— zbioér lambda_set, ktory jest sumg zbioréw c_set wszystkich dzieci.

Po przetworzeniu catego drzewa wybieramy ten wariant c¢_set korzenia, ktory

daje najlepszy wynik. W przypadku lasu wyniki poszczegélnych drzew sa

taczone w jeden koncowy zbiér niezalezny dominujacy.

Zlozono$é: Ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi O(n), przy czym tu
rowniez wystepuje dodatkowy narzut zwiazny z wielokrotnym uzyciem me-
tody _calc_weight, ktory mozna zmniejszy¢ kosztem skomplikowania kodu.
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Uwagi: Algorytm zostal zaimplementowany w trzech wersjach. Pierwsza
wersja TreeWeightedIndependentDominatingSet1 jest wersja zrobiona na bazie al-
gorytmu TreeWeightedDominatingSet1 oraz algorytmu zaproponowanego przez
Jou i Lina [25]. Druga i trzecia wersja algorytmu réznia sie od siebie obec-
noécia funkcji _cale weight i poshuzyly do poréwnania ztozonosci czasowej
i ukazania, ze mozna nieznacznie zniwelowa¢ narzut czasowy spowodowa-
ny wielokrotnym uzyciem tej funkcji i zamiast niej kosztem skomplikowania
kodu dla wywotan rekurencyjnych zwraca¢ nie tylko czesciowy zbiér domi-
nujacy, ale takze jego wage.

Listing 3.5. Modut widset1.

import sys

class TreeWeightedIndependentDominatingSetl:

"M Eind a minimum weight independent dominating set for trees.""’
def  init  (self, graph, weight dict):

""The algorithm initialization. """

if graph.is directed ():

raise ValueError("the graph is directed")

self.graph = graph

self. weight dict = weight dict

self.parent = dict ()

self.independent dominating set = set ()

self.independent dominating set weight = 0

self.cardinality = 0

recursionlimit = sys.getrecursionlimit ()

sys.setrecursionlimit (max(self.graph.v() * 2, recursionlimit))

def run(self, source=None):
"rErecutable pseudocode.
if source is not None:
# single tree

ninmn

self.parent[source| = None # before _ wvisit

., _, ¢2 set, = self. wvisit(source)

self.independent dominating set.update(c2 set)
else:

# forest is possible
for node in self.graph.iternodes ():
if node not in self.parent:
self.parent[node]| = None # before _ wisit
., ., ¢2 set, = self. wvisit(node)
self.independent dominating set.update(c2 set)
self.cardinality = len(self.independent dominating set)
self.independent dominating set weight = (
self. calc weight(self.independent dominating set)
)

def calc weight(self, vertex set):
"rEind the weight of a given wvertexr set.
return sum(self.weight dict[v] for v in vertex set)

nnn

def visit(self, root):
"rErplore recursively the connected component.
children = (

ninn
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[v for v in self.graph.iteradjacent(root) if v not in self.parent]

)

if not children:
# leaf node: root must be in the set to dominate itself

a_set = {root} # root in the set

b set = set () # root out of set
c_set = {root} # best set

lambda_ set = set () # children mnot in set

return a_set, b _set, c_set, lambda_set

results = |[]

for child in children:
self.parent[child] = root  # before _ wvisit
results.append(self. visit(child))

# a_set: min tdset that includes root
# (children excluded, using their lambda sets)

a_set = {root} | set().union(x(lmbda for , , | lmbda in results))
# b _set : min idset that excludes root (at least one child must be in)
b _options = []
for i, (a_i, , , ) in enumerate(results):

candidate = a_i.copy ()

for j, (_, , ¢_j, ) in enumerate(results):

if j 1= 1i:
candidate |= c¢_j

b _options.append(candidate)
b _set = min(b_options, key=self. calc_ weight)

# ¢ _set : best overall (min of a_set, b_set)
c_set = min(|a_set, b_set|, key=self. calc_ weight)
# lambda_set : solution when root excluded

# and children handle domination
lambda set = set ()
for , | ¢, in results:

lambda_set |= ¢

return a_set, b_set, c_set, lambda_ set

3.5. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego
dla graféw przedzialowych

Pseudokod tego algorytmu zostal podany przez Chena [24].

Dane wejsciowe: Permutacja etykiet o dtugosci 2n, gdzie n to liczba wierz-
chotkéw, w ktorej etykieta dla danego wierzchotka reprezentuje poczatek
lub koniec jego przedzialu. Podwojna permutacja opisuje graf przedzialowy,
w ktorym dwa wierzchotki sa potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy
ich odpowiadajace przedzialy maja czes¢ wspolna. Na przyktad permutacja:

1,2,3,4,1,3,2,4]
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reprezentuje cztery przedziaty, etykieta kazdego z nich wystepuje dwukrotnie

(jego poczatek i koniec). Oznacza to, ze:

— wierzchotek 1 przecina sie z 2, 3 1 4 (poniewaz ich przedziaty naktadaja
sie wzajemnie),

— wierzchotek 2 przecina sie z 1, 31 4,

— wierzchotek 3 przecina sie z 11 4,

— wierzchotek 4 przecina siec z 1, 21 3.

Taka reprezentacja pomaga w sposob bardziej kompaktowy zapisa¢ pelng

strukture grafu przedziatowego bez koniecznosci posiadania obiektu grafu

lub jawnej listy krawedzi.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego zbioru dominujacego dla graféw prze-
dziatowych.

Dane wyjsciowe: Wyznaczone jednocze$nie najmniejszy zbiér dominujacy
i najwiekszy zbior 2-niezalezny.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przeanalizowania podwdjnej
permutacji, ktora reprezentuje nasz graf przedziatowy. Na tej podstawie iden-
tyfikowane sg poczatki oraz konice przedzialow dla kazdego z wierzchotkow,
a nastepnie dla kazdego z nich sa réwniez tworzone zbiory sasiadéw, bez
koniecznosci jawnego konstruowania grafu. W kolejnym kroku permutacja
jest przetwarzania liniowo, a algorytm §ledzi aktualnie aktywne przedziaty.
Kiedy napotykamy na koniec przedziatu danego wierzchotka to sprawdzamy,
czy zostat on juz zdominowany. Jesli nie, wtedy do zbioru dominujacego doda-
jemy najbardziej oddalonego sasiada, a sam wierzchotek dodajemy do zbioru
2-niezaleznego. Proces taki powtarzamy do momentu, az skonczymy prze-
twarzaé¢ wszystkie wierzchotki, dzieki czemu pokrywamy kazda klike. W re-
zultacie otrzymujemy najmniejszy zbiér dominujacy oraz zbiér 2-niezalezny,
ktore budujemy réownoczesnie w trakcie pracy algorytmu.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n+m), gdzie n to liczba
wierzchotkéw, a m to liczba krawedzi w podanym grafie. W pierwszej czesci
algorytmu budowa stownika ze zbiorami sgsiadéw wierzchotkoéw zajmuje czas
O(n+m). W drugiej czesci algorytmu iterujemy po wierzchotkach grafu (po
permutacji), a wewnatrz petli przeszukujemy sasiedztwo danego wierzchotka.
Laczny rozmiar sasiedztw to dwukrotnosé liczby krawedzi, wiec ta czes¢ row-
niez zajmuje czas O(n+m). Przeprowadzone testy potwierdzaja te ztozonosé,
dla rzadkich grafow 2-drzewowych czas ro$nie liniowo wraz ze wzrostem licz-
by wierzchotkow, a dla gestszych grafow k-drzewowych obserwujemy wzrost
bliski O(n?) z powodu duzej liczby krawedzi. We wszystkich przypadkach
potwierdzono optymalng ztozonosé czasowa wzgledem wielkosci grafu.

Uwagi: Na potrzeby implementacji tego algorytmu stworzone zostalty dwie
funkcje, z dwoma réznymi podejsciami do problemu.

Pierwsza funkcja interval minimum dsetl do wyznaczenia sasiadéw wierzchot-
ka wymagala podania dodatkowo grafu abstrakcyjnego, odpowiadajacego
przedziatom. Z kolei druga funkcja interval minimum dset2, opisana powyzej,
sama wyznacza sasiadow wierzchotka na bazie podwojnej permutacji.
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Listing 3.6. Modut interval2.

def interval minimum dset2(perm):

" Einding a minimum dominating set and a maximum 2—stable set

nnn

of an interval graph (double perm).
# Zapisuje indeksy koncow przedzialow .
pairs = dict ((node, []) for node in set(perm)) # O(n) time
for idx, node in enumerate(perm): # O(n) time

pairs [node]. append (idx)

# Tworze zbiory sasiadow, graph[v] is closed meighborhood of v.
graph = dict ((node, set([node])) for node in set(perm)) # O(n)

used = set () # current nodes
for source in perm: # O(n) time
if source in used: # bedzie usuwanie node
used .remove (source)
else: # dodajemy nowy node i krawedzie

for target in used:
graph|[source |.add(target)
graph|target |.add(source)
used .add (source)

dset = set ()
stable2 = set ()
used = set () # aktywne przedzialy

for source in perm: # idziemy wzdluz permutacji, O(n) time
if source in used: # bedzie usuwanie node, klika zmaleje
target = max(used, key=lambda v: pairs[v]|[1])
if len(graph|[source].intersection(dset)) = 0:

dset .add(target)
stable2.add (source)
used .remove (source)
else: # dodajemy nowy node, klika rosnie
used .add (source)
return dset, stable2

3.6. Wyznaczanie najmniejszej wagi zbioru
dominujacego dla graféw przedzialowych

Przedstawiony ponizej algorytm pochodzi z pracy Ramalingama i Ranga-
na z roku 1988 [28]. W pracy tej przedstawiono bazowy algorytm do znajdo-
wania najmniejszych zbioréw dominujacych w grafach przedziatowych. Poda-
no rowniez proste modyfikacje algorytmu bazowego, pozwalajace na wyzna-
czenie zbiorow dominujacych o najmniejszej sumie wag czy tez niezaleznych
zbioréw dominujacych.

Dane wejsciowe: Graf przedzialowy jest zapisany w postaci podwdjnej per-
mutacji o dhugosci 2n z etykietami wierzchotkéw, gdzie n to liczba wierzchot-
kow, a etykieta dla danego wierzchotka reprezentuje poczatek lub koniec jego
przedziatu.

Problem: Wyznaczenie zbioru dominujacego o najmniejszej sumie wag dla
graféw przedziatowych.
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Dane wyjsciowe: Wyznaczony zbiér dominujacy o najmniejszej sumie wag
wraz z jego catkowita waga.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przeanalizowania podwoj-
nej permutacji, ktora reprezentuje nasz graf przedziatowy. Na tej podstawie
identyfikowane sa poczatki i konice przedziatow dla kazdego z wierzchotkow,
wyznaczamy takze perfekcyjny schemat eliminacji wierzchotkow (PEQO) przez
iteracyjne usuwanie wierzchotkéw o najmniejszych koricach przedziatow. Na-
stepnie tworzone sa zbiory sasiadéow dla kazdego z wierzchotkéw, pozwala
to unikna¢ jawnego konstruowania grafu. Kolejny krok to wyznaczenie funk-
¢ji pomocniczych low(i), maxlow(i) i zbiorow M;, ktore zawieraja sasiadow
wierzcholka i z wiekszymi numerami. Algorytm wykorzystuje nastepnie pro-
gramowanie dynamiczne, dla kazdego wierzchotka ¢ rozwazamy wszystkich
mozliwych kandydatéw do zbioru dominujacego: wierzchotki z przedziatu
[maxlow(i), 1] oraz sasiadoéw ze zbioru M;. Kazdemu z kandydatéw oblicza-
my sume jego wag oraz wage optymalnego rozwiazania. Wyboru dokonujemy
na podstawie najmniejszej sumy wag. W celu optymalizacji pamieci oraz
czasu wykonania algorytmu, zamiast przechowywaé petne zbiory dominuja-
ce, zapamietujemy tylko indeksy wybranych wierzchotkéw w tablicy choice.
Na koricu odtwarzamy iteracyjnie nasze rozwiazanie poprzez cofanie sie po
wierzchotkach od ostatniego do pierwszego.

Ztozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n+m), gdzie n to liczba
wierzchotkéw, a m to liczba krawedzi w grafie.

Uwagi: Poprzez przechowywanie tylko indeksow wybranych wierzchotkdw
udato sie uniknaé¢ kopiowania calych zbioréw dominujacych w kazdym kroku
algorytmu co poskutkowato zmniejszeniem zuzycia pamieci oraz przyszpie-
szeniem dziatania algorytmu.

Listing 3.7. Modutl interval wdset.

def interval minimum weight dset(perm, weight dict):

"M Eind o minimum weight dominating set for interval graphs."""

peo = [
used = set () # current nodes
for node in perm: # O(n) time

if node in used:
used . remove (node)
peo.append (node)
else:
used . add (node)

n = len(peo)
node to_ index = dict((node, i+1) for i, node in enumerate(peo))

# Przepisujemy perm na indeksy z peo plus jeden, O(n) time.
perm2 = [node_ to index[node] for node in perm]

# adjacency[v] is closed mneighborhood of v.

adjacency = dict ((i, set([i])) for i in range(l, n+l)) # O(n) time
used = set ()
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for i in perm2: # O(n) time
if i in used:
used . remove (1)
else:
for j in used:
adjacency [i].add(j)
adjacency [j].add (i)
used .add (1)

# find low(i) — smallest element (index) in neighborhood Nfi].
low = [0] % (n+l) # low[0] is not used
for i in range(l, n+1l): # total O(n+tm) time

low[i] = min(adjacency[i])

maxlow = [0] * (n+1)  # mazlow[0] is not used
for i in range(1l, n+1): # total O(n+m) time
maxlow[i] = max(low|[j]| for j in range(low[i], i+1))

# M i= {5 | 7 >4 and j is a neighbor of i}
M = dict((i, []) for i in range(l, n+1)) # O(n) time
i in range(l, n+1): # total O(n+m) time
for j in adjacency|[i]:
if j > i:
M. append (j)

for

Wt = [0.0] %= (n+l) # Wtfo] = 0, Wt[i] is weight of MD[i]
choice = [0] * (n+1) # choice[i] = indeks wybranego wierzcholka dla MD/i]

for i in range(l, n+1):
min_ weight = float (’inf’)
min_j = 0 # sztuczna wartosc

# check all candidates: L i = {mazlow[i], ..., i} and M i = {j > i}
candidates = list (range(maxlow[i], 1+1)) + M[i]
for j in candidates:

total weight = weight dict[peo[j—1]] + Wt[low[]j]—1]

if total weight < min weight:

min_ weight = total weight
min_j = j

choice[i] = min_j

Wt[i] = min_ weight

# odtwarzamy rozwiazanie uzywajac iteracyjnego backtracking

result set = set ()

i =n

while i > 0:
j = choice|[1i]
result set.add(peo[j—1])
i=1lowl[j] — 1

return Wt[n], result set
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3.7. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego
dla graféw permutacji

Problem wyznaczania zbioru dominujacego dla graféw permutacji zostat
rozwiazany w roku 1985 przez Farbera i Keila [35], ktorzy podali pseudokod
algorytmu o zlozonosci O(n?).

Dane wejsciowe: Liczba wierzchotkéw n oraz permutacja P o dtugosci n
(lub n 4+ 1 z zerem na pozycji 0). W implementacji dla wygody gdy |P| = n,
dopelniamy P przez wstawienie zera na pozycje 0.

Problem: Wyznaczenie najmniejszego zbioru dominujacego w grafie permu-
tacji.

Dane wyjsciowe: Wyznaczony najmniejszy zbiér dominujgcy.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od inicjalizacji tablicy stanéw

D1li]]j] z wartosciami oo dla wszystkich pozycji, gdzie D[0][0] = O reprezen-

tuje stan poczatkowy. Algorytm wykorzystuje programowanie dynamiczne

dzialajace na samej permutacji P oraz jej odwrotnosci P~!, bez jawnego bu-

dowania grafu. Utrzymujemy tablice zbiorow D]i][j], gdzie kazdy wpis repre-

zentuje minimalny zbior dominujacy dla prefiksu {1, ..., i} przy zalozeniu, ze

najwiekszy z ,prawych koncoéw" przykrytych na dolnym rzedzie ma wartosé

J. Dla kazdego kolejnego wierzchotka i rozwazane sg trzy przypadki:

— brak zmiany: D[i|[j] = D[i — 1][j] - wierzchotek i nie jest dodawany do
zbioru dominujacego,

— domkniecie najwiekszego prawego korica: D[i][j] = D[i — 1][j’] +1
gdzie j' jest odpowiednio zaktualizowane,

— dodanie biezacego wierzchotka: D[i][j] = D[i —1][j] + 1 - wierzcholek
1 jest dodawany do zbioru dominujacego,

a wybor dokonany jest wedlug najmniejszej licznosei, czyli Di][j] to bedzie

minimum z powyzszych trzech wartosci.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n to liczba
wierzchotkéw. Mamy podwojna petle po indeksach ¢, j, wiec wymagane jest
budowanie zbiorow D]i][j] w stalym czasie. Pewne operacje na zbiorach zaj-
muja czas O(n) (obliczanie maksimum), wiec tych operacji nie moze by¢
wykonywanych wiecej niz O(n). Dla grafow permutacji drabiny zlozonosé
ma pewien narzut ponad O(n?) spowodowany sklejaniem zbioréw.

Uwagi: Implementacja w module pdsetl.py zwraca jawny najmniejszy zbior
dominujacy. Zastosowanie permutacyjnego modelu P pozwala uniknaé¢ bu-
dowy grafu.

Listing 3.8. Modut pdset1.

def permutation minimum dset(perm):
"M Eind o minimum dominating set in a permutation
graph given by a permutation. """
assert perm[0] = 0 # fake value

38



n = len

(perm)

permnv = [None| * n
for i in range(n):
permnv [perm|[i]] = i

[~

# Dfi
D

/il
[1]

for j in range(n):
if j >= perm|[1]:

: P[l][j] = [1]
DI1][j] — ]
def max perm(S):

nnn

= dominating set Yij with minimal cardinality
for _ in range(n)] for _ in range(n)]

Returns the mazimum perm[v] for v in S"""
return max((perm|[v] for v in S), default=-1)

for i in range(2, n):
max(perm|[j] for j in range(l, i+1))

p:
ki

for

permnv [p]|

j in range(n):
if j < perm[i]:

Dli][j] = D[i — 1][j]

elif j — perm|[i]:

if max perm(D[i — 1|[j]) > perm]|i]:
Dli][j] = D[i — 1][j]

else:

D[i][j] =D[i — 1][j] + [k] # copying
else: # j > perm[i]
# A: we do not add i
if max perm(D[i — 1]|[j]) > perm][i]:

A
else:

D1 — 1][j]

A =D[i — 1][j] + [k] # copying

# B: we add i and look at Dfi—1][perm[i] — 1]

B =D[i — 1l][perm[i] — 1] + [i] # copying
if len(A) < len(B):
Dli][j] = A
elif len(B) < len(A):
D[i][j] =B
else:
D[i][j] = A if max perm(A) > max perm(B) else B

return set(perm|[i] for i in D[n—1][n—1])
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3.8. Wyznaczanie najmniejszej wagi zbioru
dominujacego dla grafé6w permutacji

Problem wyznaczania najmniejszej wagi zbioru dominujacego dla grafow
permutacji zostal rowniez rozwiazany w roku 1985 przez Farbera i Keila [35],
dla tego problemu autorzy podali pseudokod algorytmu o zlozonosci O(n?).

Dane wejsciowe: Permutacja P definiujaca graf permutacji oraz lista wag
w przypisanych wierzchotkom tego grafu.

Problem: Wyznaczenie najmniejszej wagi zbioru dominujacego w grafie per-
mutacji.

Dane wyjsciowe: Wyznaczona minimalna waga zbioru dominujacego oraz
jawnie podana lista wierzchotkéw tworzacych najmniejszy zbiér dominujacy.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od inicjalizacji tablicy trojwy-
miarowej S|i][7][k], gdzie S[i][j][k] reprezentuje minimalng wage zbioru do-
minujacego dla podgrafu indukowanego przez wierzchotki {1,2,... i}, z do-
datkowym warunkiem, ze wierzcholek o wartosci £ musi by¢ zdominowany
przez wierzchotki o wartosciach nie wiekszych niz j.

W poczatkowym etapie algorytmu inicjalizujemy rozwiazania dla pierw-
szego wierzcholka, ustawiajac S[1][j][k] = (w[P(1)],[P(1)]) dla k = P(1) oraz
S[1][7][k] = None dla k # P(1). W kolejnych etapach algorytmu dla kazdego
wierzchotka ¢ rozwazamy trzy przypadki w zaleznosci od relacji miedzy j a
P(i):

— gdy j < P(i): kopiujemy rozwiazanie z poprzedniego etapu lub dodajemy

biezacy wierzchotek do najlepszego rozwiazania z poprzednich wartosci k,
— gdy 7 = P(i): kopiujemy rozwiazanie z poprzedniej pozycji j — 1 lub

ustawiamy None jesli warunki nie sa spetnione,

— gdy j > P(i): wybieramy lepsze z dwoch rozwigzan - bez dodawania bie-
zacego wierzchotka lub z dodaniem biezacego wierzchotka do rozwiazania

z pozycji P(i) — 1.

W kazdym przypadku aktualizujemy tablice S na podstawie wczesniej
obliczonych rozwigzan, zachowujac informacje o wagach i wartosciach wierz-
chotkéw. Po przetworzeniu wszystkich etapéw wybieramy najlepsze rozwia-
zanie sposrod wszystkich kandydatow S[n][n][k], porownujac ich wagi i zwra-
cajac rozwigzanie o najmniejszej wadze.

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n to liczba
wierzchotkow.

Uwagi: Implementacja w module wpdsetl.py zwraca jawny najmniejszy zbior
dominujacy. Zastosowanie permutacyjnego modelu P pozwala uniknaé¢ budo-
wy grafu.

Listing 3.9. Modutl wpdset1.

def permutation minimum weight dset(permutation, weights):
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" Computes a minimum weight dominating set in a permutation
graph given by a permutation and weights. """
if len(weights) > 0 and weights[0] != O:
weights = [0] + weights
if len(permutation) > 0 and permutation|[0] != 0:
permutation = [0] + permutation

n = len(permutation) — 1
assert (len(weights) = n + 1 and
min(weights[1:]) >= 0), "Invalid weights or size."

# inverse permutation: inv_perm[value] = position
inv_perm = [0] % (n + 1)
for pos in range(l, n + 1):

inv_perm|permutation [pos|| = pos

# Sli][j][k] stores (weight, vertex walues) for stages i, j, k
S = [[[None] * (n + 1) for i in range(n + 1)]
for j in range(n + 1)]

for j in range(0, n + 1):
for k in range(1l, n + 1):
if k = permutation[1]:
S[1][j][k] = (weights|[permutation[1]], [1])
else:
S[1][j]1k] - None

for stage in range(2, n + 1):
for k in range(l, n + 1):
if inv_perm[k] <= stage:
S[stage|[0][k] = (weights[k], [inv_perm[k]])
else:
S[stage][0][k] = None

for j in range(l, n + 1):
for k in range(l, n + 1):
if j < permutation|stage]:

if k != permutation|[stage]:

S[stage [[j][k] = S[stage — 1][j][k]
else:

best solution = None

for 1 in range(l, k):
candidate = S[stage|[]j][]]
if candidate is not None:
new_weight = (weights|permutation [stage || +
candidate [0])
if (best solution is None or
new weight < best solution [0]):

new vertices = ([stage]| +
candidate [1])
best solution = (new_ weight, new vertices)

if best solution is None:

vertex weight = weights|[permutation[stage ||
best solution (vertex weight ,
[stage])
S[stage|[j][k] = best solution
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elif j =— permutation|[stage]:
if (k >= j) and (inv_perm[k] <= stage):
 Slstage] (1K) = Slstage ][~ 1][K

é[stage][j][k] = None

else: # j > permutation[stage]

if k = permutation[stage|:
S[stage|[j][k] — S|stage|[k][k]

elif (k > permutation|stage|) and (inv_perm][k]| <= stage):
# option A: don’t add current vertex
option A = S[stage — 1][]j][k]
option A weight (float (’inf )

if option A is None else option A[0])

# option B: add current wvertex
base_solution = (S[stage]|[permutation[stage] — 1][k]
if permutation[stage] — 1 >= 0 else None)
if base solution is None:
option B = None
else:
new_weight = (base_solution [0] +
weights [permutation[stage|])
new vertices = ([stage] +
base solution|[1])
option B = (new_weight, new vertices)

# choose the better option

if option B is None or option A weight <= option B[0]:
S[stage|[j][k] option A

else:

S[stage |[]][k]

option B
else:

S[stage]|[j][k] = None

# finding best solution among all final candidates
best solution = None

for k in range(l, n + 1):
candidate = S[n][n][k]
if (candidate is not None and

(best solution is None or candidate [0] < best solution[0])):
best solution candidate

if best solution is None:
return float (’inf’), []

return best solution [0], set(permutation|[i| for i in best solution[1])

3.9. Wyznaczanie najmniejszej wagi niezaleznego zbioru
dominujacego dla graféw permutacji

Problem wyznaczania najmniejszej wagi niezaleznego zbioru dominujace-
go dla grafow permutacji zostal rozwiazany w roku 1987 przez Brandstadta
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i Kratscha [41], dla tego problemu podali pseudokod algorytmu o ztozonosci

O(n?).

Dane wejsciowe: Permutacja P definiujaca graf permutacji oraz lista wag
w przypisanych wierzchotkom tego grafu.

Problem: Wyznaczenie najmniejszej wagi niezaleznego zbioru dominujace-
go w grafie permutacji.

Dane wyjsciowe: Wyznaczona najmniejsza waga niezaleznego zbioru do-
minujacego oraz jawnie podana lista wierzchotkéw tworzacych najmniejszy
zbiér dominujacy.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od inicjalizacji tablic kosztow
cli] i poprzednikow parent[i|. Nastepnie w pierwszym etapie obliczamy dy-
namicznie minimalny koszt c[i] rozwiazania, ktore konczy sie wyborem wierz-
chotka na pozycji i-tej w permutacji. Dla kazdej pozycji ¢ inicjalizujemy
cli] = w(P(i)) i przechodzimy w lewo po pozycjach j, takich ze j < i w poszu-
kiwaniu takiego najlepszego wierzchotka do dotaczenia do rozwiazania, ktore
nie ztamie niezalezno$ci. Warunek niezaleznosci wymuszamy zmienng ¢ inicja-
lizowana na —1, taka ze dopuszczamy tylko te j, dla ktoérych wartosci P(j)
rosng wzgledem wezesniej sprawdzonych (odpowiada to brakowi krawedzi
miedzy wybranymi wierzchotkami). Dla kazdego dopuszczonego j sprawdza-
my czy potaczenie i+ j ma mniejsza wage niz aktualne c[i]. Jesli tak, to aktu-
alizujemy c[i] i zapamietujemy rodzica pozycji i-tej. Nastepnym krokiem jest
wybor ogona rozwiazania, w tym celu przechodzimy po permutacji od konca,
utrzymujac prog right i traktujac jako kandydatow tylko pozycje, takie ze
P(i) > right. Dla kazdego takiego i sprawdzamy czy c[i] < c[best indezx]
i jesli tak, to aktualizujemy best index. Ostatnim krokiem jest odtworze-
nie naszego rozwiazania poprzez cofanie sie po poprzednikach od naszego
wybranego ogona i budowanie zbioru wierzchotkow.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n to liczba
wierzchotkow.

Uwagi: Dostepne sa dwie implementacje tego algorytmu:

— wipdsetl.py — przyjmuje permutacje liczb od 1 do n oraz liste wag indek-
sowang pozycjami, zwraca liste wierzchotkow,

— wipdset2.py — przyjmuje dowolne permutacje liczb od 0 do n — 1 oraz li-
ste lub stownik z wagami indeksowanymi warto$ciami permutacji, zwraca
zbior wierzchotkow.

Zastosowanie permutacyjnego modelu P pozwala unikng¢ budowy grafu. Tak
jak w przypadku dwoch poprzednich algorytmow, problem wyznaczania naj-
mniejszej wagi niezaleznego zbioru dominujacego dla graféw permutacji zo-
stal réwniez rozwiazany w roku 1985 przez Farbera i Keila [35]. Podali oni
tam pseudokod algorytmu o ztozonosci O(n?), jednakze rozwigzanie podane
przez Brandstadta i Kratscha jest prostsze i szybsze.
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Listing 3.10. Modul wipdset2.

def permutation minimum weight independent dset2(perm, weights):
" Computes a minimum weight independent dominating set

in a perm graph defined by a perm and weights.
nimnn

n = len(perm)
assert len(weights) =— n

# stage 1: compute c(i) values
¢ = [float ("inf")] % n
parent = [—1] = n  # from right to left indices

for i in range(n):

t = —1 # below the smallest allowed index 0
c[i] = weights[perm][i]] # perm[i] must be in MIS
for j in range(i—1, —1, —1):
if perm[j] < perm[i] and t =— —1: # first extension of MIS

c|i] = weights|perm[i]|] + c¢[j]
t = perm|j ] # MIS decreased from P(i) to P(j) going left

parent[i] = j
elif -1 < t < perm[]j] < perm|[i]:

new ci = weights|[perm|[i]] + c[]]

if new ci <= c[i]: # if equal weight, we prefer better perm/[j]
c[i] = new_ci
parent[i] = j

# t remembers the largest left neighbor of P(i) that was checked

t = perm|j]

# stage 2: select minimum c(i) that is tail of mis
best index = n—1
right = perm|[best index] # try the right end for MIS

for i in range(n—2, —1, —1): # go left from position n—1
if perm[i] > right: # otherwise perm[i] would be in the old MIS
if c[i] <= c|[best_index|: # if equal weight, we prefer bigger MIS

best index = i
right = perm|1i] # new right end for MIS, which was checked

# reconstruct solution

mis = set ()

i = best index

while i = —1: # O(n)
mis.add (perm[i])
i = parent|[i]

return c|[best index]|, mis




4. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono szereg problemoéw zwigzanych ze zbio-
rami dominujacymi, ich odmiany i algorytmy znajdujace rozwiazania. Przy
okazji omoéwiono pewne metody wykraczajace poza tematyke zbioréw domi-
nujacych.

Problem zbioréw dominujacych polega na znalezieniu najmniejszego pod-
zbioru wierzchotkéw grafu, takiego ze kazdy wierzchotek grafu nalezy do
tego podzbioru lub sasiaduje z co najmniej jednym wierzchotkiem naleza-
cym do tego zbioru. Jest to problem o szerokim zastosowaniu w praktyce,
miedzy innymi w telekomunikacji i lokalizacyjnych problemach. Problem jest
NP-zupelny dla graféw ogélnych, jednak dla wielu klas graféw istnieja efek-
tywne algorytmy wielomianowe, ktore zostalty przedstawione w ramach tej
pracy.

Waznym aspektem teoretycznym jest zrozumienie, gdzie przebiega grani-
ca miedzy rodzinami grafow, dla ktérych problem znajdowania najmniejszego
zbioru dominujacego jest mozliwy do rozwiazania w czasie wielomianowym, a
tymi, dla ktorych staje sie juz trudny (NP-zupelny). Tabela przedstawia
klasyfikacje wybranych rodzin graféw pod tym wzgledem.

Tabela 4.1. Granica wielomianowej rozwiazywalnosci problemu zbioréw dominuja-
cych dla wybranych rodzin graféw.

wielomianowa | wykladnicza (NP-zupelny)
drzewa, sp-grafy grafy planarne
grafy przedziatowe grafy cieciwowe
grafy permutacji grafy kotowe
grafy permutacji grafy poréwnywalnosci
drzewa grafy dwudzielne

Kazdy wiersz w tabeli poréwnuje dwie zblizone rodziny graféw, gdzie dru-
ga (wyktadnicza) jest uogolnieniem pierwszej (wielomianowej). Przyktadowo,
drzewa to szczegélny przypadek grafow planarnych, ale problem jest latwy
dla drzew, a trudny dla ogélnych graféw planarnych. Podobnie grafy prze-
dziatowe to podzbioér grafow cieciwowych, ale problem ten staje sie trudny
przy przejsciu do ogdlnych graféw cieciwowych.

Metoda primal-dual pozwala na wyznaczenie jednocze$nie najmniejszego
zbioru dominujacego i najwiekszego zbioru 2-niezaleznego. Pokazano zasto-
sowanie metody dla drzew i grafow przedziatowych.

Drzewa maja strukture rekurencyjna, co jest wykorzystywane w metodzie
sktadania drzew (metoda Borie). W pracy pokazane zostalo zastosowanie tej
metody do znajdowania najmniejszych zbioréw dominujacych, zwyktych i
niezaleznych, z wagami lub bez wag. Warto zauwazy¢, ze wiele rodzin grafow
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ma strukture rekurencyjna, co oczywiscie byto wykorzytywane w literaturze
do tworzenia wydajnych algorytmow.

Metoda programowania dynamicznego pozwala zachowaé zalety podej-
Scia rekurencyjnego przy jednoczesnym uniknieciu jego wad. Programowa-
nie dynamiczne jest wykorzystane w przypadku algorytmoéow dziatajacych na
grafach permutacji, ktore maja strukture liniowa (nie maja trojek asteroidal-
nych). Idac wzdtuz permutacji tworzy si¢ pewne zbiory pomocnicze, aby na
koncu uzyska¢ wymagany zbiér dominujacy.

Wszystkie powyzsze metody znalazly zastosowanie w implementacjach
algorytmoéw do znajdowania najmniejszych zbioréw dominujacych, najmniej-
szych niezaleznych zbioréw dominujacych, zbior6w dominujacych o najmniej-
szej wadze oraz niezaleznych zbioréw dominujacych o najmniejszej wadze,
powstatych w ramach tej pracy opisanych doktadnie w rozdziale |3 Kazda
z implementacji zostata sprawdzona pod katem poprawnosci z wykorzysta-
niem testow jednostkowych powstalych z pomoca modutu unittest oraz pod
katem wydajnosci i ztozonosci czasowej z wykorzystaniem modutu timeit.
Otrzymane wyniki potwierdzily teoretyczne ztozonosci algorytmow. Bardziej
szczegOtowe informacje na temat testow znajduja sie w rozdziale [A]



A. Testy algorytmow

W tej czesci pracy opiszemy wyniki testow algorytmoéw z rozdziatu
Algorytmy zostaly przetestowane pod katem poprawnosci oraz wydajnosci
z uzyciem narzedzi dostepnych w jezyku Python. Kazdy algorytm zostat
sprawdzony pod wzgledem poprawnosci przy uzyciu testéow jednostkowych
przygotowanych z modutem unittest [42]. Oceny wydajnosci oraz wyznaczenie
zlozonosci obliczeniowej zostaly z kolei przeprowadzone z uzyciem modutu
timeit [43]. Dla kazdego algorytmu badania byly wykonywane trzykrotnie, a
nastepnie brano mediane, poniewaz wystepuje tutaj przypadkowosé¢ wynikow
wynikajaca z wplywu innych proceséw w systemie operacyjnym.

A.1. Test wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla drzew

Algorytm z klasy TreeDominatingSet3 zostal przetestowany na losowo wy-
generowanych drzewach o réznych liczbach wierzchotkéw. Drzewa zostaly
wygenerowane za pomocg funkcji make tree z klasy GraphFactory, nalezacej do
pakietu graphtheory [I1]. Wynikiem testow jest warto$¢ wspotcezynnika dopa-
sowania a = 1.014(30) ukazana na wykresie . Potwierdza ona teoretyczna
ztozonosé obliczeniowa wynoszaca O(n).

A.2. Test wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla drzew z uzyciem klasy TreePEO

Algorytm z klasy TreeDominatingSet4 rowniez zostal przetestowany w iden-
tyczny sposéb co algorytm z klasy TreeDominatingSet3. Wynikiem testow jest
wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 0.994(33) ukazana na wykresie
Potwierdza ona teoretyczna zlozono$é obliczeniowa wynoszaca O(n). Jak
mozna zauwazy¢, roznice miedzy podejsciami sa minimalne, z lekka przewaga
algorytmu uzywajacego klasy TreePEO.

A.3. Test wyznaczania najmniejszego niezaleznego
zbioru dominujacego dla drzew

Algorytm z klasy TreelndependentDominatingSetl zostal przetestowany na
losowo wygenerowanych drzewach o réznych liczbach wierzchotkéw. Drze-
wa zostaly wygenerowane za pomocg funkcji make tree z klasy GraphFactory,
nalezacej do pakietu graphtheory [I1]. Wynikiem testow jest wartos¢ wspot-
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Wyznaczanie dset i 2-stable set dla drzewa lub lasu
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Rysunek A.1. Wykres pomiaréow algorytmu znajdujacego najmniejszy zbiér domi-
nujacy dla drzew i lasow. Wartosé wspotezynnika dopasowania a = 1.014(30) jest
potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n).

Wyznaczanie dset i 2-stable set dla drzewa lub lasu z uzyciem funkcji TreePEO

1
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Rysunek A.2. Wykres pomiaréow algorytmu znajdujacego najmniejszy zbiér domi-
nujacy dla drzew i laséw z uzyciem klasy TreePEO. Wartos¢ wspotczynnika dopa-
sowania a = 0.994(33) jest potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowe;j

O(n).
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czynnika dopasowania a = 1.058(19) ukazana na wykresie [A.3] Potwierdza
ona teoretyczng ztozonosé obliczeniowa wynoszaca O(n).

A.4. Test wyznaczania zbioru dominujacego
Z najmniejsza waga dla drzew

Algorytm z klasy WeightedDominatingSet1 zostal przetestowany na losowo
wygenerowanych drzewach o réznych liczbach wierzchotkéw. Drzewa zostaty
wygenerowane za pomocg funkcji make tree z klasy GraphFactory, nalezacej
do pakietu graphtheory [I1]. Do przydzielania wag wierzchotkom wykorzysta-
no algorytm BipartiteGraphBFS z tego samego pakietu, ktory koloruje drzewo
na dwa kolory, a nastepnie przypisuje wagi 1 lub 3 w zaleznosci od kolo-
ru wierzchotka. Wynikiem testow jest warto$é wspotezynnika dopasowania
a = 1.122(14) ukazana na wykresie [A.4] Potwierdza ona teoretyczna zlo-
zonos¢ obliczeniowa wynoszaca O(n). Pewna nadwyzka ponad wartosé jeden
wynika z dziatania metody calc weight, ktora wielokrotnie oblicza wage zbio-
row dominujacych oraz jawnego trzymania zbioréw dominujacych. Mozna
tego uniknaé¢ kosztem pewnego skomplikowania kodu: w wywotaniach reku-
rencyjnych tacznie ze zbiorami nalezy tez przekazywaé wagi zbiorow.

A.5. Test wyznaczania niezaleznego zbioru
dominujacego z najmniejsza waga dla drzew

Algorytm z klasy TreeWeightedIndependentDominatingSet1 zostal przetesto-
wany w identyczny sposob jak algorytm z klasy WeightedDominatingSet1. Wy-
nikiem testow jest wartos¢ wspotczynnika dopasowania a = 1.082(14) uka-
zana na wykresie [A.5 Potwierdza ona teoretyczna zlozonosé obliczeniowa
wynoszaca O(n). Tak samo jak w przypadku algorytmu dla wazonych zbio-
row dominujacych dla drzew, pewna nadwyzka ponad wartos¢ jeden wynika
z dzialania metody calc weight, ktora wielokrotnie oblicza wage zbioréw
dominujacych oraz jawnego trzymania zbioréw dominujacych. Mozna tego
uniknaé¢ kosztem pewnego skomplikowania kodu: w wywotaniach rekurencyj-
nych tacznie ze zbiorami nalezy tez przekazywac¢ wagi zbiorow. Na wykresach
1[A.7 ukazano wyniki dziatania dwoch dodatkowo zrobionych wersji algo-
rytmu, ktore r6znig sie obecnoécia funkcji cale weight aby zobaczyé wplyw
tej funkcji na ztozonosé czasowa.

A.6. Test wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla graféw przedzialowych
2-drzewowych

Algorytm z funkcji interval minimum dset2 zostal przetestowany na loso-
wo wygenerowanych grafach 2-drzewowych w postaci podwojnej permutacji.
Grafy przedzialowe zostaly wygenerowane za pomoca funkcji make 2tree interval

49



Wyznaczanie idset dla drzewa lub lasu
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Rysunek A.3. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy niezalez-

ny zbiér dominujacy dla drzew i lasow. Warto$é¢ wspoétczynnika dopasowania
a = 1.058(19) jest potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n).

Wyznaczanie wdset dla drzew lub lasu (z funkcja calc weight)
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Rysunek A.4. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy wa-

zony zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych drzew z uzyciem klasy
WeightedDominatingSet1 Wartos¢é wspotczynnika dopasowania a = 1.122(14) jest

potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej
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Wyznaczanie widset dla drzew lub lasu

Iog(t)l= a Iog(nl) +b I I I I I I I
datz_a L
0F &L1.081691 +-0.014092 .
A b=-5627895 +-0.054882 .
@
[0}
g2t -
>
8
.3 - .
4+ i
_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

log(n)

Rysunek A.5. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy wazony

niezalezny zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych drzew z uzyciem kla-

sy TreeWeightedIndependentDominatingSetl. Wartos¢ wspoétczynnika dopasowania

a = 1.082(14) jest potwierdzeniem teoretycznej zlozonosci obliczeniowej O(n).

Pewna nadwyzka ponad warto$¢ jeden wynika z dzialania metody _calc weight,

ktora wielokrotnie oblicza wage zbior6w dominujacych oraz jawnego trzymania
zbioré6w dominujacych.

Wyznaczanie widset dla drzew lub lasu algorytm drugi

T T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
data =
1 fit

0 a=1.123142 +/-0.012991

% -1 b =-5.595934 +/- 0.050591 7
£
D -2 N
k)
-3 -
-4 -
_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

log(n)

Rysunek A.6. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy wazony

niezalezny zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych drzew z uzyciem kla-

sy TreeWeightedIndependentDominatingSet2. Wartos¢é wspotczynnika dopasowania

a = 1.123(13) jest potwierdzeniem teoretycznej zlozonosci obliczeniowej O(n).

Pewna nadwyzka ponad warto$¢ jeden wynika z dzialania metody calc weight,

ktora wielokrotnie oblicza wage zbioréw dominujacych oraz jawnego trzymania
zbioréw dominujacych.
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znajdujacej sie w module intervaltools z pakietu graphtheory. Funkcja ta two-
rzy grafy o malej liczbie krawedzi rzedu O(n). Wynikiem testow jest wartosé
wspotezynnika dopasowania a = 0.9899(53) ukazana na wykresie . Po-
twierdza ona teoretyczna ztozonos$é obliczeniowa wynoszaca O(n).

A.7. Test wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla graféw przedzialowych
k-drzewowych

Algorytm z funkcji interval minimum _dset2 zostal przetestowany na loso-
wo wygenerowanych grafach k-drzewowych. Grafy przedzialowe tym razem
zostaly wygenerowane za pomoca funkcji make ktree interval znajdujacej sie
w module intervaltools z pakietu graphtheory. Funkcja ta tworzy grafy z klikami
maksymalnymi zawierajacymi k + 1 wierzchotkéw. Jezeli k bedzie proporcjo-
nalne do n, to otrzymamy liczbe krawedzi rzedu O(n?). Wynikiem testow
jest wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 1.910(41) ukazana na wykresie
[A.9] Potwierdza ona teoretyczna zlozonosé obliczeniows wynoszaca O(n?).

Algorytm z funkcji interval _minimum__dset2 zostal raz jeszcze przetestowany
na losowo wygenerowanych grafach k-drzewowych. Wynikiem testow jest war-
tos¢ wspolezynnika dopasowania a = 0.965(18) ukazana na wykresie
Potwierdza ona teoretyczna ztozonos¢ obliczeniowa wynoszaca O(n + m),
czyli liniowa wzgledem rozmiaru danych wejsciowych (rozmiaru grafu).

A.8. Test wyznaczania zbioru dominujacego o
najmniejszej wadze dla graféw przedzialowych
2-drzewowych

Algorytm z funkcji interval minimum weight dset zostal przetestowany na
losowo wygenerowanych grafach 2-drzewowych w postaci podwojnej permu-
tacji. Grafy przedziatowe zostaly wygenerowane za pomoca funkcji make 2tree interval
znajdujacej sie w module intervaltools z pakietu graphtheory. Funkcja ta tworzy
grafy o malej liczbie krawedzi rzedu O(n). Kazdemu wierzchotkowi przypisa-
ne zostaly wagi: parzystym wierzchotkom przypisano wage 1, a nieparzystym
wierzchotkom przypisano wage 2. Wynikiem testow jest warto$é¢ wspolezyn-
nika dopasowania a = 0.9856(54) ukazana na wykresie Potwierdza ona
teoretyczng zlozonosé obliczeniowa wynoszaca O(n + m).

A.9. Test wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla graféw permutacji

Algorytm z funkcji permutation minimum_dset zostal przetestowany na lo-
sowo wygenerowanych permutacjach o réznych dtugosciach. Wynikiem testow
jest wartos¢ wspolezynnika dopasowania a = 1.958(15) ukazana na wykresie
. Potwierdza ona teoretyczna zlozono$é obliczeniowa wynoszaca O(n?).
Algorytm zostal rowniez przetestowany na drabinie. Wynikiem testoéw jest
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Wyznaczanie widset dla drzew lub lasu - algorytm trzeci
(bez funkc;ji calc weight)
1 T T
log(t) =alog(n) + b
data =

ol dit7.061537 +/-0.022622

b =-5.700750 +/-0.088100

log(time [s])
)

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

log(n)

Rysunek A.7. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy wazony
niezalezny zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych drzew z uzyciem kla-
sy TreeWeightedIndependentDominatingSet3. Wartos¢ wspotczynnika dopasowania

a = 1.062(23) jest potwierdzeniem teoretycznej zlozonosci obliczeniowej O(n).
Pewna nadwyzka ponad warto$¢ jeden wynika z jawnego trzymania zbioréw do-
minujacych.

Wyznaczanie dset i 2-stable set dla grafow przedziatowych 2-drzewowych

05 T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
OfFdata =
fit
-05 | R
-1 a=0.989859 +/-0.005318 1
15 | 4
-2 b =-5.886481 +/- 0.020709 1

log(time [s])

-5 1 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

log(n)

Rysunek A.8. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy zbior

dominujacy dla graféw przedziatlowych 2-drzewowych 2z uzyciem funkcji

interval minimum_dset2. Warto$¢ wspolczynnika dopasowania a = 0.9899(53) jest
potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n).
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Wyznaczanie dset i 2-stable set dla grafow przedziatowych k-drzewowych

0t

log(time [s])

log(t) = a log(n) + b ' ' ' '
data =
fit

a=1.909734 +/-0.040258
b =-6.991604 +/-0.107827

Rysunek

2.5 3.5
log(n)

A.9.

Z

Wyznaczanie dset i 2-stable set dla grafow przedziatowych
k-drzewowych z uwzglednieniem rozmiaru grafu n+m

O_

J
N
T

log(t)
data

T T T T T T
=alog(n+m) + b
n

fit

a=0.964952 +/-0.017678
b =-6.645835 +/- 0.087828

Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy zbidr
dominujacy dla graféw przedzialowych k-drzewowych
interval _minimum_dset2. Warto$¢ wspolczynnika dopasowania a = 1.910(41) jest
potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?) dla grafow gestych.

uzyciem funkcji

log(time [s])

Rysunek A.10.

log(n+m)

Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy zbiér do-

minujacy dla tych samych graféw przedzialowych k-drzewowych co na rysunku[AZ9]

ale z uwzglednieniem rozmiaru grafu n + m. Wartos¢ wspotczynnika dopasowania

a = 0.965(18) jest potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n+m),
czyli liniowej wzgledem rozmiaru danych wejéciowych.
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warto$¢ wspolezynnika dopasowania a = 2.390(64) ukazana na wykresie
m. Pewna nadwyzka ponad O(n?) wynika z faktu, ze sklejanie zbioréw
jest kosztowne i daje pewien narzut.

A.10. Test wyznaczania najmniejszego wazonego zbioru
dominujacego dla graféw permutacji

Algorytm z funkcji permutation weighted minimum _dset zostal przetesto-
wany na losowo wygenerowanych permutacjach o réznych diugosciach. Do
przypisywania wag wierzchotkom zostala przygotowana funkcja, ktora parzy-
stym wierzchotkom przypisuje wage 1, a nieparzystym 3. Wynikiem testow
jest warto$¢ wspotezynnika dopasowania a = 2.965(16) ukazana na wykresie
[A.14] Potwierdza ona teoretyczng zlozonos¢ obliczeniowa wynoszaca O(n?).

A.11. Test wyznaczania najmniejszego wazonego
niezaleznego zbioru dominujacego dla graféw
permutacji

Algorytm z funkcji permutation weighted minimum _independent dset2 zostal
przetestowany na losowo wygenerowanych permutacjach o réznych dtugo-
Sciach. Do przypisywania wag wierzchotkom zostala przygotowana funkcja,
ktora parzystym wierzchotkom przypisuje wage 1, a nieparzystym 3. Wyni-
kiem testow jest wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 1.909(32) ukazana
na wykresie [A.15] Potwierdza ona teoretyczna ztozonosé obliczeniowa wyno-
szaca O(n?).



Wyznaczanie wdset dla graféw przedziatowych

05 T T T T T T T T 1
log(t) =alog(n) + b
O data =
fit
-0.5 -

1+
-1.5 | a=0.985652 +/- 0.005467
b =-5.567208 +/- 0.021293

log(time [s])
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log(n)

Rysunek A.11. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujgcego zbiér dominujg-
cy o najmniejszej wadze dla graféow przedzialowych 2-drzewowych z uzyciem
funkcji interval minimum_weight dset. Warto$é¢é wspolczynnika dopasowania a =
0.9856(54) jest potwierdzeniem teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n + m).

Wyznaczanie pdset dla grafow permutacji (random perm)

2 T T T T T
log(t) =alog(n) + b
data =
1+ fit 4
0r a=1.958451 +/-0.014322 A

% -1 b =-6.151257 +/- 0.037225 7
£
F 2 |
-3 —
4 4
5 I I I I I
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log(n)

Rysunek A.12. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy zbiér do-

minujacy dla losowo wygenerowanych permutacji o ré6znych dtugosciach. Wartosé

wspotczynnika dopasowania a = 1.958(15) jest potwierdzeniem teoretycznej ztozo-
nosci obliczeniowej O(n?).
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Wyznaczanie pdset dla graféw permutaciji (ladder perm)

log(t) =a Iog(nl) +b I I I
data = b
1 fit

0r a=2.390263 +/-0.064667

% -1 b =-6.645127 +/- 0.148269 1
£
D -2 :
L2
-3 -
4 _
-5 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5

log(n)

Rysunek A.13. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy zbior do-

minujacy dla graféwpermutacji drabiny o réznych dlugosciach. Wartosé wspot-

czynnika dopasowania a = 2.390(64) co wskazuje na pewien narzut ponad O(n?)
spowodowany sklejaniem zbioréw.

Wyznaczanie wpdset dla graféw permutacji

log) =alog(n) +b ' ' ' ' '
data =
fit

0r a=2.965002 +/-0.015765

b =-6.675475 +/- 0.032596

log(time [s])
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Rysunek A.14. Wykres pomiaréw algorytmu znajdujacego najmniejszy wazony

zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych permutacji o réznych dhugosciach.

Wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 2.965(16) jest potwierdzeniem teoretycz-
nej ztozonosci obliczeniowej O(n?3).
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Wyznaczanie wipdset dla graféw permutacji (func 2), random perm

log(t) =a Iolg(n) +b 1

data =
o fi i
a=1.909962 +/- 0.032362
-1r b =-7.080996 +/- 0.097209 1

log(time [s])

-6 I I I I I
1 1.5 2 25 3 3.5 4

log(n)

Rysunek A.15. Wykres pomiaréow algorytmu znajdujgcego najmniejszy wazony

niezalezny zbiér dominujacy dla losowo wygenerowanych permutacji o réznych dtu-

gosciach. Wartosé wspotezynnika dopasowania a = 1.909(32) jest potwierdzeniem
teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?).
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