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Streszczenie

Niniejsza praca po±wi¦cona jest implementacji i analizie wybranych algoryt-
mów wielok¡tów monotonicznych. Wielok¡t monotoniczny to wielok¡t, który
dla pewnej prostej L jest przecinany przez ka»d¡ prost¡ prostopadª¡ do L w co
najwy»ej dwóch punktach. Wielok¡t wypukªy jest monotoniczny wzgl¦dem
dowolnej prostej L.

W pracy omówione zostaªy trzy algorytmy triangulacji: algorytm trian-
gulacji wachlarzowej dziaªaj¡cy w czasie liniowym dla dowolnego wielok¡ta
wypukªego, algorytm triangulacji wielok¡ta y-monotonicznego oraz algorytm
triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw wykorzystuj¡cy programowanie
dynamiczne. Opisany zostaª tak»e algorytm podziaªu monotonicznego wielo-
k¡ta prostego wykorzystuj¡cy technik¦ zamiatania pªaszczyzny i dziaªaj¡cy
w czasie liniowo-logarytmicznym. Ka»dy z powy»szych algorytmów zaimple-
mentowany zostaª w wersji wykorzystuj¡cej graf jako struktur¦ danych wyj-
±ciowych, oraz w wersji wykorzystuj¡cej w tym celu map¦ planarn¡. W al-
gorytmach wykorzystuj¡cych graf zªo»ono±¢ obliczeniowa zgadza si¦ z teo-
retyczn¡, a w przypadku wersji wykorzystuj¡cych map¦ planarn¡ zªo»ono±¢
troch¦ pogarsza si¦, co jest cen¡ za posiadanie informacji o strukturze topolo-
gicznej podziaªu. Dodatkowo algorytm triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci
ci¦ciw opracowany zostaª w dwóch wersjach: iteracyjnej i rekurencyjnej. Za-
implementowano równie» algorytm wyznaczania kierunków monotoniczno±ci
wielok¡ta dziaªaj¡cy w czasie liniowym.

Poprawno±¢ wyników wszystkich algorytmów zostaªa przetestowana, a ich
zªo»ono±¢ obliczeniowa sprawdzona eksperymentalnie i opisana.

Sªowa kluczowe: wielok¡ty monotoniczne, triangulacja wielok¡ta, podziaª
monotoniczny wielok¡ta, kierunki monotoniczno±ci
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English title: Monotone polygons algorithms

Abstract

This paper is devoted to analysis and implementation of selected algorithms
for monotone polygons. A monotone polygon is a polygon that, for a line L,
is intersected by any line perpendicular to L in at most two points. A convex
polygon is monotone with respect to any straight line L.

In this paper three triangulation algorithms are presented: a fan trian-
gulation algorithm that works in linear time for any convex polygon, an
y-monotone polygon triangulation algorithm and a triangulation algorithm
which minimizes chords lengths and uses dynamic programming. A monotone
polygon partitioning algorithm, which uses sweep line technique and runs in
linearithmic time is also presented. Each of the above algorithms has been
implemented in a version which uses a graph as an output data structure, as
well as in a version using planar map for this purpose. In implementations
using graphs, algorithm time complexity corresponds to theoretical, but in
implementations using planar maps, time complexity is a bit worse, which
is a cost for having direct access to the topological structure of a partition.
Additionally, the triangulation algorithm which minimizes chords lengths was
developed in two versions: iterative and recursive. An algorithm for �nding
monotone directions of a given polygon, which runs in linear time, is also
presented.

Correctness of all algorithms was tested as well as their real computational
complexity.

Keywords: monotone polygons, polygon triangulation, monotone partitio-
ning, monotone directions
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy s¡ wielok¡ty monotoniczne [1], które s¡ uogól-
nieniem wielok¡tów wypukªych, a z drugiej strony s¡ ªatwiejsze do analizy
ni» ogólne wielok¡ty proste. Celem pracy jest przedstawienie wybranych al-
gorytmów dla wielok¡tów monotonicznych oraz ich implementacja w j¦zyku
Python [2]. W implementacji b¦dzie wykorzystany pakiet planegeometry roz-
wijany na Wydziale FAIS UJ w Krakowie [3]. Przygotowane implementacje
algorytmów dla wielok¡tów monotonicznych wejd¡ w skªad pakietu planege-

ometry.

1.1. Problem podziaªu wielok¡ta

Jednym z wa»nych problemów w geometrii obliczeniowej jest podziaª wie-
lok¡ta (ang. polygon partition) [4]. Czasem u»ywany jest termin dekompo-
zycja wielok¡ta (ang. polygon decomposition). Jest to podziaª wielok¡ta pro-
stego na podstawowe jednostki, które nie nakªadaj¡ si¦ na siebie, a ich suma
daje pocz¡tkowy wielok¡t. Problem podziaªu wielok¡ta polega na znalezie-
niu podziaªu w pewnym sensie minimalnego. Przykªadowo przy podziale na
wielok¡ty wypukªe minimalizuje si¦ liczb¦ wielok¡tów wypukªych. Podziaª
wielok¡ta ma wiele zastosowa«, np. przy rozpoznawaniu wzorców, kompresji
danych, przetwarzaniu obrazów, itp. W wielu sytuacjach lepiej jest operowa¢
prostszymi obiektami ni» ogólne wielok¡ty proste.

W problemie podziaªu wielok¡ta nale»y zdecydowa¢, czy dopuszczalne jest
dodawanie nowych punktów (punkty Steinera), czy nale»y wykorzystywa¢
tylko pierwotnie zadane punkty wielok¡ta (dodajemy tylko ci¦ciwy). W tej
pracy skupimy si¦ na problemach bez dodawania nowych punktów.

Dalej nale»y rozró»ni¢ wielok¡ty z dziurami i bez dziur. Je»eli wyst¦puj¡
dziury, to brzeg wielok¡ta skªada si¦ z wi¦cej ni» jednego ci¡gu kraw¦dzi. Jest
to znaczne utrudnienie, które czasem prowadzi do problemów NP-trudnych.
W naszej pracy zaw¦»amy si¦ do wielok¡tów bez dziur.

Nast¦pna sprawa to wybór podstawowych jednostek podziaªu wielok¡ta.
Najlepiej zbadany jest problem triangulacji wielok¡ta, czyli podziaªu wie-
lok¡ta prostego na trójk¡ty [5]. Je»eli wielok¡t ma n wierzchoªków, to po
triangulacji otrzymamy n − 2 trójk¡tów, a wi¦c dodane zostanie n − 3 ci¦-
ciw. Algorytm triangulacji wielok¡ta prostego w czasie O(n) podaª Chazelle
w roku 1991, ale ten algorytm jest uwa»any za bardzo skomplikowany i chyba
nie udaªo si¦ go zaimplementowa¢. Z drugiej strony, w pewnych zastosowa-
niach podziaª wielok¡ta na trójk¡ty nie jest wskazany ze wzgl¦du na du»¡ ich
liczb¦. St¡d rozwa»a si¦ podziaª wielok¡ta na wielok¡ty wypukªe, wielok¡ty
monotoniczne, wielok¡ty gwia¹dziste, czy wielok¡ty spiralne.
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1.2. Implementacja wielok¡tów

Je»eli chcemy zaimplementowa¢ wybrany algorytm podziaªu wielok¡ta, to
pojawia si¦ problem wyboru struktur danych do reprezentowania wielok¡ta i
jego podziaªu. W pracy licencjackiej Gabrieli Mazur [6] opisano triangulacj¦
wachlarzow¡ wielok¡ta wypukªego i triangulacj¦ wielok¡ta monotonicznego.
Wielok¡ty byªy reprezentowane przez listy punktów (klasa Point), natomiast
w wyniku triangulacji otrzymywano zbiór trójk¡tów (klasa Triangle), które
przechowywano w kolekcji trójk¡tów (klasa TriangleCollection).

W naszej pracy b¦dziemy rozwa»a¢ ogólniejsze podziaªy, wi¦c zdecydo-
wali±my o wykorzystaniu map planarnych do reprezentowania wielok¡ta i
jego podziaªu. Mapy planarne (klasa PlanarMap) opisuj¡ faktycznie grafy pªa-
skie spójne i s¡ one dost¦pne w pakiecie planegeometry. Wierzchoªki wielo-
k¡ta (grafu) to instancje klasy Point, kraw¦dzie wielok¡ta to instancje klasy
Segment. Spójne obszary na pªaszczy¹nie to ±ciany grafu i w jednolity sposób
reprezentowane s¡ elementy podziaªu wielok¡ta (trójk¡ty, wielok¡ty wypukªe,
wielok¡ty monotoniczne) i obszar zewn¦trzny wielok¡ta (±ciana zewn¦trzna
grafu). W strukturze mapy planarnej ka»dy spójny obszar (±ciana) ma au-
tomatycznie przyporz¡dkowan¡ etykiet¦, za pomoc¡ której mo»na szybko
znale¹¢ kraw¦dzie ograniczaj¡ce dan¡ ±cian¦, ±ciany s¡siaduj¡ce z dan¡ kra-
w¦dzi¡, itp. Mapy planarne zostaªy wprowadzone w pracy licencjackiej Anny
Sarnavskiej, gdzie opisano zªo»on¡ operacj¦ nakªadania si¦ map [7].

Praktyczne testy wydajno±ciowe implementacji wykorzystystuj¡cych ma-
py planarne wykazaªy spowolnienie wynikaj¡ce z operacji wstawiania nowej
kraw¦dzi pomi¦dzy kraw¦dzie wychodz¡ce z danego wierzchoªka. Z tego po-
wodu przygotowano dodatkowe implementacje wykorzystuj¡ce struktur¦ da-
nych grafu abstrakcyjnego. W ten sposób otrzymano optymaln¡ zªo»ono±¢
obliczeniow¡, ale informacja o topologii podziaªu wielok¡ta nie jest dost¦pna
wprost.

1.3. Struktura pracy

Praca zostaªa podzielona w nast¦puj¡cy sposób. Rozdziaª 1 wprowadza do
tematyki pracy, przybli»a problem podziaªu wielok¡ta oraz w skrócie omawia
sposób implementacji wielok¡tów i ich podziaªów. W rozdziale 2 przedsta-
wione zostaªy istotne dla pracy de�nicje poj¦¢ z dziedziny geometrii oblicze-
niowej. Rozdziaª 3 opisuje u»ywane w pracy struktury danych. Rozdziaª 4
po±wi¦cony zostaª szczegóªowym opisom zaimplementowanych algorytmów.
Zawiera on równie» listingi z kodami ¹ródªowymi omawianych algorytmów
oraz rysunki przedstawiaj¡ce efekty ich dziaªania. W rozdziale 5 przedsta-
wione zostaªo podsumowanie pracy. W dodatku A umieszczone zostaªy testy
zaimplementowanych algorytmów potwierdzaj¡ce ich rzeczywist¡ zªo»ono±¢
obliczeniow¡.
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2. Geometria obliczeniowa

W tym rozdziale przedstawione zostan¡ de�nicje poj¦¢ z dziedziny geo-
metrii obliczeniowej u»ywane w tej pracy.

2.1. Wielok¡ty

De�nicja - wielok¡t [8]: Wielok¡t (ang. polygon) to dwuwymiarowa �gura
geometryczna tworzona przez poª¡czone ze sob¡ odcinki (kraw¦dzie) tworz¡ce
zamkni¦t¡ lini¦ ªaman¡. Punkty, w których jeden odcinek ko«czy si¦, a drugi
zaczyna, nazywamy wierzchoªkami wielok¡ta. Wielok¡t z n wierzchoªkami
posiada n kraw¦dzi.

De�nicja - wielok¡t prosty [9]: Wielok¡t prosty (ang. simple polygon) to
wielok¡t, którego kraw¦dzie nie przecinaj¡ si¦ oraz w którym nie ma dziur.
Suma k¡tów zewn¦trznych wielok¡ta prostego wynosi 2π, a suma k¡tów we-
wn¦trznych wynosi π(n − 2). Wielok¡ty proste posiadaj¡ wiele zastosowa«
w geometrii obliczeniowej, mi¦dzy innymi pozwalaj¡ na szybkie sprawdzenie,
czy dany punkt znajduje si¦ wewn¡trz wielok¡ta lub na znalezienie otoczki
wypukªej w czasie liniowym, a wi¦c szybciej ni» w przypadku algorytmów
dziaªaj¡cych na zbiorze punktów nie tworz¡cym wielok¡ta.

De�nicja - wielok¡t wypukªy [10]: Wielok¡t wypukªy (ang. convex poly-

gon) to wielok¡t prosty, w którym dowolnie wybrane dwa punkty znajduj¡ce
si¦ wewn¡trz tego wielok¡ta mo»emy poª¡czy¢ odcinkiem w taki sposób, »e
caªo±¢ tego odcinka równie» znajduje si¦ wewn¡trz wielok¡ta. W wielok¡cie
wypukªym wszystkie k¡ty wewn¦trzne s¡ równe lub mniejsze od π. Wielok¡t
wypukªy, w którym wszystkie k¡ty wewn¦trzne s¡ mniejsze od π, nazywamy
wielok¡tem ±ci±le wypukªym. Wielok¡t wypukªy jest otoczk¡ wypukª¡ swo-
ich wierzchoªków oraz mo»na go podda¢ triangulacji wachlarzowej w czasie
liniowym.

De�nicja - wielok¡t wkl¦sªy [11]: Wielok¡t wkl¦sªy (ang. concave po-

lygon) to wielok¡t prosty, który posiada co najmniej jeden k¡t wewn¦trz-
ny wi¦kszy ni» π. Innymi sªowy, wielok¡t wkl¦sªy to taki wielok¡t prosty,
który nie jest wypukªy, a wi¦c taki, w którym istniej¡ pary punktów le»¡-
cy wewn¡trz wielok¡ta, których odcinek ª¡cz¡cy nie znajduje si¦ w caªo±ci
wewn¡trz wielok¡ta. Wielok¡t wkl¦sªy mo»na podzieli¢ na zbiór wielok¡tów
wypukªych w czasie wielomianowym.

7
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De�nicja - wielok¡t monotoniczny [1]: Wielok¡t monotoniczny (ang.
monotone polygon) to wielok¡t, który dla pewnej prostej L jest przecinany
przez ka»d¡ prost¡ prostopadª¡ do L w co najwy»ej dwóch punktach. Dobrze
obrazuje to rysunek 2.1. De�nicj¦ mo»na równie» rozszerzy¢, aby uwzgl¦dnia-
ªa wielok¡ty, które posiadaj¡ kraw¦dzie prostopadªe do prostej L. Wówczas
wielok¡ty posiadaj¡ce takie kraw¦dzie nazywane s¡ sªabo monotonicznymi,
a wielok¡ty ich nie posiadaj¡ce nazywane s¡ silnie monotonicznymi. Wielo-
k¡ty wypukªe s¡ monotoniczne wzgl¦dem ka»dej prostej.

Rysunek 2.1. Wizualizacja monotoniczno±ci przykªadowych wielok¡tów wzgl¦dem
prostej L. Niebieskie linie obrazuj¡ proste przecinaj¡ce wielok¡t w dwóch punktach,
zielone linie pokazuj¡ proste przecinaj¡ce wielok¡t w jednym punkcie, a czerwone
linie obrazuj¡ proste przecinaj¡ce wielok¡t w wi¦cej ni» dwóch punktach. Dwa
pierwsze wielok¡ty s¡ monotoniczne wzgl¦dem prostej L natomiast dwa ostatnie

nie s¡ monotoniczne wzgl¦dem tej prostej [1].

8
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2.2. Podziaª wielok¡ta

Podziaª wielok¡ta (ang. polygon partition) to zbiór wielok¡tów prostszych
od pocz¡tkowego wielok¡ta, które nie przecinaj¡ si¦, a których suma jest
równa pocz¡tkowemu wielok¡towi. Najcz¦±ciej wykorzystywane w tym celu
s¡ trójk¡ty (triangulacja), ale mog¡ to by¢ tak»e bardziej ogólne wielok¡ty,
na przykªad wielok¡ty monotoniczne (podziaª monotoniczny) [4].

Cz¦stym zastosowaniem podziaªu wielok¡ta jest redukcja zªo»onego ksztaª-
tu do zbioru prostszych, co uªatwia czy te» w ogóle umo»liwia pó¹niejsze
przetworzenie wielok¡ta przez dany algorytm.

2.3. Triangulacja wielok¡ta

Triangulacja wielok¡ta (ang. polygon triangulation) to podziaª wielok¡ta
prostego na zbiór nieprzecinaj¡cych si¦ trójk¡tów, które razem tworz¡ ten
sam obszar, co oryginalny wielok¡t. Polega ona na dodaniu do wielok¡ta
dodatkowych przek¡tnych pomi¦dzy wierzchoªkami w taki sposób, aby ka»de
dwa utworzone trójk¡ty miaªy ze sob¡ wspólny wierzchoªek lub kraw¦d¹ [5].

Istnieje wiele algorytmów triangulacji wielok¡tów, na przykªad ka»dy wie-
lok¡t wypukªy lub wkl¦sªy z jednym wierzchoªkiem wkl¦sªym mo»e zosta¢
poddany triangulacji wachlarzowej, czyli triangulacji, w której dodajemy kra-
w¦dzie z jednego wierzchoªka do wszystkich pozostaªych.
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3. Implementacja

W rozdziale tym opisane zostaªy podstawowe obiekty i struktury danych
wchodz¡ce w skªad pakietu planegeometry wykorzystywane w algorytmach
opisanych w tej pracy.

3.1. Figury geometryczne

Pakiet planegeometry zawiera w sobie implementacj¦ wielu podstawowych
struktur geometrycznych. W tej sekcji opisane zostaªy te z nich, które zostaªy
u»yte w zaimplementowanych algorytmach.

3.1.1. Punkt

Punkt reprezentowany jest przez klas¦ Point. Przechowuje warto±ci wspóª-
rz¦dnych x i y okre±laj¡cych poªo»enie w ukªadzie kartezja«skim. Klasa Point

przeci¡»a operatory podstawowych dziaªa« matematycznych, takich jak do-
dawanie, odejmowanie czy mno»enie, dzi¦ki czemu mo»emy wykonywa¢ ope-
racje na jej instancjach w taki sam sposób jak na typach wbudowanych.

3.1.2. Odcinek

Odcinek reprezentowany jest przez klas¦ Segment. Przechowuje par¦ punk-
tów (instancje klasy Point), z których jeden punkt jest punktem pocz¡tko-
wym, a drugi ko«cowym. Dodatkowo klasa Segment implementuje wiele metod
pomocniczych pozwalaj¡cych mi¦dzy innymi na obliczenie dªugo±ci odcinka,
sprawdzenie równolegªo±ci i prostopadªo±ci odcinków, wyznaczenie punktu
przeci¦cia dwóch odcinków. Interfejs klasy Segment jest zgodny z interfejsem
klasy Edge, dzi¦ki czemu odcinki mo»na traktowa¢ jak kraw¦dzie w gra�e,
gdzie wierzchoªkami grafu s¡ instancje klasy Point.

3.1.3. Wielok¡t

Wielok¡t reprezentowany jest przez klas¦ Polygon. Przechowuje list¦ punk-
tów (instancje klasy Point), których liczba musi by¢ wi¦ksza od dwóch, bo
w przeciwnym wypadku nie jest to wielok¡t, wi¦c program rzuci wyj¡tek.
Podobnie jak w przypadku klasy de�niuj¡cej odcinek, klasa Polygon posiada
wiele metod pomocniczych operuj¡cych na wielok¡cie, które pozwalaj¡ na
przykªad na sprawdzenie orientacji wielok¡ta, obliczenie prostok¡ta ograni-
czaj¡cego wielok¡t, a tak»e na sprawdzenie, czy wielok¡t jest wielok¡tem
prostym lub wypukªym. Instancja tej klasy przyjmowana jest jako argument
wej±ciowy przez ka»dy opisany w tej pracy algorytm.
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3.2. Struktury danych

W pakiecie planegeometry znajduje si¦ tak»e wiele struktur danych umo»-
liwiaj¡cych implementacj¦ algorytmów dziaªaj¡cych w optymalnym czasie.
Opisane poni»ej zostaªy te, które zastosowanie znalazªy w algorytmach za-
implementowanych w niniejszej pracy.

3.2.1. Mapa planarna

Struktura danych reprezentowana przez klas¦ PlanarMap. Przechowuje da-
ne w formie pªaskiego grafu spójnego. Wierzchoªki grafu to instancje klasy
Point, a kraw¦dzie to instancje klasy Segment. Spójne obszary na pªaszczy¹nie
to ±ciany grafu, a elementy podziaªu wielok¡ta (trójk¡ty, wielok¡ty wypukªe,
wielok¡ty monotoniczne) i obszar zewn¦trzny wielok¡ta (±ciana zewn¦trzna
grafu) reprezentowane s¡ w sposób jednolity. Implementacja tej struktury
bazuje na podwójnie ª¡czonej li±cie kraw¦dzi [12]. Mapa planarna skªada si¦
z czterech sªowników, przechowuj¡cych odpowiednio informacje o nast¦pnej
kraw¦dzi wychodz¡cej z danego wierzchoªka, poprzedniej kraw¦dzi wychodz¡-
cej z danego wierzchoªka, jednej z kraw¦dzi obiegaj¡cych dan¡ ±cian¦ oraz
o ±cianie obieganej przez dan¡ kraw¦d¹. Operuj¡c w odpowiedni sposób na
tych sªownikach, jeste±my w stanie odtworzy¢ struktur¦ topologiczn¡ wielo-
k¡ta lub jego podziaªu. Klasa PlanarMap zawiera wiele metod pomocniczych
pozwalaj¡cych mi¦dzy innymi na dodawanie nowych wierzchoªków czy kra-
w¦dzi do mapy, podziaª jednej kraw¦dzi na dwie czy metod¦ pozwalaj¡c¡
na obliczenie mapy powstaªej w przypadku naªo»enia na siebie dwóch map.
Struktura mapy planarnej wykorzystana zostaªa w algorytmach triangula-
cji wachlarzowej, triangulacji wielok¡ta y-monotonicznego, podziaªu monoto-
nicznego wielok¡ta prostego oraz w algorytmie triangulacji z minimalizacj¡
dªugo±ci ci¦ciw.

3.2.2. Graf

Struktura danych reprezentowana przez klas¦ Graph. Pozwala na przecho-
wywanie danych w formie grafu i w przypadku wielu algorytmów pozwala
na uzyskanie optymalnej zªo»ono±ci obliczeniowej, co nie zawsze mo»liwe jest
w przypadku korzystania z mapy planarnej. Podobnie jak klasa PlanarMap,
klasa Graph posiada w sobie metody pomocnicze pozwalaj¡ce na dodawanie,
sprawdzanie czy usuwanie wierzchoªków i kraw¦dzi. Struktura grafu wyko-
rzystana zostaªa w alternatywnych wersjach algorytmów triangulacji wachla-
rzowej, triangulacji wielok¡ta y-monotonicznego, podziaªu monotonicznego
wielok¡ta prostego i triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw.

3.2.3. Pozioma miotªa

Struktura danych dla miotªy poziomej (ang. sweep line) reprezentowana
jest przez klas¦ SlowTreeX. Jest to klasa symuluj¡ca zachowanie zmody�kowa-
nego drzewa AVL dla problemu przecinania kraw¦dzi. Struktura ta u»ywana
jest w algorytmie podziaªu monotonicznego wielok¡ta prostego do utworzenia
poziomej miotªy zamiataj¡cej pªaszczyzn¦ z góry na dóª. Odcinki w miotle
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s¡ sortowane wzgl¦dem wspóªrz¦dnej X. Istotne jest, »e przy przesuwaniu
miotªy w dóª zmieniaj¡ si¦ klucze u»yte do sortowania (wspóªrz¦dna X).
W niektórych algorytmach geometrii obliczeniowej wykorzystuje si¦ miotª¦
pionow¡ zamiataj¡c¡ pªaszczyzn¦ z lewa na prawo, przy czym odcinki w mio-
tle sortowane s¡ wzgl¦dem wspóªrz¦dnej Y . Wtedy mo»na u»y¢ drugiej klasy
SlowTreeY z moduªu slowtrees.

Pakiet planegeometry zawiera w sobie implementacj¦ zwykªego drzewa
AVL, ale jego u»ycie dla tego problemu nie byªo mo»liwe. Potrzebne byªoby
zbudowanie zmody�kowanego drzewa AVL z dodatkowymi metodami, wi¦c
dla prostoty u»yto klasy SlowTreeX. Pewne metody tej klasy s¡ wolniejsze ni»
w drzewie AVL, ale byªy wystarczaj¡ce dla naszych zastosowa«.
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4. Algorytmy

W tym rozdziale zaprezentowane zostan¡ wybrane algorytmy wielok¡tów
monotonicznych razem ze szczegóªowymi opisami ich dziaªania oraz anali-
zami zªo»ono±ci obliczeniowej. Rozpoczniemy od triangulacji wachlarzowej
wielok¡ta wypukªego i triangulacji wielok¡ta monotonicznego wyra»onych
w j¦zyku map planarnych i grafów. Dalej poka»emy podziaª monotoniczny
wielok¡ta prostego oraz wyznaczanie kierunków monotoniczno±ci wielok¡ta
prostego. Na ko«cu rozwa»ymy problem triangulacji o najmniejszej wadze dla
wielok¡ta wypukªego, gdzie minimalizowana jest dªugo±¢ ci¦ciw dodawanych
podczas triangulacji.

4.1. Triangulacja wachlarzowa wielok¡ta wypukªego

Przedstawimy triangulacj¦ wachlarzow¡ wielok¡ta prostego wypukªego
zaimplementowan¡ z u»yciem map planarnych. Dopuszczamy wyst¦powanie
wierzchoªków z k¡tem wewn¦trznym 180◦. Triangulacja wachlarzowa mo»liwa
jest jedynie dla wielok¡tów wypukªych lub dla wielok¡tów wkl¦sªych posia-
daj¡cych jeden wierzchoªek wkl¦sªy. Przypadek ten trzeba jednak opatrzy¢
specjalnym kodem, gdy» podstawowy algorytm triangulacji wachlarzowej nie
radzi sobie z takimi wielok¡tami.

Dane wej±ciowe: Obiekt klasy Polygon opisuj¡cy wielok¡t wypukªy, które-
go triangulacj¦ wachlarzow¡ chcemy wyznaczy¢. Dopuszczamy wyst¦powanie
wierzchoªków z k¡tem wewn¦trznym 180◦.

Dane wyj±ciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowuj¡cy wyznaczon¡ trian-
gulacj¦ wachlarzow¡ wielok¡ta wypukªego.

Problem: Triangulacja wachlarzowa wielok¡ta uwzgl¦dniaj¡ca wierzchoªki
wspóªliniowe.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku dziaªania algorytm sprawdza, czy podany
wielok¡t nie jest specjalnym przypadkiem, który nale»y rozpatrze¢ w szcze-
gólny sposób.

Najprostszym specjalnym przypadkiem jest wielok¡t, który skªada si¦ je-
dynie z trzech wierzchoªków, co oznacza, »e jest on trójk¡tem, wi¦c triangu-
lacja nie jest potrzebna.

Trudniejszym do rozwi¡zania specjalnym przypadkiem jest wielok¡t, któ-
ry jest trójk¡tem posiadaj¡cym dodatkowe wspóªliniowe wierzchoªki, ale tyl-
ko na jednym boku. Aby wyznaczy¢ triangulacj¦ wachlarzow¡ takiego wielo-
k¡ta, musimy w pierwszej kolejno±ci odnale¹¢ odpowiedni wierzchoªek, od
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którego mo»liwe jest rozpocz¦cie wªa±ciwej cz¦±ci algorytmu triangulacji.
Przechodzimy po li±cie wierzchoªków, szukaj¡c takiego wierzchoªka, którego
k¡t wynosi 180◦. Je»eli w wyniku poszukiwa« odnajdziemy taki wierzchoªek,
w gªównej cz¦±ci algorytmu triangulacji wierzchoªki rozpatrujemy rozpoczy-
naj¡c od znalezionego wierzchoªka. W przeciwnym wypadku, w wielok¡cie nie
ma »adnego wspóªliniowego wierzchoªka, wi¦c dalsz¡ cz¦±¢ algorytmu rozpo-
czynamy po prostu od pocz¡tkowego wierzchoªka wielok¡ta.

Wyj±ciowym krokiem gªównej cz¦±ci algorytmu jest detekcja pierwszego
zakr¦tu wielok¡ta (czyli pierwszego wierzchoªka, którego k¡t jest mniejszy
ni» 180◦). Sprawdzamy orientacj¦ kolejnych trójek wierzchoªków, a» do mo-
mentu odnalezienia poszukiwanego wierzchoªka. Gdy znajdziemy wierzchoªek
o k¡cie mniejszy ni» 180◦, zapisujemy w zmiennej pomocniczej wierzchoªek
poprzedzaj¡cy go i przerywamy p¦tle. Nast¦pnie szukamy drugiego zakr¦tu,
rozpoczynaj¡c poszukiwania od wierzchoªka wyst¦puj¡cego po poprzednio
znalezionym zakr¦cie. Sprawdzamy kolejne trójki wierzchoªków.

W przypadku, gdy sprawdzana trójka nie jest zakr¦tem, dodajemy do ma-
py planarnej odcinek pomi¦dzy zapisanym odcinkiem poprzedzaj¡cym pierw-
szy zakr¦t z obecnie rozwa»anym wierzchoªkiem i przechodzimy do sprawdza-
nia kolejnej trójki wierzchoªków.

Je±li obecnie testowana trójka jest zakr¦tem, zapisujemy w zmiennej po-
mocniczej wierzchoªek poprzedzaj¡cy drugi zakr¦t, a nast¦pnie dodajemy do
mapy planarnej odcinek ª¡cz¡cy wierzchoªek poprzedzaj¡cy pierwszy zakr¦t
z wierzchoªkiem poprzedzaj¡cy drugi zakr¦t i przerywamy p¦tle.

W ostatniej cz¦±ci algorytmu przechodzimy po wszystkich pozostaªych
wierzchoªkach, rozpoczynaj¡c od wierzchoªka znajduj¡cego si¦ za drugim za-
kr¦tem, a» do momentu natra�enia na zapisany wierzchoªek poprzedzaj¡cy
pierwszy zakr¦t i dla ka»dego wierzchoªka dodajemy do mapy planarnej od-
cinek pomi¦dzy tym wierzchoªkiem a wierzchoªkiem poprzedzaj¡cym drugi
zakr¦t. Gdy rozwa»ymy wszystkie wierzchoªki, nast¦puje zako«czenie algo-
rytmu, a na wyj±ciu otrzymujemy map¦ planarn¡ przechowuj¡c¡ obliczon¡
triangulacj¦ wachlarzow¡ wej±ciowego wielok¡ta.

Rysunek 4.1 przedstawia wynikow¡ triangulacj¦ wachlarzow¡ dla przy-
kªadowego wielok¡ta wypukªego.

Zªo»ono±¢: Teoretyczna czasowa algorytmu wynosi O(n), jednak tak samo
jak w przypadku innych algorytmów wykorzystanie mapy planarnej powodu-
je jej pogorszenie. Zªo»ono±¢ obliczeniowa wersji wykorzystuj¡cej graf zgadza
si¦ z teoretyczn¡.

Uwaga: Algorytm zakªada, »e orientacja wej±ciowego wielok¡ta jest prze-
ciwna do ruchu wskazówek zegara. W przypadku orientacji zgodnej z ruchem
wskazówek zegara zostanie rzucony wyj¡tek.

Listing 4.1. Moduª fan2.
#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
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pass

from planegeometry . s t r u c t u r e s . po in t s import Point
from planegeometry . s t r u c t u r e s . segments import Segment
from planegeometry . s t r u c t u r e s . polygons import Polygon
from planegeometry . s t r u c t u r e s . planarmaps import PlanarMap
from planegeometry . a lgor i thms . geomtools import o r i e n t a t i o n

class FanTriangulationPM :
"""Fan t r i a n g u l a t i o n o f a s imple po lygon in O(n) time . """

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )
s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t # nie ma kopiowania punktow
s e l f . n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )
s e l f . planar_map = PlanarMap ( polygon )

def run ( s e l f ) :
i f s e l f . n == 3 :

return

i c = 0

for i in range ( s e l f . n ) :
i f o r i e n t a t i o n ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ] ,

s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( i +1) % s e l f . n ] ,
s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( i +2) % s e l f . n ] ) == 0 :

i c = ( i +1) % s e l f . n # nie ma zakre tu
break

for i in range ( s e l f . n ) :
j = ( i c + i ) % s e l f . n
i f o r i e n t a t i o n ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] ,

s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( j +1) % s e l f . n ] ,
s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( j +2) % s e l f . n ] ) > 0 :

i a = j
break

for i in range ( s e l f . n ) :
j = ( i a + 1 + i ) % s e l f . n # zaczynamy od p ierwszego zak re tu
k = ( i a + 2 + i ) % s e l f . n # za pierwszym zakretem
i f o r i e n t a t i o n ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ] ,

s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( k+1) % s e l f . n ] ,
s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( k+2) % s e l f . n ] ) > 0 :

ib = k
segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i a ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ ib ] )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )
break

else :
segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i a ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ] )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

for i in range ( s e l f . n ) :
j = ( ib + 1 + i ) % s e l f . n
k = ( ib + 2 + i ) % s e l f . n
i f k == ia :
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break

segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ ib ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ] )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

Listing 4.2. Przykªad u»ycia algorytmu triangulacji wachlarzowej wielok¡ta
wypukªego

>>> from po in t s import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from fan2 import FanTriangulationPM as Tr iangu la t i on
>>> po in t_ l i s t = [ Point (=7 ,=3) , Point (5 ,=3) , Point ( 2 , 1 ) , Point (=1 ,3) ,

Point (=4 ,4) , Point (=7 ,5) ]
>>> polygon = Polygon (* po i n t_ l i s t )
>>> algor i thm = Tr iangu la t i on ( polygon )
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . planar_map . show ( )

Rysunek 4.1. Przykªadowa triangulacja wachlarzowa wielok¡ta wypukªego.

4.2. Triangulacja wielok¡ta y-monotonicznego

Dla wielok¡ta y-monotonicznego przedstawimy jego triangulacj¦ zapisan¡
w j¦zyku map planarnych. Do wyznaczenia triangulacji mo»emy wykorzysta¢
algorytm zachªanny, polegaj¡cy na przej±ciu po wierzchoªkach nale»¡cych
do ªa«cuchów tego wielok¡ta z góry na dóª, dodaj¡c przek¡tne, gdy jest to
mo»liwe.
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Dane wej±ciowe: Obiekt klasy Polygon opisuj¡cy wielok¡t y-monotoniczny,
którego triangulacj¦ chcemy wyznaczy¢.

Dane wyj±ciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowuj¡cy wyznaczon¡ trian-
gulacj¦ wielok¡ta.

Problem: Triangulacja wielok¡ta monotonicznego.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od utworzenia mapy planarnej
(obiektu klasy PlanarMap) odpowiadaj¡cej wielok¡towi, dla którego oblicza-
na b¦dzie triangulacja. Nast¦pnie przechodzimy po wierzchoªkach wielok¡ta
w celu odnalezienia dwóch ko«cowych wierzchoªków wzgl¦dem osi Y , czyli
wierzchoªka z maksymaln¡ warto±ci¡ y i wierzchoªka z minimaln¡ warto±ci¡
y. Znaj¡c te wierzchoªki, jeste±my w stanie zbudowa¢ dwa ªa«cuchy, lewy
i prawy, których znajomo±¢ pozwala na wyznaczenie triangulacji. W imple-
mentacji oba te ªa«cuchy przechowywane s¡ w ramach jednej listy, zawieraj¡-
cej wszystkie wierzchoªki wielok¡ta, razem z informacj¡, do jakiego ªa«cucha
nale»¡, posortowane malej¡co wzgl¦dem warto±ci ich wspóªrz¦dnej y.

Aby osi¡gn¡¢ optymaln¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu, potrzebujemy
pomocniczej struktury danych, która przechowywa¢ b¦dzie aktualnie rozwa-
»ane wierzchoªki. Struktur¡ t¡ jest stos, poniewa» wystarczy nam mo»liwo±¢
dodawania elementu na stos oraz ±ci¡ganie górnego elementu, czyli operacji,
które w przypadku stosu wykonuj¡ si¦ w czasie O(1).

Po podzieleniu wierzchoªków na dwa ªa«cuchy rozpoczynamy gªówn¡ cz¦±¢
algorytmu odpowiadaj¡c¡ za wyznaczanie triangulacji. Dodajemy na stos
dwa pierwsze wierzchoªki z posortowanej listy, a nast¦pnie przechodzimy po
wszystkich pozostaªych wierzchoªkach. Aktualnie rozwa»any wierzchoªek po-
równujemy z wierzchoªkiem znajduj¡cym si¦ obecnie na szczycie stosu. Wy-
st¦puje wówczas jedna z dwóch sytuacji: aktualnie rozwa»any wierzchoªek
mo»e nale»e¢ do tego samego ªa«cucha co wierzchoªek na szczycie stosu lub
mog¡ one nale»e¢ do ró»nych ªa«cuchów.

W przypadku, gdy wierzchoªki nale»¡ do ró»nych ªa«cuchów, post¦pu-
jemy w nast¦puj¡cy sposób: dopóki na stosie znajduje si¦ wi¦cej ni» jeden
element, ±ci¡gamy ze stosu pierwszy element i dodajemy do obecnej mapy
planarnej odcinek pomi¦dzy aktualnie rozwa»anym wierzchoªkiem a wierz-
choªkiem ±ci¡gni¦tym ze stosu. W momencie, gdy na stosie zostanie tylko
jeden wierzchoªek, ±ci¡gamy go ze stosu, gdy» nie jest on ju» potrzebny.
Na koniec dodajemy na stos wierzchoªki, mi¦dzy którymi dodali±my ostatni
odcinek.

W sytuacji, gdy wierzchoªki nale»¡ do tego samego ªa«cucha, sposób po-
st¦powania wygl¡da inaczej. �ci¡gamy ze stosu pierwszy element i zapisuje-
my go w zmiennej pomocniczej. Nast¦pnie sprawdzamy, czy orientacja trój-
ki wierzchoªków zªo»onej z aktualnie rozwa»anego wierzchoªka, wierzchoªka
±ci¡gni¦tego ze stosu oraz wierzchoªka obecnie znajduj¡cego si¦ na szczycie
stosu odpowiada orientacji ªa«cucha, do którego nale»y aktualnie rozwa»any
wierzchoªek.
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Je»eli orientacja jest taka sama, dodajemy do mapy planarnej odcinek
pomi¦dzy aktualnie rozwa»anym wierzchoªkiem a wierzchoªkiem na szczycie
stosu, po czym ±ci¡gamy ten element ze stosu.

Finalnie, zarówno w przypadku gdy orientacja trójki wierzchoªków by-
ªa równa orientacji ªa«cucha aktualnego wierzchoªka, jak i w przeciwnym
wypadku dodajemy na stos ostatni ±ci¡gni¦ty wierzchoªek oraz wierzchoªek
aktualnie rozwa»any.

Aby zako«czy¢ algorytm, musimy jeszcze w sposób szczególny rozwa»y¢
ostatni wierzchoªek, b¦d¡cy zako«czeniem obu ªa«cuchów. W momencie roz-
patrywania ostatniego wierzchoªka ±ci¡gamy ze stosu pierwszy element, a
nast¦pnie, dopóki ilo±¢ elementów na stosie jest wi¦ksza ni» jeden, zdejmu-
jemy wierzchoªek ze szczytu stosu i dodajemy do mapy planarnej odcinek
pomi¦dzy nim a ostatnim wierzchoªkiem na li±cie wierzchoªków. Po przetwo-
rzeniu wszystkich elementów na stosie nast¦puje zako«czenie algorytmu, a na
wyj±ciu otrzymujemy map¦ planarn¡ przechowuj¡c¡ obliczon¡ triangulacj¦
wej±ciowego wielok¡ta.

Rysunek 4.2 przedstawia wynikow¡ triangulacj¦ dla przykªadowego wie-
lok¡ta y-monotonicznego.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu w teorii wynosi O(n). W praktyce
s¡ dwa miejsca, w których mamy pogorszenie zªo»ono±ci. Pierwsze miejsce
to ª¡czenie dwóch ªa«cuchów wierzchoªków, lewego i prawego, w jeden ªa«-
cuch. Dla prostoty u»yto zª¡czenia ªa«cuchów w jeden ªa«cuch, a nast¦pnie
wykonano sortowanie (timsort) w czasie O(n log n). Mo»na to poprawi¢ wy-
konuj¡c zª¡czenie (merge) dwóch ªa«cuchów posortowanych w jeden ªa«cuch
posortowany, ale w praktyce domy±lne sortowanie Pythona jest wystarczaj¡co
szybkie.

Drugie miejsce pogarszaj¡ce zªo»ono±¢ to wstawianie ci¦ciwy do wielok¡ta
metod¡ planar_map.add_chord(segment). Czas pracy metody zale»y od stopni
ko«cowych wierzchoªków, poniewa» nale»y znale¹¢ wªa±ciwe miejsce ci¦ci-
wy pomi¦dzy istniej¡cymi kraw¦dziami wychodz¡cymi z wierzchoªków. Przy
obu ko«cach ci¦ciwy wykonywane jest sortowanie kraw¦dzi wychodz¡cych
wzgl¦dem k¡ta, a nast¦pnie znajduje si¦ kraw¦dzie s¡siaduj¡ce z obu stron
z dodawan¡ ci¦ciw¡. Nie jest jasne, czy mo»na przyspieszy¢ te czynno±ci.

Testy porównuj¡ce wydajno±¢ dwóch ró»nych implementacji triangulacji
wielok¡ta monotonicznego pokazuj¡, »e implementacja z mapami planarnymi
jest du»o wolniejsza od implementacji wykorzystuj¡cej graf. Wniosek prak-
tyczny jest taki, »e je»eli nie potrzebujemy informacji o strukturze topolo-
gicznej triangulacji, to lepiej u»y¢ implementacji z grafem. Testy triangulacji
opisano w dodatku A.

Uwaga: Podczas sortowania wierzchoªków po warto±ci wspóªrz¦dnych y mo-
»e wyst¡pi¢ przypadek, gdy wspóªrz¦dna y wierzchoªków b¦dzie równa. W ta-
kim wypadku stosowane jest drugie kryterium sortowania, czyli sortowanie
rosn¡ce wzgl¦dem warto±ci x.
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Listing 4.3. Moduª triangulation2.

#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
pass

from planegeometry . s t r u c t u r e s . po in t s import Point
from planegeometry . s t r u c t u r e s . segments import Segment
from planegeometry . s t r u c t u r e s . polygons import Polygon
from planegeometry . s t r u c t u r e s . planarmaps import PlanarMap
from planegeometry . a lgor i thms . geomtools import o r i e n t a t i o n

class Chain :
LEFT = 0
RIGHT = 1

class YMonotoneTriangulationPM :
""" Tr iangu la t i on o f a s t r i c t l y y=monotone polygon in O(n) time . """

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )
s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t
s e l f . n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )
s e l f . planar_map = PlanarMap ( polygon )
s e l f . u l i s t = [ ] # for pa i r s ( point , chain )
s e l f . s tack = [ ] # for pa i r s ( point , chain )

def run ( s e l f ) :
s e l f . merge_chains ( )
s e l f . s tack . append ( s e l f . u l i s t [ 0 ] )
s e l f . s tack . append ( s e l f . u l i s t [ 1 ] )
for i in range (2 , s e l f . n=1):

point1 , chain1 = s e l f . u l i s t [ i ]
point2 , chain2 = s e l f . s tack [=1]
i f chain1 != chain2 :

while len ( s e l f . s tack ) > 1 :
point2 , chain2 = s e l f . s tack . pop ( )
segment = Segment ( point1 , po int2 )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

s e l f . s tack . pop ( )
s e l f . s tack . append ( s e l f . u l i s t [ i =1])
s e l f . s tack . append ( s e l f . u l i s t [ i ] )

else :
point2 , chain2 = s e l f . s tack . pop ( )
point3 , chain3 = s e l f . s tack [=1]
i f chain1 == Chain .LEFT:

o r i e n t = =1
else :

o r i e n t = +1
while o r i e n t a t i o n ( point1 , point2 , po int3 ) == o r i e n t :

segment = Segment ( point1 , po int3 )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )
point2 , chain2 = s e l f . s tack . pop ( )
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i f len ( s e l f . s tack ) == 0 :
break

else :
point3 , chain3 = s e l f . s tack [=1]

s e l f . s tack . append ( ( point2 , chain2 ) )
s e l f . s tack . append ( s e l f . u l i s t [ i ] )

point1 , chain1 = s e l f . u l i s t [ s e l f . n=1]
point2 , chain2 = s e l f . s tack . pop ( )
while len ( s e l f . s tack ) > 1 :

point3 , chain3 = s e l f . s tack . pop ( )
segment = Segment ( point1 , po int3 )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment )
po int2 = point3

def merge_chains ( s e l f ) :
"""Preparing s e l f . u l i s t wi th so r t ed pa i r s ( point , chain ) . """
i_max = max( range ( s e l f . n ) , key=lambda i : ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ] . y ) )
i_min = min( range ( s e l f . n ) , key=lambda i : ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ] . y ) )
l e f t_cha in = [ ]
r ight_chain = [ ]
for i in range ( s e l f . n ) :

j = ( i_max + i ) % s e l f . n
i f j == i_min :

break

l e f t_cha in . append ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] )
for i in range ( s e l f . n ) :

j = ( i_min + i ) % s e l f . n
i f j == i_max :

break

r ight_chain . append ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] )
r ight_chain . r e v e r s e ( )

s e l f . u l i s t . extend ( ( point , Chain .LEFT) for po int in l e f t_cha in )
s e l f . u l i s t . extend ( ( point , Chain .RIGHT) for po int in r ight_chain )

s e l f . u l i s t . s o r t ( key=lambda item : ( item [ 0 ] . y , =item [ 0 ] . x ) , r e v e r s e=True )

Listing 4.4. Przykªad u»ycia algorytmu triangulacji wielok¡ta
y-monotonicznego

>>> from po in t s import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from t r i a n gu l a t i o n 2 import YMonotoneTriangulationPM as Tr iangu la t i on
>>> po in t_ l i s t = [ Point (1 , 0 ) , Point (2 , 1 ) , Point (3 , 1 . 1 ) ,

Point (3 , 2 ) , Point (2 , 2 ) , Point (2 , 3 ) , Point (3 , 3 . 1 ) ,
Point (3 , 4 ) , Point (2 , 4 ) , Point (1 , 5 ) , Point (0 , 2 ) ]

>>> polygon = Polygon (* po i n t_ l i s t )
>>> algor i thm = Tr iangu la t i on ( polygon )
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . planar_map . show ( )
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Rysunek 4.2. Przykªadowa triangulacja wielok¡ta y-monotonicznego.

4.3. Podziaª monotoniczny wielok¡ta prostego

Dla dowolnego wielok¡ta prostego przedstawimy jego podziaª monoto-
niczny zapisany w j¦zyku map planarnych. Aby wyznaczy¢ podziaª zasto-
sowali±my algorytm wykorzystuj¡cy technik¦ zamiatania pªaszczyzny (ang.
sweep line algorithm), który przechodzi po wierzchoªkach wielok¡ta od góry
do doªu i rozpatruje je w ró»ny sposób w zale»no±ci od typu wierzchoªka.
W przypadku naszej implementacji wynikowe wielok¡ty b¦d¡ monotoniczne
wzgl¦dem osi Y. Implementacja bazuje na opisie z ksi¡»ki de Berga [13].

Dane wej±ciowe: Obiekt klasy Polygon opisuj¡cy wielok¡t prosty, którego
podziaª monotoniczny chcemy wyznaczy¢.

Dane wyj±ciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowuj¡cy wyznaczony po-
dziaª monotoniczny wielok¡ta.

Problem: Podziaª monotoniczny wielok¡ta prostego.

Opis algorytmu: Gªównym celem algorytmu dziel¡cego wielok¡t prosty na
wielok¡ty monotoniczne jest pozbycie si¦ wszystkich wierzchoªków zwrot-
nych (ang. turn vertex ) wielok¡ta. Wierzchoªek zwrotny to taki wierzcho-
ªek, w którym zmieniamy kierunek poruszania, podczas przechodzenia po
kolei przez wierzchoªki ªa«cucha wielok¡ta. Wierzchoªka takiego pozbywamy
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si¦ poprzez dodanie odcinka wychodz¡cego z tego wierzchoªka, ª¡cz¡cego go
z innym wierzchoªkiem, wybieranym w ró»ny sposób w zale»no±ci od typu
wierzchoªka. Odcinek ten dzieli dotychczasowy wielok¡t na dwa wielok¡ty,
a wierzchoªek zwrotny, z którego poprowadzili±my odcinek, staje si¦ regular-
nym wierzchoªkiem w obu powstaªych wielok¡tach.

W algorytmie ª¡cznie rozró»niamy pi¦¢ rodzajów wierzchoªków, z których
ka»dy jest rozpatrywany w inny sposób. Cztery typy wierzchoªków opisu-
j¡ ró»nego rodzaju wierzchoªki zwrotne i s¡ to: wierzchoªki startowe (ang.
start vertices), wierzchoªki ko«cowe (ang. end vertices), wierzchoªki dziel¡ce
(ang. split vertices) oraz wierzchoªki scalaj¡ce (ang. merge vertices). Pi¡tym
typem wierzchoªków rozró»nianym przez algorytm s¡ wierzchoªki regularne
(ang. regular vertices) i s¡ to wszystkie pozostaªe wierzchoªki, które nie s¡
wierzchoªkami zwrotnymi. Typy wierzchoªków zde�niowane s¡ nast¦puj¡co
(rys. 4.3):
� Wierzchoªek jest wierzchoªkiem startowym, gdy s¡siaduj¡ce z nim wierz-

choªki maj¡ mniejsz¡ wspóªrz¦dn¡ y ni» on sam, oraz gdy k¡t wewn¦trzny
mi¦dzy nimi wynosi mniej ni» 180◦.

� Wierzchoªek jest wierzchoªkiem ko«cowym, gdy s¡siaduj¡ce z nim wierz-
choªki maj¡ wi¦ksz¡ wspóªrz¦dn¡ y ni» on sam, oraz gdy k¡t wewn¦trzny
mi¦dzy nimi wynosi mniej ni» 180◦.

� Wierzchoªek jest wierzchoªkiem dziel¡cym, gdy s¡siaduj¡ce z nim wierz-
choªki maj¡ mniejsz¡ wspóªrz¦dn¡ y ni» on sam, oraz gdy k¡t wewn¦trzny
mi¦dzy nimi wynosi wi¦cej ni» 180◦.

� Wierzchoªek jest wierzchoªkiem scalaj¡cym, gdy s¡siaduj¡ce z nim wierz-
choªki maj¡ wi¦ksz¡ wspóªrz¦dn¡ y ni» on sam, oraz gdy k¡t wewn¦trzny
mi¦dzy nimi wynosi wi¦cej ni» 180◦.

� Wierzchoªek jest wierzchoªkiem regularnym, gdy jeden z s¡siaduj¡cych
z nim wierzchoªków ma mniejsz¡ wspóªrz¦dn¡ y ni» on sam, a drugi s¡-
siaduj¡cy wierzchoªek wi¦ksz¡.
�ródªem niemonotoniczno±ci danego wielok¡ta s¡ wierzchoªki dziel¡ce

i wierzchoªki scalaj¡ce. Inaczej mówi¡c, dany wielok¡t nie jest y-monotoniczny,
je»eli posiada wierzchoªek dziel¡cy albo wierzchoªek scalaj¡cy. Obrazuje to
rysunek 4.4.

Wynika z tego, »e pozbywaj¡c si¦ wierzchoªków dziel¡cych i scalaj¡cych,
otrzymujemy wielok¡t y-monotoniczny, wi¦c dziel¡c dany wielok¡ta na wie-
lok¡ty nieposiadaj¡ce tych wierzchoªków, otrzymujemy podziaª wielok¡ta na
wielok¡ty monotoniczne. Aby pozby¢ si¦ wierzchoªka dziel¡cego, musimy po-
ª¡czy¢ go odcinkiem z wierzchoªkiem le»¡cym nad nim. Gdy podczas za-
miatania pªaszczyzny miotªa natra� na wierzchoªek dziel¡cy, próbujemy po-
ª¡czy¢ go z najni»ej poªo»onym wierzchoªkiem znajduj¡cym si¦ nad rozpa-
trywanym wierzchoªkiem. Aby w prosty sposób wyznaczy¢ taki wierzchoªek,
podczas zamiatania pªaszczyzny zapisujemy do zmiennej pomocniczej infor-
macj¦ o obecnie najni»ej poªo»onym wierzchoªku znajduj¡cym si¦ nad lini¡
pªaszczyzny, dla kraw¦dzi wielok¡ta na lewo od ówcze±nie rozpatrywanego
wierzchoªka. Sprawdzaj¡c t¡ informacj¦ dla kraw¦dzi na lewo od obecnie
rozpatrywanego wierzchoªka dziel¡cego wiemy z jakim wierzchoªkiem nale»y
go poª¡czy¢ odcinkiem. Przykªad dodawania odcinka wychodz¡cego z wierz-
choªka dziel¡cego mo»na zobaczy¢ na rysunku 4.5.
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Rysunek 4.3. Typy wierzchoªków rozpatrywane przez algorytm [13].

Rysunek 4.4. Dowód niemonotoniczno±ci wielok¡ta w przypadku wyst¦powania
wierzchoªka dziel¡cego lub scalaj¡cego [13].
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Rysunek 4.5. Przykªad dodawania odcinka wychodz¡cego z wierzchoªka dziel¡ce-
go [13].

Sposób post¦powania w przypadku wierzchoªka scalaj¡cego jest troch¦
bardziej skomplikowany, poniewa» w przeciwie«stwie do wierzchoªka dziel¡-
cego, musimy poª¡czy¢ go odcinkiem z wierzchoªkiem znajduj¡cym si¦ pod
nim, a to oznacza, »e b¦dzie on poª¡czony z wierzchoªkiem, do którego nie
dotarªa jeszcze miotªa zamiataj¡ca pªaszczyzn¦. Mo»emy jednak post¡pi¢
w podobny sposób. Gdy miotªa natra� na wierzchoªek scalaj¡cy, zapisujemy
go w zmiennej pomocniczej dla kraw¦dzi wielok¡ta na lewo od rozpatrywane-
go wierzchoªka, tak samo jak w przypadku wierzchoªków innego typu. Chce-
my poª¡czy¢ ten wierzchoªek z wierzchoªkiem poªo»onym najwy»ej pod lini¡
miotªy, takim, który znajduje si¦ pomi¦dzy tymi samymi kraw¦dziami wie-
lok¡ta. Jest to pierwszy wierzchoªek zast¦puj¡cy ten wierzchoªek w zmiennej
pomocniczej dowolnej kraw¦dzi. Za ka»dym razem, gdy zast¦pujemy wierz-
choªek w zmiennej pomocniczej, sprawdzamy, czy nie byª on wierzchoªkiem
scalaj¡cym, a je»eli byª, dodajemy odcinek ª¡cz¡cy obecnie rozpatrywany
wierzchoªek z zapisanym wierzchoªkiem scalaj¡cym. Dzieje si¦ tak równie»
w przypadku, gdy obecnie rozpatrywanym wierzchoªkiem jest wierzchoªek
dziel¡cy. W takiej sytuacji pozbywamy si¦ równocze±nie wierzchoªka dziel¡ce-
go, jak i scalaj¡cego za pomoc¡ jednej odcinka. Przykªad dodawania odcinka
wychodz¡cego z wierzchoªka scalaj¡cego mo»na zobaczy¢ na rysunku 4.6.

Sam algorytm przebiega w nast¦puj¡cy sposób: na samym starcie algo-
rytm tworzy map¦ planarn¡ (obiektu klasy PlanarMap) odpowiadaj¡ wielok¡-
towi, którego poddziaª monotoniczny b¦dzie wyznaczany, a tak»e inne po-
mocnicze struktury potrzebne w trakcie gªównej cz¦±ci algorytmu, czyli list¦
zdarze«, sªownik pomocniczy do przechowywania informacji o obecnie najni-
»ej poªo»onym wierzchoªku nad lini¡ miotªy, dla ka»dej kraw¦dzi wielok¡ta,
sªownik przechowuj¡cy informacj¦ o typach wierzchoªków oraz obiekt klasy
SlowTreeX, czyli drzewo przechowuj¡ce informacj¦ o kraw¦dziach. Na pocz¡t-
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Rysunek 4.6. Przykªad dodawania odcinka wychodz¡cego z wierzchoªka scalaj¡ce-
go. Odcinek ten zostanie dodany w momencie rozpatrywania wierzchoªka vm [13].

ku zasadniczej cz¦±ci algorytmu przygotowujemy list¦ wydarze«, czyli list¦
wierzchoªków z przypisanymi typami. Typy wierzchoªków przechowywane s¡
w osobnym sªowniku, gdzie kluczem jest wierzchoªek, a warto±ci¡ jego typ.

Nast¦pnie przechodzimy po wszystkich wierzchoªkach wielok¡ta i dla ka»-
dego ustalamy jego typ, na podstawie s¡siaduj¡cych wierzchoªków, po czym
dodajemy go do listy wydarze« informacje o wierzchoªku, typie wydarze-
nia oraz kraw¦dziach prowadz¡cych od wierzchoªka do s¡siaduj¡cych z nim
wierzchoªków. Na koniec sortujemy list¦ wydarze«, poniewa» nie zmienia si¦
ona w trakcie trwania algorytmu. Wydarzenia sortujemy wzgl¦dem wspóª-
rz¦dnych y wierzchoªków, a w przypadku takiej samej warto±ci sortujemy
dodatkowo wzgl¦dem wspóªrz¦dnych x. Dalsza cz¦±¢ algorytmu polega na
rozpatrywaniu po kolej wydarze« z listy, wykonuj¡c operacje w zale»no±ci
od typu wydarzenia. Po przej±ciu przez caª¡ list¦ wydarze« algorytm ko«-
czy si¦, a na wyj±ciu otrzymujemy map¦ planarn¡ przechowuj¡c¡ podziaª
monotoniczny wej±ciowego wielok¡ta.

Rysunek 4.7 przedstawia wynikowy podziaª monotoniczny dla przykªado-
wego wielok¡ta prostego.

Zªo»ono±¢: Teoretyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n log n).
W praktyce, tak samo jak w przypadku algorytmu triangulacji wielok¡ta
y-monotonicznego, nast¦puje pogorszenie zªo»ono±ci spowodowane metod¡
planar_map.add_chord(segment).

Drugim elementem pogarszaj¡cym zªo»ono±¢ jest implementacja drzewa
przechowuj¡cego odcinki. U»yta implementacja symuluje zachowanie opty-
malnego rozwi¡zania, jednak z gorsz¡ zªo»ono±ci¡ czasow¡. Struktur¡ pozwa-
laj¡c¡ osi¡gn¡¢ optymaln¡ zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu jest zmody�kowane
drzewo AVL.
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Listing 4.5. Moduª partition1.

#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
pass

#from planegeometry . s t r u c t u r e s . po in t s import Point
from planegeometry . s t r u c t u r e s . segments import Segment
from planegeometry . s t r u c t u r e s . polygons import Polygon
from planegeometry . s t r u c t u r e s . planarmaps import PlanarMap
from planegeometry . a lgor i thms . geomtools import o r i e n t a t i o n
from planegeometry . s t r u c t u r e s . events import Event
from planegeometry . s t r u c t u r e s . s l ow t r e e s import SlowTreeX

class YMonotonePartitionPM :

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )
s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t
s e l f . planar_map = PlanarMap ( polygon )
s e l f . event_queue = [ ]
s e l f . h e lpe r = dict ( )
s e l f . vertex_type = dict ( )
s e l f . sweep_line = SlowTreeX ( )

def run ( s e l f ) :
s e l f . _prepare_event_queue ( )
for event in s e l f . event_queue :

i f event . type == Event .START_VERTEX:
s e l f . _handle_start_vertex ( event )

e l i f event . type == Event .END_VERTEX:
s e l f . _handle_end_vertex ( event )

e l i f event . type == Event .SPLIT_VERTEX:
s e l f . _handle_spl it_vertex ( event )

e l i f event . type == Event .MERGE_VERTEX:
s e l f . _handle_merge_vertex ( event )

e l i f event . type == Event .REGULAR_VERTEX:
s e l f . _handle_regular_vertex ( event )

else :
raise ValueError ( "unknown event " )

del s e l f . event_queue
del s e l f . sweep_line

def f ind_outer_face ( s e l f ) :
pt1 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ 0 ]
pt2 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ 1 ]
outer_face = s e l f . planar_map . edge2 face [ Segment ( pt1 , pt2 ) ]
return outer_face

def _prepare_event_queue ( s e l f ) :
n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )
for i in range (n ) :

pt1 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ]
pt2 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( i + 1) % n ]
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pt3 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( i + 2) % n ]
segment1 , segment3 = s e l f . planar_map . i t e r ou t edg e s ( pt2 )
i f segment1 . pt2 == pt3 :

segment1 , segment3 = segment3 , segment1
i f segment1 . pt1 > segment1 . pt2 :

segment1 = ~segment1
i f segment3 . pt1 > segment3 . pt2 :

segment3 = ~segment3

i f ( pt2 . y > pt1 . y and pt2 . y > pt3 . y and

o r i e n t a t i o n ( pt1 , pt2 , pt3 ) > 0 ) : # /\ s t a r t v e r t e x
s e l f . vertex_type [ pt2 ] = Event .START_VERTEX
s e l f . event_queue . append (

Event ( pt2 , Event .START_VERTEX, segment1 , segment3 ) )
e l i f ( pt2 . y < pt1 . y and pt2 . y < pt3 . y and

o r i e n t a t i o n ( pt1 , pt2 , pt3 ) > 0 ) : # \/ end ve r t e x
s e l f . vertex_type [ pt2 ] = Event .END_VERTEX
s e l f . event_queue . append (

Event ( pt2 , Event .END_VERTEX, segment1 , segment3 ) )
e l i f ( pt2 . y > pt1 . y and pt2 . y > pt3 . y and

o r i e n t a t i o n ( pt1 , pt2 , pt3 ) < 0 ) : # /\ s p l i t v e r t e x
s e l f . vertex_type [ pt2 ] = Event .SPLIT_VERTEX
s e l f . event_queue . append (

Event ( pt2 , Event .SPLIT_VERTEX, segment1 , segment3 ) )
e l i f ( pt2 . y < pt1 . y and pt2 . y < pt3 . y and

o r i e n t a t i o n ( pt1 , pt2 , pt3 ) < 0 ) : # \/ merge v e r t e x
s e l f . vertex_type [ pt2 ] = Event .MERGE_VERTEX
s e l f . event_queue . append (

Event ( pt2 , Event .MERGE_VERTEX, segment1 , segment3 ) )
else : # regu l a r v e r t e x

s e l f . vertex_type [ pt2 ] = Event .REGULAR_VERTEX
s e l f . event_queue . append (

Event ( pt2 , Event .REGULAR_VERTEX, segment1 , segment3 ) )
s e l f . event_queue . s o r t ( key=lambda event : (=event . po int . y , event . po int . x ) )

def _handle_start_vertex ( s e l f , event ) :
segment1 = event . segment_above
segment2 = event . segment_below
s e l f . sweep_line . i n s e r t ( segment2 )
s e l f . h e lpe r [ segment2 ] = event . po int

def _handle_end_vertex ( s e l f , event ) :
segment1 = event . segment_above
segment2 = event . segment_below
i f s e l f . vertex_type [ s e l f . h e lpe r [ segment1 ] ] == Event .MERGE_VERTEX:

segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ segment1 ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

s e l f . sweep_line . remove ( segment1 )

def _handle_split_vertex ( s e l f , event ) :
segment1 = event . segment_above
segment2 = event . segment_below

s e l f . sweep_line . i n s e r t ( segment1 )
node = s e l f . sweep_line . p r edec e s s o r ( segment1 )
s e l f . sweep_line . remove ( segment1 )
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segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

s e l f . sweep_line . i n s e r t ( segment2 )
s e l f . h e lpe r [ segment2 ] = event . po int

def _handle_merge_vertex ( s e l f , event ) :
segment1 = event . segment_above
segment2 = event . segment_below
i f s e l f . vertex_type [ s e l f . h e lpe r [ segment1 ] ] == Event .MERGE_VERTEX:

segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ segment1 ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

node = s e l f . sweep_line . p r edec e s s o r ( segment1 )
s e l f . sweep_line . remove ( segment1 )
i f s e l f . vertex_type [ s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] ] == Event .MERGE_VERTEX:

segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] = event . po int

def _handle_regular_vertex ( s e l f , event ) :
segment1 = event . segment_above
segment2 = event . segment_below
i f max( segment1 . pt1 . y , segment1 . pt2 . y ) > max( segment2 . pt1 . y ,

segment2 . pt2 . y ) :
# Wnetrze w i e l o ka t a na prawo od event . po in t .
i f s e l f . vertex_type [ s e l f . h e lpe r [ segment1 ] ] == Event .MERGE_VERTEX:

segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ segment1 ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

s e l f . sweep_line . remove ( segment1 )
s e l f . sweep_line . i n s e r t ( segment2 )
s e l f . h e lpe r [ segment2 ] = event . po int

else : # Wnetrze w i e l o ka t a na lewo od event . po in t .
s e l f . sweep_line . i n s e r t ( segment1 ) # na chw i l e
node = s e l f . sweep_line . p r edec e s s o r ( segment1 )
s e l f . sweep_line . remove ( segment1 )
i f s e l f . vertex_type [ s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] ] == Event .MERGE_VERTEX:

segment3 = Segment ( s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] , event . po int )
s e l f . planar_map . add_chord ( segment3 )

s e l f . h e lpe r [ node . va lue ] = event . po int

Listing 4.6. Przykªad u»ycia algorytmu podziaªu monotonicznego wielok¡ta
prostego

>>> from po in t s import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from pa r t i t i o n 1 import YMonotonePartitionPM as Pa r t i t i on
>>> po in t_ l i s t = [ Point (14 , 10) , Point (12 , 8 ) , Point (10 , 17) ,

Point (9 , 12) , Point (6 , 13) , Point (2 , 11) , Point (5 , 9 ) ,
Point (4 , 6 ) , Point (1 , 7 ) , Point (0 , 3 ) , Point (3 , 1 ) ,
Point (7 , 2 ) , Point (11 , 0 ) , Point (8 , 5 ) , Point (13 , 4 ) ]

>>> polygon = Polygon (* po i n t_ l i s t )
>>> algor i thm = Par t i t i on ( polygon )
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . planar_map . show ( )
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Rysunek 4.7. Przykªadowy podziaª monotoniczny wielok¡ta prostego.

4.4. Wyznaczanie kierunków monotoniczno±ci wielok¡ta

Dla dowolnego wielok¡ta prostego przedstawimy algorytm wyznaczaj¡cy
wszystkie kierunki, dla których jest on monotoniczny. Algorytm przechodzi
przez wszystkie wierzchoªki wielok¡ta, sprawdzaj¡c, które z nich mog¡ mie¢
wpªyw na kierunki monotoniczno±ci, a nast¦pnie w odpowiedni sposób je
rozpatruj¡c. Alternatywny algorytm opisany zostaª w pracy Preparata i Su-
powita [14].

Dane wej±ciowe: Obiekt klasy Polygon opisuj¡cy wielok¡t prosty, którego
kierunki monotoniczno±ci chcemy wyznaczy¢.

Dane wyj±ciowe: Lista przedziaªów zabronionych k¡tów, lista przedziaªów
dozwolonych k¡tów oraz lista przedziaªów warto±ci wspóªczynnika nachyle-
nia, de�niuj¡ca mo»liwe nachylenia prostych, dla których wielok¡t jest mo-
notoniczny. Aby algorytm zwróciª list¦ przedziaªów dozwolonych k¡tów przy
wywoªaniu metody run rozpoczynaj¡cej dziaªanie algorytmu nale»y poda¢ do-
datkowy argument calculate_possible_angles z warto±ci¡ True, a »eby algorytm
zwróciª tak»e list¦ przedziaªów wspóªczynników nachylenia, nale»y równie»
poda¢ argument calculate_slopes z warto±ci¡ True.

Problem: Wyznaczanie kierunków monotoniczno±ci wielok¡ta prostego.
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Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna od sprawdzenia, czy podany na
wej±ciu wielok¡t jest wielok¡tem prostym, w przeciwnym wypadku rzucany
jest wyj¡tek ValueError. W kolejnym kroku inicjalizujemy kolejno: pust¡ tabli-
c¦ k¡tów globalnych wierzchoªków wielok¡ta, pust¡ tablic¦ indeksów wierz-
choªków wkl¦sªych wielok¡ta, oraz puste tablice niedozwolonych par k¡tów,
dozwolonych par k¡tów i par wspóªczynników nachylenia, przechowuj¡ce da-
ne wyj±ciowe. Nast¦pnie rozpoczyna si¦ gªówna cz¦±¢ algorytmu.

Na pocz¡tku algorytm przechodzi przez wszystkie wierzchoªki wielok¡ta
i dla ka»dego wierzchoªka oblicza jego k¡t globalny. Aby to zrobi¢, odejmuje-
my od warto±ci y nast¦pnego wierzchoªka wyst¦puj¡cego po aktualnie rozwa-
»anym wierzchoªku warto±¢ y obecnego wierzchoªka i zapisujemy w zmiennej
pomocniczej. To samo robimy dla warto±ci x obu wierzchoªków. Posiadaj¡c
obie warto±ci zapisane w zmiennych pomocniczych mo»emy wyznaczy¢ k¡t
globalny aktualnie rozwa»anego wierzchoªka za pomoc¡ funkcji atan2(), b¦d¡-
cej cz¦±ci¡ moduªu math [15] j¦zyka Python. Wyznaczony k¡t dodajemy do
tablicy k¡tów globalnych.

Pó¹niej po raz kolejny przechodzimy p¦tl¡ przez wszystkie wierzchoªki
wielok¡ta, tym razem w celu odnalezienia wszystkich wierzchoªków wkl¦sªych,
poniewa» to one okre±laj¡, dla jakich kierunków wielok¡t nie b¦dzie monoto-
niczny. By tego dokona¢, musimy wyznaczy¢ k¡ty wewn¦trzne wierzchoªków.
Post¦pujemy w sposób cz¦±ciowo podobny jak przy wyznaczaniu k¡tów glo-
balnych. Od wyznaczonej warto±ci k¡ta globalnego wierzchoªka nast¦pnego
po aktualnie rozwa»anym wierzchoªku odejmujemy k¡t globalny aktualnie
rozwa»anego wierzchoªka i zapisujemy w zmiennej pomocniczej. W przypad-
ku, gdy warto±¢ k¡ta globalnego nast¦pnego wierzchoªka jest mniejsza od
k¡ta globalnego aktualnego wierzchoªka, do wyznaczonego k¡ta wewn¦trzne-
go dodajemy 2π. Na koniec sprawdzamy, czy obliczony k¡t wewn¦trzny jest
wi¦kszy od π, a je»eli tak, mamy do czynienia z wierzchoªkiem wkl¦sªym, wi¦c
dodajemy jego indeks w li±cie wierzchoªków do listy indeksów wierzchoªków
wkl¦sªych.

Nast¦pnym krokiem jest wyznaczenie zakresów niedozwolonych k¡tów.
K¡ty te okre±laj¡ jakie proste przecinaj¡ wielok¡t w wi¦cej ni» dwóch miej-
scach, czyli proste prostopadªe do kierunków, które na pewno nie s¡ mono-
toniczne. Nie musimy sprawdza¢ caªego zakresu [0, 2π], poniewa» dla tego
zastosowania k¡t α jest to»samy z k¡tem α + π, wystarczy wi¦c wyznaczy¢
zakresy z przedziaªu [0, π]. Przechodzimy p¦tl¡ po tablicy indeksów wierz-
choªków wkl¦sªych. Dla ka»dego wierzchoªka wkl¦sªego zapisujemy w zmien-
nej pomocniczej a1 reszt¦ z dzielenia jego k¡ta globalnego przez π. To samo
robimy dla nast¦pnego wierzchoªka wielok¡ta wyst¦puj¡cego po aktualnie
rozwa»anym wierzchoªku i zapisujemy w zmiennej a2. Te dwie wyznaczo-
ne warto±ci de�niuj¡ przedziaª niedozwolonych k¡tów. W przypadku, gdy
warto±¢ wyznaczona dla nast¦pnego wierzchoªka jest wi¦ksza od warto±ci
wyznaczonej dla obecnego wierzchoªka, dodajemy do listy niedozwolonych
k¡tów przedziaª [a2, a1]. W przeciwnym wypadku dodajemy do listy nie-
dozwolonych k¡tów dwa przedziaªy: [0, a1] i [a2, π]. Po przej±ciu przez caª¡
list¦ wierzchoªków wkl¦sªych otrzymujemy list¦ niedozwolonych k¡tów, któ-
ra pozwala na wyznaczenie wszystkich kierunków monotoniczno±ci, dlatego
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algorytm ko«czy si¦ w tym miejscu, je±li metoda run zostaªa wywoªana bez
dodatkowych parametrów.

W sytuacji, gdy algorytm uruchomiony zostaª z dodatkowym parametrem
calculate_possible_angles ustawionym na True, na wyj±ciu otrzymamy równie»
list¦ dozwolonych k¡tów, która w przeciwie«stwie do listy niedozwolonych
k¡tów nie przechowuje zduplikowanych k¡tów. W przypadku listy niedozwo-
lonych k¡tów ka»dy wierzchoªek wkl¦sªy dodaje do listy swój przedziaª lub
przedziaªy, wi¦c je»eli wiele wierzchoªków wyklucza te same k¡ty, informacja
ta b¦dzie zduplikowana w li±cie. Aby wyznaczy¢ list¦ dozwolonych k¡tów
po gªównej cz¦±ci algorytmu wykonujemy jeszcze jeden krok. Na pocz¡tku
dodajemy do pustej listy dozwolonych k¡tów przedziaª [0, π]. Nast¦pnie prze-
chodzimy przez list¦ niedozwolonych k¡tów i dla ka»dego elementu post¦pu-
jemy w nast¦puj¡cy sposób. Tworzymy pust¡ pomocnicz¡ list¦ dozwolonych
k¡tów. Pó¹niej przechodzimy p¦tl¡ po wszystkich elementach aktualnej listy
dozwolonych k¡tów i dla ka»dego zapisanego w niej zakresu: w przypadku,
gdy aktualnie rozwa»any zakres niedozwolonych k¡tów nie ma cz¦±ci wspól-
nej z aktualnie rozwa»anym zakresem dozwolonych k¡tów, dodajemy do no-
wej listy dozwolonych k¡tów aktualnie rozwa»any zakres dozwolonych k¡tów.
W innym wypadku, je»eli k¡t pocz¡tkowy aktualnie rozwa»anego zakresu
dozwolonych k¡tów jest mniejszy ni» k¡t pocz¡tkowy aktualnie rozwa»anego
zakresu k¡tów niedozwolonych, dodajemy do nowej listy dozwolonych k¡tów
zakres od k¡ta pocz¡tkowego aktualnie rozwa»anego zakresu dozwolonych
k¡tów do k¡ta pocz¡tkowego aktualnie rozwa»anego zakresu niedozwolonych
k¡tów. W analogiczny sposób sprawdzamy, czy k¡t ko«cowy aktualnie roz-
wa»anego zakresu dozwolonych k¡tów jest wi¦kszy ni» k¡t ko«cowy aktualnie
rozwa»anego zakresu k¡tów niedozwolonych, a je±li tak, dodajemy do nowej
listy dozwolonych k¡tów zakres od k¡ta ko«cowego aktualnie rozwa»anego
zakresu niedozwolonych k¡tów do k¡ta ko«cowego aktualnie rozwa»anego za-
kresu dozwolonych k¡tów. Po przej±ciu przez caª¡ list¦ dozwolonych k¡tów
podmieniamy j¡ na list¦ pomocnicz¡, do której dodawali±my zakresy dozwo-
lonych k¡tów i przechodzimy kolejnego do zakresu niedozwolonych k¡tów. Po
rozpatrzeniu caªej listy niedozwolonych k¡tów otrzymujemy na wyj±ciu list¦
dozwolonych k¡tów, która nie zawiera zduplikowanych informacji.

Program pozwala tak»e na uruchomienie z parametrem calculate_slopes.
W przypadku warto±ci True, po wyznaczeniu listy dozwolonych k¡tów algo-
rytm wyznacza równie» list¦ przedziaªów warto±ci wspóªczynnika nachylenia
prostych, dla których wielok¡t jest monotoniczny. Aby tego dokona¢, prze-
chodzimy przez list¦ dozwolonych k¡tów i dla ka»dego zakresu wyznaczamy
zakres wspóªczynników nachylenia za pomoc¡ funkcji przyjmuj¡cej jako ar-
gument k¡t, a zwracaj¡cej warto±¢ nachylenia, po czym dodajemy ten zakres
do listy wspóªczynników nachylenia.

Rysunek 4.8 przedstawia wyznaczone kierunki monotoniczno±ci przykªa-
dowego wielok¡ta.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa gªównej cz¦±ci algorytmu wynosi O(n) i zga-
dza si¦ z teoretyczn¡.
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Listing 4.7. Moduª �nd_monotone_directions.

#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
pass

import math

class FindMonotoneDirections :

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )

s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t
s e l f . n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )

s e l f . abso lute_ang les = [ ]
s e l f . concave_ver t i c e s_ind ice s = [ ]
s e l f . f o rb idden_ang l e s_ l i s t = [ ] # for pa i r s o f f o r b i dden ang le ranges
s e l f . poss ib le_angles_range = [ ] # for pa i r s o f p o s s i b l e ang l e boundar ies
s e l f . result_monotone_range = [ ] # for pa i r s o f s l o p e boundar ies

def run ( s e l f , c a l cu l a t e_pos s ib l e_ang l e s=False , c a l cu l a t e_s l op e s=False ) :
s e l f . ca l cu la te_abso lute_ang l e s ( )
s e l f . f ind_concave_vert i ces ( )
s e l f . f ind_forbidden_angles ( )

i f ca l cu l a t e_pos s ib l e_ang l e s :
s e l f . f i nd_poss ib l e_ang l e s ( )
i f c a l cu l a t e_s l op e s :

s e l f . f ind_slope_ranges ( )

def ca l cu la te_abso lute_ang l e s ( s e l f ) :
for i in range ( s e l f . n ) :

p1 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ]
p2 = s e l f . p o i n t_ l i s t [ ( i + 1) % s e l f . n ]
p = p2 = p1
s e l f . abso lute_angles . append (math . atan2 (p . y , p . x ) )

def f ind_concave_vert i ces ( s e l f ) :
for i in range ( s e l f . n ) :

a1 = s e l f . abso lute_angles [ i ]
a2 = s e l f . abso lute_angles [ ( i + 1) % s e l f . n ]
b = a2 = a1
i f a2 < a1 :

b += math . p i * 2
i f b > math . p i :

s e l f . concave_ver t i c e s_ind ice s . append ( i )

def f ind_forbidden_angles ( s e l f ) :
i f s e l f . concave_ver t i c e s_ind ice s :

for index in s e l f . concave_ver t i c e s_ind ice s :
a1 = s e l f . abso lute_ang les [ index ] % math . p i
a2 = s e l f . abso lute_ang les [ ( index + 1) % s e l f . n ] % math . p i
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i f a2 < a1 :
s e l f . f o rb idden_ang l e s_ l i s t . append ( ( a2 , a1 ) )

e l i f a1 < a2 :
s e l f . f o rb idden_ang l e s_ l i s t . append ( ( 0 , a1 ) )
s e l f . f o rb idden_ang l e s_ l i s t . append ( ( a2 , math . p i ) )

def f i nd_poss ib l e_ang l e s ( s e l f ) :
s e l f . poss ib le_angles_range . append ( ( 0 , math . p i ) )
for s t a r t , end in s e l f . f o rb idden_ang l e s_ l i s t :

s e l f . exclude_range ( s ta r t , end )

def f ind_slope_ranges ( s e l f ) :
i f s e l f . poss ib le_angles_range :

for s ta r t , end in s e l f . poss ib le_angles_range :
s l ope_sta r t = s e l f . get_correct_slope_from_angle ( s t a r t )
slope_end = s e l f . get_correct_slope_from_angle ( end )
s e l f . result_monotone_range . append ( ( s lope_start , slope_end ) )

def exclude_range ( s e l f , exc lu s i on_star t , exclus ion_end ) :
new_allowed_ranges = [ ]
for s t a r t , end in s e l f . poss ib le_angles_range :

i f exclus ion_end < s t a r t or exc lu s i on_s ta r t > end :
new_allowed_ranges . append ( ( s ta r t , end ) )

else :
i f s t a r t < exc lu s i on_s ta r t :

new_allowed_ranges . append ( ( s ta r t , ex c lu s i on_s ta r t ) )
i f end > exclus ion_end :

new_allowed_ranges . append ( ( exclusion_end , end ) )

s e l f . poss ib le_angles_range = new_allowed_ranges

def get_correct_slope_from_angle ( s e l f , ang le ) :
i f ang le == 0 :

return math . i n f
e l i f ang le == math . i n f :

return 0
else :

return =1 / math . tan ( ang le )

Listing 4.8. Przykªad u»ycia algorytmu wyznaczaj¡cego kierunki monoto-
niczno±ci wielok¡ta

>>> from po in t s import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from f ind_monotone_direct ions import FindMonotoneDirections as D i r e c t i on s
>>> po in t_ l i s t = [ Point (0 , 5 ) , Point (=1 , 1 ) , Point (=5 , 0 ) , Point (=1 , =1) ,

Point (0 , =5) , Point (1 , =1) , Point (5 , 0 ) , Point (1 , 1 ) ]
>>> polygon = Polygon (* po i n t_ l i s t )
>>> algor i thm = Di r e c t i on s ( polygon )
>>> algor i thm . run (True , True )
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Rysunek 4.8. Wyznaczenie kierunków monotoniczno±ci przykªadowego wielok¡ta.
Na zielono zaznaczone kierunki, dla których wielok¡t jest monotoniczny, a na czer-

wono kierunki, dla których wielok¡t nie jest monotoniczny.

4.5. Triangulacja wielok¡ta wypukªego z minimalizacj¡

dªugo±ci ci¦ciw

Dla dowolnego wielok¡ta wypukªego przedstawimy jego triangulacj¦ z mi-
nimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw przy u»yciu map planarnych. Algorytm nie do-
puszcza wyst¦powania wierzchoªków z k¡tem wewn¦trznym 180◦. Przedsta-
wione zostan¡ dwie implementacje tego algorytmu, jedna wyznacza triangu-
lacj¦ w sposób rekurencyjny, a druga w sposób iteracyjny. W przypadku obu
wersji stosuje si¦ technik¦ programowania dynamicznego. Algorytm powstaª
w oparciu o ¹ródªo [16].

Dane wej±ciowe: Obiekt klasy Polygon opisuj¡cy wielok¡t wypukªy, którego
triangulacj¦ chcemy wyznaczy¢.

Dane wyj±ciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowuj¡cy wyznaczon¡ trian-
gulacj¦ wielok¡ta.

Problem: Triangulacja wielok¡ta wypukªego z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦-
ciw.
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Opis algorytmu: Oba algorytmy rozpoczynaj¡ si¦ od utworzenia mapy pla-
narnej (obiektu klasy PlanarMap) odpowiadaj¡cej wej±ciowemu wielok¡towi,
a tak»e od inicjalizacji dwuwymiarowej tablicy, której ka»dy element prze-
chowuje informacj¦ o minimalnym koszcie triangulacji wielok¡ta tworzonego
przez wierzchoªki o indeksach odpowiadaj¡cych danej komórce tablicy. Przy-
kªadowo, element tablicy o indeksach [2][5] przechowuje minimalny koszt
triangulacji wielok¡ta tworzonego przez wierzchoªki 2, 3, 4 i 5. Ka»dy ele-
ment przechowuje dodatkowo informacj¦ o indeksie wierzchoªka, dla którego
odnaleziony zostaª minimalny koszt triangulacji danego wielok¡ta, co jest
potrzebne do ko«cowego odtworzenia triangulacji. Funkcj¡ kosztu przyj¦t¡
w celu minimalizacji dªugo±ci ci¦ciw jest odlegªo±¢ euklidesowa, natomiast
gªówna cz¦±¢ algorytmu zadziaªa dla dowolnej funkcji kosztu.

Po stworzeniu mapy planarnej i zainicjalizowaniu dwuwymiarowej tablicy
kosztów rozpoczyna si¦ zasadnicza cz¦±¢ algorytmu. W przypadku algorytmu
rekurencyjnego wywoªujemy metod¦ obliczaj¡c¡ koszt triangulacji, jako ar-
gumenty podaj¡c pierwszy i ostatni wierzchoªek wielok¡ta (chcemy obliczy¢
minimalny koszt triangulacji dla caªego wielok¡ta). Metoda ta dziaªa nast¦pu-
j¡co: na pocz¡tku sprawdzamy, czy podane wierzchoªki nie s¡ wierzchoªkami
s¡siednimi, a je±li s¡, to mamy do czynienia z odcinkiem, a nie wielok¡tem,
wi¦c w takim przypadku koszt triangulacji wynosi 0. W przeciwnym wy-
padku sprawdzamy, czy w tablicy kosztów nie zostaª ju» wyznaczony koszt
dla podanego wielok¡ta, a je»eli zostaª, nie musimy go wyznacza¢ na nowo.
Je±li koszt dla aktualnie rozwa»anego wielok¡ta nie zostaª jeszcze zapisany
w tablicy kosztów, musimy go obliczy¢.

Aby tego dokona¢, na pocz¡tku tworzymy dwie zmienne pomocnicze,
z których jedna przechowywa¢ b¦dzie najmniejszy znaleziony koszt trian-
gulacji tego wielok¡ta, a druga indeks wierzchoªka, dla którego minimal-
ny koszt zostaª wyznaczony. Nast¦pnie, dla ka»dego wierzchoªka pomi¦dzy
wierzchoªkiem startowym a ko«cowym sprawdzanego wielok¡ta obliczamy
koszt triangulacji. Robimy to w sposób nast¦puj¡cy: obliczamy funkcj¦ kosz-
tu dla trójk¡ta utworzonego przez wierzchoªek startowy, wierzchoªek ko«cowy
i aktualnie rozwa»any wierzchoªek mi¦dzy nimi obecnie rozpatrywanego wie-
lok¡ta, dodaj¡c do tego minimalny koszt triangulacji wielok¡ta, dla którego
wierzchoªkiem startowym jest wierzchoªek startowy obecnie rozpatrywane-
go wielok¡ta, a ko«cowym aktualnie rozwa»any wierzchoªek oraz minimal-
ny koszt triangulacji wielok¡ta, dla którego wierzchoªkiem startowym jest
aktualnie rozwa»any wierzchoªek, a ko«cowym wierzchoªek ko«cowy obecnie
rozpatrywanego wielok¡ta (w tym miejscu nast¦puje rekurencyjne wywoªanie
opisywanej metody). Je»eli obliczony w ten sposób koszt jest ni»szy od kosztu
zapisanego w zmiennej pomocniczej przechowuj¡cej minimalny koszt, przy-
pisujemy go do zmiennej, oraz zapisujemy do zmiennej pomocniczej przecho-
wuj¡cej indeks optymalnego wierzchoªka indeks aktualnie rozwa»anego wierz-
choªka. Po sprawdzeniu wszystkich wierzchoªków pomi¦dzy wierzchoªkiem
startowym a ko«cowym wielok¡ta zapisujemy w tablicy kosztów ostateczn¡
warto±¢ zmiennej przechowuj¡cej minimalny koszt triangulacji rozwa»anego
wielok¡ta wraz z indeksem optymalnego wierzchoªka.

Wywoªanie tej metody dla pierwszego i ostatniego wierzchoªka wielok¡-
ta oblicza triangulacj¦ caªego wielok¡ta, uzupeªniaj¡c tablic¦ kosztów infor-
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macjami o koszcie, a tak»e formie optymalnego rozwi¡zania. Jednak aby
doda¢ wymagane kraw¦dzie do mapy planarnej przechowuj¡cej ostateczne
rozwi¡zanie, musimy w odpowiedni sposób wyci¡gn¡¢ je z wyznaczonej ta-
blicy kosztów. Tutaj równie» stosujemy podej±cie rekurencyjne. Do wybrania
odpowiednich trójk¡tów stosujemy rekurencyjn¡ metod¦, przyjmuj¡c¡ jako
argumenty: wierzchoªek startowy i wierzchoªek ko«cowy wielok¡ta, którego
triangulacje chcemy otrzyma¢, oraz zwracaj¡c¡ tablic¦ trójek zawieraj¡cych
indeksy punktów tworz¡cych trójk¡t. Na pocz¡tku tworzymy pust¡ tablic¦
do przechowywania trójek. Nast¦pnie, podobnie jak w przypadku metody
wyznaczaj¡cej koszt triangulacji sprawdzamy, czy podane wierzchoªki nie s¡
wierzchoªkami s¡siednimi, a je±li s¡, zwracamy pust¡ tablic¦. To samo robimy
w przypadku, gdy w tablicy kosztów nie posiadamy informacji o optymalnym
wierzchoªku dla podanego wielok¡ta. W innym wypadku dodajmy do tablicy
trójk¦ indeksów skªadaj¡c¡ si¦ z indeksu wierzchoªka startowego aktualnie
rozwa»anego wielok¡ta, indeksu wierzchoªka zapisanego jak optymalny w ta-
blicy kosztów, oraz indeksu wierzchoªka ko«cowego aktualnie rozwa»anego
wielok¡ta. Wywoªujemy rekurencyjnie opisywan¡ metod¦, podaj¡c jako ar-
gumenty: wierzchoªek startowy rozpatrywanego wielok¡ta i wierzchoªek opty-
malny z tablicy kosztów oraz drugi raz podaj¡c jako argumenty: wierzchoªek
optymalny i wierzchoªek ko«cowy rozpatrywanego wielok¡ta. Rezultaty re-
kurencyjnych wywoªa« równie» dodajemy do tablicy trójek, któr¡ nast¦pnie
zwracamy.

Podobnie jak przy obliczaniu kosztu, wywoªujemy metod¦ zwracaj¡c¡
triangulacj¦ dla pierwszego i ostatniego wierzchoªka wielok¡ta. Otrzymujemy
tablic¦ trójek, zawieraj¡c¡ informacj¦ o wszystkich trójk¡tach triangulacji.
Na koniec przechodzimy przez wszystkie elementy tablicy i dla ka»dego trój-
k¡ta dodajemy do mapy planarnej ka»d¡ jego kraw¦d¹, której nie ma jeszcze
w mapie. W ten sposób na wyj±ciu otrzymujemy map¦ planarn¡ przechowuj¡-
c¡ obliczon¡ triangulacj¦ z minimaln¡ dªugo±ci ci¦ciw wej±ciowego wielok¡ta.

Wersja iteracyjna algorytmu ró»ni si¦ w dwóch miejscach. Metoda wyzna-
czaj¡ca tablic¦ kosztów zamiast rekurencji w odpowiedni sposób przechodzi
po elementach tablicy, aby wyliczy¢ kolejne koszty. W tym celu stosujemy
potrójn¡ p¦tl¦. Analogicznie jak w przypadku wersji rekurencyjnej, dla ka»de-
go elementu tablicy kosztów, obliczamy oraz porównujemy koszty mo»liwych
podziaªów i zapisujemy w tablicy kosztów najmniejszy wraz z indeksem opty-
malnego wierzchoªka. Drug¡ ró»nic¡ jest sposób wyci¡gania z tablicy kosztów
informacji o ostatecznej formie triangulacji. Zamiast rekurencji stosujemy
w tym przypadku stos przechowuj¡cy pary indeksów wyznaczaj¡ce elementy
tablicy kosztów, których potrzebujemy do utworzenia optymalnej triangu-
lacji. Na starcie tworzymy równie» pust¡ tablic¦ trójek indeksów punktów
tworz¡cych trójk¡t oraz dodajemy na stos pierwsz¡ par¦ indeksów, czyli in-
deksy pierwszego i ostatniego wierzchoªka wielok¡ta. Pó¹niej post¦pujemy
nast¦puj¡co: dopóki stos nie jest pusty ±ci¡gamy z niego par¦ indeksów i je±li
nie s¡ to indeksy s¡siaduj¡cych wierzchoªków oraz posiadamy w tablicy kosz-
tów zapisany indeks optymalnego wierzchoªka, dodajemy na stos dwie nowe
pary indeksów, skªadaj¡c¡ si¦ odpowiednio z pierwszego indeksu aktualnej
pary i indeksu optymalnego wierzchoªka oraz par¦ skªadaj¡c¡ si¦ z indeksu

36

40:5057624546



optymalnego wierzchoªka i drugiego indeksu aktualnej pary. Dodajemy rów-
nie» do tablicy trójek trójk¦ zªo»on¡ z pierwszego indeksu aktualnej pary,
indeksu optymalnego wierzchoªka oraz z drugiego indeksu aktualnej pary.
W momencie przetworzenia caªego stosu otrzymujemy tablic¦ trójek zawie-
raj¡c¡ informacj¦ o wszystkich trójk¡tach triangulacji. W ten sam sposób
co w wersji rekurencyjnej wykorzystujemy j¡, aby doda¢ do mapy planarnej
brakuj¡ce kraw¦dzie triangulacji.

Rysunek 4.9 przedstawia wynikow¡ triangulacj¦ z minimaln¡ dªugo±ci¡
ci¦ciw dla przykªadowego wielok¡ta wypukªego.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n3), zarówno w przy-
padku algorytmu w wersji rekurencyjnej, jak i wersji iteracyjnej. W praktyce
algorytm w wersji iteracyjnej dziaªa troch¦ szybciej, ale jego zªo»ono±¢ cza-
sowa nadal wynosi O(n3).

Uwagi: Metod¦ programowania dynamicznego mo»na zastosowa¢ do trian-
gulacji ogólnego wielok¡ta prostego z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw [17]. Do-
datkowa trudno±¢ wynika z faktu, »e nie ka»dy odcinek ª¡cz¡cy wierzchoªki
wielok¡ta prostego b¦dzie zawarty w caªo±ci wewn¡trz wielok¡ta. �atwiej jest
uogólni¢ triangulacj¦ na wielok¡ty wypukªe z dozwolonymi k¡tami wewn¦trz-
nymi równymi 180 stopni. Wystarczy rozpozna¢ zdegenerowane trójk¡ty (trzy
wierzchoªki wspóªliniowe) i przyporz¡dkowa¢ im niesko«czon¡ warto±¢ funkcji
kosztu, przez co nie b¦d¡ brane pod uwag¦.

Listing 4.9. Moduª triangulation_min_chord_iterative.
#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
pass

from planegeometry . s t r u c t u r e s . segments import Segment
from planegeometry . s t r u c t u r e s . planarmaps import PlanarMap

class MinimumChordTriangulation :

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )

s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t
s e l f . n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )
s e l f . planar_map = PlanarMap ( polygon )

s e l f . cost_matrix = [ [ [ =1 for k in range ( 2 ) ]
for j in range ( s e l f . n ) ] for i in range ( s e l f . n ) ]
# 2d array o f pa i r s ( cost , index )

def run ( s e l f ) :
s e l f . c a l cu l a t e_co s t ( )
t r i a n gu l a t i o n = s e l f . g e t_t r i angu la t i on ( )
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for ( i , j , k ) in t r i a n gu l a t i o n :
segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] )
i f not se l f . planar_map . has_edge ( segment ) :

s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ] )
i f not se l f . planar_map . has_edge ( segment ) :

s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

def ca l cu l a t e_co s t ( s e l f ) :
# Przypadek bazowy = pojedyncza krawedz .
for i in range (0 , s e l f . n=1):

s e l f . cost_matrix [ i ] [ i +1 ] [ 0 ] = 0
# Dalsza propagacja o b l i c z e n .
for sk ip in range (2 , s e l f . n ) :

for i in range ( s e l f . n = sk ip ) :
j = i + sk ip

min_cost = f loat ( ' i n f ' )
index = =1

for k in range ( i + 1 , j ) :
c o s t = ( s e l f . cost_matrix [ i ] [ k ] [ 0 ]

+ s e l f . cost_matrix [ k ] [ j ] [ 0 ]
+ s e l f . cos t_funct ion ( i , k , j ) )

i f co s t < min_cost :
min_cost = cos t
index = k

s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 0 ] = min_cost
s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 1 ] = index

def cost_funct ion ( s e l f , i , j , k ) :
a = s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ]
b = s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ]
c = s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ]
return ( a = b ) . l ength ( ) + (b = c ) . l ength ( ) + ( a = c ) . l ength ( )

def ge t_t r i angu la t i on ( s e l f ) :
s tack = [ ( 0 , s e l f . n = 1 ) ]
t r i a n gu l a t i o n = [ ]

while s tack :
i , j = stack . pop ( )
i f j = i < 2 :

continue

k = s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 1 ]
i f k != =1:

s tack . append ( ( i , k ) )
s tack . append ( ( k , j ) )
t r i a n gu l a t i o n . append ( ( i , k , j ) )

return t r i a n gu l a t i o n
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Listing 4.10. Moduª triangulation_min_chord_recursive.

#!/ usr / b in /env python3

try :
range = xrange

except NameError : # Python 3
pass

from planegeometry . s t r u c t u r e s . segments import Segment
from planegeometry . s t r u c t u r e s . planarmaps import PlanarMap

class MinimumChordTriangulation :

def __init__( s e l f , polygon ) :
i f polygon . o r i e n t a t i o n ( test_is_s imple=False ) < 0 :

raise ValueError ( " c l o ckw i s e o r i e n t a t i o n detec ted " )

s e l f . p o i n t_ l i s t = polygon . po i n t_ l i s t
s e l f . n = len ( s e l f . p o i n t_ l i s t )
s e l f . planar_map = PlanarMap ( polygon )

s e l f . cost_matrix = [ [ [ =1 for k in range ( 2 ) ]
for j in range ( s e l f . n ) ] for i in range ( s e l f . n ) ]
# 2d array o f pa i r s ( cost , index )

def run ( s e l f ) :
s e l f . c a l cu l a t e_co s t (0 , s e l f . n = 1)
t r i a n gu l a t i o n = s e l f . g e t_t r i angu la t i on (0 , s e l f . n = 1)

for ( i , j , k ) in t r i a n gu l a t i o n :
segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] )
i f not se l f . planar_map . has_edge ( segment ) :

s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

segment = Segment ( s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ] , s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ] )
i f not se l f . planar_map . has_edge ( segment ) :

s e l f . planar_map . add_chord ( segment )

def ca l cu l a t e_co s t ( s e l f , i , j ) :
i f j = i < 2 :

return 0

i f s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 0 ] != =1:
return se l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 0 ]

min_cost = f loat ( ' i n f ' )
index = =1
for k in range ( i + 1 , j ) :

c o s t = ( s e l f . c a l cu l a t e_co s t ( i , k )
+ s e l f . c a l cu l a t e_co s t (k , j )
+ s e l f . cos t_funct ion ( i , k , j ) )

i f co s t < min_cost :
min_cost = cos t
index = k

s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 0 ] = min_cost
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s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 1 ] = index

return min_cost

def cost_funct ion ( s e l f , i , j , k ) :
a = s e l f . p o i n t_ l i s t [ i ]
b = s e l f . p o i n t_ l i s t [ j ]
c = s e l f . p o i n t_ l i s t [ k ]
return ( a = b ) . l ength ( ) + (b = c ) . l ength ( ) + ( a = c ) . l ength ( )

def ge t_t r i angu la t i on ( s e l f , i , j ) :
t r i a n gu l a t i o n = [ ]

i f j = i < 2 :
return t r i a n gu l a t i o n

k = s e l f . cost_matrix [ i ] [ j ] [ 1 ]
i f k == =1:

return t r i a n gu l a t i o n

t r i a n gu l a t i o n . append ( ( i , k , j ) )
return ( t r i a n gu l a t i o n + s e l f . g e t_t r i angu la t i on ( i , k )

+ s e l f . g e t_t r i angu la t i on (k , j ) )

Listing 4.11. Przykªad u»ycia triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw.
>>> from po in t s import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from t r iangulat ion_min_chord_iterat ive1 import MinimumChordTriangulation

as Tr iangu la t i on
>>> po in t_ l i s t = [ Point (8 , 20) , Point (3 , 18) , Point (1 , 14) , Point (2 , 4 ) ,

Point (8 , 2 ) , Point (16 , 7 ) , Point (18 , 10) , Point (14 , 1 8 ) ]
>>> polygon = Polygon (* po i n t_ l i s t )
>>> algor i thm = Tr iangu la t i on ( polygon )
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . planar_map . show ( )
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Rysunek 4.9. Przykªadowa triangulacja wielok¡ta wypukªego z minimaln¡ dªugo-
±ci¡ ci¦ciw.
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5. Podsumowanie

Praca zawiera analiz¦ i implementacj¦ wybranych algorytmów dla wielo-
k¡tów monotonicznych, a w szczególno±ci dla wielok¡tów wypukªych. Algo-
rytmy triangulacji wachlarzowej wielok¡ta wypukªego i triangulacji wielok¡-
ta y-monotonicznego zaimplementowano z wykorzystaniem map planarnych.
Wcze±niejsza implementacja przechowywaªa trójk¡ty w strukturze kolekcji,
która nie obsªuguje ogólniejszych podziaªów wielok¡ta i trudniej z niej uzy-
ska¢ informacje o topologii podziaªu. Testy wydajno±ciowe pokazaªy, »e u»y-
cie map planarnych psuje zªo»ono±¢ O(n) z powodu czasochªonnej operacji
lokalizacji miejsca wstawienia nowej kraw¦dzi pomi¦dzy stare kraw¦dzie wy-
chodz¡ce z danego wierzchoªka. Przygotowano dwie nowe klasy, które prze-
chowuj¡ podziaª w strukturze grafu abstrakcyjnego. Otrzymano zªo»ono±¢
O(n), ale informacja o topologii podziaªu wielok¡ta nie jest dost¦pna wprost.

W pracy analizowano algorytm wyznaczania kierunków monotoniczno±ci
danego wielok¡ta prostego. Zabronione kierunki s¡ wyznaczone przez wierz-
choªki wkl¦sªe wielok¡ta. Ka»dy wierzchoªek wkl¦sªy wprowadza pewien prze-
dziaª zabronionych k¡tów, które nale»y poª¡czy¢ w celu otrzymania peªnego
zestawu zabronionych k¡tów. W implementacji ujawniaj¡ si¦ trudno±ci cha-
rakterystyczne dla topologii okr¦gu: musimy gdzie± wykona¢ ci¦cie na okr¦gu,
aby go sparametryzowa¢.

Zaimplementowano algorytm podziaªu wielok¡ta prostego na cz¦±ci mo-
notoniczne. Algorytm wykorzystuje technik¦ zamiatania pªaszczyzny, a po-
dziaª wielok¡ta przechowywany jest jako mapa planarna. Kod jest zawar-
ty w klasie YMonotonePartitionPM, a wersja z grafem abstrakcyjnym w klasie
YMonotonePartitionGraph. Nast¦pnym krokiem mo»e by¢ triangulacja wskaza-
nej cz¦±ci monotonicznej lub wszystkich cz¦±ci monotonicznych, co prowadzi
do peªnej triangulacji wielok¡ta prostego.

Rozwa»ono problem triangulacji wielok¡ta wypukªego przy jednoczesnej
minimalizacji sumy dªugo±ci ci¦ciw (funkcja kosztu). Rozwi¡zanie bazuje na
metodzie programowania dynamicznego, poniewa» dany wielok¡t mo»na po-
dzieli¢ na trójk¡t i dwa mniejsze wielok¡ty wypukªe. Bazowy przypadek to
pojedyncza kraw¦d¹ o koszcie zerowym. Koszt trójk¡ta to suma dªugo±ci jego
boków. Zaprezentowano dwa rodzaje implementacji: rekurencyjn¡ i iteracyj-
n¡.

Wielok¡ty monotoniczne s¡ jakby po±rednim ogniwem pomi¦dzy wielok¡-
tami wypukªymi, a ogólnymi wielok¡tami prostymi. Ich u»ycie mo»e pomóc
w rozwi¡zywaniu problemów z geometrii obliczeniowej. Mamy nadziej¦, »e
przygotowane w ramach tej pracy narz¦dzia uªatwi¡ prac¦ z wielok¡tami mo-
notonicznymi i zainspiruj¡ do tworzenia nowych, wydajnych i praktycznych
algorytmów.

42

46:5395658986



A. Testy algorytmów

W tym dodatku opisane zostan¡ wyniki przeprowadzonych testów wy-
dajno±ciowych maj¡cych na celu potwierdzenie teoretycznej zªo»ono±ci obli-
czeniowej przedstawionych w pracy algorytmów. Do wyznaczenia pomiarów
czasu wykonywania algorytmów u»yty zostaª moduª j¦zyka Python timeit [18].
Moduª ten pozwala na proste testowanie fragmentów kodu, dzi¦ki czemu jest
bardzo przydatny do sprawdzania wydajno±ci.

Testy przeprowadzone zostaªy na komputerze z procesorem Intel Core i5
3.9GHz.

A.1. Testy triangulacji wachlarzowej wielok¡ta

wypukªego

Test implementacji triangulacji wachlarzowej z wykorzystaniem grafu do
przechowania informacji o triangulacji potwierdza, »e jej zªo»ono±¢ oblicze-
niowa zgadza si¦ z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ O(n). Dowodem na to jest wy-
kres A.1. W przypadku implementacji wykorzystuj¡cej map¦ planarn¡, zªo-
»ono±¢ obliczeniowa algorytmu jest gorsza ni» teoretyczna, co jest cen¡ za
posiadanie informacji o strukturze topologicznej triangulacji. Obrazuje to wy-
kres A.2. Testy wykonano dla wielok¡ta wypukªego przypominaj¡cego trapez
z wieloma punktami na równolegªych bokach.

A.2. Testy triangulacji wielok¡ta y-monotonicznego

Test implementacji triangulacji wielok¡ta y-monotonicznego z wykorzy-
staniem grafu do przechowania informacji o triangulacji potwierdza, »e jej
zªo»ono±¢ obliczeniowa zgadza si¦ z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ O(n). Dowodzi
temu wykres A.3. W przypadku implementacji wykorzystuj¡cej map¦ pla-
narn¡, analogicznie jak w przypadku algorytmu triangulacji wachlarzowej,
zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu jest gorsza ni» teoretyczna, co jest cen¡
za posiadanie informacji o strukturze topologicznej triangulacji. Mo»na to
zauwa»y¢ na wykresie A.4. Testy wykonano dla wielok¡ta wypukªego przy-
pominaj¡cego trapez z wieloma punktami na równolegªych bokach.

A.3. Testy podziaªu monotonicznego wielok¡ta prostego

Do testów przygotowano generator wielok¡tów przypominaj¡cych pas z z¡b-
kowanymi brzegami. Liczba wszystkich wierzchoªków, kraw¦dzi, wierzchoª-
ków rozdzielaj¡cych i wierzchoªków scalaj¡cych ro±nie liniowo wraz z pa-
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rametrem generatora. Test implementacji podziaªu monotonicznego wielo-
k¡ta z wykorzystaniem grafu do przechowania informacji o triangulacji po-
twierdza, »e jej zªo»ono±¢ obliczeniowa zgadza si¦ z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡
O(n log n). Potwierdza to wykres A.5. Tak samo, jak w przypadku algoryt-
mów triangulacji wachlarzowej wielok¡ta wypukªego i triangulacji wielok¡ta
y-monotonicznego, zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wykorzystuj¡cego ma-
p¦ planarn¡ do przechowywania podziaªu jest gorsza ni» teoretyczna w za-
mian za informacje o strukturze topologicznej podziaªu. Jest to widoczne na
wykresie A.6.

A.4. Testy triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw

Testy implementacji triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci ci¦ciw potwier-
dzaj¡, »e zarówno w wersji iteracyjnej, jak i rekurencyjnej, zªo»ono±¢ oblicze-
niowa zgadza si¦ z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ O(n3). Zªo»ono±¢ ta jest taka sama
zarówno dla implementacji przechowuj¡cych wyj±ciow¡ triangulacj¦ w gra�e
jak i w mapie planarnej, czego dowodz¡ wykresy A.7, A.8, A.9, A.10.

A.5. Test algorytmu wyznaczania kierunków

monotoniczno±ci

Do testu zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu wyznaczania kierunków mo-
notoniczno±ci wykorzystany zostaª generator wielok¡tów przypominaj¡cych
pas z z¡bkowanymi brzegami, u»yty równie» w testach algorytmu podzia-
ªu monotonicznego wielok¡ta prostego. Test potwierdza, »e praktyczna zªo-
»ono±¢ obliczeniowa implementacji wynosi O(n) i zgadza si¦ z teoretyczn¡
zªo»ono±ci¡ algorytmu. Obrazuje to wykres A.11.
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Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wyko-
rzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik

a = 0.981(13) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢ implementacji O(n).
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wykorzy-
staniem klasy PlanarMap do przechowywania danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik
a = 1.831(31) potwierdza, »e przechowywanie triangulacji w postaci mapy planar-
nej jest kosztowne obliczeniowo, przez co implementacja posiada znacznie gorsz¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ ni» teoretyczna zªo»ono±¢ O(n).
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Y Monotone Triangulation - Graph

Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wyko-
rzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik

a = 0.978(15) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢ implementacji O(n).
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Rysunek A.4. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji wielok¡ta
y-monotonicznego z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania
danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik a = 1.677(56) potwierdza, »e przechowywanie
triangulacji w postaci mapy planarnej jest kosztowne obliczeniowo, przez co
implementacja posiada znacznie gorsz¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ ni» teoretyczna

zªo»ono±¢ O(n).
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci algorytmu podziaªu monotonicznego wielok¡ta
prostego z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyj±ciowych.
Wspóªczynnik a = 0.970(8) potwierdza zªo»ono±¢ implementacji rz¦du O(n log n),

a praktycznie nawet O(n) dla danego wielok¡ta.
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Rysunek A.6. Wykres wydajno±ci algorytmu podziaªu monotonicznego wielok¡ta
prostego z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania danych wyj±cio-
wych. Wspóªczynnik a = 1.587(52) potwierdza, »e przechowywanie triangulacji
w postaci mapy planarnej jest kosztowne obliczeniowo, przez co implementacja po-
siada znacznie gorsz¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ ni» teoretyczna zªo»ono±¢ O(n log n).
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Rysunek A.7. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci
ci¦ciw w wersji iteracyjnej z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania da-
nych wyj±ciowych. Wspóªczynnik a = 2.956(27) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢

implementacji O(n3).
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Rysunek A.8. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci
ci¦ciw w wersji iteracyjnej z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania
danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik a = 2.808(72) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢

implementacji O(n3).
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji z minimalizacj¡ dªugo±ci
ci¦ciw w wersji rekurencyjnej z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania
danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik a = 2.997(28) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢

implementacji O(n3).
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Rysunek A.10. Wykres wydajno±ci algorytmu triangulacji z minimalizacj¡ dªugo-
±ci ci¦ciw w wersji rekurencyjnej z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przecho-
wywania danych wyj±ciowych. Wspóªczynnik a = 2.856(70) potwierdza praktyczn¡

zªo»ono±¢ implementacji O(n3).
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Rysunek A.11. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania kierunków monoto-
niczno±ci. Wspóªczynnik a = 0.938(23) potwierdza praktyczn¡ zªo»ono±¢ imple-

mentacji O(n).
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