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Streszczenie

Niniejsza praca poswiecona jest implementacji i analizie wybranych algoryt-
moéw wielokatow monotonicznych. Wielokat monotoniczny to wielokat, ktory
dla pewnej prostej L jest przecinany przez kazda prosta prostopadta do L w co
najwyzej dwoch punktach. Wielokat wypukly jest monotoniczny wzgledem
dowolnej prostej L.

W pracy omoéwione zostaly trzy algorytmy triangulacji: algorytm trian-
gulacji wachlarzowej dziatajacy w czasie liniowym dla dowolnego wielokata
wypuktego, algorytm triangulacji wielokata y-monotonicznego oraz algorytm
triangulacji z minimalizacja dtugosci cieciw wykorzystujacy programowanie
dynamiczne. Opisany zostat takze algorytm podzialu monotonicznego wielo-
kata prostego wykorzystujacy technike zamiatania plaszczyzny i dzialajacy
w czasie liniowo-logarytmicznym. Kazdy z powyzszych algorytmow zaimple-
mentowany zostal w wersji wykorzystujacej graf jako strukture danych wyj-
Sciowych, oraz w wersji wykorzystujacej w tym celu mape planarng. W al-
gorytmach wykorzystujacych graf ztozonosé obliczeniowa zgadza sie z teo-
retyczng, a w przypadku wersji wykorzystujacych mape planarna ztozonosé
troche pogarsza sie, co jest cena za posiadanie informacji o strukturze topolo-
gicznej podziatu. Dodatkowo algorytm triangulacji z minimalizacjg dtugosci
cieciw opracowany zostal w dwoch wersjach: iteracyjnej i rekurencyjnej. Za-
implementowano réwniez algorytm wyznaczania kierunkéw monotonicznosei
wielokata dziatajacy w czasie liniowym.

Poprawnos¢ wynikow wszystkich algorytméw zostata przetestowana, a ich
ztozono$¢ obliczeniowa sprawdzona eksperymentalnie i opisana.

Slowa kluczowe: wielokaty monotoniczne, triangulacja wielokgta, podziat
monotoniczny wielokata, kierunki monotonicznosci



English title: Monotone polygons algorithms

Abstract

This paper is devoted to analysis and implementation of selected algorithms
for monotone polygons. A monotone polygon is a polygon that, for a line L,
is intersected by any line perpendicular to L in at most two points. A convex
polygon is monotone with respect to any straight line L.

In this paper three triangulation algorithms are presented: a fan trian-
gulation algorithm that works in linear time for any convex polygon, an
y-monotone polygon triangulation algorithm and a triangulation algorithm
which minimizes chords lengths and uses dynamic programming. A monotone
polygon partitioning algorithm, which uses sweep line technique and runs in
linearithmic time is also presented. Each of the above algorithms has been
implemented in a version which uses a graph as an output data structure, as
well as in a version using planar map for this purpose. In implementations
using graphs, algorithm time complexity corresponds to theoretical, but in
implementations using planar maps, time complexity is a bit worse, which
is a cost for having direct access to the topological structure of a partition.
Additionally, the triangulation algorithm which minimizes chords lengths was
developed in two versions: iterative and recursive. An algorithm for finding
monotone directions of a given polygon, which runs in linear time, is also
presented.

Correctness of all algorithms was tested as well as their real computational
complexity.

Keywords: monotone polygons, polygon triangulation, monotone partitio-
ning, monotone directions
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa wielokaty monotoniczne [1], ktore sa uogol-
nieniem wielokatow wypuklych, a z drugiej strony sa latwiejsze do analizy
niz ogodlne wielokaty proste. Celem pracy jest przedstawienie wybranych al-
gorytméw dla wielokatéw monotonicznych oraz ich implementacja w jezyku
Python [2]. W implementacji bedzie wykorzystany pakiet planegeometry roz-
wijany na Wydziale FAIS UJ w Krakowie [3]. Przygotowane implementacje
algorytmow dla wielokatéw monotonicznych wejda w sktad pakietu planege-
ometry.

1.1. Problem podzialu wielokata

Jednym z waznych probleméw w geometrii obliczeniowej jest podzial wie-
lokata (ang. polygon partition) [4]. Czasem uzywany jest termin dekompo-
zycja wielokata (ang. polygon decomposition). Jest to podzial wielokata pro-
stego na podstawowe jednostki, ktore nie nakladaja sie na siebie, a ich suma
daje poczatkowy wielokat. Problem podziatu wielokata polega na znalezie-
niu podzialu w pewnym sensie minimalnego. Przyktadowo przy podziale na
wielokaty wypukle minimalizuje sie liczbe wielokatow wypuklych. Podziat
wielokgta ma wiele zastosowarn, np. przy rozpoznawaniu wzorcow, kompresji
danych, przetwarzaniu obrazow, itp. W wielu sytuacjach lepiej jest operowaé
prostszymi obiektami niz ogélne wielokaty proste.

W problemie podziatu wielokata nalezy zdecydowac, czy dopuszczalne jest
dodawanie nowych punktow (punkty Steinera), czy nalezy wykorzystywac
tylko pierwotnie zadane punkty wielokata (dodajemy tylko cieciwy). W tej
pracy skupimy sie na problemach bez dodawania nowych punktow.

Dalej nalezy rozrozni¢ wielokaty z dziurami i bez dziur. Jezeli wystepuja
dziury, to brzeg wielokata sktada sie z wiecej niz jednego ciagu krawedzi. Jest
to znaczne utrudnienie, ktére czasem prowadzi do probleméw NP-trudnych.
W naszej pracy zawezamy sie do wielokatow bez dziur.

Nastepna sprawa to wybor podstawowych jednostek podzialu wielokata.
Najlepiej zbadany jest problem triangulacji wielokata, czyli podzialu wie-
lokata prostego na trojkaty [5]. Jezeli wielokat ma n wierzchotkow, to po
triangulacji otrzymamy n — 2 trojkatoéw, a wiec dodane zostanie n — 3 cie-
ciw. Algorytm triangulacji wielokata prostego w czasie O(n) podal Chazelle
w roku 1991, ale ten algorytm jest uwazany za bardzo skomplikowany i chyba
nie udalo sie go zaimplementowaé¢. Z drugiej strony, w pewnych zastosowa-
niach podzial wielokata na trojkaty nie jest wskazany ze wzgledu na duza ich
liczbe. Stad rozwaza sie podziat wielokata na wielokaty wypukle, wielokaty
monotoniczne, wielokaty gwiazdziste, czy wielokaty spiralne.
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1.2. Implementacja wielokatow

Jezeli chcemy zaimplementowa¢ wybrany algorytm podziatu wielokata, to
pojawia sie problem wyboru struktur danych do reprezentowania wielokata i
jego podzialu. W pracy licencjackiej Gabrieli Mazur [6] opisano triangulacje
wachlarzowa wielokata wypuktego i triangulacje wielokata monotonicznego.
Wielokaty byly reprezentowane przez listy punktow (klasa Point), natomiast
w wyniku triangulacji otrzymywano zbior trojkatow (klasa Triangle), ktore
przechowywano w kolekcji trojkatow (klasa TriangleCollection ).

W naszej pracy bedziemy rozwaza¢ ogoélniejsze podzialy, wiec zdecydo-
waliSmy o wykorzystaniu map planarnych do reprezentowania wielokgta i
jego podziatu. Mapy planarne (klasa PlanarMap) opisuja faktycznie grafy pta-
skie spojne i sa one dostepne w pakiecie planegeometry. Wierzchotki wielo-
kata (grafu) to instancje klasy Point, krawedzie wielokata to instancje klasy
Segment. Spdjne obszary na plaszczyznie to Sciany grafu i w jednolity sposob
reprezentowane sa elementy podzialu wielokata (trojkaty, wielokaty wypukle,
wielokaty monotoniczne) i obszar zewnetrzny wielokata ($ciana zewnetrzna
grafu). W strukturze mapy planarnej kazdy sp6jny obszar ($ciana) ma au-
tomatycznie przyporzadkowana etykiete, za pomoca ktorej mozna szybko
znalez¢ krawedzie ograniczajace dana $ciane, $ciany sasiadujace z dang kra-
wedzia, itp. Mapy planarne zostaly wprowadzone w pracy licencjackiej Anny
Sarnavskiej, gdzie opisano zlozona operacje naktadania sie map [7].

Praktyczne testy wydajnosciowe implementacji wykorzystystujacych ma-
py planarne wykazaly spowolnienie wynikajace z operacji wstawiania nowej
krawedzi pomiedzy krawedzie wychodzace z danego wierzchotka. Z tego po-
wodu przygotowano dodatkowe implementacje wykorzystujace strukture da-
nych grafu abstrakcyjnego. W ten sposob otrzymano optymalng ztozonosé
obliczeniowa, ale informacja o topologii podzialu wielokata nie jest dostepna
wprost.

1.3. Struktura pracy

Praca zostata podzielona w nastepujacy sposob. Rozdzial|l|wprowadza do
tematyki pracy, przybliza problem podziatu wielokata oraz w skrocie omawia
sposéb implementacji wielokatoéw i ich podziatow. W rozdziale 2| przedsta-
wione zostaly istotne dla pracy definicje pojeé¢ z dziedziny geometrii oblicze-
niowej. Rozdzial [3] opisuje uzywane w pracy struktury danych. Rozdzial
poswiecony zostal szczegblowym opisom zaimplementowanych algorytmow.
Zawiera on rowniez listingi z kodami Zréodtowymi omawianych algorytmow
oraz rysunki przedstawiajace efekty ich dzialania. W rozdziale [5| przedsta-
wione zostalo podsumowanie pracy. W dodatku [A] umieszczone zostaly testy
zaimplementowanych algorytmow potwierdzajace ich rzeczywista ztozonosé
obliczeniowa.



2. (Geometria obliczeniowa

W tym rozdziale przedstawione zostana definicje pojeé¢ z dziedziny geo-
metrii obliczeniowej uzywane w tej pracy.

2.1. Wielokaty

Definicja - wielokat [8]: Wielokat (ang. polygon) to dwuwymiarowa figura
geometryczna tworzona przez potaczone ze soba odcinki (krawedzie) tworzace
zamknietg linie tamang. Punkty, w ktorych jeden odcinek koniczy sie, a drugi
zaczyna, nazywamy wierzchotkami wielokata. Wielokat z n wierzchotkami
posiada n krawedzi.

Definicja - wielokat prosty [9]: Wielokat prosty (ang. simple polygon) to
wielokat, ktorego krawedzie nie przecinajg sie oraz w ktoérym nie ma dziur.
Suma katéw zewnetrznych wielokata prostego wynosi 27, a suma katow we-
wnetrznych wynosi m(n — 2). Wielokaty proste posiadaja wiele zastosowan
w geometrii obliczeniowej, miedzy innymi pozwalaja na szybkie sprawdzenie,
czy dany punkt znajduje siec wewnatrz wielokata lub na znalezienie otoczki
wypuktej w czasie liniowym, a wiec szybciej niz w przypadku algorytmow
dziatajacych na zbiorze punktow nie tworzacym wielokata.

Definicja - wielokat wypukly [10]: Wielokat wypukly (ang. conver poly-
gon) to wielokat prosty, w ktorym dowolnie wybrane dwa punkty znajdujace
sie wewnatrz tego wielokata mozemy potlaczyé odcinkiem w taki sposob, ze
calo$¢ tego odcinka réwniez znajduje sie wewnatrz wielokata. W wielokacie
wypuklym wszystkie katy wewnetrzne sg rowne lub mniejsze od m. Wielokat
wypuktly, w ktorym wszystkie katy wewnetrzne sa mniejsze od 7w, nazywamy
wielokatem $cisle wypuktym. Wielokat wypukly jest otoczka wypukta swo-
ich wierzchotkéw oraz mozna go poddaé triangulacji wachlarzowej w czasie
liniowym.

Definicja - wielokat wklesty [11]: Wielokat wklesty (ang. concave po-
lygon) to wielokat prosty, ktory posiada co najmniej jeden kat wewnetrz-
ny wiekszy niz 7. Innymi stowy, wielokat wklesty to taki wielokat prosty,
ktory nie jest wypuktly, a wiec taki, w ktorym istnieja pary punktéw leza-
cy wewnatrz wielokata, ktorych odcinek taczacy nie znajduje sie w catosci
wewnatrz wielokata. Wielokat wklesty mozna podzieli¢ na zbior wielokatow
wypuklych w czasie wielomianowym.



Definicja - wielokat monotoniczny [1]: Wielokat monotoniczny (ang.
monotone polygon) to wielokat, ktory dla pewnej prostej L jest przecinany
przez kazda prosta prostopadta do L w co najwyzej dwoch punktach. Dobrze
obrazuje to rysunek Definicje mozna réwniez rozszerzy¢, aby uwzglednia-
ta wielokaty, ktore posiadaja krawedzie prostopadie do prostej L. Wowczas
wielokaty posiadajace takie krawedzie nazywane sa stabo monotonicznymi,
a wielokaty ich nie posiadajace nazywane sg silnie monotonicznymi. Wielo-
katy wypukle s monotoniczne wzgledem kazdej proste;j.

L
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Rysunek 2.1. Wizualizacja monotonicznodci przykladowych wielokatéw wzgledem

prostej L. Niebieskie linie obrazuja proste przecinajace wielokat w dwéch punktach,

zielone linie pokazuja proste przecinajace wielokat w jednym punkcie, a czerwone

linie obrazujg proste przecinajace wielokat w wiecej niz dwéch punktach. Dwa

pierwsze wielokaty sa monotoniczne wzgledem prostej L natomiast dwa ostatnie
nie sg monotoniczne wzgledem tej prostej [1].



2.2. Podzial wielokata

Podzial wielokata (ang. polygon partition) to zbior wielokatow prostszych
od poczatkowego wielokata, ktore nie przecinaja sie, a ktérych suma jest
rowna poczatkowemu wielokatowi. Najczesciej wykorzystywane w tym celu
sa trojkaty (triangulacja), ale moga to by¢ takze bardziej ogolne wielokaty,
na przyklad wielokaty monotoniczne (podzial monotoniczny) [4].

Czestym zastosowaniem podziatu wielokata jest redukcja ztozonego ksztal-
tu do zbioru prostszych, co utatwia czy tez w ogoéle umozliwia pdzniejsze
przetworzenie wielokata przez dany algorytm.

2.3. Triangulacja wielokata

Triangulacja wielokata (ang. polygon triangulation) to podzial wielokata
prostego na zbiér nieprzecinajacych sie trojkatow, ktore razem tworza ten
sam obszar, co oryginalny wielokat. Polega ona na dodaniu do wielokata
dodatkowych przekatnych pomiedzy wierzchotkami w taki sposoéb, aby kazde
dwa utworzone trojkaty mialy ze soba wspolny wierzchotek lub krawedz [5].

Istnieje wiele algorytmow triangulacji wielokatow, na przyktad kazdy wie-
lokat wypukty lub wklesty z jednym wierzchotkiem wklestym moze zostaé
poddany triangulacji wachlarzowej, czyli triangulacji, w ktorej dodajemy kra-
wedzie z jednego wierzchotka do wszystkich pozostatych.



3. Implementacja

W rozdziale tym opisane zostaly podstawowe obiekty i struktury danych
wchodzace w sktad pakietu planegeomelry wykorzystywane w algorytmach
opisanych w tej pracy.

3.1. Figury geometryczne

Pakiet planegeometry zawiera w sobie implementacje wielu podstawowych
struktur geometrycznych. W tej sekcji opisane zostaly te z nich, ktore zostaty
uzyte w zaimplementowanych algorytmach.

3.1.1. Punkt

Punkt reprezentowany jest przez klase Point. Przechowuje wartosci wspot-
rzednych x i y okreslajacych potozenie w uktadzie kartezjanskim. Klasa Point
przeciaza operatory podstawowych dzialan matematycznych, takich jak do-
dawanie, odejmowanie czy mnozenie, dzi¢ki czemu mozemy wykonywac ope-
racje na jej instancjach w taki sam sposob jak na typach wbudowanych.

3.1.2. Odcinek

Odcinek reprezentowany jest przez klase Segment. Przechowuje pare punk-
tow (instancje klasy Point), z ktorych jeden punkt jest punktem poczatko-
wym, a drugi koncowym. Dodatkowo klasa Segment implementuje wiele metod
pomocniczych pozwalajacych miedzy innymi na obliczenie dhugosci odcinka,
sprawdzenie rownoleglosci i prostopadtoséci odcinkéw, wyznaczenie punktu
przeciecia dwoch odcinkéow. Interfejs klasy Segment jest zgodny z interfejsem
klasy Edge, dzieki czemu odcinki mozna traktowa¢ jak krawedzie w grafie,
gdzie wierzchotkami grafu sa instancje klasy Point.

3.1.3. Wielokat

Wielokat reprezentowany jest przez klase Polygon. Przechowuje liste punk-
tow (instancje klasy Point), ktorych liczba musi byé¢ wieksza od dwoch, bo
w przeciwnym wypadku nie jest to wielokat, wiec program rzuci wyjatek.
Podobnie jak w przypadku klasy definiujacej odcinek, klasa Polygon posiada
wiele metod pomocniczych operujacych na wielokacie, ktore pozwalaja na
przyktad na sprawdzenie orientacji wielokata, obliczenie prostokata ograni-
czajacego wielokat, a takze na sprawdzenie, czy wielokat jest wielokatem
prostym lub wypuktym. Instancja tej klasy przyjmowana jest jako argument
wejsciowy przez kazdy opisany w tej pracy algorytm.
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3.2. Struktury danych

W pakiecie planegeometry znajduje sie takze wiele struktur danych umoz-
liwiajacych implementacje algorytméw dziatajacych w optymalnym czasie.
Opisane ponizej zostaly te, ktore zastosowanie znalazly w algorytmach za-
implementowanych w niniejszej pracy.

3.2.1. Mapa planarna

Struktura danych reprezentowana przez klase PlanarMap. Przechowuje da-
ne w formie plaskiego grafu spojnego. Wierzchotki grafu to instancje klasy
Point, a krawedzie to instancje klasy Segment. Spojne obszary na plaszczyznie
to $ciany grafu, a elementy podzialu wielokata (trojkaty, wielokaty wypukle,
wielokaty monotoniczne) i obszar zewnetrzny wielokata ($ciana zewnetrzna
grafu) reprezentowane sa w sposob jednolity. Implementacja tej struktury
bazuje na podwojnie taczonej liscie krawedzi [12]. Mapa planarna sklada sie
z czterech stownikow, przechowujacych odpowiednio informacje o nastepne;j
krawedzi wychodzacej z danego wierzchotka, poprzedniej krawedzi wychodza-
cej z danego wierzchotka, jednej z krawedzi obiegajacych dana §ciane oraz
o $cianie obieganej przez dang krawedz. Operujac w odpowiedni sposéb na
tych stownikach, jesteSmy w stanie odtworzy¢ strukture topologiczna wielo-
kata lub jego podzialu. Klasa PlanarMap zawiera wiele metod pomocniczych
pozwalajacych miedzy innymi na dodawanie nowych wierzchotkow czy kra-
wedzi do mapy, podzial jednej krawedzi na dwie czy metode pozwalajacg
na obliczenie mapy powstatej w przypadku nalozenia na siebie dwoch map.
Struktura mapy planarnej wykorzystana zostala w algorytmach triangula-
cji wachlarzowej, triangulacji wielokata y-monotonicznego, podzialtu monoto-
nicznego wielokata prostego oraz w algorytmie triangulacji z minimalizacja
dhugosci cieciw.

3.2.2. Graf

Struktura danych reprezentowana przez klase Graph. Pozwala na przecho-
wywanie danych w formie grafu i w przypadku wielu algorytmoéow pozwala
na uzyskanie optymalnej ztozonosci obliczeniowej, co nie zawsze mozliwe jest
w przypadku korzystania z mapy planarnej. Podobnie jak klasa PlanarMap,
klasa Graph posiada w sobie metody pomocnicze pozwalajace na dodawanie,
sprawdzanie czy usuwanie wierzchotkéow i krawedzi. Struktura grafu wyko-
rzystana zostala w alternatywnych wersjach algorytmow triangulacji wachla-
rzowej, triangulacji wielokgta y-monotonicznego, podzialu monotonicznego
wielokata prostego i triangulacji z minimalizacja dtugosci cieciw.

3.2.3. Pozioma miotla

Struktura danych dla miotty poziomej (ang. sweep line) reprezentowana
jest przez klase SlowTreeX. Jest to klasa symulujaca zachowanie zmodyfikowa-
nego drzewa AVL dla problemu przecinania krawedzi. Struktura ta uzywana
jest w algorytmie podzialu monotonicznego wielokata prostego do utworzenia
poziomej miotly zamiatajacej ptaszczyzne z gory na doét. Odcinki w miotle
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sa sortowane wzgledem wspotrzednej X. Istotne jest, ze przy przesuwaniu
miotly w do6! zmieniaja sie klucze uzyte do sortowania (wspolrzedna X).
W niektorych algorytmach geometrii obliczeniowej wykorzystuje sie miotte
pionowa zamiatajaca plaszczyzne z lewa na prawo, przy czym odcinki w mio-
tle sortowane sa wzgledem wspotrzednej Y. Wtedy mozna uzy¢ drugiej klasy
SlowTreeY 7z modutu slowtrees.

Pakiet planegeometry zawiera w sobie implementacje zwyklego drzewa
AVL, ale jego uzycie dla tego problemu nie bylo mozliwe. Potrzebne bytoby
zbudowanie zmodyfikowanego drzewa AVL z dodatkowymi metodami, wiec
dla prostoty uzyto klasy SlowTreeX. Pewne metody tej klasy sa wolniejsze niz
w drzewie AVL, ale byty wystarczajace dla naszych zastosowan.



4. Algorytmy

W tym rozdziale zaprezentowane zostang wybrane algorytmy wielokatow
monotonicznych razem ze szczegétowymi opisami ich dziatania oraz anali-
zami zlozonosci obliczeniowej. Rozpoczniemy od triangulacji wachlarzowe;j
wielokgta wypuklego i triangulacji wielokata monotonicznego wyrazonych
w jezyku map planarnych i graféw. Dalej pokazemy podzial monotoniczny
wielokata prostego oraz wyznaczanie kierunkéw monotonicznos$ci wielokata
prostego. Na korficu rozwazymy problem triangulacji o najmniejszej wadze dla
wielokata wypuklego, gdzie minimalizowana jest dtugos$é cieciw dodawanych
podczas triangulacji.

4.1. Triangulacja wachlarzowa wielokata wypuklego

Przedstawimy triangulacje wachlarzowa wielokata prostego wypuklego
zaimplementowana z uzyciem map planarnych. Dopuszczamy wystepowanie
wierzchotkow z katem wewnetrznym 180°. Triangulacja wachlarzowa mozliwa
jest jedynie dla wielokatow wypuktych lub dla wielokatow wklestych posia-
dajacych jeden wierzchotek wklesty. Przypadek ten trzeba jednak opatrzyé
specjalnym kodem, gdyz podstawowy algorytm triangulacji wachlarzowej nie
radzi sobie z takimi wielokatami.

Dane wejsciowe: Obiekt klasy Polygon opisujacy wielokat wypukty, ktore-
go triangulacje wachlarzowa chcemy wyznaczy¢. Dopuszczamy wystepowanie
wierzchotkéw z katem wewnetrznym 180°.

Dane wyjsciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowujacy wyznaczong trian-
gulacje wachlarzowa wielokata wypuktego.

Problem: Triangulacja wachlarzowa wielokata uwzgledniajaca wierzchotki
wspotliniowe.

Opis algorytmu: Na poczatku dziatania algorytm sprawdza, czy podany
wielokat nie jest specjalnym przypadkiem, ktory nalezy rozpatrze¢ w szcze-
gblny sposob.

Najprostszym specjalnym przypadkiem jest wielokat, ktory sktada sie je-
dynie z trzech wierzchotkéw, co oznacza, ze jest on trojkatem, wiec triangu-
lacja nie jest potrzebna.

Trudniejszym do rozwigzania specjalnym przypadkiem jest wielokat, kto-
ry jest trojkatem posiadajacym dodatkowe wspotliniowe wierzchotki, ale tyl-
ko na jednym boku. Aby wyznaczy¢ triangulacje wachlarzowa takiego wielo-
kata, musimy w pierwszej kolejnosci odnalez¢ odpowiedni wierzchotek, od
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ktorego mozliwe jest rozpoczecie wilasciwej czesci algorytmu triangulacji.
Przechodzimy po liscie wierzchotkow, szukajac takiego wierzchotka, ktorego
kat wynosi 180°. Jezeli w wyniku poszukiwan odnajdziemy taki wierzchotek,
w glownej czesci algorytmu triangulacji wierzchotki rozpatrujemy rozpoczy-
najac od znalezionego wierzchotka. W przeciwnym wypadku, w wielokacie nie
ma zadnego wspotliniowego wierzchotka, wiec dalszg czesé algorytmu rozpo-
czynamy po prostu od poczatkowego wierzchotka wielokata.

Wyjsciowym krokiem gtownej czesci algorytmu jest detekcja pierwszego
zakretu wielokata (czyli pierwszego wierzcholka, ktorego kat jest mniejszy
niz 180°). Sprawdzamy orientacje kolejnych trojek wierzchotkow, az do mo-
mentu odnalezienia poszukiwanego wierzchotka. Gdy znajdziemy wierzchotek
o kacie mniejszy niz 180°, zapisujemy w zmiennej pomocniczej wierzchotek
poprzedzajacy go i przerywamy petle. Nastepnie szukamy drugiego zakretu,
rozpoczynajac poszukiwania od wierzchotka wystepujacego po poprzednio
znalezionym zakrecie. Sprawdzamy kolejne trojki wierzchotkow.

W przypadku, gdy sprawdzana trojka nie jest zakretem, dodajemy do ma-
py planarnej odcinek pomiedzy zapisanym odcinkiem poprzedzajacym pierw-
szy zakret z obecnie rozwazanym wierzchotkiem i przechodzimy do sprawdza-
nia kolejnej trojki wierzchotkow.

Jesli obecnie testowana trojka jest zakretem, zapisujemy w zmiennej po-
mocniczej wierzchotek poprzedzajacy drugi zakret, a nastepnie dodajemy do
mapy planarnej odcinek taczacy wierzchotek poprzedzajacy pierwszy zakret
z wierzchotkiem poprzedzajacy drugi zakret i przerywamy petle.

W ostatniej czesci algorytmu przechodzimy po wszystkich pozostatych
wierzchotkach, rozpoczynajac od wierzchotka znajdujacego sie za drugim za-
kretem, az do momentu natrafienia na zapisany wierzchotek poprzedzajacy
pierwszy zakret i dla kazdego wierzchotka dodajemy do mapy planarnej od-
cinek pomiedzy tym wierzchotkiem a wierzchotkiem poprzedzajacym drugi
zakret. Gdy rozwazymy wszystkie wierzchotki, nastepuje zakonczenie algo-
rytmu, a na wyjsciu otrzymujemy mape planarng przechowujaca obliczong
triangulacje wachlarzowa wejsciowego wielokata.

Rysunek przedstawia wynikowa triangulacje wachlarzowa dla przy-
ktadowego wielokata wypuktlego.

Zlozonosé: Teoretyczna czasowa algorytmu wynosi O(n), jednak tak samo
jak w przypadku innych algorytmoéw wykorzystanie mapy planarnej powodu-
je jej pogorszenie. Ztozono$¢ obliczeniowa wersji wykorzystujacej graf zgadza
sie z teoretyczna.

Uwaga: Algorytm zaktada, ze orientacja wejéciowego wielokata jest prze-
ciwna do ruchu wskazéwek zegara. W przypadku orientacji zgodnej z ruchem
wskazowek zegara zostanie rzucony wyjatek.

Listing 4.1. Modul fan2.
#!/usr/bin/env pythons

try:
range = xrange
except NameError: # Python 3
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pass

from planegeometry.structures.points import Point

from planegeometry.structures.segments import Segment

from planegeometry.structures.polygons import Polygon

from planegeometry.structures.planarmaps import PlanarMap
from planegeometry.algorithms.geomtools import orientation

class FanTriangulationPM:
""Fan triangulation of a simple polygon in O(n) time. """
def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected")
self.point_ list = polygon.point list # mnie ma kopiowania punktow
self .n = len(self.point list)
self.planar map = PlanarMap (polygon)

def run(self):
if self.n — 3:
return

ic = 0

for i in range(self.n):
if orientation (self.point list[i],
self.point_list [(i4+1) % self.
self.point_list[(i+2) % self.
ic = (i+1) % self.n  # nie ma zakretu
break

==

__
~— &
I
I
o

for i in range(self.n):
j = (ic + 1) % self.n
if orientation(self.point list[j],
self . point_list[(j+1) % self.
self.point _list [(j+2) % self.

=
v
=)

s B

ia = j
break

for i in range(self.n):
j = (ia + 1+ i) % self.n  # zaczynamy od pierwszego zakretu
k= (ia + 2 + 1) % self.n  # za pierwszym zakretem
if orientation (self.point list[k],
self.point_list[(k+1) % self.n],
self . point_list [(k+2) % self.n]) > O:
ib = k
segment = Segment (self.point_list[ia], self.point_list[ib])
self.planar map.add chord(segment)
break
else:
segment = Segment (self.point list[ia], self.point list[k])
self.planar map.add chord(segment)
for i in range(self.n):
j = (ib + 1+ i) % self.n
k= (ib + 2 + i) % self.n
if k — ia:
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break
segment = Segment (self.point list[ib], self.point list[k])
self.planar map.add chord(segment)

Listing 4.2. Przyktad uzycia algorytmu triangulacji wachlarzowej wielokata

wypuktego

>>>
>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>
>>>

from points import Point

from polygons import Polygon

from fan2 import FanTriangulationPM as Triangulation

point list = [Point(—7,—3), Point(5,—3), Point(2,1), Point(—1,3),
Point (—4,4), Point(—7,5)]

polygon = Polygon(xpoint list)

algorithm = Triangulation (polygon)

algorithm .run ()

algorithm .planar map .show ()

Rysunek 4.1. Przyktadowa triangulacja wachlarzowa wielokata wypuktego.

4.2. Triangulacja wielokata y-monotonicznego

Dla wielokata y-monotonicznego przedstawimy jego triangulacje zapisang
w jezyku map planarnych. Do wyznaczenia triangulacji mozemy wykorzystaé
algorytm zachtanny, polegajacy na przejéciu po wierzchotkach nalezacych
do tancuchow tego wielokata z gory na dot, dodajac przekatne, gdy jest to
mozliwe.
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Dane wej$ciowe: Obiekt klasy Polygon opisujacy wielokat y-monotoniczny,
ktorego triangulacje chcemy wyznaczy¢.

Dane wyjsciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowujacy wyznaczong trian-
gulacje wielokata.

Problem: Triangulacja wielokata monotonicznego.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od utworzenia mapy planarnej
(obiektu klasy PlanarMap) odpowiadajacej wielokatowi, dla ktorego oblicza-
na bedzie triangulacja. Nastepnie przechodzimy po wierzchotkach wielokata
w celu odnalezienia dwoch koncowych wierzchotkéw wzgledem osi Y, czyli
wierzchotka z maksymalna wartoscia y i wierzchotka z minimalna wartoScia
y. Znajac te wierzchotki, jesteSmy w stanie zbudowaé¢ dwa tancuchy, lewy
i prawy, ktorych znajomosé pozwala na wyznaczenie triangulacji. W imple-
mentacji oba te lancuchy przechowywane sa w ramach jednej listy, zawieraja-
cej wszystkie wierzchotki wielokata, razem z informacja, do jakiego tancucha
naleza, posortowane malejaco wzgledem wartosci ich wspotrzednej y.

Aby osiagnaé optymalng ztozono$é obliczeniowa algorytmu, potrzebujemy
pomocniczej struktury danych, ktoéra przechowywaé bedzie aktualnie rozwa-
zane wierzcholki. Struktura ta jest stos, poniewaz wystarczy nam mozliwosé
dodawania elementu na stos oraz $cigganie gornego elementu, czyli operacji,
ktore w przypadku stosu wykonuja sie w czasie O(1).

Po podzieleniu wierzchotkéw na dwa taricuchy rozpoczynamy gtowna czesé
algorytmu odpowiadajaca za wyznaczanie triangulacji. Dodajemy na stos
dwa pierwsze wierzcholki z posortowanej listy, a nastepnie przechodzimy po
wszystkich pozostalych wierzchotkach. Aktualnie rozwazany wierzchotek po-
rownujemy z wierzchotkiem znajdujacym sie obecnie na szczycie stosu. Wy-
stepuje wowczas jedna z dwoch sytuacji: aktualnie rozwazany wierzcholek
moze naleze¢ do tego samego tancucha co wierzchotek na szczycie stosu lub
moga one naleze¢ do réoznych tancuchow.

W przypadku, gdy wierzchotki naleza do réznych tancuchéw, postepu-
jemy w nastepujacy sposob: dopoki na stosie znajduje sie wiecej niz jeden
element, Sciggamy ze stosu pierwszy element i dodajemy do obecnej mapy
planarnej odcinek pomiedzy aktualnie rozwazanym wierzcholtkiem a wierz-
chotkiem $Sciggnietym ze stosu. W momencie, gdy na stosie zostanie tylko
jeden wierzchotek, Sciagamy go ze stosu, gdyz nie jest on juz potrzebny.
Na koniec dodajemy na stos wierzchotki, miedzy ktérymi dodaliSmy ostatni
odcinek.

W sytuacji, gdy wierzchotki naleza do tego samego tanicucha, sposéb po-
stepowania wyglada inaczej. Sciaggamy ze stosu pierwszy element i zapisuje-
my go w zmiennej pomocniczej. Nastepnie sprawdzamy, czy orientacja troj-
ki wierzcholtkoéw ztozonej z aktualnie rozwazanego wierzchotka, wierzchotka
Sciagnietego ze stosu oraz wierzchotka obecnie znajdujacego sie na szczycie
stosu odpowiada orientacji taricucha, do ktérego nalezy aktualnie rozwazany
wierzchotek.
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Jezeli orientacja jest taka sama, dodajemy do mapy planarnej odcinek
pomiedzy aktualnie rozwazanym wierzchotkiem a wierzchotkiem na szczycie
stosu, po czym $ciggamy ten element ze stosu.

Finalnie, zaré6wno w przypadku gdy orientacja trojki wierzchotkéw by-
ta rowna orientacji taricucha aktualnego wierzchotka, jak i w przeciwnym
wypadku dodajemy na stos ostatni Sciaggniety wierzchotek oraz wierzcholek
aktualnie rozwazany.

Aby zakoniczyé¢ algorytm, musimy jeszcze w sposob szczegdlny rozwazyé
ostatni wierzchotek, bedacy zakonczeniem obu tancuchéw. W momencie roz-
patrywania ostatniego wierzchotka Sciaggamy ze stosu pierwszy element, a
nastepnie, dopoki ilos¢ elementéw na stosie jest wicksza niz jeden, zdejmu-
jemy wierzcholek ze szczytu stosu i dodajemy do mapy planarnej odcinek
pomiedzy nim a ostatnim wierzchotkiem na lidcie wierzchotkéw. Po przetwo-
rzeniu wszystkich elementéw na stosie nastepuje zakorczenie algorytmu, a na
wyjsciu otrzymujemy mape planarng przechowujaca obliczong triangulacje
wejsciowego wielokata.

Rysunek przedstawia wynikowg triangulacje dla przykladowego wie-
lokata y-monotonicznego.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu w teorii wynosi O(n). W praktyce
sa dwa miejsca, w ktorych mamy pogorszenie ztozonosci. Pierwsze miejsce
to taczenie dwoch tancuchéw wierzchotkéw, lewego i prawego, w jeden tan-
cuch. Dla prostoty uzyto ztaczenia tancuchéw w jeden taricuch, a nastepnie
wykonano sortowanie (timsort) w czasie O(nlogn). Mozna to poprawi¢ wy-
konujac ztaczenie (merge) dwoch tancuchow posortowanych w jeden tancuch
posortowany, ale w praktyce domyslne sortowanie Pythona jest wystarczajaco
szybkie.

Drugie miejsce pogarszajace ztozonosé to wstawianie cieciwy do wielokata
metoda planar_map.add_chord(segment). Czas pracy metody zalezy od stopni
koncowych wierzchotkéw, poniewaz nalezy znalezé¢ wlasciwe miejsce cieci-
wy pomiedzy istniejacymi krawedziami wychodzacymi z wierzchotkow. Przy
obu koncach cieciwy wykonywane jest sortowanie krawedzi wychodzacych
wzgledem kata, a nastepnie znajduje sie krawedzie sgsiadujace z obu stron
z dodawana cieciwg. Nie jest jasne, czy mozna przyspieszy¢ te czynnosci.

Testy poroéwnujace wydajno$¢ dwoch réznych implementacji triangulacji
wielokata monotonicznego pokazuja, ze implementacja z mapami planarnymi
jest duzo wolniejsza od implementacji wykorzystujacej graf. Wniosek prak-
tyczny jest taki, ze jezeli nie potrzebujemy informacji o strukturze topolo-
gicznej triangulacji, to lepiej uzy¢ implementacji z grafem. Testy triangulacji
opisano w dodatku [A]

Uwaga: Podczas sortowania wierzchotkéw po wartosci wspotrzednych y mo-
ze wystapi¢ przypadek, gdy wspolrzedna y wierzchotkow bedzie réwna. W ta-
kim wypadku stosowane jest drugie kryterium sortowania, czyli sortowanie
rosnace wzgledem wartosci x.
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Listing 4.3. Modutl triangulation2.

#1/usr/bin/env python3

try:

range = Xxrange

except NameError:

from
from
from
from
from

pass

planegeometry .
planegeometry .
planegeometry .
planegeometry .
planegeometry .

class Chain:
LEFT = 0
RIGHT = 1

# Python 38

structures

structures.
structures.
.planarmaps import PlanarMap

structures

algorithms.

.points import Point

segments import Segment
polygons import Polygon

geomtools import orientation

class YMonotoneTriangulationPM:

" Triangulation of a strictly y—monotone polygon in O(n) time.

nimnn

def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected")
self.point list = polygon.point list
self.n = len(self.point_list)
self.planar map = PlanarMap (polygon)

self. ulist = []
self.stack = []

def run(self):

self . merge chains()
self.stack.append(self. ulist [0])
self.stack.append(self. ulist[1])
for i in range(2, self.n—1):

pointl, chainl = self.ulist[i]

point2, chain2 = self.stack[—1]

if chainl != chain2:

while len(self.stack) > 1:

point2, chain2 = self.stack.pop()
segment = Segment (pointl, point2)
self.planar map.add chord(segment)

# for pairs (point, chain)
# for pairs (point, chain)

self.stack.pop()
self.stack.append(self. ulist[i—1])
self.stack.append(self.ulist[i])

else:

point2 ,
point3 ,

chain?2
chain3

— self.stack .pop()
= self.stack|[—1]

if chainl =— Chain.LEFT:
orient = —1

else:
orient = +1

while orientation (pointl, point2, point3) = orient:
segment = Segment (pointl, point3)

self.planar map.add chord(segment)

point2, chain2 = self.stack.pop()
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if len(self.stack) =—
break
else:
point3 , chain3 = self.stack[—1]
self.stack.append ((point2, chain2))
self.stack.append(self.ulist[i])
pointl, chainl = self.ulist[self.n—1]
point2, chain2 self.stack.pop()
while len(self.stack) > 1:
point3, chain3 = self.stack.pop()
segment = Segment (pointl, point3)
self.planar map.add chord(segment)
point2 = point3

def merge chains(self):
"""Preparing self. ulist with sorted pairs (point, chain)."""
i max = max(range(self.n), key=lambda i: (self.point_ list[i].y))
i min = min(range(self.n), key=lambda i: (self.point list[i].y))
left chain = []
right chain = []
for i in range(self.n):
j = (i_max + i) % self.n
if j = i _min:
break
left chain.append(self.point list[j])
for i in range(self.n):
j = (i_min + i) % self.n
if j — i max:
break
right chain.append(self.point_ list[j])
right chain.reverse ()

self.ulist .extend ((point , Chain.LEFT) for point in left chain)
self. ulist .extend ((point , Chain.RIGHT) for point in right chain)

self.ulist.sort (key=lambda item: (item|[0].y, —item[0].x), reverse=True)

Listing  4.4. Przyklad wuzycia algorytmu  triangulacji  wielokata
y-monotonicznego

>>> from points import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from triangulation2 import YMonotoneTriangulationPM as Triangulation
>>> point_list = [Point (1, 0), Point(2, 1), Point(3, 1.1),
Point (3, 2), Point(2, 2), Point(2, 3), Point(3, 3.1),
Point (3, 4), Point(2, 4), Point(1, 5), Point (0, 2)]
>>> polygon = Polygon(*point_list)
>>> algorithm = Triangulation (polygon)
>>> algorithm .run ()
>>> algorithm .planar_map .show ()
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Rysunek 4.2. Przyktadowa triangulacja wielokata y-monotonicznego.

4.3. Podzial monotoniczny wielokata prostego

Dla dowolnego wielokata prostego przedstawimy jego podzial monoto-
niczny zapisany w jezyku map planarnych. Aby wyznaczy¢ podzial zasto-
sowalismy algorytm wykorzystujacy technike zamiatania plaszczyzny (ang.
sweep line algorithm), ktory przechodzi po wierzchotkach wielokata od gory
do dotu i rozpatruje je w rézny sposéb w zalezno$ci od typu wierzchotka.
W przypadku naszej implementacji wynikowe wielokaty beda monotoniczne
wzgledem osi Y. Implementacja bazuje na opisie z ksiazki de Berga [13].

Dane wejsciowe: Obiekt klasy Polygon opisujacy wielokat prosty, ktorego
podzial monotoniczny chcemy wyznaczy¢.

Dane wyjsciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowujacy wyznaczony po-
dzial monotoniczny wielokata.

Problem: Podzial monotoniczny wielokata prostego.

Opis algorytmu: Gléwnym celem algorytmu dzielacego wielokat prosty na
wielokaty monotoniczne jest pozbycie sie wszystkich wierzchotkow zwrot-
nych (ang. turn vertex) wielokata. Wierzcholek zwrotny to taki wierzcho-
tek, w ktérym zmieniamy kierunek poruszania, podczas przechodzenia po
kolei przez wierzchotki tancucha wielokata. Wierzchotka takiego pozbywamy
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sie poprzez dodanie odcinka wychodzacego z tego wierzchotka, taczacego go

z innym wierzchotkiem, wybieranym w rézny sposéb w zaleznosci od typu

wierzchotka. Odcinek ten dzieli dotychczasowy wielokat na dwa wielokaty,

a wierzcholek zwrotny, z ktérego poprowadziliSmy odcinek, staje sie regular-

nym wierzchotkiem w obu powstatych wielokatach.

W algorytmie tacznie rozrézniamy pieé¢ rodzajow wierzchotkéw, z ktorych
kazdy jest rozpatrywany w inny sposob. Cztery typy wierzchotkéw opisu-
ja roznego rodzaju wierzcholki zwrotne i sa to: wierzcholki startowe (ang.
start vertices), wierzcholki koficowe (ang. end vertices), wierzchotki dzielace
(ang. split vertices) oraz wierzcholki scalajace (ang. merge vertices). Piatym
typem wierzchotkéw rozréoznianym przez algorytm sa wierzchotki regularne
(ang. regular vertices) i sa to wszystkie pozostale wierzchotki, ktore nie sa
wierzchotkami zwrotnymi. Typy wierzchotkéw zdefiniowane sa nastepujaco
(rys. [£.3):

— Wierzchotek jest wierzchotkiem startowym, gdy sasiadujace z nim wierz-
chotki maja mniejsza wspotrzedna y niz on sam, oraz gdy kat wewnetrzny
miedzy nimi wynosi mniej niz 180°.

— Wierzchotek jest wierzchotkiem koricowym, gdy sasiadujace z nim wierz-
chotki maja wiekszg wspotrzedna y niz on sam, oraz gdy kat wewnetrzny
miedzy nimi wynosi mniej niz 180°.

— Wierzchotek jest wierzchotkiem dzielacym, gdy sasiadujace z nim wierz-
chotki maja mniejsza wspotrzedng y niz on sam, oraz gdy kat wewnetrzny
miedzy nimi wynosi wiecej niz 180°.

— Wierzchotek jest wierzchotkiem scalajacym, gdy sasiadujace z nim wierz-
chotki maja wiekszg wspolrzedna y niz on sam, oraz gdy kat wewnetrzny
miedzy nimi wynosi wiecej niz 180°.

— Wierzchotek jest wierzchotkiem regularnym, gdy jeden z sasiadujacych
z nim wierzchotk6w ma mniejszg wspolrzedna y niz on sam, a drugi sg-
siadujacy wierzchotek wieksza.

Zrodlem niemonotonicznosci danego wielokata sa wierzcholki dzielace
i wierzchotki scalajace. Inaczej méwiac, dany wielokat nie jest y-monotoniczny,
jezeli posiada wierzchotek dzielacy albo wierzchotek scalajacy. Obrazuje to
rysunek [4.4

Wynika z tego, ze pozbywajac sie wierzchotkow dzielgcych i scalajacych,
otrzymujemy wielokat y-monotoniczny, wiec dzielac dany wielokata na wie-
lokaty nieposiadajace tych wierzchotkéw, otrzymujemy podzial wielokata na
wielokaty monotoniczne. Aby pozby¢ sie wierzchotka dzielacego, musimy po-
laczy¢ go odcinkiem z wierzchotkiem lezacym nad nim. Gdy podczas za-
miatania plaszczyzny miotta natrafi na wierzchotek dzielacy, probujemy po-
taczy¢ go z najnizej polozonym wierzchotkiem znajdujagcym sie nad rozpa-
trywanym wierzchotkiem. Aby w prosty sposob wyznaczyé taki wierzchotek,
podczas zamiatania plaszczyzny zapisujemy do zmiennej pomocniczej infor-
macje o obecnie najnizej potozonym wierzchotku znajdujacym sie nad linig
plaszczyzny, dla krawedzi wielokata na lewo od dwczesnie rozpatrywanego
wierzchotka. Sprawdzajac ta informacje dla krawedzi na lewo od obecnie
rozpatrywanego wierzchotka dzielacego wiemy z jakim wierzchotkiem nalezy
go potaczy¢ odcinkiem. Przyktad dodawania odcinka wychodzacego z wierz-
chotka dzielacego mozna zobaczy¢ na rysunku [4.5
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e =regular vertex
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Rysunek 4.3. Typy wierzchotkéow rozpatrywane przez algorytm [13].
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Rysunek 4.4. Dowéd niemonotonicznodci wielokata w przypadku wystepowania
wierzchotka dzielacego lub scalajacego [13].
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helper(e;)

Rysunek 4.5. Przyklad dodawania odcinka wychodzacego z wierzchotka dzielace-
go [13].

Sposob postepowania w przypadku wierzchotka scalajacego jest troche
bardziej skomplikowany, poniewaz w przeciwienstwie do wierzchotka dziela-
cego, musimy polaczyé go odcinkiem z wierzchotkiem znajdujacym sie pod
nim, a to oznacza, ze bedzie on polaczony z wierzchotkiem, do ktoérego nie
dotarta jeszcze miotta zamiatajaca ptaszczyzne. Mozemy jednak postapi¢
w podobny spos6b. Gdy miotta natrafi na wierzchotek scalajacy, zapisujemy
go w zmiennej pomocniczej dla krawedzi wielokata na lewo od rozpatrywane-
go wierzchotka, tak samo jak w przypadku wierzchotkéw innego typu. Chce-
my polaczyé ten wierzchotek z wierzchotkiem potozonym najwyzej pod linig
miotty, takim, ktory znajduje sie pomiedzy tymi samymi krawedziami wie-
lokata. Jest to pierwszy wierzchotek zastepujacy ten wierzchotek w zmiennej
pomocniczej dowolnej krawedzi. Za kazdym razem, gdy zastepujemy wierz-
chotek w zmiennej pomocniczej, sprawdzamy, czy nie byt on wierzchotkiem
scalajacym, a jezeli byt, dodajemy odcinek taczacy obecnie rozpatrywany
wierzchotek z zapisanym wierzchotkiem scalajacym. Dzieje sie tak rowniez
w przypadku, gdy obecnie rozpatrywanym wierzchotkiem jest wierzcholek
dzielacy. W takiej sytuacji pozbywamy sie rownoczesnie wierzchotka dzielace-
go, jak i scalajacego za pomoca jednej odcinka. Przyktad dodawania odcinka
wychodzacego z wierzchotka scalajacego mozna zobaczy¢ na rysunku [4.6]

Sam algorytm przebiega w nastepujacy sposob: na samym starcie algo-
rytm tworzy mape planarna (obiektu klasy PlanarMap) odpowiadaja wieloka-
towi, ktorego poddzial monotoniczny bedzie wyznaczany, a takze inne po-
mocnicze struktury potrzebne w trakcie glownej czesci algorytmu, czyli liste
zdarzen, stownik pomocniczy do przechowywania informacji o obecnie najni-
zej potozonym wierzchotku nad linig miotty, dla kazdej krawedzi wielokata,
stownik przechowujacy informacje o typach wierzchotkow oraz obiekt klasy
SlowTreeX, czyli drzewo przechowujace informacje o krawedziach. Na poczat-
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Rysunek 4.6. Przyktad dodawania odcinka wychodzacego z wierzchotka scalajace-
go. Odcinek ten zostanie dodany w momencie rozpatrywania wierzchotka vy, [13].

ku zasadniczej czeéci algorytmu przygotowujemy liste wydarzen, czyli liste
wierzchotkéw z przypisanymi typami. Typy wierzchotkow przechowywane sg
w osobnym stowniku, gdzie kluczem jest wierzchotek, a wartoscia jego typ.

Nastepnie przechodzimy po wszystkich wierzchotkach wielokata i dla kaz-
dego ustalamy jego typ, na podstawie sasiadujacych wierzchotkow, po czym
dodajemy go do listy wydarzen informacje o wierzchotku, typie wydarze-
nia oraz krawedziach prowadzacych od wierzchotka do sagsiadujacych z nim
wierzchotkéw. Na koniec sortujemy liste wydarzen, poniewaz nie zmienia sie
ona w trakcie trwania algorytmu. Wydarzenia sortujemy wzgledem wspot-
rzednych y wierzchotkow, a w przypadku takiej samej warto$ci sortujemy
dodatkowo wzgledem wspoétrzednych z. Dalsza cze$¢ algorytmu polega na
rozpatrywaniu po kolej wydarzen z listy, wykonujac operacje w zaleznosci
od typu wydarzenia. Po przejSciu przez caly liste wydarzen algorytm kon-
czy sie, a na wyjsciu otrzymujemy mape planarng przechowujaca podziat
monotoniczny wejSciowego wielokata.

Rysunek przedstawia wynikowy podzial monotoniczny dla przyktado-
wego wielokata prostego.

Zlozonosé: Teoretyczna zlozono$é czasowa algorytmu wynosi O(n log n).
W praktyce, tak samo jak w przypadku algorytmu triangulacji wielokata
y-monotonicznego, nastepuje pogorszenie zlozonosci spowodowane metoda
planar _map.add chord(segment).

Drugim elementem pogarszajacym zlozonosé jest implementacja drzewa
przechowujacego odcinki. Uzyta implementacja symuluje zachowanie opty-
malnego rozwiazania, jednak z gorsza ztozonoscia czasowa. Struktura pozwa-
lajaca osiagnac¢ optymalna ztozono$é¢ czasowa algorytmu jest zmodyfikowane
drzewo AVL.
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Listing 4.5. Modul partitionl.

#1/usr/bin/env python3

try:

range = Xxrange

except NameError: # Python 38

pass

#from planegeometry. structures.points import Point

from
from
from
from
from
from

planegeometry . structures.segments import Segment
planegeometry .structures.polygons import Polygon
planegeometry.structures.planarmaps import PlanarMap
planegeometry . algorithms.geomtools import orientation
planegeometry .structures.events import Event
planegeometry . structures.slowtrees import SlowTreeX

class YMonotonePartitionPM :

def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected")
self.point list = polygon.point list
self.planar map = PlanarMap (polygon)
self.event queue = []
self. helper = dict ()
self .vertex type = dict ()
self.sweep line = SlowTreeX ()

def run(self):
self. prepare event queue()
for event in self.event queue:
if event.type — Event .START VERTEX:
self. handle start vertex(event)
elif event.type = Event .END VERTEX:
self. handle end vertex(event)
elif event.type == Event.SPLIT VERTEX:
self. handle split vertex(event)
elif event.type == Event .MERGE VERTEX:
self. handle merge vertex(event)
elif event.type == Event .REGULAR_ VERTEX:
self. handle regular vertex(event)
else:
raise ValueError ("unknown event')
del self.event queue
del self.sweep line

def find outer face(self):
ptl = self.point_ list[0]
pt2 = self.point_list[1]
outer face = self.planar map.edge2face|[Segment (ptl, pt2)]
return outer face

def prepare event queue(self):
n = len(self.point list)
for i in range(n):
ptl = self.point_ list[i]
pt2 = self.point list[(i + 1) % n]
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pt3 = self.point list[(i + 2) % n]

segmentl , segment3 = self.planar map.iteroutedges (pt2)
if segmentl.pt2 =— pt3:
segmentl , segment3 — segment3d, segmentl
if segmentl.ptl > segmentl.pt2:
segmentl = “segmentl
if segment3.ptl > segment3.pt2:
segment3 = “segment3

if (pt2.y > ptl.y and pt2.y > pt3.y and
orientation (ptl, pt2, pt3) > 0): # /| start vertex
self . vertex_type[pt2] = Event.START VERTEX
self.event queue.append (
Event (pt2, Event.START VERTEX, segmentl, segment3))
elif (pt2.y < ptl.y and pt2.y < pt3.y and
orientation (ptl, pt2, pt3) > 0): # |/ end vertex
self.vertex type[pt2] = Event.END VERTEX
self.event queue.append (
Event (pt2, Event.END VERTEX, segmentl, segment3))
elif (pt2.y > ptl.y and pt2.y > pt3.y and
orientation (ptl, pt2, pt3) < 0): # /| split vertex
self.vertex type[pt2] = Event.SPLIT VERTEX
self.event queue.append (
Event (pt2, Event.SPLIT VERTEX, segmentl, segment3))
elif (pt2.y < ptl.y and pt2.y < pt3.y and
orientation (ptl, pt2, pt3) < 0): # |/ merge vertex
self.vertex type[pt2] = Event.MERGE VERTEX
self.event queue.append (
Event (pt2, Event.MERGE VERTEX, segmentl, segment3))
else: # regular vertex
self.vertex type[pt2] = Event.REGULAR_ VERTEX
self.event queue.append (
Event(pt2, Event.REGULAR VERTEX, segmentl, segment3))
self.event queue.sort (key=lambda event: (—event.point.y, event.point.x))

def handle start vertex(self, event):
segmentl = event.segment above
segment2 = event.segment below
self.sweep line.insert (segment2)
self . helper[segment2] = event.point

def handle end vertex(self, event):

segmentl = event.segment above
segment2 = event.segment below
if self.vertex_ type[self. helper[segmentl]|] == Event .MERGE VERTEX:

segment3 = Segment(self.helper[segmentl], event.point)
self.planar map.add chord(segment3)
self.sweep line.remove(segmentl)

def handle split vertex(self, event):
segmentl = event.segment above
segment2 = event.segment below

self.sweep line.insert (segmentl)

node = self.sweep line.predecessor (segmentl)
self.sweep line.remove(segmentl)
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segment3 = Segment (self.helper|[node.value]|, event.point)
self.planar map.add chord(segment3)

self.sweep line.insert (segment2)

self.helper[segment2] = event.point

def handle merge vertex(self, event):
segmentl = event.segment above
segment2 = event.segment below
if self.vertex_type[self.helper[segmentl]|] == Event .MERGE VERTEX:

segment3 = Segment(self.helper[segmentl], event.point)
self.planar map.add chord(segment3)

node = self.sweep line.predecessor (segmentl)
self.sweep line.remove(segmentl)
if self.vertex_ type[self.helper[node.value|] = Event .MERGE_ VERTEX:

segment3 = Segment(self.helper[node.value], event.point)
self.planar map.add chord(segment3)

self . helper [node.value] = event.point

def handle regular vertex(self, event):
segmentl = event.segment above
segment2 = event.segment below
if max(segmentl.ptl.y, segmentl.pt2.y) > max(segment2.ptl.y,

segment2.pt2.y):
# Wnetrze wielokata na prawo od event.point.
if self.vertex_type|[self.helper[segmentl]] = Event .MERGE VERTEX:
segment3 = Segment (self. helper[segmentl], event.point)
self.planar map.add chord(segment3)
self.sweep line.remove(segmentl)
self.sweep line.insert (segment2)

self.helper [segment2]| = event.point
else: # Wnetrze wielokata na lewo od event.point.

self.sweep line.insert (segmentl) # na chwile

node = self.sweep line.predecessor (segmentl)

self.sweep line.remove(segmentl)

if self.vertex_type|[self.helper[node.value]] = Event .MERGE VERTEX:
segment3 = Segment (self.helper[node.value], event.point)
self.planar map.add chord(segment3)

self . helper [node.value] = event.point

Listing 4.6. Przyklad uzycia algorytmu podziatu monotonicznego wielokata

prostego
>>> from points import Point
>>> from polygons import Polygon
>>> from partitionl import YMonotonePartitionPM as Partition
>>> point_list = [Point (14, 10), Point(12, 8), Point(10, 17),
Point (9, 12), Point (6, 13), Point(2, 11), Point(5, 9),
Point (4, 6), Point(1, 7), Point(0, 3 Point (3, 1),

>>>
>>>
>>>
>>>

)
Point (7, 2), Point(11, 0), Point(8, 5), Point (13, 4)]
polygon = Polygon(xpoint list)
algorithm = Partition (polygon)
algorithm .run ()
algorithm .planar map .show ()
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Rysunek 4.7. Przyktadowy podziatl monotoniczny wielokata prostego.

4.4. Wyznaczanie kierunkéw monotoniczno$ci wielokata

Dla dowolnego wielokata prostego przedstawimy algorytm wyznaczajacy
wszystkie kierunki, dla ktérych jest on monotoniczny. Algorytm przechodzi
przez wszystkie wierzchotki wielokata, sprawdzajac, ktore z nich moga mieé
wplyw na kierunki monotonicznosci, a nastepnie w odpowiedni sposob je
rozpatrujac. Alternatywny algorytm opisany zostal w pracy Preparata i Su-
powita [14].

Dane wejéciowe: Obiekt klasy Polygon opisujacy wielokat prosty, ktorego
kierunki monotonicznosci chcemy wyznaczy¢.

Dane wyjéciowe: Lista przedzialow zabronionych katow, lista przedziatow
dozwolonych katow oraz lista przedzialow wartosci wspotczynnika nachyle-
nia, definiujgca mozliwe nachylenia prostych, dla ktérych wielokat jest mo-
notoniczny. Aby algorytm zwrocit liste przedzialow dozwolonych katéw przy
wywolaniu metody run rozpoczynajacej dziatanie algorytmu nalezy poda¢ do-
datkowy argument calculate possible angles z wartoscia True, a zeby algorytm
zwrocit takze liste przedziatow wspotczynnikoéw nachylenia, nalezy réowniez
poda¢ argument calculate_slopes z wartoscia True.

Problem: Wyznaczanie kierunkéw monotonicznosci wielokata prostego.
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Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna od sprawdzenia, czy podany na
wejsSciu wielokat jest wielokatem prostym, w przeciwnym wypadku rzucany
jest wyjatek ValueError. W kolejnym kroku inicjalizujemy kolejno: pusta tabli-
ce katow globalnych wierzchotkéw wielokata, pusta tablice indeksow wierz-
chotkéw wklestych wielokata, oraz puste tablice niedozwolonych par katow,
dozwolonych par katéow i par wspolczynnikéw nachylenia, przechowujace da-
ne wyjsciowe. Nastepnie rozpoczyna sie gtowna czesé¢ algorytmu.

Na poczatku algorytm przechodzi przez wszystkie wierzcholki wielokata
i dla kazdego wierzchotka oblicza jego kat globalny. Aby to zrobi¢, odejmuje-
my od wartosci y nastepnego wierzchotka wystepujacego po aktualnie rozwa-
zanym wierzchotku wartos¢ y obecnego wierzchotka i zapisujemy w zmiennej
pomocniczej. To samo robimy dla wartosci x obu wierzchotkow. Posiadajac
obie wartosci zapisane w zmiennych pomocniczych mozemy wyznaczy¢ kat
globalny aktualnie rozwazanego wierzchotka za pomocg funkcji atan2(), beda-
cej czescia modutu math [15] jezyka Python. Wyznaczony kat dodajemy do
tablicy katoéw globalnych.

Pozniej po raz kolejny przechodzimy petla przez wszystkie wierzchotki
wielokgta, tym razem w celu odnalezienia wszystkich wierzchotkéw wklestych,
poniewaz to one okreslaja, dla jakich kierunkoéw wielokat nie bedzie monoto-
niczny. By tego dokona¢, musimy wyznaczy¢ katy wewnetrzne wierzchotkow.
Postepujemy w sposéb czesciowo podobny jak przy wyznaczaniu katoéw glo-
balnych. Od wyznaczone] wartosci kata globalnego wierzchotka nastepnego
po aktualnie rozwazanym wierzchotku odejmujemy kat globalny aktualnie
rozwazanego wierzchotka i zapisujemy w zmiennej pomocniczej. W przypad-
ku, gdy wartos¢ kata globalnego nastepnego wierzchotka jest mniejsza od
kata globalnego aktualnego wierzchotka, do wyznaczonego kata wewnetrzne-
go dodajemy 27. Na koniec sprawdzamy, czy obliczony kat wewnetrzny jest
wiekszy od 7, a jezeli tak, mamy do czynienia z wierzchotkiem wklestym, wiec
dodajemy jego indeks w liscie wierzchotkow do listy indekséw wierzchotkow
wklestych.

Nastepnym krokiem jest wyznaczenie zakreséw niedozwolonych katow.
Katy te okreslaja jakie proste przecinaja wielokat w wiecej niz dwodch miej-
scach, czyli proste prostopadte do kierunkow, ktére na pewno nie s mono-
toniczne. Nie musimy sprawdzaé¢ calego zakresu [0, 27|, poniewaz dla tego
zastosowania kat « jest tozsamy z katem a + 7w, wystarczy wiec wyznaczy¢
zakresy z przedziatu [0, w]. Przechodzimy petla po tablicy indeksow wierz-
chotkéw wklestych. Dla kazdego wierzchotka wklestego zapisujemy w zmien-
nej pomocniczej al reszte z dzielenia jego kata globalnego przez w. To samo
robimy dla nastepnego wierzchotka wielokata wystepujacego po aktualnie
rozwazanym wierzchotku i zapisujemy w zmiennej a2. Te dwie wyznaczo-
ne wartosci definiuja przedzial niedozwolonych katow. W przypadku, gdy
warto$¢ wyznaczona dla nastepnego wierzchotka jest wicksza od wartosci
wyznaczonej dla obecnego wierzchotka, dodajemy do listy niedozwolonych
katow przedziat [a2,al]. W przeciwnym wypadku dodajemy do listy nie-
dozwolonych katow dwa przedziaty: [0,al] i [a2,7]. Po przejsciu przez cala
liste wierzchotkéw wklestych otrzymujemy liste niedozwolonych katow, kto-
ra pozwala na wyznaczenie wszystkich kierunkéw monotonicznosci, dlatego
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algorytm konczy sie w tym miejscu, jesli metoda run zostata wywolana bez
dodatkowych parametrow.

W sytuacji, gdy algorytm uruchomiony zostal z dodatkowym parametrem
calculate possible angles ustawionym na True, na wyjsciu otrzymamy rowniez
liste dozwolonych katow, ktora w przeciwienstwie do listy niedozwolonych
katow nie przechowuje zduplikowanych katow. W przypadku listy niedozwo-
lonych katow kazdy wierzchotek wklesty dodaje do listy swoj przedzial lub
przedziaty, wiec jezeli wiele wierzchotkow wyklucza te same katy, informacja
ta bedzie zduplikowana w liscie. Aby wyznaczy¢ liste dozwolonych katow
po glownej czesci algorytmu wykonujemy jeszcze jeden krok. Na poczatku
dodajemy do pustej listy dozwolonych katow przedzial [0, r]. Nastepnie prze-
chodzimy przez liste niedozwolonych katéw i dla kazdego elementu postepu-
jemy w nastepujacy sposob. Tworzymy pustg pomocniczg liste dozwolonych
katow. Pozniej przechodzimy petla po wszystkich elementach aktualnej listy
dozwolonych katow i dla kazdego zapisanego w niej zakresu: w przypadku,
gdy aktualnie rozwazany zakres niedozwolonych katéw nie ma czesci wspol-
nej z aktualnie rozwazanym zakresem dozwolonych katow, dodajemy do no-
wej listy dozwolonych katow aktualnie rozwazany zakres dozwolonych katow.
W innym wypadku, jezeli kat poczatkowy aktualnie rozwazanego zakresu
dozwolonych katow jest mniejszy niz kat poczatkowy aktualnie rozwazanego
zakresu katoéw niedozwolonych, dodajemy do nowej listy dozwolonych katow
zakres od kata poczatkowego aktualnie rozwazanego zakresu dozwolonych
katow do kata poczatkowego aktualnie rozwazanego zakresu niedozwolonych
katow. W analogiczny sposob sprawdzamy, czy kat koncowy aktualnie roz-
wazanego zakresu dozwolonych katow jest wickszy niz kat koncowy aktualnie
rozwazanego zakresu katow niedozwolonych, a jesli tak, dodajemy do nowej
listy dozwolonych katow zakres od kata koncowego aktualnie rozwazanego
zakresu niedozwolonych katow do kata koncowego aktualnie rozwazanego za-
kresu dozwolonych katow. Po przejsciu przez caly liste dozwolonych katow
podmieniamy ja na liste pomocnicza, do ktorej dodawalismy zakresy dozwo-
lonych katow i przechodzimy kolejnego do zakresu niedozwolonych katéw. Po
rozpatrzeniu catej listy niedozwolonych katow otrzymujemy na wyjsciu liste
dozwolonych katow, ktora nie zawiera zduplikowanych informacji.

Program pozwala takze na uruchomienie z parametrem calculate slopes.
W przypadku wartosci True, po wyznaczeniu listy dozwolonych katow algo-
rytm wyznacza rowniez liste przedziatow wartosci wspotczynnika nachylenia
prostych, dla ktorych wielokat jest monotoniczny. Aby tego dokonaé, prze-
chodzimy przez liste dozwolonych katow i dla kazdego zakresu wyznaczamy
zakres wspolczynnikow nachylenia za pomoca funkcji przyjmujacej jako ar-
gument kat, a zwracajacej warto$¢ nachylenia, po czym dodajemy ten zakres
do listy wspotczynnikéw nachylenia.

Rysunek przedstawia wyznaczone kierunki monotoniczno$ci przykta-
dowego wielokata.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa gtownej czesei algorytmu wynosi O(n) i zga-
dza sie z teoretyczna.
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Listing 4.7. Modut find monotone_directions.

#1/usr/bin/env python3

try:
range — xrange

except NameError: # Python 3
pass

import math
class FindMonotoneDirections:

def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected")

self.point list = polygon.point list
self .n = len(self.point list)

self.absolute angles = []

self.concave vertices indices =
self.forbidden angles list = []
self.possible angles range = []
self.result monotone range = []

[

]

# for pairs of forbidden angle ranges

# for pairs of possible angle boundaries
# for pairs of slope boundaries

def run(self, calculate possible angles=False, calculate slopes=False):
self.calculate absolute angles ()
self.find concave vertices()
self.find forbidden angles()

if calculate possible angles:
self.find possible angles ()
if calculate slopes:
self.find slope ranges()

def calculate absolute angles(self):
for i in range(self.n):
pl = self.point_ list[i]
p2 = self.point_list[(i + 1) % self.n]
p =p2 — pl
self.absolute angles.append(math.atan2(p.y, p.x))

def find concave vertices(self):
for i in range(self.n):

al = self.absolute angles|[1i]

a2 = self.absolute angles|[(i + 1) % self.n]
b = a2 — al

if a2 < al:

b 4= math.pi x 2
if b > math.pi:
self.concave vertices indices.append(1i)

def find forbidden angles(self):
if self.concave vertices indices:
for index in self.concave vertices indices:
al = self.absolute angles|[index| % math. pi
a2 = self.absolute_ angles[(index + 1) % self.n] % math. pi
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if a2 < al:
self.forbidden angles list.append((a2, al))

elif al < a2:
self.forbidden_angles_list.append ((0, al))
self.forbidden angles list.append((a2, math.pi))

def find possible angles(self):
self . possible angles range.append((0, math.pi))
for start, end in self.forbidden angles list:
self.exclude range(start, end)

def find slope ranges(self):
if self.possible angles range:
for start, end in self.possible angles range:
slope start = self.get correct slope from angle(start)
slope _end = self.get correct slope from angle(end)
self.result monotone range.append((slope_ start, slope end))

def exclude range(self, exclusion start, exclusion end):
new allowed ranges — []
for start, end in self.possible angles range:
if exclusion end < start or exclusion start > end:
new _allowed ranges.append((start, end))
else:
if start < exclusion start:
new allowed ranges.append((start, exclusion start))
if end > exclusion end:
new allowed ranges.append ((exclusion end, end))

self.possible angles range = new_ allowed ranges

def get correct slope from angle(self, angle):
if angle — 0:
return math.inf
elif angle = math.inf:
return 0
else:
return —1 / math.tan (angle)

Listing 4.8. Przyklad uzycia algorytmu wyznaczajacego kierunki monoto-
nicznosci wielokata

>>> from points import Point

>>> from polygons import Polygon

>>> from find monotone directions import FindMonotoneDirections as Directions

>>> point_list = [Point (0, 5), Point(—1, 1), Point(—5, 0), Point(—1, —1),
Point (0, —5), Point(1, —1), Point(5, 0), Point(1l, 1)]

>>> polygon = Polygon(*point_list)

>>> algorithm = Directions (polygon)

>>> algorithm .run(True, True)
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Rysunek 4.8. Wyznaczenie kierunkéw monotonicznosci przyktadowego wielokata.
Na zielono zaznaczone kierunki, dla ktérych wielokat jest monotoniczny, a na czer-
wono kierunki, dla ktérych wielokat nie jest monotoniczny.

4.5. Triangulacja wielokagta wypuklego z minimalizacja
dlugosci cieciw

Dla dowolnego wielokata wypuktego przedstawimy jego triangulacje z mi-
nimalizacja dlugosci cieciw przy uzyciu map planarnych. Algorytm nie do-
puszcza wystepowania wierzchotkéw z katem wewnetrznym 180°. Przedsta-
wione zostang dwie implementacje tego algorytmu, jedna wyznacza triangu-
lacje w sposOb rekurencyjny, a druga w sposob iteracyjny. W przypadku obu
wersji stosuje sie technike programowania dynamicznego. Algorytm powstal
w oparciu o zrodlo [16].

Dane wejsciowe: Obiekt klasy Polygon opisujacy wielokat wypukty, ktorego
triangulacje chcemy wyznaczy¢.

Dane wyjsciowe: Obiekt klasy PlanarMap przechowujacy wyznaczong trian-
gulacje wielokata.

Problem: Triangulacja wielokata wypuktego z minimalizacja dtugosci cie-
ciw.
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Opis algorytmu: Oba algorytmy rozpoczynaja sie od utworzenia mapy pla-
narnej (obiektu klasy PlanarMap) odpowiadajacej wejsciowemu wielokatowi,
a takze od inicjalizacji dwuwymiarowej tablicy, ktorej kazdy element prze-
chowuje informacje o minimalnym koszcie triangulacji wielokata tworzonego
przez wierzchotki o indeksach odpowiadajacych danej komorce tablicy. Przy-
ktadowo, element tablicy o indeksach [2][5] przechowuje minimalny koszt
triangulacji wielokata tworzonego przez wierzchotki 2, 3, 4 i 5. Kazdy ele-
ment przechowuje dodatkowo informacje o indeksie wierzchotka, dla ktérego
odnaleziony zostal minimalny koszt triangulacji danego wielokata, co jest
potrzebne do koricowego odtworzenia triangulacji. Funkcja kosztu przyjeta
w celu minimalizacji dtugodci cieciw jest odleglosé euklidesowa, natomiast
glowna cze$é algorytmu zadziata dla dowolnej funkeji kosztu.

Po stworzeniu mapy planarnej i zainicjalizowaniu dwuwymiarowej tablicy
kosztow rozpoczyna sie zasadnicza czesé algorytmu. W przypadku algorytmu
rekurencyjnego wywotujemy metode obliczajaca koszt triangulacji, jako ar-
gumenty podajac pierwszy i ostatni wierzchotek wielokata (chcemy obliczy¢
minimalny koszt triangulacji dla catego wielokata). Metoda ta dziata nastepu-
jaco: na poczatku sprawdzamy, czy podane wierzchotki nie sg wierzchotkami
sgsiednimi, a jesli sa, to mamy do czynienia z odcinkiem, a nie wielokatem,
wiec w takim przypadku koszt triangulacji wynosi 0. W przeciwnym wy-
padku sprawdzamy, czy w tablicy kosztow nie zostal juz wyznaczony koszt
dla podanego wielokata, a jezeli zostal, nie musimy go wyznacza¢ na nowo.
Jesli koszt dla aktualnie rozwazanego wielokata nie zostal jeszcze zapisany
w tablicy kosztow, musimy go obliczy¢.

Aby tego dokonaé, na poczatku tworzymy dwie zmienne pomocnicze,
z ktorych jedna przechowywaé bedzie najmniejszy znaleziony koszt trian-
gulacji tego wielokata, a druga indeks wierzchotka, dla ktoérego minimal-
ny koszt zostal wyznaczony. Nastepnie, dla kazdego wierzchotka pomiedzy
wierzchotkiem startowym a koricowym sprawdzanego wielokata obliczamy
koszt triangulacji. Robimy to w sposob nastepujacy: obliczamy funkcje kosz-
tu dla trojkata utworzonego przez wierzchotek startowy, wierzchotek koricowy
i aktualnie rozwazany wierzchotek miedzy nimi obecnie rozpatrywanego wie-
lokata, dodajac do tego minimalny koszt triangulacji wielokata, dla ktérego
wierzchotkiem startowym jest wierzchotek startowy obecnie rozpatrywane-
go wielokata, a koncowym aktualnie rozwazany wierzcholek oraz minimal-
ny koszt triangulacji wielokata, dla ktérego wierzchotkiem startowym jest
aktualnie rozwazany wierzchotek, a koncowym wierzchotek koncowy obecnie
rozpatrywanego wielokata (w tym miejscu nastepuje rekurencyjne wywotanie
opisywanej metody). Jezeli obliczony w ten sposob koszt jest nizszy od kosztu
zapisanego w zmiennej pomocniczej przechowujacej minimalny koszt, przy-
pisujemy go do zmiennej, oraz zapisujemy do zmiennej pomocniczej przecho-
wujacej indeks optymalnego wierzchotka indeks aktualnie rozwazanego wierz-
chotka. Po sprawdzeniu wszystkich wierzcholtkéw pomiedzy wierzchotkiem
startowym a koricowym wielokata zapisujemy w tablicy kosztéw ostateczng
warto$¢ zmiennej przechowujgcej minimalny koszt triangulacji rozwazanego
wielokata wraz z indeksem optymalnego wierzchotka.

Wywotanie tej metody dla pierwszego i ostatniego wierzchotka wieloka-
ta oblicza triangulacje calego wielokata, uzupetniajac tablice kosztow infor-
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macjami o koszcie, a takze formie optymalnego rozwiazania. Jednak aby
doda¢ wymagane krawedzie do mapy planarnej przechowujgcej ostateczne
rozwigzanie, musimy w odpowiedni sposoéb wyciagnaé je z wyznaczonej ta-
blicy kosztow. Tutaj rowniez stosujemy podejscie rekurencyjne. Do wybrania
odpowiednich trojkatow stosujemy rekurencyjng metode, przyjmujaca jako
argumenty: wierzchotek startowy i wierzchotek koricowy wielokata, ktérego
triangulacje chcemy otrzymaé, oraz zwracajgca tablice trojek zawierajacych
indeksy punktow tworzacych trojkat. Na poczatku tworzymy pusty tablice
do przechowywania trojek. Nastepnie, podobnie jak w przypadku metody
wyznaczajacej koszt triangulacji sprawdzamy, czy podane wierzchotki nie sg
wierzchotkami sasiednimi, a jesli sg, zwracamy pusta tablice. To samo robimy
w przypadku, gdy w tablicy kosztow nie posiadamy informacji o optymalnym
wierzchotku dla podanego wielokata. W innym wypadku dodajmy do tablicy
trojke indekséw skladajaca sie z indeksu wierzchotka startowego aktualnie
rozwazanego wielokata, indeksu wierzchotka zapisanego jak optymalny w ta-
blicy kosztéw, oraz indeksu wierzchotka koncowego aktualnie rozwazanego
wielokata. Wywolujemy rekurencyjnie opisywana metode, podajac jako ar-
gumenty: wierzcholek startowy rozpatrywanego wielokgta i wierzchotek opty-
malny z tablicy kosztéw oraz drugi raz podajac jako argumenty: wierzcholek
optymalny i wierzchotek konicowy rozpatrywanego wielokata. Rezultaty re-
kurencyjnych wywotan réwniez dodajemy do tablicy trojek, ktora nastepnie
Zwracamy.

Podobnie jak przy obliczaniu kosztu, wywolujemy metode zwracajgca
triangulacje dla pierwszego i ostatniego wierzchotka wielokata. Otrzymujemy
tablice trojek, zawierajaca informacje o wszystkich trojkatach triangulacji.
Na koniec przechodzimy przez wszystkie elementy tablicy i dla kazdego tro6j-
kata dodajemy do mapy planarnej kazda jego krawedz, ktorej nie ma jeszcze
w mapie. W ten spos6b na wyjsciu otrzymujemy mape planarng przechowuja-
cg obliczong triangulacje z minimalng dlugosci cieciw wejsciowego wielokata.

Wersja iteracyjna algorytmu rézni sie w dwoch miejscach. Metoda wyzna-
czajaca tablice kosztow zamiast rekurencji w odpowiedni sposéb przechodzi
po elementach tablicy, aby wyliczy¢ kolejne koszty. W tym celu stosujemy
potrojna petle. Analogicznie jak w przypadku wersji rekurencyjnej, dla kazde-
go elementu tablicy kosztow, obliczamy oraz poréwnujemy koszty mozliwych
podziatéw i zapisujemy w tablicy kosztow najmniejszy wraz z indeksem opty-
malnego wierzchotka. Druga réznica jest sposob wyciggania z tablicy kosztow
informacji o ostatecznej formie triangulacji. Zamiast rekurencji stosujemy
w tym przypadku stos przechowujacy pary indekséw wyznaczajace elementy
tablicy kosztow, ktorych potrzebujemy do utworzenia optymalnej triangu-
lacji. Na starcie tworzymy rowniez pusta tablice trojek indekséw punktow
tworzacych trojkat oraz dodajemy na stos pierwsza pare indekséw, czyli in-
deksy pierwszego i ostatniego wierzchotka wielokata. PoézZniej postepujemy
nastepujgco: dopoki stos nie jest pusty $ciggamy z niego pare indeksow i jesli
nie sa to indeksy sasiadujacych wierzchotkéw oraz posiadamy w tablicy kosz-
tow zapisany indeks optymalnego wierzchotka, dodajemy na stos dwie nowe
pary indeksow, sktadajaca sie odpowiednio z pierwszego indeksu aktualnej
pary i indeksu optymalnego wierzchotka oraz pare sktadajaca sie z indeksu
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optymalnego wierzchotka i drugiego indeksu aktualnej pary. Dodajemy row-
niez do tablicy trojek trojke ztozona z pierwszego indeksu aktualnej pary,
indeksu optymalnego wierzchotka oraz z drugiego indeksu aktualnej pary.
W momencie przetworzenia calego stosu otrzymujemy tablice trojek zawie-
rajaca informacje o wszystkich trojkatach triangulacji. W ten sam sposob
co w wersji rekurencyjnej wykorzystujemy ja, aby doda¢ do mapy planarnej
brakujace krawedzie triangulacji.

Rysunek przedstawia wynikowsa triangulacje z minimalna dlugoscig
cieciw dla przyktadowego wielokata wypuktego.

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), zar6wno w przy-
padku algorytmu w wersji rekurencyjnej, jak i wersji iteracyjnej. W praktyce
algorytm w wersji iteracyjnej dziata troche szybciej, ale jego ztozonosé cza-
sowa nadal wynosi O(n?).

Uwagi: Metode programowania dynamicznego mozna zastosowac¢ do trian-
gulacji ogolnego wielokata prostego z minimalizacja dtugosci cieciw [17]. Do-
datkowa trudno$¢ wynika z faktu, ze nie kazdy odcinek taczacy wierzchotki
wielokgta prostego bedzie zawarty w calosci wewngtrz wielokata. Latwiej jest
uogo6lnic¢ triangulacje na wielokaty wypuktle z dozwolonymi katami wewnetrz-
nymi rownymi 180 stopni. Wystarczy rozpoznaé zdegenerowane trojkaty (trzy
wierzcholki wspolliniowe) i przyporzadkowa¢ im nieskoriczona wartosé funkeji
kosztu, przez co nie beda brane pod uwage.

Listing 4.9. Modut triangulation _min_chord _iterative.
#1/usr/bin/env python3

try:
range — Xxrange

except NameError: # Python 3
pass

from planegeometry.structures.segments import Segment
from planegeometry.structures.planarmaps import PlanarMap

class MinimumChordTriangulation :

def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected™)

self.point list = polygon.point list
self .n = len(self.point list)
self.planar map — PlanarMap (polygon)

self.cost matrix = [[[-1 for k in range(2)
for j in range(self.n)] for i in range
# 2d array of pairs (cost, index)

I
(self.n)]

def run(self):
self.calculate cost ()
triangulation = self.get triangulation ()
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for (i,j,k) in triangulation:
segment = Segment(self.point list[i], self.point list[j])
if not self.planar map.has edge(segment):
self.planar map.add chord(segment)

segment = Segment (self.point list[j], self.point list[k])
if not self.planar map.has edge(segment):
self.planar map.add chord(segment)

def calculate cost(self):
# Przypadek bazowy — pojedyncza krawedz.
for i in range(0, self.n—1):
self.cost _matrix[i]|[i+1][0] =0
# Dalsza propagacja obliczen.
for skip in range(2, self.n):
for i in range(self.n — skip):
j =1 + skip

min_cost — float(’inf’)
index = —1

for k in range(i + 1, j):
cost = (self.cost_matrix[i]|[k][0]
+ self.cost_matrix[k][j][0]
+ self.cost_function(i, k, j))
if cost < min cost:
min_ cost = cost
index = k

min_cost

self.cost_matrix[1][j][0]
1] = index

11ill
self.cost _matrix[i][j]]

def cost_ function(self, i, j, k):
a = self.point_list[i]
b = self.point list[]]
c = self.point_ list[k]
return (a — b).length() + (b — c¢).length() + (a — c¢).length ()

def get triangulation(self):
stack = [(0, self.n — 1)]
triangulation = []

while stack:
i, j = stack.pop()
if j — 1 < 2:
continue

k = self.cost matrix|[i][j][1]

if k1= —1:
stack.append ((i, k))
stack .append ((k, j))
triangulation .append ((i, k, j))

return triangulation
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Listing 4.10. Modut triangulation min chord _recursive.

#1/usr/bin/env python3

try:
range — xrange

except NameError: # Python 3
pass

from planegeometry.structures.segments import Segment
from planegeometry.structures.planarmaps import PlanarMap

class MinimumChordTriangulation:

def  init (self, polygon):
if polygon.orientation (test is simple=False) < 0:
raise ValueError("clockwise orientation detected")

self.point list = polygon.point list
self .n = len(self.point_list)
self.planar map = PlanarMap (polygon)

self.cost matrix = [[[-1 for k in range(2)
for j in range(self.n)]| for i in range
# 2d array of pairs (cost, index)

I
(self.n)]

def run(self):
self.calculate_cost (0, self.n — 1)
triangulation = self.get triangulation (0, self.n — 1)

for (i,j,k) in triangulation:
segment = Segment(self.point list[i], self.point list[j])
if not self.planar map.has edge(segment):
self.planar map.add chord(segment)

segment = Segment (self.point list[j], self.point list[k])
if not self.planar map.has edge(segment):
self.planar map.add chord(segment)

def calculate cost(self, i, j):
if j — i < 2:
return 0

if self.cost_matrix[i][j][0] != —1:
return self.cost_matrix[i][j][0]

min_cost = float (’inf’)
index = —1
for k in range(i + 1, j):
cost = (self.calculate cost(i, k)
+ self.calculate cost(k, j)
+ self.cost function(i, k, j))
if cost < min_ cost:

min_cost = cost
index = k
self.cost _matrix[1][j][0] = min_cost
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def

def

self.cost matrix[i][j][1] = index
return min_cost

cost _function(self, i, j, k):

a = self.point list[i]

b = self.point_ list[j]

c = self.point_list[k]

return (a — b).length() + (b — ¢).length() + (a — c¢).length ()

get triangulation (self, i, j):
triangulation = []

if j — i < 2:
return triangulation

k = self.cost_matrix[i]|[j][1]
if k= —1:

return triangulation

triangulation .append ((i, k, j))
return (triangulation + self.get triangulation (i, k)
+ self.get triangulation(k, j))

Listing 4.11. Przyktad uzycia triangulacji z minimalizacja dtugosci cieciw.

>>>
>>>
>>>

>>>

>>>
>>>
>>>
>>>

from points import Point
from polygons import Polygon
from triangulation min chord iterativel import MinimumChordTriangulation

as Triangulation

point list = [Point (8, 20), Point(3, 18), Point(1, 14
Point (8, 2), Point(16, 7), Point (18, 10), Point(14, 1

polygon = Polygon(xpoint list)
algorithm = Triangulation (polygon)
algorithm .run ()

algorithm .planar map .show ()




20.0 1

17.5 1

15.0

12.5 1

10.0

7.5

5.0

2.5

T T T T
2.5 5.0 75 10,0 125 15.0 17.5
X

Rysunek 4.9. Przyktadowa triangulacja wielokata wypuklego z minimalna diugo-
Scig cieciw.
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5. Podsumowanie

Praca zawiera analize i implementacje wybranych algorytmoéw dla wielo-
katéw monotonicznych, a w szczegblnosci dla wielokatéw wypuklych. Algo-
rytmy triangulacji wachlarzowej wielokata wypuktego i triangulacji wieloka-
ta y-monotonicznego zaimplementowano z wykorzystaniem map planarnych.
Wezedniejsza implementacja przechowywala trojkaty w strukturze kolekeji,
ktora nie obstuguje ogdlniejszych podzialow wielokata i trudniej z niej uzy-
ska¢ informacje o topologii podziatu. Testy wydajnosciowe pokazaly, ze uzy-
cie map planarnych psuje ztozonos¢ O(n) z powodu czasochtonnej operacji
lokalizacji miejsca wstawienia nowej krawedzi pomiedzy stare krawedzie wy-
chodzace z danego wierzchotka. Przygotowano dwie nowe klasy, ktore prze-
chowuja podzial w strukturze grafu abstrakcyjnego. Otrzymano ztozonosé
O(n), ale informacja o topologii podzialu wielokata nie jest dostepna wprost.

W pracy analizowano algorytm wyznaczania kierunkéw monotonicznosci
danego wielokata prostego. Zabronione kierunki sg wyznaczone przez wierz-
chotki wkleste wielokata. Kazdy wierzchotek wklesty wprowadza pewien prze-
dzial zabronionych katow, ktore nalezy potaczy¢ w celu otrzymania pelnego
zestawu zabronionych katow. W implementacji ujawniajg sie¢ trudnosci cha-
rakterystyczne dla topologii okregu: musimy gdzie$ wykonaé ciecie na okregu,
aby go sparametryzowac.

Zaimplementowano algorytm podziatu wielokata prostego na czesci mo-
notoniczne. Algorytm wykorzystuje technike zamiatania pltaszczyzny, a po-
dzial wielokata przechowywany jest jako mapa planarna. Kod jest zawar-
ty w klasie YMonotonePartitionPM, a wersja z grafem abstrakcyjnym w klasie
YMonotonePartitionGraph. Nastepnym krokiem moze by¢ triangulacja wskaza-
nej czesci monotonicznej lub wszystkich czesci monotonicznych, co prowadzi
do pelnej triangulacji wielokata prostego.

Rozwazono problem triangulacji wielokata wypuklego przy jednoczesnej
minimalizacji sumy dtugosci cieciw (funkcja kosztu). Rozwiazanie bazuje na
metodzie programowania dynamicznego, poniewaz dany wielokat mozna po-
dzieli¢ na trojkat i dwa mniejsze wielokaty wypukle. Bazowy przypadek to
pojedyncza krawedz o koszcie zerowym. Koszt trojkata to suma dhugosci jego
bokéw. Zaprezentowano dwa rodzaje implementacji: rekurencyjng i iteracyj-
na.

Wielokaty monotoniczne sa jakby posrednim ogniwem pomiedzy wieloka-
tami wypuktymi, a ogoélnymi wielokatami prostymi. Ich uzycie moze pomoc
w rozwiazywaniu problemoéw z geometrii obliczeniowej. Mamy nadzieje, ze
przygotowane w ramach tej pracy narzedzia utatwia prace z wielokagtami mo-
notonicznymi i zainspiruja do tworzenia nowych, wydajnych i praktycznych
algorytmow.
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A. Testy algorytmoéow

W tym dodatku opisane zostana wyniki przeprowadzonych testow wy-
dajnosciowych majacych na celu potwierdzenie teoretycznej ztozonosci obli-
czeniowej przedstawionych w pracy algorytméw. Do wyznaczenia pomiarow
czasu wykonywania algorytmow uzyty zostal modut jezyka Python timeit [18].
Modut ten pozwala na proste testowanie fragmentow kodu, dzieki czemu jest
bardzo przydatny do sprawdzania wydajnosci.

Testy przeprowadzone zostaly na komputerze z procesorem Intel Core i5
3.9GHz.

A.1. Testy triangulacji wachlarzowej wielokata
wypuklego

Test implementacji triangulacji wachlarzowej z wykorzystaniem grafu do
przechowania informacji o triangulacji potwierdza, ze jej zlozonosé oblicze-
niowa zgadza sie z teoretyczng ztozonoscia O(n). Dowodem na to jest wy-
kres W przypadku implementacji wykorzystujacej mape planarna, zto-
zono$¢ obliczeniowa algorytmu jest gorsza niz teoretyczna, co jest ceng za
posiadanie informacji o strukturze topologicznej triangulacji. Obrazuje to wy-
kres Testy wykonano dla wielokata wypuktego przypominajacego trapez
z wieloma punktami na réownoleglych bokach.

A.2. Testy triangulacji wielokata y-monotonicznego

Test implementacji triangulacji wielokata y-monotonicznego z wykorzy-
staniem grafu do przechowania informacji o triangulacji potwierdza, ze jej
ztozonos$¢ obliczeniowa zgadza sie z teoretyczng ztozonoscia O(n). Dowodzi
temu wykres W przypadku implementacji wykorzystujacej mape pla-
narng, analogicznie jak w przypadku algorytmu triangulacji wachlarzowej,
ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu jest gorsza niz teoretyczna, co jest ceng
za posiadanie informacji o strukturze topologicznej triangulacji. Mozna to
zauwazy¢ na wykresie [A.4] Testy wykonano dla wielokata wypuklego przy-
pominajacego trapez z wieloma punktami na réwnolegtych bokach.

A.3. Testy podzialu monotonicznego wielokata prostego

Do testow przygotowano generator wielokatow przypominajacych pas z zab-
kowanymi brzegami. Liczba wszystkich wierzchotkéw, krawedzi, wierzchol-
kow rozdzielajacych i wierzchotkéw scalajacych rosnie liniowo wraz z pa-
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rametrem generatora. Test implementacji podziatu monotonicznego wielo-
kata z wykorzystaniem grafu do przechowania informacji o triangulacji po-
twierdza, ze jej zlozono$é¢ obliczeniowa zgadza sie z teoretyczng ztozonoscig
O(n log n). Potwierdza to wykres Tak samo, jak w przypadku algoryt-
moéw triangulacji wachlarzowej wielokata wypuktego i triangulacji wielokata
y-monotonicznego, ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu wykorzystujacego ma-
pe planarng do przechowywania podziatu jest gorsza niz teoretyczna w za-
mian za informacje o strukturze topologicznej podziatu. Jest to widoczne na

wykresie

A.4. Testy triangulacji z minimalizacja dtugosci cieciw

Testy implementacji triangulacji z minimalizacja dtugosci cieciw potwier-
dzaja, ze zarbwno w wersji iteracyjnej, jak i rekurencyjnej, ztozonosé oblicze-
niowa zgadza si¢ z teoretyczng ztozonoscig O(n?). Zlozonosé ta jest taka sama
zaréwno dla implementacji przechowujacych wyjsciowq triangulacje w grafie
jak i w mapie planarnej, czego dowodzg wykresy [A.7] [A.8] [A.9] [A.10]

A.5. Test algorytmu wyznaczania kierunkéw
monotoniczno$ci

Do testu ztozonosci obliczeniowej algorytmu wyznaczania kierunkéw mo-
notonicznosci wykorzystany zostal generator wielokatow przypominajacych
pas z zabkowanymi brzegami, uzyty réwniez w testach algorytmu podzia-
lu monotonicznego wielokata prostego. Test potwierdza, ze praktyczna zlo-
zonos¢ obliczeniowa implementacji wynosi O(n) i zgadza sie z teoretyczna
zlozonoscia algorytmu. Obrazuje to wykres [A.11]



Fan Triangulation - Graph
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Rysunek A.1. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wyko-
rzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyjéciowych. Wspdtczynnik
a = 0.981(13) potwierdza praktyczna ztozonos¢ implementacji O(n).

Fan Triangulation - PlanarMap
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Rysunek A.2. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wykorzy-

staniem klasy PlanarMap do przechowywania danych wyjsciowych. Wspoétczynnik

a = 1.831(31) potwierdza, ze przechowywanie triangulacji w postaci mapy planar-

nej jest kosztowne obliczeniowo, przez co implementacja posiada znacznie gorsza,
ztozonosé obliczeniowy niz teoretyczna ztozonosé O(n).
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Y Monotone Triangulation - Graph
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Rysunek A.3. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji wachlarzowej z wyko-
rzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyjsciowych. Wspotezynnik
a = 0.978(15) potwierdza praktyczna ztozonosé¢ implementacji O(n).

Y Monotone Triangulation - PlanarMap
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log(t) =alog(n) + b |
data =
L fit
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a = 1.676538 +/- 0.056486
b =-5.182299 +/- 0.151292
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Rysunek A4 Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji  wielokata

y-monotonicznego 7z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania

danych wyjsciowych. Wspotezynnik a = 1.677(56) potwierdza, ze przechowywanie

triangulacji w postaci mapy planarnej jest kosztowne obliczeniowo, przez co

implementacja posiada znacznie gorsza zlozonosé¢ obliczeniowa niz teoretyczna
ztozonosé O(n).
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Monotone Partition - Graph
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Rysunek A.5. Wykres wydajnosci algorytmu podziatu monotonicznego wielokata

prostego z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania danych wyj$ciowych.

Wspotezynnik a = 0.970(8) potwierdza ztozonosé implementacji rzedu O(nlogn),
a praktycznie nawet O(n) dla danego wielokata.

Monotone Partition - PlanarMap
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Rysunek A.6. Wykres wydajnosci algorytmu podziatu monotonicznego wielokata
prostego z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania danych wyjscio-
wych. Wspotezynnik a = 1.587(52) potwierdza, ze przechowywanie triangulacji
w postaci mapy planarnej jest kosztowne obliczeniowo, przez co implementacja po-
siada znacznie gorsza ztozonosé obliczeniowa niz teoretyczna ztozonosé O(nlogn).
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Minimum Chord Triangulation - Iterative - Graph
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Rysunek A.7. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji z minimalizacja dtugosci
cieciw w wersji iteracyjnej z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania da-
nych wyjsciowych. Wspoétezynnik a = 2.956(27) potwierdza praktyczng ztozonosc

log(time [s])

implementacji O(n?).

Minimum Chord Triangulation - Iterative - PlanarMap

log(t) |= a Iog(r;) +b

| data
fit

a = 2.807632 +/-0.072278
b =-6.063928 +/- 0.15

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
log(n)

Rysunek A.8. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji z minimalizacja dtugosci
cieciw w wersji iteracyjnej z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przechowywania
danych wyjsciowych. Wspolezynnik a = 2.808(72) potwierdza praktyczna ztozonosc

implementacji O(n?).
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Minimum Chord Triangulation - Recursive - Graph
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Rysunek A.9. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji z minimalizacja dtugosci

cieciw w wersji rekurencyjnej z wykorzystaniem klasy Graph do przechowywania

danych wyjsciowych. Wspolczynnik a = 2.997(28) potwierdza praktyczna ztozonosc
implementacji O(n?).

Minimum Chord Triangulation - Recursive - PlanarMap
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Rysunek A.10. Wykres wydajnodci algorytmu triangulacji z minimalizacja dtugo-

$ci cieciw w wersji rekurencyjnej z wykorzystaniem klasy PlanarMap do przecho-

wywania danych wyjsciowych. Wspotezynnik a = 2.856(70) potwierdza praktyczna
zlozonosé¢ implementacji O(n?).
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Find Monotone Directions
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log(t) =alog(n) + b
1 | data = n |
fit
0 - -
~ a = 0.937653 +/- 0.022865
% -1 - b =-5.846217 +/- 0.105785 .
E
52 .
ie]
_3 - -
-4 - -
| |
-5 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
log(n)

Rysunek A.11. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania kierunkéw monoto-

nicznosci. Wspélczynnik a

0.938(23) potwierdza praktyczna zlozonogé¢ imple-
mentacji O(n).
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