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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algoryt-
mów dla grafów ci¦ciwowych. Graf nieskierowany jest ci¦ciwowy, je»eli ka»dy
cykl o dªugo±ci wi¦kszej ni» trzy zawiera ci¦ciw¦, czyli kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ dwa
niekolejne wierzchoªki cyklu. Grafy ci¦ciwowe nale»¡ do rodziny grafów do-
skonaªych i mo»na je rozpozna¢ w czasie liniowym. Niektóre problemy trudne
dla ogólnych grafów mog¡ by¢ rozwi¡zane w czasie wielomianowym dla gra-
fów ci¦ciwowych.

W pracy opisano wiele wªa±ciwo±ci grafów ci¦ciwowych i wykorzystano je
do implementacji wydajnych algorytmów, w wi¦kszo±ci przypadków uzyskano
liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡. Zaimplementowano trzy algorytmy wyszuki-
wania doskonaªego uporz¡dkowania wierzchoªków (PEO): algorytm wierz-
choªków simplicjalnych, przeszukiwanie najwi¦kszej liczno±ci (MCS), leksy-
kogra�czne przeszukiwanie wszerz. PEO zastosowano do rozpoznawania i ge-
nerowania grafów ci¦ciwowych, kolorowania grafów, znajdowania najwi¦kszej
kliki, znajdowania wszystkich klik maksymalnych, znajdowania najwi¦kszego
zbioru niezale»nego.

Zaimplementowano algorytm znajdowania uporz¡dkowania najmniejsze-
go stopnia (MDO) dla grafu ogólnego. MDO wykorzystano do kolorowania
grafów ci¦ciwowych, znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e ci¦ciwowym, oraz
w algorytmie MMD. Opisano problem uzupeªnienia ci¦ciwowego dowolnego
grafu nieskierowanego i podano dwie metody przybli»one wyznaczania szero-
ko±ci drzewowej: algorytm MMD (dolne ograniczenie) i heurystyk¦ najmniej-
szego stopnia (górne ograniczenie).

W celu zapewnienia wysokiej jako±ci kodu ¹ródªowego wykorzystano na-
rz¦dzia j¦zyka Python do stworzenia testów jednostkowych. Sprawdzono prak-
tyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ wszystkich algorytmów.

Sªowa kluczowe: grafy ci¦ciwowe, doskonaªe uporz¡dkowanie eliminacji, de-
kompozycja drzewowa, szeroko±¢ drzewowa, problem kliki, kolorowanie gra-
fów, problem zbioru niezale»nego, uzupeªnienie ci¦ciwowe
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English title: Study of chordal graphs with Python

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms for chordal graphs
is presented. An undirected graph is chordal if every cycle of length greater
than three has a chord - an edge joining two nonconsecutive vertices of the
cycle. Chordal graphs belong to the family of perfect graphs and they can
be recognized in polynomial time. Several problems that are hard for general
graphs may be solved in polynomial time for chordal graphs.

Many properties of chordal graphs are described and used to implement
e�cient algorithms, mostly with the linear complexity. Three algorithms for
�nding a perfect elimination ordering (PEO) of a chordal graph are presen-
ted: the simplicial vertices algorithm, maximum cardinality search (MCS),
and lexicographic breadth-�rst search. PEO is used for chordal graph reco-
gnition and generation, graph coloring, �nding a maximum clique, �nding all
maximal cliques, �nding a maximum independent set.

The algorithm for �nding a minimum degree ordering (MDO) is imple-
mented for general graphs. MDO is used for chordal graph colouring, �nding
a maximum clique, and in the MMD algorithm. A chordal completion pro-
blem is discussed and two approximate methods for �nding the treewidth
of graphs are shown: the MMD algorithm (a lower bound) and the minimal
degree heuristic (an upper bound).

The Python unit testing framework is used to assure high quality of source
code. Real computational complexity of all algorithms was checked.

Keywords: chordal graphs, perfect elimination ordering, tree decomposi-
tion, treewidth, clique problem, graph coloring, independent set problem,
chordal completion
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest analiza grafów ci¦ciwowych i ich zastoso-
wanie w algorytmach rozwi¡zuj¡cych konkretne problemy kombinatoryczne.
Zagadnienia opisane w pracy dotycz¡ teorii grafów. Jest to dziaª matematyki
i informatyki zajmuj¡cy si¦ badaniem i stosowaniem grafów. Grafy ci¦ciwowe
s¡ interesuj¡cym przedmiotem bada« ze wzgl¦du na szereg wªasno±ci jakie
posiadaj¡. Problemy, które dla ogólnych grafów s¡ NP-trudne, w przypadku
grafów ci¦ciwowych mo»na rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym [1]. Pierwsze
prace naukowe zwi¡zane z grafami ci¦ciwowymi powstaªy w latach 50-tych
XX wieku. Odkrycie grafów ci¦ciwowych pozwoliªo na zde�niowanie grafów
doskonaªych, przy czym grafy ci¦ciwowe jako pierwsze zostaªy zakwali�ko-
wane do klasy grafów doskonaªych [2]. W polskiej literaturze istnieje niewiele
¹ródeª opisuj¡cych ten rodzaj grafów. Najdokªadniejszy opis grafów ci¦ciwo-
wych sporz¡dziª Golumbic [3]. Graf ci¦ciwowy to graf nieskierowany prosty,
który de�niowany jest na kilka równowa»nych sposobów [1].

� Graf, w którym wszystkie indukowane cykle maj¡ dªugo±¢ równa trzy.
� Graf, w którym ka»dy cykl dªu»szy b¡d¹ równy cztery posiada ci¦ciw¦,

czyli kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ dwa nies¡siednie w cyklu wierzchoªki.
� Graf, w którym ka»dy minimalny separator jest klik¡.
� Graf, który posiada doskonaªe uporz¡dkowanie wierzchoªków.
� Graf, który posiada wierzchoªki simplicjalne.
� Graf, który jest grafem przeci¦¢ poddrzew pewnego grzewa.

Dokªadna de�nicja grafów ci¦ciwowych wraz z opisem wªasno±ci znajduje
si¦ w rozdziale 2.10. W literaturze angloj¦zycznej grafy ci¦ciwowe mo»na
znale¹¢ pod kilkoma ró»nymi poj¦ciami, np. triangulated graphs, rigid-circuit
graphs, decomposable graphs, monotonne-transitive graphs, oraz perfect eli-
mination graphs [3].

1.1. Zastosowania grafów ci¦ciwowych

Grafy ci¦ciwowe maj¡ wiele zastosowa«. Jednym z nich jest problem alo-
kacji rejestrów [4]. Problem polega na alokowaniu/przydzieleniu sko«czonej
liczby rejestrów maszyny do nieograniczonej liczby tymczasowych zmiennych
z interferuj¡cym czasem »ycia. Problem redukuje si¦ do problemu kolorowa-
nia wierzchoªków pewnego grafu, czyli jest to problem NP-zupeªny. Okazuje
si¦ jednak, »e w rzeczywistych programach graf interferencji jest ci¦ciwowy,
co pozwala na zastosowanie szybkich i optymalnych algorytmów dla grafów
ci¦ciwowych (sprawdzono np. bibliotek¦ standardow¡ j¦zyka Java).

Grafy ci¦ciwowe s¡ wykorzystywane w modelowaniu rzadkiej struktury
macierzy podczas faktoryzacji Choleskiego. Wspóªczynniki niezerowe (ang.
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sparsity pattern) symetrycznej rzadkiej macierzy mog¡ by¢ reprezentowane
przez graf nieskierowany. Eliminacja wierzchoªków opisuje uzupeªnienie, któ-
re zachodzi podczas faktoryzacji Choleskiego na rzadkiej dodatnio okre±lonej
macierzy. Z tego wynika, »e wspóªczynnik niezerowy faktoryzacji Choleskiego
jest ci¦ciwowy i dodatnio okre±lone macierze z ci¦ciwowym wspóªczynnikiem
niezerowym ulegaj¡ faktoryzacji z uzupeªnieniem zerami. Ten fakt le»y u pod-
staw wielu nast¦pstw dekompozycji, odkrytych w 1980 roku [2].

Kolejne zastosowanie grafów ci¦ciwowych mo»na odnale¹¢ w biologii. Drze-
wo �logenetyczne jest grafem acyklicznym przedstawiaj¡cym ewolucyjne za-
le»no±ci pomi¦dzy sekwencjami lub gatunkami wszystkich organizmów »y-
wych. Du»ym problemem jest zrekonstruowanie drzewa �logenetycznego ba-
zuj¡c na zbiorze pewnych specy�cznych organizmów (poª¡czonych ze sob¡
w gra�e). Ka»dy organizm jest li±ciem drzewa. Graf ci¦ciwowy jest u»ywa-
ny do budowy drzewa �logenetycznego, na jego podstawie rekonstruuje si¦
drzewo �logenetyczne [5], [6].

Inne zastosowania grafów ci¦ciwowych wspomniano w pracy [6]. Grafy ci¦-
ciwowe znalazªy zastosowanie w obliczeniach na macierzach rzadkich, równie»
w badaniach zwi¡zanych z zaawansowanymi architekturami komputerowymi
(superkomputery wektorowe).

1.2. Cel pracy

Celem niniejszej pracy jest zbadanie wªasno±ci grafów ci¦ciwowych oraz
ich implementacja i wykorzystanie w wybranych algorytmach. Grafy ci¦ci-
wowe posiadaj¡ wiele wªasno±ci i wa»nym aspektem pracy jest ich wªa±ci-
we wykorzystanie do szybszego rozwi¡zywania problemów algorytmicznych.
Pierwszym zagadnieniem poruszonym w pracy jest omówienie teorii zwi¡za-
nej z grafami ci¦ciwowymi. Nast¦pnym krokiem jest zbudowanie grafu ci¦ci-
wowego oraz przetestowanie czy speªnia podstawowe wªasno±ci. Kluczowe jest
uzyskanie doskonaªego uporz¡dkowania wierzchoªków. To specy�czne upo-
rz¡dkowanie charakteryzuj¡ce grafy ci¦ciwowe prowadzi do szybszego rozwi¡-
zania wielu problemów, takich jak np. kolorowanie wierzchoªków, znalezienie
najwi¦kszego zbioru niezale»nego wierzchoªków, znalezienie najwi¦kszej kliki.

Kolejnym celem pracy jest zbadanie zwi¡zku grafów ci¦ciwowych oraz de-
kompozycji drzewiastej. Zamiast narzuca¢ ograniczenia na rozmiar danych
wej±ciowych, wymaga si¦ na wej±ciu parametrów o okre±lonej strukturze.
W takim przypadku wykorzystuje si¦ programowanie dynamiczne. Drzewa
ªatwo rozdziela si¦ na rozª¡czne elementy (podproblemy), dzi¦ki temu mo»na
rozwi¡zywa¢ problemy mniejszych rozmiarów i z nich oblicza¢ ostateczne
rozwi¡zanie.

Nast¦pnym elementem pracy jest przeprowadzenie uzupeªnienia grafu
ogólnego do grafu ci¦ciwowego. Wa»ne jest zastosowanie heurystyk dla do-
wolnych grafów, dzi¦ki którym znajdziemy dolne oraz górne ograniczenie na
szeroko±¢ drzewow¡ grafu. Posiadaj¡c dane o szeroko±ci drzewowej mo»na
w czasie wielomianowym rozwi¡za¢ problemy trudne [7].

Do implementacji algorytmów i struktur danych zostaª u»yty j¦zyk pro-
gramowania Python, wersja 2.7. Python jest j¦zykiem interpretowanym, któ-
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rego skªadnia jest przejrzysta i intuicyjna, a biblioteka standardowa jest bo-
gata. J¦zyk wspiera obiektowy paradygmat programowania, który uªatwia
implementacj¦ nowych pomysªów [8].

1.3. Organizacja pracy

Praca zostaªa zorganizowana w nast¦puj¡cy sposób. Rozdziaª 1 zawiera
wprowadzenie do grafów ci¦ciwowych i ich zastosowa«, cele oraz organiza-
cj¦ pracy. W rozdziale 2 znajduj¡ si¦ podstawowe de�nicje z teorii grafów,
u»ywane w dalszej cz¦±ci pracy. W tym rozdziale znajduje si¦ równie» cz¦±¢
po±wi¦cona grafom ci¦ciwowym, opisuj¡ca szczegóªowo ich wªasno±ci. Roz-
dziaª 3 opisuje szczegóªy implementacji grafów, u»yte struktury danych, wraz
z przykªadowymi sesjami interaktywnymi. W rozdziale 4 przedstawione s¡
opisy algorytmów oraz ich implementacje. Rozdziaª 5 jest podsumowaniem
pracy. W dodatku A zostaªy przedstawione wyniki testów zaimplementowa-
nych w pracy algorytmów.

14:1107996649



2. Teoria grafów

Teoria grafów jest dziedzin¡ ª¡cz¡c¡ matematyk¦ i informatyk¦. Zajmuje
si¦ badaniem grafów oraz implementacj¡ algorytmów wyznaczaj¡cych wªa-
sno±ci grafów. Pocz¡tki teorii grafów datuje si¦ na rok 1793, w którym Le-
onard Euler opublikowaª opis zagadnienia mostów królewieckich. Teoria gra-
fów pomaga w formuªowaniu i rozwi¡zywaniu problemów o znaczeniu prak-
tycznym, jest to dziaª nauki który stale si¦ rozwija. Poni»ej znajduj¡ si¦
podstawowe de�nicje i twierdzenia, które s¡ istotne do zrozumienia grafów
ci¦ciwowych i ich wªasno±ci. De�nicje w wi¦kszo±ci s¡ oparte na ksi¡»ki Cor-
mena [9] oraz Wilsona [10].

2.1. Podstawowe de�nicje

Graf skierowany, zwany tak»e digrafem (ang. directed graph), to para
G = (V,E) zªo»ona z niepustego zbioru wierzchoªków V (G), oraz ze zbioru
kraw¦dzi skierowanych E(G). Kraw¦d¹ skierowana jest formalnie reprezento-
wana jako uporz¡dkowana para (v, w), zwyczajowo zapisywana jako vw, gdzie
v i w nale»¡ do zbioru wierzchoªków V (G) [9], [11]. Za pomoc¡ grafów skiero-
wanych reprezentujemy kierunek przechodzenia po wierzchoªkach grafu. Gra-
�czna reprezentacja to linia ze strzaªk¡ skierowan¡ do wierzchoªka ko«cowego
w, wychodz¡ca od wierzchoªka pocz¡tkowego v. O wierzchoªku v mówimy,
»e jest wierzchoªkiem wychodz¡cym - to znaczy pocz¡tkowym, od którego
wychodzi kraw¦d¹. Wierzchoªek w jest zwany wierzchoªkiem wchodz¡cym -
ko«cowym, kraw¦d¹ wchodzi do wierzchoªka w, jest do niego skierowana [9].

Kraw¦d¹ vw jest incydentna z wierzchoªkami v i w, co oznacza »e ª¡czy
je ze sob¡. Wierzchoªek w w gra�e skierowanym jest wierzchoªkiem s¡sied-
nim dla wierzchoªka v. Zbiór s¡siadów wierzchoªka v w gra�e G oznaczamy
NG(v). Stopniem wierzchoªka v nazywamy liczb¦ kraw¦dzi, które s¡ incydent-
ne z danym wierzchoªkiem - w przypadku grafów skierowanych sumujemy
ilo±¢ kraw¦dzi wchodz¡cych i wychodz¡cych danego wierzchoªka [9]. Formal-
nie stopie« wierzchoªka v oznaczany jest jako deg(v). W grafach skierowanych
mo»emy mówi¢ o stopniu wej±ciowym jako o liczbie kraw¦dzi skierowanych
do danego wierzchoªka, oraz o stopniu wyj±ciowym jako o liczbie kraw¦dzi
wychodz¡cych z danego wierzchoªka.

Graf nieskierowany to para G = (V,E) zªo»ona z niepustego zbioru wierz-
choªków V (G), oraz ze zbioru kraw¦dzi E(G). Kraw¦d¹ w gra�e nieskierowa-
nym to nieuporz¡dkowany zbiór wierzchoªków {v, w}, który oznacza zarówno
kraw¦d¹ vw, jak i kraw¦d¹ wv. W reprezentacji gra�cznej nie mamy zaznaczo-
nego kierunku kraw¦dzi, graf ilustruje poª¡czenia pomi¦dzy wierzchoªkami.
S¡siedztwo wierzchoªków w gra�e nieskierowanym jest symetryczne, w przy-
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padku kraw¦dzi vw wierzchoªek v jest s¡siadem w, jak i wierzchoªek w jest
s¡siedni dla v.

W zastosowaniach teorii grafów czasem pojawia si¦ potrzeba okre±lenia
p¦tli i kraw¦dzi wielokrotnych. P¦tla jest to kraw¦d¹, której pocz¡tkiem i ko«-
cem jest ten sam wierzchoªek. Kraw¦dzie wielokrotne (równolegªe) to zestaw
kraw¦dzi o wspólnym wierzchoªku wychodz¡cym i wspólnym wierzchoªku
wchodz¡cym. Grafy proste nie maj¡ p¦tli i kraw¦dzi wielokrotnych. Mul-
tigrafy (skierowane lub nieskierowane) mog¡ posiada¢ p¦tle lub kraw¦dzie
wielokrotne. Przy formalnym opisie matematycznym trzeba wtedy E(G) ro-
zumie¢ jako multizbiór, w którym elementy mog¡ si¦ powtarza¢. Kraw¦d¹
nieskierowana b¦dzie wtedy dwuelementowym multizbiorem. Samo okre±le-
nie graf w naszej pracy oznacza graf prosty, ale w literaturze spotyka si¦ te»
inne de�nicje.

Liczby wierzchoªków i kraw¦dzi w gra�e G s¡ oznaczane odpowiednio
jako |V (G)| = n, oraz |E(G)| = m. Najwi¦kszym stopniem grafu ∆(G) jest
najwi¦kszy stopie« wierzchoªka w gra�e ∆(G) = max{deg(v) : v ∈ V (G)}.
Najmniejszym stopniem grafu δ(G) nazywamy najmniejszy stopie« wierz-
choªka w gra�e δ(G) = min{deg(v) : v ∈ V (G)} [12].

Podgraf H grafu G to graf, który zawiera wybrane wierzchoªki grafu
G, oraz mo»e zawiera¢ niektóre kraw¦dzie ª¡cz¡ce wybrane wierzchoªki w
gra�e G. Formalnie zapisujemy, »e V (H) ⊆ V (G), oraz E(H) ⊆ E(G) [9],
[11]. Inaczej mo»na powiedzie¢, »e graf H powstaje po usuni¦ciu niektórych
wierzchoªków i kraw¦dzi z grafu G. Usuwaj¡c wierzchoªek nale»y pami¦ta¢
o usuni¦ciu wszystkich kraw¦dzi incydentnych z danym wierzchoªkiem. Nie
wymaga si¦, by kraw¦dzie grafu G ª¡cz¡ce wierzchoªki znajduj¡ce si¦ równie»
w podgra�e nale»aªy do niego.

Podgraf indukowany H, w przeciwie«stwie do zwykªego podgrafu, wy-
maga aby kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki znajduj¡ce si¦ w V (G), a przy tym
nale»¡ce do V (H), znalazªy si¦ w podgra�e. Formalnie jest to graf H, którego
kraw¦dzie speªniaj¡ warunek E(H) = {vw ∈ E(G) : v ∈ V (H), w ∈ V (H)}
[13], [11].

Klika to podgraf H grafu nieskierowanego G, w którym wszystkie wierz-
choªki s¡ poª¡czone ze sob¡ nawzajem kraw¦dziami. Innymi sªowy jest to
podzbiór zbioru wierzchoªków V (G), który indukuje podgraf peªny [9]. Roz-
miarem kliki nazywamy liczb¦ wierzchoªków zawartych w klice. Klika maksy-
malna nie mo»e by¢ rozszerzona przez dodanie kolejnego wierzchoªka, który
wspóªtworzyªby klik¦ [14]. Klika najwi¦ksza jest to klika najliczniejsza, czyli
w gra�e nie istniej¡ kliki o wi¦kszej liczbie wierzchoªków. Rozmiar najwi¦kszej
kliki grafu G oznaczamy ω(G) [14].

2.2. Spójno±¢

�cie»ka w gra�e G = (V,E) z wierzchoªka p do q to ci¡g wierzchoªków,
które nale»y przej±¢ w gra�e, aby dotrze¢ z wierzchoªka p do wierzchoªka
q. Wierzchoªek p jest wierzchoªkiem startowym p = v0, wierzchoªek q jest
wierzchoªkiem ko«cowym q = vk w ±cie»ce (v0, v1, ..., vk). �cie»ka zawiera te»
kraw¦dzie grafu G, po których mo»na doj±¢ do nast¦pnych wierzchoªków :
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v0v1, v1v2, ..., vk−1vk. Dªugo±¢ ±cie»ki wyznacza liczb¦ kraw¦dzi znajduj¡-
cych si¦ w ±cie»ce. Je±li ±cie»ka skªada si¦ z jednego wierzchoªka, to dªugo±¢
±cie»ki wynosi zero. �cie»ka prosta skªada si¦ z wierzchoªków, które si¦ nie
powtarzaj¡, wyst¦puj¡ tylko raz [9].

Cykl jest to ±cie»ka, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡ takie same,
v0 = vk. W przypadku grafu skierowanego musi istnie¢ przynajmniej jedna
kraw¦d¹. P¦tla stanowi cykl o dªugo±ci 1. Cykl prosty to cykl, w którym »aden
z wierzchoªków, poza wierzchoªkiem pocz¡tku i ko«ca cyklu, nie powtarza
si¦: v1, v2, v3, ..., vk s¡ ró»ne. W gra�e nieskierowanym cykl zde�niowany jest
jako cykl prosty z przynajmniej trzema kraw¦dziami. Graf, który nie posiada
cykli, zwany jest grafem acyklicznym [9].

Graf nieskierowany jest spójny, je±li ka»da para wierzchoªków jest poª¡-
czona ±cie»k¡. Inaczej mówi¡c z ka»dego wierzchoªka da si¦ doj±¢ do innego
z wierzchoªków. Spójna skªadowa to spójny podgraf grafu, który da si¦ wy-
dzieli¢ z caªego grafu bez konieczno±ci usuwania kraw¦dzi. Graf spójny ma
jedn¡ spójn¡ skªadow¡ [9].

2.3. Zbiory niezale»ne

Zbiór niezale»ny to zbiór S wierzchoªków grafu G, które nie s¡ poª¡czone
ze sob¡ kraw¦dziami. Kraw¦dzie mog¡ by¢ incydentne najwy»ej z jednym
wierzchoªkiem ze zbioru S. Dwa podzbiory A i B wierzchoªków grafu G s¡
niezale»ne, je±li ich cz¦±¢ wspólna jest zbiorem pustym. Problem najwi¦kszego
zbioru niezale»nego polega na znalezieniu w gra�e zbioru niezale»nego o naj-
wi¦kszej liczno±ci. Jest to znany problem NP-trudny. Moc maksymalnego
zbióru niezale»nego oznaczamy α(G) [15].

2.4. Zbiory dominuj¡ce

Zbiór dominuj¡cy to podzbiór D wierzchoªków grafu G, taki »e ka»dy
wierzchoªek nienale»¡cy do zbioru D jest poª¡czony przynajmniej jedn¡ kra-
w¦dzi¡ ze zbiorem D. Innymi sªowy ka»dy wierzchoªek w gra�e albo nale»y
do zbioru dominuj¡cego, albo ma tam s¡siada. Liczb¡ dominowania γ(G)
w gra�e G nazywamy liczb¦ wierzchoªków w najmniejszym zbiorze domi-
nuj¡cym. Problem minimalnego zbioru dominuj¡cego polega na znalezieniu
najmniejszej liczby dominowania w gra�e. Znalezienie najmniejszego zbioru
dominuj¡cego jest problemem NP-trudnym [16].

2.5. Pokrycie wierzchoªkowe

Pokrycie wierzchoªkowe grafu G to podzbiór wierzchoªków C, taki »e
wszystkie kraw¦dzie grafu G s¡ incydentne przynajmniej z jednym wierz-
choªkiem nale»¡cym do zbioru C. Rozmiarem pokrycia wierzchoªkowego na-
zywamy liczb¦ wierzchoªków w zbiorze C. Problem najmniejszego pokrycia
wierzchoªkowego polega na znalezieniu pokrycia wierzchoªkowego o najmniej-
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szym rozmiarze. Problem najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego nale»y do
problemów NP-trudnych [17].

2.6. Wybrane rodziny grafów

Graf peªny jest grafem prostym nieskierowanym, w którym ka»da para
wierzchoªków jest ze sob¡ poª¡czona kraw¦dzi¡. Graf peªny o n wierzchoªkach
oznacza si¦ jako Kn. Ka»dy graf peªny stanowi swoj¡ klik¦. Graf Kn posiada
n(n− 1)/2 kraw¦dzi. Z ka»dego wierzchoªka grafu wychodzi n− 1 kraw¦dzi,
dlatego Kn jest okre±lany jako graf regularny stopnia n − 1. Grafy peªne
stopnia conajmniej 5 nie s¡ planarne [10].

Graf cykliczny jest grafem spójnym, regularnym stopnia drugiego. Graf
cykliczny jest oznaczany jako Cn, gdzie n oznacza liczb¦ wierzchoªków [10].

Graf liniowy powstaje po usuni¦ciu z grafu cyklicznego jednej kraw¦dzi,
oznaczany jest jako Pn, gdzie n oznacza liczb¦ wierzchoªków [10].

Graf regularny stopnia k (w skrócie graf k-regularny) to graf, w którym
ka»dy wierzchoªek jest tego samego stopnia k. Przykªadem grafów regular-
nych s¡ grafy kubiczne, czyli grafy regularne stopnia 3 [10].

Grafem planarnym nazywamy graf, którego kraw¦dzie w gra�cznej repre-
zentacji na pªaszczy¹nie mo»na narysowa¢ tak, aby nie przecinaªy si¦ ze sob¡.
Rysunek, który przedstawia graf z kraw¦dziami nieprzecinaj¡cymi si¦ nazy-
wamy rysunkiem pªaskim, natomiast taki graf mo»na nazwa¢ grafem pªaskim.
Ka»dy podgraf grafu planarnego jest równie» grafem planarnym. Twierdze-
nie Kuratowskiego (1930) formuªuje warunek konieczny do tego, aby graf byª
grafem planarnym: dany graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie za-
wiera podgrafu homeomor�cznego z grafem peªnym K5 lub z grafem peªnym
dwudzielnym K3,3. Dwa grafy s¡ homeomor�czne, je±li mo»na je zbudowa¢
na podstawie tego samego grafu wstawiaj¡c wierzchoªki stopnia drugiego
wewn¡trz jego kraw¦dzi [10].

Graf koªowy powstaje z poª¡czenia grafu cyklicznego Cn−1 z nowym wierz-
choªkiem v, który na rysunkach znajduje si¦ w ±rodku grafu cyklicznego. Graf
koªowy o n wierzchoªkach oznaczamy Wn [10].

2.7. Grafy dwudzielne

Grafy dwudzielne (ang. bipartite graphs) [18] s¡ to grafy nieskierowane,
w których zbiór wierzchoªków mo»na podzieli¢ na dwa rozª¡czne zbiory w ta-
ki sposób, »e kraw¦dzie grafu zawsze ª¡cz¡ wierzchoªki z ró»nych zbiorów.
Te dwa zbiory wierzchoªków mo»na traktowa¢ jako prawidªowe kolorowanie
grafu dwoma kolorami. Ka»dy graf dwudzielny jest grafem doskonaªym.

Je»eli pomi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków z ró»nych zbiorów istnieje kra-
w¦d¹, to taki graf nazywamy grafem peªnym dwudzielnym Kp,q, gdzie p, q
oznaczaj¡ liczno±ci zbiorów wierzchoªków.
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2.8. Grafy przeci¦¢

Grafy przeci¦¢ (ang. intersection graphs) [19] s¡ to grafy nieskierowane,
formalnie zde�niowane nast¦puj¡co. Niech b¦dzie dana rodzina zbiorów Si,
i = 0, 1, 2, . . . Zbiór wierzchoªków grafu V (G) zawiera po jednym wierzchoª-
ku vi dla ka»dego zbioru Si. Dwa wierzchoªki vi, vj s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡
z E(G), je»eli cz¦±¢ wspólna zbiorów Si, Sj jest niepusta.

Wiele wa»nych rodzin grafów mo»e by¢ opisanych jako grafy przeci¦¢.

� Ka»dy graf nieskierowany G mo»e by¢ przedstawiony jako graf przeci¦¢.
Dla ka»dego wierzchoªka vi tworzymy zbiór Si z kraw¦dzi maj¡cych koniec
w vi.

� Graf przedziaªowy ma zbiory Si okre±lone jako przedziaªy na osi rzeczy-
wistej, albo jako spójne podgrafy grafu liniowego Pn.

� Circular-arc graph to graf, w którym zbiory Si odpowiadaj¡ ªukom na
okr¦gu. Takie grafy s¡ wykorzystywane w problemie ustawiania ±wiateª
ulicznych na skrzy»owanu [3].

� Graf ci¦ciwowy ma zbiory Si okre±lone jako spójne podgrafy pewnego
drzewa T [20].

� Graf liniowy Pn ma po jednym zbiorze Si dla ka»dej kraw¦dzi, przy czym
Si zawiera dwa ko«ce danej kraw¦dzi.

� Graf permutacji (ang. permutation graph) ma wierzchoªki odpowiadaj¡ce
elementom pewnej permutacji, a kraw¦dzie reprezentuj¡ pary elementów,
które s¡ odwracane przez permutacj¦ [21]. Geometrycznie mo»na to zo-
brazowa¢ przez odcinki na pªaszczy¹nie (odpowiadaj¡ce wierzchoªkom),
których ko«ce le»¡ na dwóch prostych równolegªych. Je»eli dwa odcinki
si¦ przecinaj¡, to znaczy »e istnieje kraw¦d¹ mi¦dzy wierzchoªkami.

2.9. Grafy przedziaªowe

Grafy przedziaªowe (ang. interval graphs) [22] to grafy przeci¦¢ dla zbioru
przedziaªów na osi rzeczywistej. Grafy przedziaªowe mo»na rozpozna¢ w cza-
sie liniowym O(V +E) poprzez szukanie uporz¡dkowania klik maksymalnych.
Bycie grafem przedziaªowym jest wªasno±ci¡ dziedziczn¡, czyli przenosi si¦
na podgrafy indukowane.

Twierdzenie (Hajös, 1958): Ka»dy graf przedziaªowy jest grafem ci¦ciwo-
wym. Mo»na to ªatwo pokaza¢ próbuj¡c rysowa¢ przedziaªy odpowiadaj¡ce
pewnemu cyklowi o dªugo±ci cztery lub wi¦cej (rysunek 2.1).

Zastosowania: Grafy przedziaªowe w naturalny sposób mog¡ reprezentowa¢
problem ukªadania harmonogramu dla zdarze« odbywaj¡cych si¦ w pewnych
odcinkach czasu. Przykªadowo pewne kursy na uniwersytecie mog¡ odbywa¢
si¦ w tym samym czasie, ale nie w tej samej sali. Odpowiada to popraw-
nemu kolorowaniu wierzchoªków grafu przedziaªowego. Dla ogólnych grafów
problem jest NP-zupeªny, ale dla grafów przedziaªowych znane s¡ algorytmy
dziaªaj¡ce w czasie liniowym.
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Rysunek 2.1. Pokrywanie si¦ przedziaªów (prostok¡tów) mo»na zilustrowa¢
przez poª¡czenie ±rodków prostok¡tów. O± czasu biegnie z lewa na prawo.
Cztery przedziaªy narysowane od góry do doªu tworz¡ cykl. Czwarty przedziaª
ª¡czy pierwszy i trzeci przedziaª. Z rysunku wida¢, »e czwarty przedziaª musi
mie¢ cz¦±¢ wspóln¡ z drugim przedziaªem, a to odpowiada ci¦ciwie cyklu.

2.10. Grafy ci¦ciwowe

Grafy ci¦ciwowe (ang. chordal graphs) [1] s¡ to grafy nieskierowane pro-
ste, w których ka»dy cykl o dªugo±ci cztery lub wi¦cej posiada ci¦ciw¦ (ang.
chord), czyli kraw¦d¹ nie b¦d¡c¡ cz¦±ci¡ cyklu, ale ª¡cz¡c¡ dwa wierzchoªki
nale»¡ce do cyklu. Istniej¡ tak»e inne, równowa»ne de�nicje grafów ci¦ci-
wowych. Grafy ci¦ciwowe trywialne to drzewa (nie maj¡ cykli) lub grafy
zawieraj¡ce jedynie cykle dªugo±ci trzy.

W gra�e ci¦ciwowym ka»dy cykl indukowany (ang. induced cycle) ma
maksymalnie trzy wierzchoªki. Cykl indukowany jest to cykl, który jest jed-
nocze±nie podgrafem indukowanym. Warto zauwa»y¢, »e bycie grafem ci¦-
ciwowym jest wªasno±ci¡ dziedziczn¡ (ang. hereditary property), to znaczy
wszystkie podgrafy indukowane grafu ci¦ciwowego s¡ grafami ci¦ciwowymi.

Twierdzenie (Berge, 1960; Hajnal, Surányi, 1958): Ka»dy graf ci¦ci-
wowy jest grafem doskonaªym. Mo»na powiedzie¢, »e badania grafów ci¦ci-
wowych byªy pocz¡tkiem teorii grafów doskonaªych [3].

Twierdzenie (Fulkerson, Gross, 1965): Graf jest grafem ci¦ciwowym
wtedy i tylko wtedy, gdy posiada doskonaªe uporz¡dkowanie/schemat elimi-
nacji wierzchoªków (ang. perfect vertex elimination ordering/scheme, PEO)
[23]. Jest to takie uporz¡dkowanie wierzchoªków grafu, »e dla ka»dego wierz-
choªka v, jego s¡siedzi pojawiaj¡cy si¦ za nim w PEO indukuj¡ klik¦. Warto
doda¢, »e PEO nie jest unikalne, ró»ne podej±cia mog¡ wyznaczy¢ ró»ne
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ci¡gi wierzchoªków [6]. Znany jest równie» algorytm wyznaczaj¡cy wszystkie
mo»liwe PEO dla danego grafu ci¦ciwowego [24].

Wierzchoªki simplicjalne: Wierzchoªek v grafu nazywamy wierzchoªkiem
simplicjalnym (ang. simplicial), je»eli jego zbiór s¡siadów N(v) tworzy klik¦
(niekoniecznie maksymaln¡). Tak wi¦c wierzchoªki w PEO s¡ simplicjalne
w indukowanych podgrafach opartych na wierzchoªkach b¦d¡cych za nimi
w PEO.

Podane powy»ej twierdzenie sugeruje prosty sposób rozpoznawania gra-
fów ci¦ciwowych. Nale»y w kolejnych krokach szuka¢ pewnego wierzchoªka
simplicjalnego, usuwa¢ go z grafu i dodawa¢ do PEO. Tylko dla grafów ci¦ci-
wowych ta procedura pozwoli usun¡¢ wszystkie wierzchoªki grafu. Szacowana
zªo»ono±¢ obliczeniowa tego algorytmu to O(V 4), dlatego w praktyce u»ywa
si¦ algorytmów dziaªaj¡cych w czasie liniowym. Implementacja algorytmu
znajduje si¦ w rozdziale 4.

Twierdzenie (Dirac, 1961): Ka»dy graf ci¦ciwowy G posiada wierzchoªek
simplicjalny, a je»eli graf G nie jest klik¡, to posiada dwa nies¡siednie wierz-
choªki simplicjalne [25]. Dowód jest prowadzony przez indukcj¦ ze wzgl¦du
na liczb¦ wierzchoªków.

Lex-BFS: Rose, Tarjan i Lueker [26] podali algorytm wyznaczania PEO
o nazwie leksykogra�czne przeszukiwanie wszerz (ang. lexicographic breadth
�rst search, Lex-BFS, LBFS ), który dziaªa w czasie liniowym O(V + E)
[27]. Wierzchoªki wybierane s¡ od ko«ca. Niech S = {vi+1, . . . , vn} b¦dzie
zbiorem ju» wybranych wierzchoªków. Jako nast¦pny do S b¦dzie wybrany
wierzchoªek vi ze zbioru V−S, który ma najwi¦ksz¡ etykiet¦ leksykogra�czn¡.
Etykieta jest zbudowana jako malej¡cy ci¡g indeksów wierzchoªków ze zbioru
N(v)∩S. Porz¡dek leksykogra�czny to porz¡dek stosowany w sªowniku, czyli
przykªadowo 9761 < 985, 643 < 6432 [3].

Warto zauwa»y¢, »e Lex-BFS w pewien sposób wynika z twierdzenia Di-
raca. Mianowicie maj¡c dwa wierzchoªki simplicjalne nies¡siednie w gra�e
ci¦ciwowym mo»emy jeden z nich usun¡¢ na bok, aby nie braª udziaªu w pro-
cesie wyszukiwania wierzchoªków simplicjalnych. Znajdzie si¦ on na ostatniej
pozycji w PEO. Dalej mo»emy jego dowolnego s¡siada umie±ci¢ na przed-
ostatniej pozycji w PEO. Kontynuuj¡c ten proces uzyskamy PEO od ko«ca.
Podobna idea pojawia si¦ w algorytmie MCS.

Maximum Cardinality Search (MCS): Tarjan i Yannakakis [28] podali
jeszcze inny algorytm wyznaczania PEO o nazwie przeszukiwanie najwi¦kszej
liczno±ci (ang. maximum cardinality search), który równie» dziaªa w czasie
liniowym O(V + E). Wierzchoªki s¡ wybierane od ko«ca. Niech S b¦dzie
zbiorem ju» wybranych wierzchoªków. Jako nast¦pny do S b¦dzie wybrany
wierzchoªek v ze zbioru V −S, taki »e zbiór N(v)∩S ma najwi¦ksz¡ liczno±¢.
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Je»eli kilka wierzchoªków ma najwi¦ksz¡ liczno±¢, to mo»na z nich wybra¢
dowolny wierzchoªek.

Twierdzenie (Fulkerson, Gross, 1965): Ka»dy graf ci¦ciwowyG = (V,E)
zawiera co najwy»ej |V (G)| klik maksymalnych. Dokªadnie |V (G)| klik mak-
symalnych zawiera graf bez kraw¦dzi.

Ogólne grafy mog¡ mie¢ wykªadnicz¡ liczb¦ klik maksymalnych. Z poda-
nego twierdzenia wynika, »e w grafach ci¦ciwowych mo»na znale¹¢ najwi¦ksz¡
klik¦ w czasie wielomianowym, poniewa» najwi¦ksza klika b¦dzie jedn¡ z klik
maksymalnych.

Z de�nicji PEO wynika, »e ka»dy wierzchoªek v tworzy klik¦ razem ze
swoimi s¡siadami ze zbioruN(v), którzy znajduj¡ si¦ za nim w PEO. Niektóre
z tych klik s¡ klikami maksymalnymi, a jedna z nich to klika najwi¦ksza. Ta
analiza le»y u podstaw algorytmu znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e
ci¦ciwowym, który przedstawimy w rozdziale 4.

k-drzewa: k-drzewo (ang. k-tree) jest to graf nieskierowany G = (V,E)
w którym liczba wierzchoªków wynosi |V | = n, liczba kraw¦dzi jest równa
|E| = nk − k(k + 1)/2. K-drzewa de�niujemy rekurencyjnie w nast¦puj¡cy
sposób (n > k) [29].
(1) Graf peªny Kk+1 jest k-drzewem z k + 1 wierzchoªkami.
(2) Niech b¦dzie dane k-drzewo H z n wierzchoªkami. Budujemy k-drzewo
G z n+ 1 wierzchoªkami przez wybranie k wierzchoªków z V (H) tworz¡cych
k-klik¦, a nast¦pnie przez poª¡czenie tych wierzchoªków z nowym wierzchoª-
kiem [powstaje (k + 1)-klika].

Uporz¡dkowanie degeneracji: Dla dowolnego grafu nieskierowanego G
de�niujemy degeneracj¦ d (ang. degeneracy). Jest to najmniejsza liczba d
taka, »e ka»dy podgraf grafu G ma wierzchoªek stopnia co najwy»ej d [30].
Uporz¡dkowanie degeneracji (ang. degeneracy ordering) jest to uporz¡dkowa-
nie wierzchoªków, w którym ka»dy wierzchoªek ma co najwy»ej d s¡siadów
w gra�e indukowanym przez wierzchoªki b¦d¡ce za nim w uporz¡dkowaniu.

Minimum Degree Ordering (MDO): Szczególnym rodzajem uporz¡dko-
wania degeneracji jest uporz¡dkowanie najmniejszego stopnia (ang. minimum
degree odering). Jest to uporz¡dkowanie, w którym ka»dy wierzchoªek ma
najmniejszy stopie« w gra�e indukowanym przez wierzchoªki b¦d¡ce za nim
w uporz¡dkowaniu [31].

Uporz¡dkowanie MDO stosuje si¦ m.in. w algorytmie SL (ang. Smal-
lest Last) kolorowania wierzchoªków (kolejno±¢ wierzchoªków odwrotna do
MDO), w algorytmie Brona-Kerboscha wyznaczaj¡cym wszystkie kliki mak-
symalne. Prosta implementacja wyznacza uporz¡kowania MDO w czasieO(V 2),
natomiast implementacja wykorzystuj¡ca sortowanie bukietowe dziaªa w cza-
sie liniowym O(V + E). Analiza zªo»ono±ci wykorzystuje znany zwi¡zek na
sum¦ stopni wierzchoªków

∑
v∈V (G) deg(v) = 2|E(G)|. Przedstawimy t¡ im-

plementacj¦ w rozdziale 4.
W przypadku grafów ci¦ciwowych pokazano dwa wa»ne zastosowania upo-

rz¡dkowania MDO [31]. Po pierwsze, uporz¡dkowanie MDO pozwala znale¹¢
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Tabela 2.1. Liczba grafów ci¦ciwowych spójnych z n wierzchoªkami.

n 1 2 3 4 5
spójne 1 1 2 6 21

ci¦ciwowe 1 1 2 5 15
drzewa 1 1 1 2 3

najwi¦ksz¡ klik¦ w gra�e ci¦ciwowym. Po drugie, mo»na optymalnie pokolo-
rowa¢ wierzchoªki grafu ci¦ciwowego algorytmem SL.

Uzupeªnienie ci¦ciwowe: W praktycznych zastosowaniach du»¡ rol¦ od-
grywa uzupeªnienie ci¦ciwowe (ang. chordal completion) grafu nieskierowa-
nego [32]. Dla danego grafu nieskierowanego H uzupeªnienie ci¦ciwowe jest
to graf ci¦ciwowy G, taki »e V (G) = V (H), oraz H jest podgrafem grafu G.
Potrzebne s¡ ró»ne uzupeªnienia ci¦ciwowe: (1) najmniejsze uzupeªnienie ci¦-
ciwowe (ang. minimum chordal completion) ró»ni¡ce si¦ od pierwotnego grafu
najmniejsz¡ liczb¡ kraw¦dzi, (2) uzupeªnienie ci¦ciwowe daj¡ce najmniejszy
rozmiar najwi¦kszej kliki, co jest u»ywane przy de�niowaniu szeroko±ci drze-
wowej.

Problem znalezienia najmniejszego uzupeªnienia ci¦ciwowego (ang. the
minimum �ll-in problem) jest NP-zupeªny [33]. Tak samo jest z wyznacza-
niem szeroko±ci drzewowej, dlatego znane algorytmy dokªadne dziaªaj¡ w cza-
sie wykªadniczym [34]. Stworzono równie» pewne algorytmy aproksymacyjne
i szereg ró»nych heurystyk. Kilka algorytmów heurystycznych wyznaczaj¡-
cych przybli»on¡ warto±¢ szeroko±ci drzewowej poka»emy w rozdziale 4.

Kolorowanie wierzchoªków: Optymalne kolorowanie wierzchoªków grafu
ci¦ciwowego mo»na otrzyma¢ przy u»yciu algorytmu zachªannego, przy czym
wierzchoªki grafu nale»y kolorowa¢ w kolejno±ci odwrotnej do PEO [1]. Druga
mo»liwo±¢ to wykorzystanie uporz¡dkowania MDO i algorytmu SL [35].

Sam¡ liczb¦ chromatyczn¡ grafu ci¦ciwowego mo»na otrzyma¢ w czasie
liniowym O(V + E) przez znalezienie najwi¦kszej kliki [3].

Zbiory niezale»ne: Najwi¦kszy zbiór niezale»ny w gra�e ci¦ciwowym mo»-
na znale¹¢ na bazie PEO w czasie liniowym O(V + E) [36]. Implementacja
algorytmu b¦dzie omówiona w rozdziale 4.

Zbiory dominuj¡ce: Problem znalezienia najmniejszego zbioru dominuj¡-
cego dla grafu ci¦ciwowego jest NP-zupeªny [37].

2.11. Galeria grafów ci¦ciwowych

W tym rozdziale poka»emy rysunki najprostszych grafów ci¦ciwowych.
Liczby grafów ci¦ciwowych spójnych o danej liczbie wierzchoªków zostaªy
zebrane w tabeli 2.1.

Dla n = 1 mamy jeden wierzchoªek. Dla n = 2 mamy jedn¡ kraw¦d¹, czyli
graf P2. Dla n = 3 mamy ±cie»k¦ P3 i cykl C3. Dla n = 4 mamy pi¦¢ grafów
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Rysunek 2.2. Pi¦¢ grafów ci¦ciwowych z n = 4, w tym dwa drzewa: ±cie»ka
P4 i gwiazda K1,3. Nie nale»y tutaj cykl C4.

(rysunek 2.2). Dla n = 5 mamy pi¦tna±cie grafów, które zostaªy podzielone
wedªug liczby kraw¦dzi.

2.12. Grafy doskonaªe

Grafy doskonaªe (ang. perfect graphs) [38] s¡ to grafy nieskierowane,
w których liczba chromatyczna ka»dego podgrafu indukowanego jest równa
rozmiarowi najwi¦kszej kliki tego podgrafu. Odkryto algorytm wielomiano-
wy rozpoznawania tych grafów, ale jest on bardzo skomplikowany. Grafy
doskonaªe zawieraj¡ wiele wa»nych rodzin grafów, ª¡cznie ponad dwie±cie
specjalnych klas grafów:
� grafy dwudzielne,
� grafy kraw¦dziowe grafów dwudzielnych (ang. line graphs),
� grafy ci¦ciwowe, w tym grafy przedziaªowe,
� comparability graphs, w tym grafy permutacji,
� perfectly orderable graphs,
� trapezoid graphs.
Istniej¡ monogra�e po±wi¦cone tym grafom, np. [3].

2.13. Dekompozycja drzewowa

Dekompozycja drzewowa (ang. tree decomposition) grafu G = (V,E) jest
to drzewo T z wierzchoªkami/workami Xi, gdzie ka»dy worek (ang. bag) jest
podzbiorem V (G), przy czym speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki [39]:
� Suma worków Xi jest równa V (G).
� Dla ka»dej kraw¦dzi ze zbioru E(G) istnieje worek Xi, taki »e oba ko«ce

kraw¦dzi nale»¡ do Xi.
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� Dla ka»dego wierzchoªka v ze zbioru V (G), worki zawieraj¡ce v tworz¡
spójne poddrzewo w drzewie T .

Szeroko±¢ dekompozycji drzewowej to rozmiar najwi¦kszego worka Xi mi-
nus 1. Dekompozycja drzewowa nie jest jednoznaczna. Trywialna dekom-
pozycja drzewowa to jeden worek równy V (G). Szeroko±¢ drzewowa (ang.
treewidth) tw(G) grafu G to minimalna szeroko±¢ po wszystkich dekompo-
zycjach drzewowych grafu. Ka»da dekompozycja drzewowa wyznacza pewien
graf ci¦ciwowy, którego podgrafem jest pierwotny graf G.

Mo»na powiedzie¢, »e dekompozycja drzewowa jest mapowaniem grafu G
na drzewo T , które jest wykorzystywane do obliczenia szeroko±ci drzewowej i
przyspieszenia rozwi¡zywania pewnych problemów obliczeniowych na gra�e.
Koncepcja dekompozycji drzewowej pojawiaªa si¦ pod ró»nymi nazwami u
kilku autorów (Halin, Robertson i Seymour, Arnborg i Proskurowski), a obec-
nie jest intensywnie badana. Problem wyznaczenia szeroko±ci drzewowej jest
w ogólno±ci NP-zupeªny [40], dlatego znaleziono wiele algorytmów przybli-
»onych, które szybko wyznaczaj¡ dolne lub górne ograniczenie na szeroko±¢
drzewow¡ [41], [42]. Znane algorytmy dokªadne maj¡ zªo»ono±¢ wykªadnicz¡
[43].

Istniej¡ rodziny grafów o maªej (ograniczonej) szeroko±ci drzewowej (ang.
bounded treewidth). Okazuje si¦, »e wiele problemów trudnych dla ogólnych
grafów mo»e by¢ w tym przypadku wydajnie rozwi¡zanych przy pomocy
programowania dynamicznego.

W przypadku grafów ci¦ciwowych szeroko±¢ drzewowa jest równa wielko-
±ci najwi¦kszej kliki minus jeden. Najwi¦ksz¡ klik¦ mo»na znale¹¢ w czasie
liniowym O(V + E).

2.14. Kolorowanie grafów

Kolorowanie grafu (ang. graph coloring) polega na przyporz¡dkowaniu
elementom grafu odpowiedniej etykiety, zwanej kolorem, przestrzegaj¡c pew-
nych ±ci±le okre±lonych reguª etykietowania [44].

Kolorowanie wierzchoªków grafu (ang. vertex coloring) jest to przypisa-
nie wierzchoªkom etykiet, w taki sposób, »e ka»de dwa s¡siaduj¡ce w gra�e
wierzchoªki nie maj¡ tego samego koloru. W podobny sposób przebiega kolo-
rowanie kraw¦dzi grafu. Kolorowanie wierzchoªków grafu speªniaj¡ce podan¡
reguª¦ nazywa si¦ kolorowaniem wªa±ciwym, dozwolonym (ang. proper colo-
ring). Graf zawieraj¡cy p¦tle nie mo»e by¢ wªa±ciwie pokolorowany [44].

Graf opisujemy jako k-kolorowalny wierzchoªkowo je±li istnieje kolorowa-
nie wªa±ciwe, które wykorzystuje k kolorów do etykietowania wierzchoªków.
Koloruj¡c graf staramy si¦ o wykorzystanie jak najmniejszej liczby kolorów,
okre±lonej jako liczba chromatyczna χ(G). Jest to optymalne kolorowanie
wierzchoªków. Problem kolorowania wierzchoªków jest NP-trudny.

Dla grafów doskonaªych, a wi¦c i dla grafów ci¦ciwowych, mo»emy otrzy-
ma¢ optymalne rozwi¡zanie w czasie wielomianowym. Algorytmy zachªanne,
które pozwalaj¡ na kolorowanie w czasie wielomianowym, korzystaj¡ z od-
wróconego uporz¡dkowania wierzchoªków PEO. Rozwi¡zania mog¡ równie»
wykorzystywa¢ uporz¡dkowanie wierzchoªków ze wzgl¦du na stopie«. Istnie-
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j¡ równie» algorytmy sekwencyjne kolorowania wierzchoªków oparte na al-
gorytmach zachªannych. Wykorzystuj¡ dynamiczne lub statyczne strategie
porz¡dkowania wierzchoªków do pokolorowania [44]. W rozdziale 4.6 przed-
stawiamy algorytm sekwencyjny Smallest Last. Usuwamy z grafu po kolei
wierzchoªki o najmniejszym stopniu, zapami¦tuj¡c kolejno±¢. Gdy graf jest
ju» pusty kolorujemy wierzchoªki zachªannie, zaczynaj¡c od ostatnio usu-
ni¦tego wierzchoªka. Dla grafów ogólnych algorytm SL dla wynik przybli»o-
ny, natomiast dla grafów ci¦ciwowych otrzymamy dokªadne rozwi¡zanie. Do
uzyskania uporz¡dkowania wierzchoªków wedªug stopni wykorzystano algo-
rytm MDO (wykorzystujemy porz¡dek odwrócony do wygenerowanego przez
MDO).
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3. Implementacja grafów

Graf mo»na reprezentowa¢ w programie komputerowym na wiele sposo-
bów: macierz s¡siedztwa, lista s¡siedztwa, lista kraw¦dzi, itp. W pracy zosta-
ªa wykorzystana biblioteka grafowa, która jest rozwijana w Instytucie Fizyki
UJ. Wszystkie struktury oraz algorytmy zostaªy zaimplementowane w j¦zyku
Python (wersja 2.7). Biblioteka de�niuje jednolity interfejs grafów i dostar-
cza kilka implementacji klasy Graph. Zwykle korzystamy z implementacji,
w której graf jest sªownikiem, w którym kluczami s¡ wierzchoªki, natomiast
warto±ciami s¡ sªowniki zawieraj¡ce jako klucz wierzchoªek s¡siedni, oraz kra-
w¦d¹ (instancja klasy Edge). Opisane rozwi¡zanie ª¡czy zalety list s¡siedztwa
i macierzy sasiedztwa. Dodatkowo korzystaj¡c z mechanizmu j¦zyka Python
mo»emy w prosty sposób zebra¢ informacje na temat kraw¦dzi grafu.

3.1. Struktury danych dla grafów abstrakcyjnych

Wierzchoªek jest obiektem hashowalnym, który umo»liwia porównywanie.
W praktyce najcz¦±ciej wierzchoªek jest stringiem lub liczb¡. W przedstawio-
nych w tej pracy generatorach grafów wierzchoªki s¡ liczbami caªkowitymi od
0 do n− 1, gdzie n oznacza liczb¦ wierzchoªków w gra�e.

Kraw¦d¹ jest instancj¡ klasy Edge, która przechowuje informacje o wierz-
choªku pocz¡tkowym (atrybut source), wierzchoªku ko«cowym (atrybut target),
oraz o wadze kraw¦dzi (atrybut weight). Domy±lnie kraw¦d¹ jest skierowana,
natomiast w grafach nieskierowanych kraw¦d¹ nieskierowan¡ zapisujemy we-
wn¦trznie jako par¦ kraw¦dzi skierowanych przeciwnie.

Graf jest instancj¡ klas¡ Graph, której interfejs zawiera niezb¦dne operacje
wykonywane na grafach, m.in. dodanie/usuni¦cie wierzchoªka, dodanie/usu-
ni¦cie kraw¦dzi, iteracja po wszystkich wierzchoªkach, kraw¦dziach, czy s¡-
siadach podanego wierzchoªka. Graf jest reprezentowany jako sªownik sªow-
ników, w którym kluczami s¡ wierzchoªki, natomiast warto±ciami zagnie»-
d»one sªowniki z kluczem � wierzchoªkiem s¡siednim, oraz warto±ci¡ � obiek-
tem klasy Edge reprezentuj¡cym kraw¦d¹. Klasa Graph udost¦pnia metod¦
is_directed(), która informuje nas o tym, czy badany graf jest grafem skiero-
wanym. Jest to pierwsza informacja, któr¡ w trakcie badania grafów ci¦ci-
wowych nale»y sprawdzi¢. Fabryki grafów (moduª factory) zostaªy w pracy
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wykorzystane pomocniczo do badania zachowania algorytmów dla grafów
rzadkich i g¦stych.

Klika jest reprezentowana jako zbiór wierzchoªków. Wykorzystujemy wbu-
dowan¡ w j¦zyku Python kolekcj¦ nieuporz¡dkowanych elementów set.

Zbiór pot¦gowy jest otrzymywany za pomoc¡ funkcji iter_power_set z mo-
duªu powersets, która generuje wszystkie podzbiory danego zbioru. Podzbiory
s¡ tu reprezentowane jako krotki (typ tuple).

3.2. Struktury danych dla grafów ci¦ciwowych

Graf ci¦ciwowy jest zwyczajn¡ instancj¡ klasy Graph. Do badania wªasno-
±ci grafów ci¦ciwowych zostaª stworzony moduª chordaltools. Zawiera on gene-
rator k-drzew make_random_ktree(n, k), którego autorem jest Konrad Gaªuszka
[45], oraz generator przypadkowych grafów ci¦ciwowych make_random_chordal(n).

Zostaªa te» zaimplementowana klasa ChordalGraph do rozpoznawania gra-
fów ci¦ciwowych przez wierzchoªki simplicjalne. Wykorzystuje do tego pod-
stawowe wªasno±ci grafów ci¦ciwowych.

Do zbadania problemów trudnych w przypadku grafów ci¦ciwowych ko-
nieczne byªo przeksztaªcenie algorytmów dla drzew, które byªy opracowa-
ne w pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [46]. Badane problemy dla
drzew to: problem zbioru niezale»nego (klasa TreeIndependentSet), problem
zbioru dominuj¡cego (klasa TreeDominatingSet), problem pokrycia wierzchoª-
kowego (klasa TreeNodeCover).

3.3. Przykªadowe sesje interaktywne

Poni»sze sesje interaktywne przedstawiaj¡ przykªady wykorzystania zaim-
plementowanych struktur danych i algorytmów. Ka»dy przykªad potrzebuje
importu klasy Graph z moduªu graphs i klasy Edge z moduªu edges. Pierwszy
przykªad pokazuje utworzenie prostego grafu przez r¦czne dodawanie wierz-
choªków i kraw¦dzi, a nast¦pnie uzyskanie pewnych podstawowych informacji
o gra�e.

Listing 3.1. Budowanie prostego grafu.
>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> G = Graph ( )
>>> G. add_node (0 )
>>> G. add_node (1 )
>>> G. add_node (2 )
>>> G. add_edge (Edge (0 , 1 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 2 ) )
>>> G. show ( )
0 : 1
1 : 0 2
2 : 1
>>> l i s t (G. i t e r node s ( ) ) # l i s t a wierzcho lkow
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[ 0 , 1 , 2 ]
>>> l i s t (G. i t e r ou t edg e s ( 1 ) )
[ Edge (1 , 0 ) , Edge (1 , 2 ) ]
>>> G. i s_d i r e c t ed ( )
Fa l se
>>> H = G. copy ( )
>>> H. show ( )
0 : 1
1 : 0 2
2 : 1
>>> print H. v ( ) , H. e ( )
3 2
>>> H. has_edge (Edge (1 , 2 ) )
True
>>> H. del_edge (Edge (1 , 2 ) )
>>> l i s t (H. i t e r e d g e s ( ) )
[ Edge (0 , 1 ) ]

W kolejnym przykªadzie korzystamy z generatora grafów ci¦ciwowych
z moduªu chordaltools. Nast¦pnie algorytmem z klasy ChordalGraph rozpoznaje-
my graf ci¦ciwowy, co potwierdza poprawno±¢ generatora. W przypadku grafu
innego ni» ci¦ciwowy algorytm rzuciªby wyj¡tek ValueError po uruchomieniu
metody run(). Z atrybutu order mo»na odczyta¢ PEO grafu.

Listing 3.2. Budowanie grafu ci¦ciwowego.
>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_chordal
>>> from chorda l1 import ChordalGraph
>>> G = make_random_chordal (5 )
>>> G. show ( )
0 : 1 3 4
1 : 0 3 4
2 : 4
3 : 0 1 4
4 : 0 1 2 3
>>> l i s t (G. i t e r e d g e s ( ) ) # l i s t a krawedz i
[ Edge (0 , 1 ) , Edge (0 , 3 ) , Edge (0 , 4 ) , Edge (1 , 3 ) ,
Edge (1 , 4 ) , Edge (2 , 4 ) , Edge (3 , 4 ) ]
>>> algor i thm = ChordalGraph (G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . order # odczytujemy PEO
[ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ]

25

29:7011141381



Listing 3.3. Generowanie k-drzewa.
>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_ktree
>>> from chorda l2 import ChordalGraph
>>> G = make_random_ktree (5 , 2) # 2− t r e e
>>> print G. v ( ) , G. e ( )
5 7
>>> G. show ( )
0 : 2 4
1 : 2 3
2 : 0 1 3 4
3 : 1 2 4
4 : 0 2 3
>>> l i s t (G. i t e r e d g e s ( ) )
[ Edge (0 , 2 ) , Edge (0 , 4 ) , Edge (1 , 2 ) , Edge (1 , 3 ) ,
Edge (2 , 3 ) , Edge (2 , 4 ) , Edge (3 , 4 ) ]
>>> algor i thm = ChordalGraph (G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . order # odczytujemy PEO
[ 0 , 1 , 4 , 2 , 3 ]

W nast¦pnym przykªadzie po wygenerowaniu grafu ci¦ciwowego znajdu-
jemy PEO korzystaj¡c z algorytmu MCS i potwierdzamy poprawno±¢ PEO.
Nast¦pnie znajdujemy najwi¦ksz¡ klik¦ przez PEO, wszystkie kliki mak-
symalne, najwi¦kszy zbiór niezale»ny, uporz¡dkowanie MDO wierzchoªków,
najwi¦ksz¡ klik¦ przez MDO, optymalne kolorowanie wierzchoªków.

Listing 3.4. Znajdowanie PEO za pomoc¡ algorytmu MCS.
>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_chordal
>>> from cho rda l t o o l s import find_maximum_clique_mdo , find_mdo
>>> from c l i q u e 1 import find_peo_mcs , is_peo1
>>> from c l i q u e 1 import find_maximum_clique_peo
>>> from c l i q u e 1 import f ind_al l_maximal_cl iques
>>> from c l i q u e 1 import find_maximum_independent_set
>>> from node c o l o r s l import Smal lestLastNodeColor ing
>>> G = make_random_chordal (5 )
>>> G. show ( )
0 : 1
1 : 0 4
2 : 3 4
3 : 2 4
4 : 1 2 3
>>> l i s t (G. i t e r e d g e s ( ) )
[ Edge (0 , 1 ) , Edge (1 , 4 ) , Edge (2 , 3 ) , Edge (2 , 4 ) , Edge (3 , 4 ) ]
>>> order = find_peo_mcs (G)
>>> order
[ 3 , 2 , 4 , 1 , 0 ]
>>> is_peo1 (G, order )
True
>>> max_clique = find_maximum_clique_peo (G, order )
>>> max_clique
set ( [ 2 , 3 , 4 ] )
>>> treewidth = len (max_clique)−1
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>>> find_al l_maximal_cl iques (G, order )
[ set ( [ 2 , 3 , 4 ] ) , set ( [ 1 , 4 ] ) , set ( [ 0 , 1 ] ) ]
>>> find_maximum_independent_set (G, order )
set ( [ 1 , 3 ] )
>>> find_mdo (G)
[ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ]
>>> find_maximum_clique_mdo (G)
set ( [ 2 , 3 , 4 ] )
>>> algor i thm = Smal lestLastNodeColor ing (G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . c o l o r
{0 : 0 , 1 : 1 , 2 : 2 , 3 : 1 , 4 : 0}

Wnast¦pnym przykªadzie poka»emy zastosowanie algorytmu MMD i heu-
rystyki najmniejszego stopnia do wyznaczania dolnego i górnego ogranicze-
nia na szeroko±¢ drzewow¡ dowolnego grafu spójnego. Je»eli dolne i górne
ograniczenie na szeroko±¢ drzewow¡ s¡ równe, to jest to dokªadnie szeroko±¢
drzewowa danego grafu.

Listing 3.5. Obliczenia z dowolnym grafem.
>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o r y import GraphFactory
>>> from connected import i s_connected
>>> from twtoo l s import find_treewidth_mmd
>>> from twtoo l s import find_treewidth_min_deg
>>> gf = GraphFactory (Graph )
>>> G = gf .make_random(5 , False , 0 . 5 )
>>> G. show ( )
>>> is_connected (G)
True
>>> G. show ( )
0 : 2 (2)
1 : 2 (4) 3(3)
2 : 0 (2) 1(4) 3(7) 4(9)
3 : 1 (3) 2(7)
4 : 2 (9)
>>> l i s t (G. i t e r e d g e s ( ) )
[ Edge (0 , 2 , 2 ) , Edge (1 , 2 , 4 ) , Edge (1 , 3 , 3 ) , Edge (2 , 3 , 7 ) , Edge (2 , 4 , 9 ) ]
>>> find_treewidth_mmd (G) # algorytm MMD
2
>>> find_treewidth_min_deg (G) # heurys tyka najmnie j s zego s topn ia
2
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4. Algorytmy

Zaprezentujemy implementacje algorytmów dla dwóch zagadnie«. Pierw-
sze zagadnienie dotyczy badania grafów ci¦ciwowych, czyli generowanie, roz-
poznawanie, znajdowanie PEO i drzewa dekompozycji, znajdowanie najwi¦k-
szej kliki, kolorowanie wierzchoªków.

Drugie zagadnienie dotyczy dekompozycji drzewowej i wyznaczania szero-
ko±ci drzewowej dla ogólnych grafów. Przedstawimy algorytmy wyznaczaj¡ce
dolne i górne ograniczenia na szeroko±¢ drzewow¡: algorytm MMD, algorytm
MCS. Poka»emy algorytmy rozwi¡zuj¡ce problemy trudne dla grafów o zna-
nej dekompozycji drzewowej.

W tym rozdziale zakªadamy, »e grafy s¡ spójne. Je»eli dany graf nie jest
spójny, to nale»y osobno analizowa¢ ka»d¡ skªadow¡ spójn¡ tego grafu.

4.1. Generowanie grafów ci¦ciwowych

Przygotowano dwa generatory przypadkowych grafów ci¦ciwowych. Oba
generatory tworz¡ graf ci¦ciwowy, w którym PEO to ci¡g kolejnych liczb
caªkowitych, od 0 do n− 1.

Pierwszy generator utrzymuje zbiór wszystkich klik grafu, z którego w ko-
lejnych krokach losowana jest pewna klika, a nast¦pnie klika ta jest powi¦k-
szana o nowy wierzchoªek. Do grafu dodawane s¡ nowe kraw¦dzie, a do zbioru
klik doª¡czaj¡ nowe kliki zawieraj¡ce nowy wierzchoªek. Kliki s¡ przechowy-
wane jako krotki z wierzchoªkami grafu posortowanymi rosn¡co.

Drugi generator nie utrzymuje zbioru wszystkich klik grafu, tylko przecho-
wuje rosn¡ce PEO budowane od ko«ca. Losowanie kliki do rozszerzenia z no-
wym wierzchoªkiem przebiega dwuetapowo. W pierwszym etapie losowany
jest wierzchoªek v z PEO, co wyznacza pewn¡ klik¦, nie zawsze maksymaln¡
(s¡siedzi v na prawo w PEO). Nast¦pnie z tej kliki losowana jest mniejsza
klika, która jest rozszerzana o nowy wierzchoªek.

Zalet¡ pierwszego generatora jest losowanie ka»dej kliki w gra�e z jed-
nakowym prawdopodobie«stwem. Wad¡ jest (1) zapotrzebowanie na pami¦¢
zwi¡zan¡ z du»ym zbiorem klik, oraz (2) czas dziaªania rosn¡cy prawdo-
podobnie wykªadniczo z liczb¡ wierzchoªków. Zalet¡ drugiego generatora
jest szybko±¢ i zu»ycie pami¦ci rz¦du O(V ). Pewn¡ wad¡ jest cz¦stsze lo-
sowanie maªych klik, poniewa» powtarzaj¡ si¦ one w ró»nych wi¦kszych kli-
kach. W konsekwencji generowane grafy ci¦ciwowe s¡ do±¢ rzadkie, zwykle
|E| ≈ 2|V |. Wyniki testów obu generatorów opisano w dodatku A.1. Listing
4.1 prezentuje kod drugiego generatora.
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Listing 4.1. Generator grafów ci¦ciwowych.
def make_random_chordal (n ) :

"""Make a connected chorda l graph wi th n v e r t i c e s . """
graph = Graph (n)
i f n < 1 :

raise ValueError ( "bad n" )
e l i f n == 1 :

graph . add_node (0 )
else :

for node in xrange (n ) :
graph . add_node ( node )

graph . add_edge (Edge (n−2, n−1))
node = n−3
while node >= 0 :

source = random . cho i c e (xrange ( node+1, n−1))
ne ighbors = l i s t ( t a r g e t for t a r g e t in

graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) i f source < ta rg e t )
ne ighbors . append ( source ) # c lo s ed neighborhood
k = random . randrange (1 , len ( ne ighbors )+1)
ne ighbors = random . sample ( neighbors , k )
for t a r g e t in ne ighbors :

graph . add_edge (Edge ( node , t a r g e t ) )
node −= 1

return graph

4.2. Rozpoznawanie grafu ci¦ciwowego przez

wierzchoªki simplicjalne

Graf ci¦ciwowy mo»na rozpozna¢ przez procedur¦ usuwania kolejnych
wierzchoªków simplicjalnych. Je»eli na pewnym etapie algorytmu nie znaj-
dziemy wierzchoªka simplicjalnego, to graf nie jest ci¦ciwowy. Je»eli graf jest
ci¦ciwowy, to otrzymany ci¡g usuwanych wierzchoªków tworzy PEO.

Przygotowano dwie implementacje podanej procedury. W pierwszej wersji
usuwanie wierzchoªków simplicjalnych wykonywane jest na osobnej struktu-
rze zbiorów s¡siedztwa. W drugiej wersji algorytm operuje na kopii grafu
i korzystamy z interfejsu grafów w naszej implementacji. Testy pokazuj¡ (do-
datek A.2), »e obie wersje maj¡ taka sam¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡, ale wersja
z kopi¡ grafu jest zawsze wolniejsza. Listing 4.2 przedstawia klas¦ realizuj¡c¡
rozpoznawanie grafu ci¦ciwowego z kopi¡ grafu.

Listing 4.2. Moduª chordal2.
#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue
from edges import Edge
from connected import i s_connected

class ChordalGraph :
"""Chordal graphs d e t e c t i on wi th s im p l i c i a l nodes . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
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i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :
raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )

i f not i s_connected ( graph ) :
raise ValueError ( " the graph i s not connected " )

s e l f . graph = graph
s e l f . _graph_copy = s e l f . graph . copy ( ) # O(V+E) time
s e l f . o rder = l i s t ( ) # PEO

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
Q = Queue ( ) # queue f o r s im p l i c i a l nodes
used = set ( ) # nodes de t e c t e d as s im p l i c i a l
for node in s e l f . _graph_copy . i t e r nod e s ( ) : # O(V^3) time

i f s e l f . _ i s_s imp l i c i a l ( node ) :
Q. put ( node )
used . add ( node )

while not Q. empty ( ) : # O(V^4) l ub O(E∗V^2)
source = Q. get ( )
s e l f . o rder . append ( source )
s e l f . _graph_copy . del_node ( source )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t not in used and se l f . _ i s_s imp l i c i a l ( t a r g e t ) :
Q. put ( t a r g e t )
used . add ( t a r g e t )

i f len ( s e l f . o rder ) < s e l f . graph . v ( ) :
raise ValueError ( " the graph i s not chorda l " )

def _is_s imp l i c i a l ( s e l f , node ) : # O(V^2) time
"""Test i f a node i s s im p l i c i a l . """
for source in s e l f . _graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( node ) :

for t a r g e t in s e l f . _graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( node ) :
i f source < ta rg e t :

i f not se l f . _graph_copy . has_edge (Edge ( source , t a r g e t ) ) :
return False

return True

4.3. Znajdowanie PEO dla grafu ci¦ciwowego przez

Lex-BFS

Algorytm Lex-BFS mo»na uruchomi¢ dla dowolnego grafu, ale tylko dla
grafu ci¦ciwowego znajdziemy PEO. Do±¢ szczegóªowy opis algorytmu Lex-BFS
znajduje si¦ w ksi¡»ce Golumbica [3]. Wedªug teorii algorytm dziaªa w czasie
liniowym O(V + E). Nasza implementacja nie osi¡ga takiej wydajno±ci, ale
zwi¦¹le prezentuje idee algorytmu.

Listing 4.3. Znajdowanie PEO algorytmem Lex-BFS.

def f ind_peo_lex_bfs ( graph ) :
"""Find a l e x i c o g r a p h i c order ing . """
l a b e l s = dict ( ( node , [ ] ) for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
order = [ ]
i = graph . v ( )
while i > 0 :

source = max( ( node for node in graph . i t e r nod e s ( )
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i f node not in order ) , key=l a b e l s . __getitem__)
order . append ( source )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t not in order :
l a b e l s [ t a r g e t ] . append ( i )

i −= 1
order . r e v e r s e ( )
return order

4.4. Znajdowanie PEO dla grafu ci¦ciwowego przez

MCS

Algorytm MCS wprowadzili Tarjan i Yannakakis [28] do rozpoznawania
grafów ci¦ciwowych. Lucena pokazaª, »e algorytm MCS mo»na wykorzysta¢
jako heurystyk¦ do znajdowania dolnego ograniczenia na szeroko±¢ drzewow¡
dowolnych grafów [47], [48]. Inni autorzy wykorzystali algorytm MCS jako
heurystyk¦ do znajdowania górnego ograniczenia na szeroko±¢ drzewow¡ do-
wolnych grafów [42].

Algorytm zostaª zaimplementowany dwoma metodami. Pierwsza metoda
dziaªa w czasie O(V 2), poniewa» w ka»dym kroku wybieramy wierzchoªek
o najwi¦kszym stopniu odwiedzenia, a robimy to sprawdzaj¡c stopnie wszyst-
kich wierzchoªków.

Druga metoda dziaªa w praktyce w czasie O(V +E), poniewa» u»ywamy
sortowania bukietowego wierzchoªków ze wzgl¦du na stopie« odwiedzenia.
Problemem jest jeszcze znalezienie ostatniego niepustego bukietu z wierz-
choªkami. Sprawdzanie bukietów od ko«ca nie jest szybkie, dlatego wprowa-
dzili±my pomocnicz¡ zmienn¡ maxi sugeruj¡c¡ pozycj¦ ostatniego niepustego
bukietu. Poszukiwanie niepustego bukietu rozpoczynamy nie od ko«ca, ale
od warto±ci z tej zmiennej. Po zaliczeniu danego wierzchoªka do cz¦±ciowego
PEO, wierzchoªek jest usuwany z bukietu, a jego s¡siadom uaktualniamy
stopie« odwiedzenia, czyli przesuwamy je do wy»szych bukietów. Drugim
usprawnieniem jest pomocniczy zbiór used do szybkiego sprawdzania, czy
dany wierzchoªek jest ju» w cz¦±ciowym PEO. Listing 4.4 przedstawia imple-
mentacj¦ metody z sortowaniem bukietowym. Testy algorytmu MCS omó-
wiono w dodatku A.9.

Listing 4.4. Znajdowanie PEO algorytmem MCS.
def find_peo_mcs ( graph ) :

"""Finding PEO using maximum ca r d i n a l i t y search . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
order = l i s t ( )
used = set ( )
v i s i t ed_degree = dict ( ( node , 0) for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
bucket = l i s t ( set ( ) for deg in xrange ( graph . v ( ) ) )
bucket [ 0 ] . update ( graph . i t e r nod e s ( ) )
maxi = 0
for s tep in xrange ( graph . v ( ) ) :

while not bucket [ maxi ] : # szukan ie n i epus t ego buk i e t u
maxi −= 1
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source = bucket [ maxi ] . pop ( )
order . append ( source )
used . add ( source )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in used :
continue

deg = v i s i t ed_degree [ t a r g e t ]
bucket [ deg ] . remove ( t a r g e t )
bucket [ deg +1] . add ( t a r g e t )
v i s i t ed_degree [ t a r g e t ] = deg+1
maxi = max(maxi , deg+1)

order . r e v e r s e ( )
return order

4.5. Znajdowanie MDO dla dowolnego grafu

Znajdowanie uporz¡dkowania MDO dowolnego grafu nieskierowanego za-
implemenowano w dwóch wersjach. Mamy metod¦ prost¡ dziaªaj¡ca w cza-
sie O(V 2) i metod¦ z sortowaniem bukietowym, dziaªaj¡c¡ w czasie liniowym
O(V +E) [31]. Dla uzyskania podanych zªo»ono±ci wa»ne byªo wykorzystanie
dodatkowego sªownika do sprawdzania, czy dany wierzchoªek jest ju» na li±cie
usuni¦tych wierzchoªków. Bez tego mieliby±my sprawdzanie nale»enia do listy
w czasie O(V ), co pogorszyªoby caªkowit¡ zªo»ono±¢. Listing 4.5 przedstawia
najszybsz¡ wersj¦ wyznaczania MDO z sortowaniem bukietowym. Testy omó-
wiono w dodatku A.6.

Listing 4.5. Znajdowanie MDO dla dowolnych grafów.
def find_mdo ( graph ) :

"""Finding a minimum degree order ing in l i n e a r time . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
order = l i s t ( )
used = set ( )
degree_dict = dict ( ( node , graph . degree ( node ) )

for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
bucket = l i s t ( set ( ) for deg in xrange ( graph . v ( ) ) )
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

bucket [ graph . degree ( node ) ] . add ( node )
for s tep in xrange ( graph . v ( ) ) :

for deg in xrange ( graph . v ( ) ) :
i f bucket [ deg ] :

source = bucket [ deg ] . pop ( )
break

order . append ( source )
used . add ( source )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in used :
continue

deg = degree_dict [ t a r g e t ]
bucket [ deg ] . remove ( t a r g e t )
bucket [ deg−1] . add ( t a r g e t )
degree_dict [ t a r g e t ] = deg−1

return order
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4.6. Kolorowanie grafu ci¦ciwowego z MDO

Uporz¡dkowanie MDO umo»liwia optymalne kolorowanie wierzchoªków
grafu ci¦ciwowego algorytmem sekwencyjnym SL. Wierzchoªki grafu s¡ ko-
lorowane zachªannie w kolejno±ci odwrotnej do MDO. Listing 4.6 przedsta-
wia algorytm kolorowania grafu ci¦ciwowego, którego wydajno±¢ jest liniowa
O(V + E). Jest to ulepszona wersja algorytmu, który pojawiª si¦ w pracy
magisterskiej Igora Samsona [49]. Po pierwsze, metoda _greedy_color() nie
musi za ka»dym razem alokowa¢ pami¦ci na list¦ u»ywanych kolorów, tylko
u»ywana jest jedna lista w przestrzeni nazw instancji klasy. Po drugie, wy-
odr¦bniono metod¦ _�nd_mdo() do wyznaczania MDO i zastosowano szybkie
sortowanie bukietowe do sortowania wierzchoªków wzgl¦dem stopni. Dzi¦ki
temu wreszcie uzyskano kod o zªo»ono±ci liniowej opisywanej w teorii.

Listing 4.6. Moduª nodecolorsl.

#!/ usr / b in /python

class Smal lestLastNodeColor ing :
"""Find a sma l l e s t l a s t (SL) node co l o r i n g . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source == edge . t a r g e t :
raise ValueError ( "a loop detec ted " )

s e l f . _co l o r_ l i s t = [ Fa l se ] ∗ s e l f . graph . v ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
order = s e l f . _find_mdo ( )
for source in reversed ( order ) :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _find_mdo( s e l f ) :
"""Finding a minimum degree order ing in l i n e a r time . """
n = s e l f . graph . v ( )
order = l i s t ( )
used = set ( )
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) # O(V) time
bucket = l i s t ( set ( ) for deg in xrange (n ) ) # O(V) time
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) : # O(V) time

bucket [ s e l f . graph . degree ( node ) ] . add ( node )
for s tep in xrange (n ) : # O(V) time

for deg in xrange (n ) :
i f bucket [ deg ] :

source = bucket [ deg ] . pop ( )
break

order . append ( source )
used . add ( source )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
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i f t a r g e t in used :
continue

deg = degree_dict [ t a r g e t ] # sta ry s t op i en
bucket [ deg ] . remove ( t a r g e t )
bucket [ deg−1] . add ( t a r g e t )
degree_dict [ t a r g e t ] = deg−1 # nowy s t op i en

return order

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
"""Give node the sma l l e s t p o s s i b l e co l o r . """
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] i s not None :
s e l f . _co l o r_ l i s t [ s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] ] = True

for c in xrange ( s e l f . graph . v ( ) ) : # check c o l o r s
i f not se l f . _co l o r_ l i s t [ c ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = c
break

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
i f s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] i s not None :

s e l f . _co l o r_ l i s t [ s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] ] = Fal se
return c

4.7. Znajdowanie najwi¦kszej kliki w gra�e ci¦ciwowym

Najwi¦ksz¡ klik¦ w gra�e ci¦ciwowym mo»na znale¹¢ co najmniej dwoma
metodami. Pierwsza metoda korzysta z PEO do znalezienia klik powi¡zanych
z wierzchoªkami simplicjalnymi w podgrafach indukowanych. W±ród tych klik
jest klika najwi¦ksza (listing 4.7).

Druga metoda korzysta z wªasno±ci MDO. Nale»y znale¹¢ w MDO ostatni
na prawo wierzchoªek v o najwi¦kszym stopniu w odpowiednim podgra�e in-
dukowanym. Wierzchoªek v razem ze wszystkimi wierzchoªkami na prawo od
niego tworz¡ klik¦ najwi¦ksz¡ [31]. Zaimplementowano dwie wersje algorytmu
z MDO, na bazie dwóch wersji wyznaczania MDO. Listing 4.8 przedstawia
szybsz¡ wersj¦ dziaªaj¡c¡ w czasie liniowym O(V + E). Testy obu metod
wyznaczania kliki najwi¦kszej opisano w dodatku A.7.

Listing 4.7. Najwi¦ksza klika w gra�e ci¦ciwowym - PEO.
def find_maximum_clique_peo ( graph , order ) :

"""Find a maximum c l i q u e in a chorda l graph us ing PEO. """
max_clique = set ( )
M = dict ( ( node , i ) for ( i , node ) in enumerate( order ) )
for source in order :

c l i q u e = set ( [ source ] )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f M[ source ] < M[ ta r g e t ] :
c l i q u e . add ( t a r g e t )

max_clique = max( c l i que , max_clique , key=len )
return max_clique

Listing 4.8. Najwi¦ksza klika w gra�e ci¦ciwowym - MDO.
def find_maximum_clique_mdo ( graph ) :
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"""Finding a maximum c l i q u e in a chorda l graph us ing MDO. """
order = l i s t ( )
used = set ( )
degree_dict = dict ( ( node , graph . degree ( node ) )

for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
bucket = l i s t ( set ( ) for deg in xrange ( graph . v ( ) ) )
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

bucket [ graph . degree ( node ) ] . add ( node )
max_deg = 0
max_idx = 0
for s tep in xrange ( graph . v ( ) ) :

for deg in xrange ( graph . v ( ) ) :
i f bucket [ deg ] :

source = bucket [ deg ] . pop ( )
break

order . append ( source )
used . add ( source )
i f max_deg <= degree_dict [ source ] :

max_deg = degree_dict [ source ]
max_idx = step

for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
i f t a r g e t in used :

continue

deg = degree_dict [ t a r g e t ]
bucket [ deg ] . remove ( t a r g e t )
bucket [ deg−1] . add ( t a r g e t )
degree_dict [ t a r g e t ] = deg−1

max_clique = set ( order [ max_idx : ] )
return max_clique

4.8. Znajdowanie klik maksymalnych w gra�e

ci¦ciwowym

Znajdowanie wszystkich klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym jest do±¢
zªo»one. Na wej±ciu mamy graf ci¦ciwowy i PEO, na wyj±ciu list¦ klik mak-
symalnych. Algorytm jest mody�kacj¡ algorytmu do sprawdzania, czy dane
uporz¡dkowanie wierzchoªków jest PEO. Algorytm dziaªa w czasie liniowym
O(V + E) i jest to implementacja Algorytmu 4.3 z ksi¡»ki Golumbica [3].

Listing 4.9. Znajdowanie klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym.

def f ind_all_maximal_cl iques ( graph , order ) :
"""Find a l l maximal c l i q u e s in a chorda l graph . """
c l i q u e s = [ ] # l i s t a k l i k maksymalnych
M = dict ( ( node , i ) for ( i , node ) in enumerate( order ) )
S = dict ( ( node , 0) for node in order )
for source in order :

X = set ( )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f M[ source ] < M[ ta r g e t ] :
X. add ( t a r g e t )

i f graph . degree ( source ) == 0 :
c l i q u e s . append ( set ( [ source ] ) )

i f not X:
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continue

node = min(X, key=M.__getitem__)
S [ node ] = max(S [ node ] , len (X)−1)
i f S [ source ] < len (X) :

c l i q u e s . append (X | set ( [ source ] ) )
return c l i q u e s

4.9. Znajdowanie dekompozycji drzewowej dla grafu

ci¦ciwowego

Dla grafu ci¦ciwowego G = (V,E) optymalne drzewo dekompozycji T
czasem jest nazywane drzewem klik (ang. clique tree) [50]. Optymalne drze-
wo dekompozycji T zwykle nie jest wyznaczone jednoznacznie. Worki Xi s¡
wszystkimi klikami maksymalnymi w G. Jest speªniona wªasno±¢ przeci¦¢
klik (ang. clique-intersection property): dla ka»dej pary ró»nych klik mak-
symalnych Xi, Xj, cz¦±¢ wspólna Xi ∩ Xj jest zawarta w ka»dej klice na
±cie»ce ª¡cz¡cej Xi i Xj w drzewie T . Dla grafu ci¦ciwowego ta wªasno±¢
jest równowa»na wªasno±ci indukowanego poddrzewa (ang. induced-subtree
property): dla ka»dego wierzchoªka v ze zbioru V (G), worki zawieraj¡ce v
tworz¡ podrzewo w T .

Optymalne drzewo dekompozycji T dla grafu ci¦ciwowego G mo»e by¢
wyznaczone przy pomocy wa»onego grafu przeci¦¢ klik (ang. weighted clique
intersection graph) WG [50]. Zbiór wierzchoªków grafuWG to zbiór klik mak-
symalnych grafu G. Dwie ró»ne kliki Xi, Xj s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w WG,
je»eli cz¦±¢ wspólna Xi ∩Xj jest niepusta. Kraw¦d¹ (Xi, Xj) ma wag¦ równ¡
|Xi ∩ Xj|. Optymalne drzewo dekompozycji T jest drzewem rozpinaj¡cym
o najwi¦kszej wadze dla grafu WG [50].

W tej sytuacji ju» wida¢ jak nale»y poszukiwa¢ drzewa dekompozycji. Dla
grafu ci¦ciwowego G i jego PEO znajdujemy w czasie liniowym wszystkie kli-
ki maksymalne. Nast¦pnie budujemy graf wa»ony WG. Wreszcie znajdujemy
drzewo rozpinaj¡ce o najwi¦kszej wadze dla grafu WG. Mo»na wykorzysta¢
dowolny algorytm znajduj¡cy minimalne drzewo rozpinaj¡ce, je»eli zmieni-
my znak na ujemny dla wszystkich wag w gra�e WG. Mamy do dyspozycji
algorytmy Prima, Kruskala, Bor 
uvki (tu wszystkie wagi musz¡ by¢ ró»ne).

W pracy [50] opisano zmody�kowany algorytm MCS, który wyznacza
jednocze±nie PEO i drzewo klik dla grafu ci¦ciwowego. Algorytm z tej pracy
mo»e by¢ traktowany jako implementacja algorytmu Prima, zastosowana do
grafu WG.

W pracy [2] podano algorytm rekurencyjny na drzewo klik (Algorytm 3.1).
Dziaªa on równie» dla grafu niespójnego, kiedy skªadowe spójne s¡ grafami
ci¦ciwowymi. Z analizy algorytmu wynika, »e spójny graf ci¦ciwowy mo»e
mie¢ co najwy»ej n−1 klik maksymalnych. Kraw¦dzie drzewa klik dostarczaj¡
komplet¡ list¦ minimalnych separatorów wierzchoªków i jest ich co najwy»ej
n− 1. Nale»y jednak zauwa»y¢, »e minimalnych separatorów mo»e by¢ mniej
ni» kraw¦dzi w drzewie klik.
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4.10. Poprawno±¢ dekompozycji drzewowej

Przygotowano klas¦ testuj¡c¡ poprawno±¢ dekompozycji drzewowej (li-
sting 4.10). Na wej±ciu mamy dowolny graf nieskierowany G i jego drzewo
dekompozycji T , niekoniecznie optymalne. Sprawdzane s¡ trzy punkty wyst¦-
puj¡ce w de�nicji dekompozycji drzewowej. Korzysta si¦ z moduªu unittest ,
przy czym drzewo dekompozycji jest instancj¡ klasy Graph, worki drzewa T
s¡ krotkami zawieraj¡cymi posortowane ci¡gi wierzchoªków grafu G.

Listing 4.10. Poprawno±¢ dekompozycji drzewowej.

class TestTreeDecomposit ion ( un i t t e s t . TestCase ) :

def setUp ( s e l f ) :
s e l f .G = Graph ( ) # badany g ra f
s e l f .T = Graph ( ) # jego drzewo dekompozycj i
# Budowanie G i T . . .

def t e s t_i s_tree ( s e l f ) :
s e l f . a s se r tTrue ( i s_a cy c l i c ( s e l f .T) )
s e l f . a s se r tTrue ( is_connected ( s e l f .T) )

def test_bags_cover_vert ices ( s e l f ) :
s e t1 = set ( s e l f .G. i t e r nod e s ( ) )
s e t2 = set ( )
for bag in s e l f .T. i t e r node s ( ) :

s e t2 . update ( bag ) # po worku moge i t e rowac
s e l f . a s s e r tEqua l ( set1 , s e t2 )

def test_bags_cover_edges ( s e l f ) :
# Buduje g ra f w ieks zy n i z G.
H = Graph ( )
for node in s e l f .G. i t e r nod e s ( ) :

H. add_node ( node )
for bag in s e l f .T. i t e r node s ( ) :

for node1 in bag :
for node2 in bag :

i f node1 < node2 :
edge = Edge ( node1 , node2 )
i f not H. has_edge ( edge ) :

H. add_edge ( edge )
# Kazda krawedz G ma zawierac s i e w H.
for edge in s e l f .G. i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . a s se r tTrue (H. has_edge ( edge ) )

def test_tree_property ( s e l f ) :
bag_order = [ ] # ko l e j n o s c odkrywania pr ze z BFS
a lgor i thm = SimpleBFS ( s e l f .T)
a lgor i thm . run ( pre_action=lambda node : bag_order . append ( node ) )
# Bede k o r z y s t a l z drzewa BFS zapi sanego jako parent ( d i c t ) .
# Dla kazdego w i e r z cho l ka gra fu G buduje poddrzewo ( d i c t ) .
subt ree = dict ( ( node , dict ( ) ) for node in s e l f .G. i t e r nod e s ( ) )
root_bag = bag_order [ 0 ]
# Zaczynam pierwsze poddrzewa .
for node in root_bag :

subt ree [ node ] [ root_bag ] = None
# Przetwarzam nastepne bags .
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i s_td = True # f l a g a sprawdzajaca poprawnosc td
for bag in bag_order [ 1 : ] :

for node in bag :
i f len ( subt ree [ node ] ) == 0 : # new sub t r e e

subt ree [ node ] [ bag ] = None
e l i f a lgor i thm . parent [ bag ] in subt ree [ node ] : # kontynuacja

subt ree [ node ] [ bag ] = algor i thm . parent [ bag ]
else : # roz l a c zne poddrzewa , wlasnosc nie j e s t spe ln iona

i s_td = False
s e l f . a s se r tTrue ( is_td )

4.11. Algorytm MMD

Algorytm MMD (ang. Maximum Minimum Degree) znajduje dolne ogra-
niczenie na szeroko±¢ drzewow¡ dowolnego grafu przy wykorzystaniu upo-
rz¡dkowania MDO. Jest to heurystyka, która bazuje na nast¦puj¡cej obser-
wacji. Je»eli wierzchoªek v nale»y do worka, który jest li±ciem w drzewie
dekompozycji, to zachodzi nierówno±¢ tw(G)  |N(v)|. Algorytm MMD po-
lega na sukcesywnym usuwaniu z grafu wierzchoªków o najmniejszym stopniu
i znalezieniu najwi¦kszego stopnia w±ród tych wierzchoªków.

Przygotowano dwie implementacje algorytmuMMD. Pierwsza wersja dzia-
ªa w czasie O(V 2), poniewa» w ka»dym kroku wyszukiwany jest wierzchoªek
o najmniejszym stopniu spo±ród wszystkich dost¦pnych wierzchoªków. Druga
wersja algorytmu wykorzystuje sortowanie bukietowe, tak »e szybko mo»na
znale¹¢ wierzchoªek o najmniejszym stopniu. Po usuni¦ciu danego wierzchoª-
ka z grafu poªo»enie jego s¡siadów w bukietach jest uaktualniane w ª¡cznym
czasie O(E). Ta wersja dziaªa w czasie liniowym O(V +E). Testy obu wersji
znajduj¡ si¦ w dodatku A.10. Listing 4.11 przedstawia szybsz¡ wersj¦ z sor-
towaniem bukietowym. W obu wersjach potrzebne jest szybkie sprawdzanie,
czy dany wierzchoªek zostaª ju» usuni¦ty z grafu. Do tego celu uzywany jest
pomocniczy zbiór used.

Listing 4.11. Algorytm MMD.

def find_treewidth_mmd ( graph ) :
"""Finding a width us ing the maximum minimum degree h e u r i s t i c . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
t reewidth = 0
used = set ( )
degree_dict = dict ( ( node , graph . degree ( node ) )

for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
bucket = l i s t ( set ( ) for deg in xrange ( graph . v ( ) ) )
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

bucket [ graph . degree ( node ) ] . add ( node )
for s tep in xrange ( graph . v ( ) ) :

for deg in xrange ( graph . v ( ) ) :
i f bucket [ deg ] :

source = bucket [ deg ] . pop ( )
break

used . add ( source )
# Szacowanie t r e ew id t h .
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t reewidth = max( treewidth , degree_dict [ source ] )
# Usuwanie source .
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in used :
continue

deg = degree_dict [ t a r g e t ]
bucket [ deg ] . remove ( t a r g e t )
bucket [ deg−1] . add ( t a r g e t )
degree_dict [ t a r g e t ] = deg−1

return t reewidth

4.12. Heurystyka najmniejszego stopnia

Heurystyka najmniejszego stopnia (ang. minimum degree heuristic) po-
zwala szybko znale¹¢ górne ograniczenie na szeroko±¢ drzewow¡ dowolnego
grafu nieskierowanego i wyznaczy¢ przykªadowe drzewo dekompozycji o tej
szeroko±ci drzewowej. Heurystyka polega na (1) kolejnym znajdowaniu w gra-
�e wierzchoªka v o najmniejszym stopniu, (2) uzupeªnieniu kraw¦dzi tak, aby
s¡siedzi ze zbioru N(v) tworzyli klik¦, (3) usuwaniu wierzchoªka v z grafu.
Wierzchoªek v wraz ze zbiorem N(v) tworzy osobny worek w drzewie dekom-
pozycji. Usuwane wierzchoªki s¡ kolejnymi elementami w uporz¡dkowaniu
eliminacji dla budowanego drzewa dekompozycji.

Mamy dwie implementacje, obie dziaªaj¡ w czasie O(V 3). Pierwsza im-
plementacja manipuluje sªownikiem, który przechowuje zbiory s¡siadów dla
wierzchoªków. Druga implementacja manipuluje kopi¡ grafu, przez co bar-
dziej mo»na wykorzysta¢ standardowy interfejs grafów. Testy obu wersji znaj-
duj¡ si¦ w dodatku A.11. Listing 4.12 przedstawia wersj¦ z kopi¡ grafu.

Listing 4.12. Heurystyka najmniejszego stopnia.

def find_treewidth_min_deg ( graph ) :
"""Finding a width us ing the minimum degree h e u r i s t i c . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
t reewidth = 0
used = set ( )
graph_copy = graph . copy ( )
for s tep in xrange ( graph . v ( ) ) :

source = min( ( node for node in graph_copy . i t e r node s ( )
i f node not in used ) , key=graph_copy . degree )

used . add ( source )
# Szacowanie t r e ew id t h .
t reewidth = max( treewidth , graph_copy . degree ( source ) )
for ( node , t a r g e t ) in i t e r t o o l s . combinat ions (

graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( source ) , 2 ) :
edge = Edge ( node , t a r g e t )
i f not graph_copy . has_edge ( edge ) :

graph_copy . add_edge ( edge )
graph_copy . del_node ( source )

return t reewidth
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4.13. Heurystyka najmniejszego uzupeªnienia

Heurystyka najmniejszego uzupeªnienia (ang. minimum �ll-in heuristic)
jest podobna do heurystyki najmniejszego stopnia, wyznacza ona górne ogra-
niczenie na szeroko±¢ drzewow¡ dowolnego grafu i przykªadowe drzewo de-
kompozycji o tej szeroko±ci drzewowej. Heurystyka polega na kolejnym wy-
bieraniu wierzchoªka v o najmniejszym uzupeªnieniu �ll-in(v), czyli liczbie
kraw¦dzi które trzeba uzupeªni¢ w gra�e, aby s¡siedzi ze zbioru N(v) two-
rzyli klik¦. Uzupeªnienie dla danego wierzchoªka v z grafu G mo»na ±ci±le
zde�niowa¢ jako �ll-in(v) = |{st : s, t ∈ N(v), st /∈ E(G)}|.

Warto zauwa»y¢, »e dla grafów ci¦ciwowych heurystyka najmniejszego
uzupeªnienia wyznaczy dokªadn¡ szeroko±¢ drzewow¡, poniewa» w ka»dym
kroku b¦dzie wybierany wierzchoªek simplicjalny o uzupeªnieniu zerowym.
Wyst¦powanie samych zerowych uzupeªnie« mo»na wykorzysta¢ do rozpo-
znania grafu ci¦ciwowego.

Bezpieczne reguªy: Przy tworzeniu heurystyk znajduj¡cych górne ograni-
czenie na szeroko±¢ drzewow¡ okre±lono pewne bezpieczne reguªy (ang. safe
rules), których stosowanie zabezpiecza przed niepotrzebnym powi¦kszeniem
obliczanej szeroko±ci drzewowej. Staramy si¦ przestrzega¢ bezpiecznych re-
guª podczas przetwarzania/redukcji grafu. Przy przetwarzaniu utrzymuje si¦
zmienn¡ low, tak¡ »e przy danej bezpiecznej operacji nie zmienia si¦ wielko±¢
max(tw(G), low), która daje wielko±¢ szeroko±ci drzewowej oryginalnego gra-
fu.

Pierwsz¡ bezpieczn¡ reguª¡ jest usuwanie wierzchoªka simplicjalnego v
i ustawienie low = max(low, deg(v)). Drug¡ bezpieczn¡ reguª¡ jest usuwanie
wierzchoªka prawie simplicjalnego v stopnia deg(v)  2, o ile low  deg(v).
Wierzchoªek v jest prawie simplicjalny, je»eli ma takiego s¡siada u, »e zbiór
N(v)− {u} tworzy klik¦.

Bachoore i Bodlaender wykorzystali m.in. drug¡ bezpieczn¡ reguª¦ do
stworzenia ulepszonego algorytmu minimalnego uzupeªnienia [51]. Oryginal-
ny algorytm nie precyzuje kolejno±ci wybierania wierzchoªków o jednakowym
uzupeªnieniu. Ulepszony algorytm najpierw wybiera wierzchoªki simplicjal-
ne i prawie simplicjalne stopnia co najwy»ej równego szeroko±ci drzewowej.
Przydatny jest jeszcze jeden parametr
�ll-in-excl-one(v) = minu∈N(v) |{st : s, t ∈ N(v)− {u}, st /∈ E(G)}|,
który dla wierzchoªków prawie simplicjalnych wynosi zero.

4.14. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla drzew

Drzewa s¡ szczególnymi grafami ci¦ciwowymi nie zawieraj¡cymi cykli.
Najwi¦ksze kliki w drzewach maj¡ dwa wierzchoªki i s¡ to ko«ce jednej kra-
w¦dzi. Wierzchoªki simplicjalne w drzewach to li±cie, a li±cia mo»na wykry¢
w czasie O(1) przez sprawdzenie, czy stopie« wierzchoªka jest równy jeden.

W pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [46] pokazano algorytm
wyznaczaj¡cy najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla drzew (lasów), który polegaª
na odrywaniu li±ci i ich rodziców z grafu. Podczas tych operacji drzewo mo-
gªo sta¢ si¦ niespójne. Przedstawimy mody�kacj¦ tego algorytmu polegaj¡c¡
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na tym, »e z grafu b¦d¡ odrywane tylko li±cie, przez co drzewo caªy czas
b¦dzie spójne. Je»eli dany li±¢ zostanie zaliczony do zbioru niezale»nego, to
jego rodzica nale»y oznaczy¢ jako zabronionego. Kiedy obecny rodzic stanie
si¦ nowym li±ciem, to b¦dzie on oderwany z grafu, ale nie b¦dzie zaliczony
do zbioru niezale»nego. W algorytmie nale»y równie» prawidªowo obsªu»y¢
wierzchoªki izolowane, które pojawiaj¡ si¦ przy przetwarzaniu lasów, ale te»
na ko«cu przetwarzania pojedy«czego drzewa (listing 4.13). Testy algorytmu
opisano w dodatku A.3.

Podany algorytm jest interesuj¡cy mi¦dzy innymi dlatego, »e sugeruje
uogólnienie na dowolne grafy ci¦ciwowe. Odrywanie li±ci jest odrywaniem
z grafu wierzchoªków simplicjalnych wg kolejno±ci z pewnego PEO. Kolejny
odrywany wierzchoªek jest zaliczany do zbioru niezale»nego, o ile nie jest s¡-
siadem wierzchoªka zaliczonego wcze±niej do zbioru niezale»nego. Poprawno±¢
algorytmu zostaªa udowodniona przez Gavrila [36].

Listing 4.13. Moduª treeiset .

#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue

class TreeIndependentSet :
"""Find a maximum independent s e t f o r t r e e s . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . independent_set = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
s e l f . _used = set ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
Q = Queue ( ) # for l e a f s
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f degree_dict [ node ] == 0 :
s e l f . independent_set . add ( node )
s e l f . _used . add ( node )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

e l i f degree_dict [ node ] == 1 :
Q. put ( node )

while not Q. empty ( ) :
source = Q. get ( )
i f degree_dict [ source ] == 0 :

i f source not in se l f . _used :
s e l f . independent_set . add ( source )
s e l f . _used . add ( source )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

continue

a s s e r t degree_dict [ source ] == 1
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
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i f degree_dict [ t a r g e t ] > 0 : # t h i s i s parent
i f source not in se l f . _used :

s e l f . independent_set . add ( source )
s e l f . _used . add ( source )
s e l f . _used . add ( t a r g e t )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

degree_dict [ t a r g e t ] −= 1
degree_dict [ source ] −= 1
i f degree_dict [ t a r g e t ] == 1 :

Q. put ( t a r g e t )
break

4.15. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla grafów

ci¦ciwowych

Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego w gra�e ci¦ciwowym na
bazie PEO opisane jest w ksi¡»ce Golumbica [3], ale po raz pierwszy byªo
podane przez Gavrila [36]. Przy okazji w dowodzie poprawno±ci algorytmu
jest opisane wyznaczenie najmniejszego pokrycia grafu przez kliki (ang. clique
cover). Jest te» referencja do rozwi¡zywania problemu najwi¦kszego wa»one-
go zbioru niezale»nego (Frank, 1976).

Algorytm wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego w gra�e ci¦ciwo-
wym jest uogólnieniem algorytmu z odrywaniem li±ci dla drzew. Zakªadamy,
»e dany jest graf ci¦ciwowy i jego dowolne PEO. Przetwarzamy wierzchoªki
grafu zgodnie z PEO.

Listing 4.14. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny w gra�e ci¦ciwowym.
def find_maximum_independent_set ( graph , order ) :

"""Find a maximum independent s e t in a chorda l graph . """
M = dict ( ( node , i ) for ( i , node ) in enumerate( order ) )
i s e t = set ( ) # maximum independent s e t
used = set ( )
for source in order :

i f source in used :
continue

i s e t . add ( source )
used . add ( source )
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f M[ source ] < M[ ta r g e t ] :
used . add ( t a r g e t )

return i s e t

4.16. Najmniejsze pokrycie wierzchoªkowe dla drzew

W pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [46] pokazano algorytm
wyznaczaj¡cy najmniejsze pokrycie wierzchoªkowe dla lasów, który polegaª
na odrywaniu li±ci i ich rodziców z grafu. Podczas tych dziaªa« drzewo mogªo
sta¢ si¦ niespójne. Przedstawimy mody�kacj¦ tego algorytmu zachowuj¡c¡
spójno±¢ drzewa. Z grafu b¦d¡ odrywane tylko li±cie, a do pokrycia zaliczamy
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rodziców, chyba »e li±¢ nale»y ju» do pokrycia. W algorytmie nale»y równie»
prawidªowo obsªu»y¢ wierzchoªki izolowane (listing 4.15). Testy algorytmu
opisano w dodatku A.5.

Podany algorytm sugeruje sposób post¦powania dla ogólnych grafów ci¦-
ciwowych. Odrywanie li±ci to odrywanie wierzchoªków simplicjalnych wg ko-
lejno±ci z pewnego PEO. Na pocz¡tku najlepiej zalicza¢ do pokrycia wszyst-
kie pozostaªe wierzchoªki poª¡czone z wierzchoªkiem simplicjanym, poniewa»
kraw¦dzie k-kliki mo»na pokry¢ k− 1 wierzchoªkami. Jednak w pó¹niejszych
etapach algorytmu kolejny wierzchoªek simplicjalny mo»e nale»e¢ do pokry-
cia i nie wiadomo, który wierzchoªek z kliki nie zalicza¢ do pokrycia (mo»e
wszystkie wierzchoªki powinny nale»e¢ do pokrycia). Wida¢ potrzeb¦ stoso-
wania metody programowania dynamicznego i przechowywania kilku kandy-
datów na optymalne rozwi¡zanie.

Listing 4.15. Moduª treecover.
#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue

class TreeNodeCover :
"""Find a minimum ca r d i n a l i t y node cover f o r f o r e s t s . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . node_cover = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
Q = Queue ( ) # for l e a f s
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f degree_dict [ node ] == 1 :
Q. put ( node )

while not Q. empty ( ) :
source = Q. get ( )
i f degree_dict [ source ] == 0 :

continue

a s s e r t degree_dict [ source ] == 1
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f degree_dict [ t a r g e t ] > 0 : # t h i s i s parent
i f ( source not in se l f . node_cover and

t a r g e t not in se l f . node_cover ) :
s e l f . node_cover . add ( t a r g e t )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

degree_dict [ source ] −= 1
degree_dict [ t a r g e t ] −= 1
i f degree_dict [ t a r g e t ] == 1 :

Q. put ( t a r g e t )
break
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4.17. Najmniejszy zbiór dominuj¡cy dla drzew

W pracy magisterskiej Aleksandra Krawczyka [46] pokazano algorytm
wyznaczaj¡cy najmniejszy zbiór dominuj¡cy dla lasów, który polegaª na od-
rywaniu li±ci i ich rodziców z grafu. Podczas tych operacji drzewo mogªo
sta¢ si¦ niespójne. Przedstawimy mody�kacj¦ tego algorytmu polegaj¡c¡ na
tym, »e z grafu b¦d¡ odrywane tylko li±cie, przez co drzewo caªy czas b¦dzie
spójne. Je»eli rodzic danego li±cia zostanie zaliczony do zbioru dominuj¡ce-
go, to wszystkich s¡siadów rodzica (i samego rodzica) nale»y zaznaczy¢ jako
zabronionych. Kiedy wierzchoªek zabroniony stanie si¦ li±ciem, to b¦dzie on
oderwany z grafu bez wykonywania dodatkowych czynno±ci. W algorytmie
nale»y równie» prawidªowo obsªu»y¢ wierzchoªki izolowane (listing 4.16). Te-
sty algorytmu opisano w dodatku A.4.

Podany algorytm warto przedyskutowa¢ w kontek±cie uogólnienia na do-
wolne grafy ci¦ciwowe. Odrywanie li±ci jest odrywaniem z grafu wierzchoªków
simplicjalnych wg kolejno±ci z pewnego PEO. Jednak do zbioru dominuj¡cego
w przypadku drzew nie zaliczamy li±cia, tylko jego rodzica, który jest dru-
gim wierzchoªkiem w klice zwi¡zanej z li±ciem. W przypadku ogólnych grafów
ci¦ciwowych mo»na wydedukow¢, »e do zbioru dominuj¡cego nie zaliczymy
wierzchoªka simplicjalnego (chyba »e zostaª zaliczony we wcze±niejszych fa-
zach algorytmu), tylko dokªadnie jednego z pozostaªych wierzchoªków z jego
kliki (o ile wcze±niej nie zaliczono jakich± s¡siadów). Niestety nie wiadomo
z góry jaki wybór b¦dzie najkorzystniejszy, wi¦c potrzebna jest metoda pro-
gramowania dynamicznego, w której budujemy kilka alternatywnych rozwi¡-
za«, a dopiero na ko«cu wybieramy najlepsze rozwi¡zanie. Liczba alterna-
tywnych rozwi¡za« jest funkcj¡ szeroko±ci drzewowej, st¡d wida¢ znaczenie
grafów o maªej szeroko±ci drzewowej.

Listing 4.16. Moduª treedset.

#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue

class TreeDominatingSet :
"""Find a maximum dominating s e t f o r f o r e s t s . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . dominating_set = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
s e l f . _used = set ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
degree_dict = dict ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
Q = Queue ( ) # for l e a f s
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f degree_dict [ node ] == 0 :
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s e l f . dominating_set . add ( node )
s e l f . _used . add ( node )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

e l i f degree_dict [ node ] == 1 :
Q. put ( node )

while not Q. empty ( ) :
source = Q. get ( )
i f degree_dict [ source ] == 0 :

i f source not in se l f . _used :
s e l f . dominating_set . add ( source )
s e l f . _used . add ( source )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1

continue

a s s e r t degree_dict [ source ] == 1
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f degree_dict [ t a r g e t ] > 0 : # t h i s i s parent
i f source not in se l f . _used :

s e l f . dominating_set . add ( t a r g e t )
s e l f . _used . add ( t a r g e t )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1
for node in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( t a r g e t ) :

s e l f . _used . add ( node )
degree_dict [ t a r g e t ] −= 1
degree_dict [ source ] −= 1
i f degree_dict [ t a r g e t ] == 1 :

Q. put ( t a r g e t )
break
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5. Podsumowanie

Gªównym celem niniejszej pracy byªo zbadanie wªasno±ci grafów ci¦ci-
wowych, oraz pokazanie szybkich rozwi¡za« dla problemów, które s¡ trud-
ne i bardziej kosztowne obliczeniowe dla ogólnych grafów. W pracy zostaªa
przedstawiona cz¦±¢ teoretyczna opisuj¡ca wªasno±ci grafów ci¦ciwowych i ich
powi¡zania z innymi klasami grafów. Zgromadzenie du»ej liczby wyników teo-
retycznych pozwoliªo na powi¡zanie ze sob¡ wielu zagadnie« i zastosowanie
ich w implementacji grafów ci¦ciwowych, oraz w pozostaªych algorytmach.

Stworzono bibliotek¦ odpowiadaj¡c¡ za generowanie grafów ci¦ciwowych.
Wykorzystuj¡c poj¦cie wierzchoªków simplicjalnych zaimplementowano roz-
poznawanie grafów ci¦ciwowych. Wa»nym zagadnieniem charakteryzuj¡cym
grafy ci¦ciwowe jest doskonaªe uporz¡dkowanie wierzchoªków (PEO). Upo-
rz¡dkowanie PEO wykorzystano m.in. do rozpoznawania i generacji grafów
ci¦ciwowych, znajdowania najwi¦kszej kliki, oraz do znajdowania wszystkich
klik maksymalnych grafu ci¦ciwowego. PEO mo»na znale¹¢ m.in. za pomoc¡
dwóch algorytmów: Lex-BFS i MCS. W pracy zostaª wykorzystany algorytm
MCS, który mo»e by¢ równie» przydatny jako heurystyka do znajdowania
dolnego i górnego ograniczenia na szeroko±¢ drzewow¡ dowolnych grafów.
Znajomo±¢ PEO umo»liwiªa rozwi¡zanie niektórych problemów bez koniecz-
no±ci znajdowania dekompozycji drzewowej, oraz powi¡zanej z ni¡ szeroko±ci
drzewowej.

Kolejnym istotnym punktem byªo zastosowanie w pracy uporz¡dkowa-
nia najmniejszego stopnia (MDO). Jest to uporz¡dkowanie, które stosuje si¦
dla dowolnego grafu. W pracy MDO znalazªo zastosowanie do poszukiwania
najwi¦kszej kliki w gra�e ci¦ciwowym, a tak»e do optymalnego kolorowania
wierzchoªków grafu ci¦ciwowego.

Grafy ci¦ciwowe umo»liwiaj¡ rozwi¡zywanie problemów w czasie krót-
szym ni» dla innych klas grafów. Potwierdzaj¡ to zaimplementowane w pracy
algorytmy, które w wi¦kszo±ci maj¡ zªo»ono±¢ liniow¡. Potrzebne byªy testy,
aby potwierdzi¢ czas dziaªania algorytmów. Wyniki testów, wraz z ilustruj¡-
cymi czas wykonania wykresami, znajduj¡ si¦ w dodatku A.

Ze wzgl¦du na przydatne wªa±ciwo±ci grafów ci¦ciwowych wa»ny w prak-
tyce jest problem uzupeªnienia ogólnego grafu do grafu ci¦ciwowego, najle-
piej bez powi¦kszania szeroko±ci drzewowej. Jest to problem trudny, dlatego
stosuje si¦ metody przybli»one. W pracy zostaªy pokazane algorytmy wyzna-
czaj¡ce dolne (algorytm MMD) i górne (heurystyka najmniejszego stopnia)
ograniczenie na szeroko±¢ drzewow¡. Je»eli te dwa ograniczenia s¡ równe, to
oznacza dokªadne wyznaczenie szeroko±ci drzewowej.

W polskiej literaturze nie ma monogra�i na temat grafów ci¦ciwowych,
dlatego istotne informacje o tych grafach zostaªy znalezione w zagranicznych
¹ródªach naukowych. Niektóre implementacje algorytmów s¡ oparte o ksi¡»-
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k¦ Golumbica [3], prace naukowe Blaira i Peytona [50], Luceny [48], oraz
Bachoore i Bodlandera [51].
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A. Testy algorytmów

W niniejszej pracy zebrano opisy i przygotowano implementacje wielu
algorytmów zwi¡zanych z grafami ci¦ciwowymi. Ostatnim elementem jest
potwierdzenie w praktyce oczekiwanych wydajno±ci przygotowanych imple-
mentacji poprzez odpowiednio dobrane testy.

A.1. Testy generatorów grafów ci¦ciwowych

Testowanie generatorów grafów ci¦ciwowych. Przygotowano dwa gene-
ratory przypadkowych grafów ci¦ciwowych. Pierwszy generator przechowuje
zbiór wszystkich klik w powstaj¡cym gra�e ci¦ciwowym, z którego w ka»dym
kroku powi¦kszania grafu losuje dowoln¡ klik¦ z jednakowym prawdopodo-
bie«stwem. Drugi generator bazuje na powstaj¡cym PEO, a w ka»dym kro-
ku powi¦kszania grafu nast¦puj¡ dwa losowania. Pierwsze losowanie wybiera
pewn¡ du»¡ klik¦ (czasem maksymaln¡), a drugie losowanie wybiera z niej
mniejsz¡ klik¦ do rozszerzenia.

Rysunek A.1 pokazuje wi¦ksz¡ szybko±¢ drugiego generatora, szczególnie
dla du»ych grafów. Rysunek A.2 pokazuje, »e drugi generator w praktyce
dziaªa w czasie rosn¡cym liniowo z liczb¡ wierzchoªków.
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Rysunek A.1. Porównanie wydajno±ci dziaªania generatorów grafów ci¦ciwo-
wych. Generator pierwszy wykorzystuje zbiór klik, natomiast drugi genera-
tor korzysta z budowanego PEO. Na wykresie wida¢ pogorszenie wydajno±ci
pierwszego generatora wraz ze wzrostem liczby wierzchoªków (i liczby klik).
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci generatora grafów ci¦ciwowych bazuj¡cego
na PEO. Wspóªczynnik a bliski jedno±ci sugeruje zªo»ono±¢ liniow¡ algoryt-

mu.
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A.2. Testy rozpoznawania grafów ci¦ciwowych

Testowanie rozpoznawania grafów ci¦ciwowych. Pierwsza metoda polega
na usuwaniu z grafu kolejnych wierzchoªków simplicjalnych, a» do wyczerpa-
nia zbioru wierzchoªków grafu. Je»eli przed wyczerpaniem zbioru wierzchoª-
ków nie mo»na znale¹¢ wierzchoªka simplicjalnego, to graf nie jest ci¦ciwowy.

Druga metoda ma dwa etapy. W pierwszym etapie wyznaczamy uporz¡d-
kowanie wierzchoªów, które jest kandydatem na PEO (algorytmy Lex-BFS
lub MCS). W drugim etapie faktycznie sprawdzamy, czy znalezione uporz¡d-
kowanie jest PEO. Oba etapy maj¡ w teorii liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

Pierwszy test wydajno±ci metody wierzchoªków simplicjalnych pokazaª
liniow¡ zale»no±¢ czasu oblicze« od liczby wierzchoªków A.3, przy czym im-
plementacja z kopi¡ grafu jest wolniejsza od implementacji ze zbiorami s¡-
siedztwa A.4. Mo»na to wyja±ni¢ wªa±ciwo±ciami naszego generatora grafów
ci¦ciwowych. Generator tworzy grafy rzadkie, w których dominuj¡ maªe kli-
ki. Wtedy sprawdzanie klik i usuwanie wierzchoªków z grafu jest szybkie,
a czas pracy algorytmu staje si¦ proporcjonalny do wielko±ci grafu (liczby
wierzchoªków).

W celu lepszego przetestowania algorytmu musieli±my wymusi¢ obecno±¢
wi¦kszych klik. Wykorzystali±my generator k-drzew z innego projektu, po-
niewa» wtedy wszystkie kliki maj¡ tak¡ sam¡ wielko±¢, któr¡ mo»na z góry
zada¢ generatorowi. Przy wyborze k = n/2 (n = |V |), co daje g¦ste grafy z
|E| = n(3n−2)/8 = O(V 2), testy sugeruj¡ zªo»ono±¢ algorytmu rz¦du O(V 3)
A.5.

Sprawdzanie poprawno±ci wyznaczenia PEO wykonano dla przypadko-
wych grafów ci¦ciwowych i k-drzew [funkcja is_peo() w dwóch wersjach]. Wy-
kresy A.6, A.7 potwierdzaj¡ zªo»ono±¢ O(V +E). Odrobin¦ szybciej wykony-
waªa si¦ wersja wykorzystuj¡ca pythonowe operacje na zbiorach, a nie wersja
wykorzystuj¡ca pomocniczy sªownik.

A.3. Testy zbiorów niezale»nych w grafach ci¦ciwowych

Testowanie algorytmu wyznaczaj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla
drzew metod¡ odrywania li±ci. Wyniki przedstawia wykres A.8. Dostajemy
zale»no±¢ O(V ) dla drzew przypadkowych.

Testowanie algorytmu wyznaczaj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla
dowolnego grafu ci¦ciwowego. Testy z generatorem przypadkowych grafów
ci¦ciwowych pokazuj¡ zªo»ono±¢ O(V ), ale jednocze±nie te» O(V +E). Testy
z wykorzystaniem k-drzew potwierdzaj¡, »e wªa±ciwe oszacowane czasu to
O(V + E) (wykres A.9).
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Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci rozpoznawania grafów ci¦ciwowych me-
tod¡ wierzchoªków simplicjalnych - wersja z kopi¡ grafu. Wspóªczynnik a
bliski jeden wynika z maªej g¦sto±ci grafów ci¦ciwowych tworzonych przez

generator.
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Rysunek A.4. Wykres porównuj¡cy wydajno±¢ rozpoznawania grafów ci¦-
ciwowych metod¡ wierzchoªków simplicialnych. Pierwsza metoda operuje na
sªowniku ze zbiorem s¡siadów. Druga metoda wykorzystuje operacje na kopii

grafu.
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci rozpoznawania grafów ci¦ciwowych meto-
d¡ wierzchoªków simplicialnych dla k-drzew. Wydajno±¢ jest bliska O(V 3).
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Rysunek A.6. Wykres porównuj¡cy wydajno±¢ sprawdzania poprawno±ci
PEO dla k-drzew.
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Rysunek A.7. Wykres sprawdzaj¡cy PEO dla k-drzew, wersja wykorzystu-
j¡ca pythonowe operacje na zbiorach.
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Rysunek A.8. Wykres wydajno±ci wyznaczania najwi¦kszego zbioru nieza-
le»nego dla drzew metod¡ odrywania li±ci. Wspóªczynnik a bliski 1 potwier-

dza zale»no±¢ O(V ).
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci wyznaczania najwi¦kszego zbioru nieza-
le»nego dla k-drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V +E)

algorytmu.
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Rysunek A.10. Porównanie wydajno±ci wyznaczania najwi¦kszego zbioru
niezale»nego dla k-drzew i przypadkowych grafów ci¦ciwowych. Wida¢ drobne

anomalie dla bardzo maªych i bardzo du»ych grafów.
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A.4. Testy zbiorów dominuj¡cych w grafach

ci¦ciwowych

Testowanie algorytmu wyznaczaj¡cego najmniejszy zbiór dominuj¡cy dla
drzew metod¡ odrywania li±ci. Wyniki przedstawia wykres A.11. Dostajemy
zale»no±¢ O(V ) dla drzew przypadkowych.

A.5. Testy pokrycia wierzchoªkowego w grafach

ci¦ciwowych

Testowanie algorytmu wyznaczaj¡cego najmniejsze pokrycie wierzchoª-
kowe dla drzew metod¡ odrywania li±ci. Wyniki przedstawia wykres A.12.
Dostajemy zale»no±¢ O(V ) dla drzew przypadkowych.

A.6. Testy znajdowania MDO

Testy znajdowania MDO dla dowolnego grafu. Wykorzystano grafy przy-
padkowe g¦ste (p = 0.5) i rzadkie (p = 0.1), przy czym p jest prawdopodo-
bie«stwem wyst¡pienia kraw¦dzi pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami. Wykresy
A.13, A.14, A.15 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V 2) prostej metody. Wykresy
A.16, A.17, A.18 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V +E) dla wersji z sortowaniem
bukietowym.
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Rysunek A.11. Wykres wydajno±ci wyznaczania najmniejszego zbioru do-
minuj¡cego dla drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V ).
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Rysunek A.12. Wykres wydajno±ci wyznaczania pokrycia wierzchoªkowego
dla drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V ).
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Rysunek A.13. Porównanie wydajno±ci znajdowania MDO dla grafów rzad-
kich i g¦stych.
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Rysunek A.14. Wykres wydajno±ci znajdowania MDO dla dowolnego g¦ste-
go grafu. Wspóªczynnik a bliski 2 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 2).
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Rysunek A.15. Wykres wydajno±ci znajdowania MDO dla dowolnego rzad-
kiego grafu. Wspóªczynnik a bliski 2 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 2).
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Rysunek A.16. Porównanie wydajno±ci znajdowania MDO z wykorzysta-
niem sortowania bukietowego dla grafów rzadkich i g¦stych.
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Rysunek A.17. Wykres wydajno±ci znajdowania MDO z wykorzystaniem
sortowania bukietowego dla dowolnego g¦stego grafu. Wspóªczynnik a bliski

1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V + E).
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Rysunek A.18. Wykres wydajno±ci znajdowania MDO z wykorzystaniem
sortowania bukietowego dla dowolnego rzadkiego grafu. Wspóªczynnik a bli-

ski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V + E).
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A.7. Testy znajdowania najwi¦kszej kliki

Testy znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e ci¦ciwowym za pomoc¡ MDO.
Algorytm jednocze±nie wyznacza MDO i najwi¦ksz¡ klik¦. Do testów wyko-
rzystano generator grafów ci¦ciwowych przypadkowych i generator k-drzew.
Wykresy A.19, A.20 wskazuj¡ na drobne odchylenie od zale»no±ci O(V +E)
dla rzadkich grafów ci¦ciwowych.

Testy znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e ci¦ciwowym za pomoc¡ PEO.
Algorytm na wej±ciu otrzymuje graf ci¦ciwowy i jego PEO. Do testów wyko-
rzystano generator grafów ci¦ciwowych przypadkowych i generator k-drzew.
Wykresy A.21, A.22 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V + E).

A.8. Testy znajdowania klik maksymalnych

Testy znajdowania wszystkich klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym
[funkcja �nd_all_maximal_cliques()]. Algorytm na wej±ciu otrzymuje graf ci¦-
ciwowy i jego PEO. Do testów wykorzystano generator grafów ci¦ciwowych
przypadkowych i generator k-drzew. Wykresy A.23, A.24 potwierdzaj¡ zale»-
no±¢ O(V + E). Wykres A.25 pokazuje porównanie dziaªania algorytmu dla
k-drzew i grafów ci¦ciwowych.

A.9. Testy algorytmu MCS

Testy algorytmu MCS znajduj¡cego PEO dla grafu ci¦ciwowego. Do te-
stów wykorzystano generator grafów ci¦ciwowych przypadkowych i generator
k-drzew. Wykresy A.26, A.27 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V 2) prostej metody.
Wykresy A.28, A.29 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V + E) dla wersji z sortowa-
niem bukietowym. Wykres A.30 pokazuje ró»nic¦ czasu wykonywania ró»nych
wersji algorytmu MCS.
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Rysunek A.19. Wykres wydajno±ci znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e
ci¦ciwowym za pomoc¡ MDO. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.20. Wykres wydajno±ci znajdowania najwi¦kszej kliki dla
k-drzewa za pomoc¡ MDO. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.21. Wykres wydajno±ci znajdowania najwi¦kszej kliki w gra�e
ci¦ciwowym za pomoc¡ PEO. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.22. Wykres wydajno±ci znajdowania najwi¦kszej kliki dla
k-drzewa za pomoc¡ PEO. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.23. Wykres wydajno±ci znajdowania klik maksymalnych dla gra-
fu ci¦ciwowego. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V + E).
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Rysunek A.24. Wykres wydajno±ci znajdowania klik maksymalnych dla
k-drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V + E).
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Rysunek A.25. Wykres porównuj¡cy wydajno±ci znajdowania klik maksy-
malnych.
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Rysunek A.26. Wykres wydajno±ci algorytmu MCS dla grafów ci¦ciwowych.
Wspóªczynnik a bliski 2 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 2).
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Rysunek A.27. Wykres wydajno±ci algorytmu MCS dla k-drzew. Wspóª-
czynnik a bliski 2 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 2).
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Rysunek A.28. Wykres wydajno±ci algorytmu MCS z sortowaniem bukieto-
wym dla grafów ci¦ciwowych. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.29. Wykres wydajno±ci algorytmu MCS z sortowaniem bukieto-
wym dla k-drzew. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢ O(V + E).
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Rysunek A.30. Wykres porównania wydajno±ci algorytmów MCS dla grafów
ci¦ciwowych. Pierwsze dwie wersje dziaªaj¡ w czasie O(V 2), trzecia wersja

z sortowaniem bukietowym dziaªa w czasie liniowym O(V + E).
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A.10. Testy algorytmu MMD

Testy algorytmuMMD znajduj¡cego dolne ograniczenie na szeroko±¢ drze-
wow¡ dowolnego grafu przy wykorzystaniu uporz¡dkowania MDO [funkcja
�nd_treewidth_mmd() w dwóch wersjach]. Wykorzystano grafy przypadkowe
g¦ste (p = 0.5) i rzadkie (p = 0.1), przy czym p jest prawdopodobie«stwem
wyst¡pienia kraw¦dzi pomi¦dy dwoma wierzchoªkami. Wykresy A.31, A.32
potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V 2) prostej metody. Wykresy A.33, A.34 potwier-
dzaj¡ zale»no±¢ O(V + E) dla wersji z sortowaniem bukietowym.

A.11. Testy heurystyki najmniejszego stopnia

Testy heurystyki najmniejszego stopnia znajduj¡cej górne ograniczenie na
szeroko±¢ drzewow¡ dowolnego grafu [funkcja �nd_treewidth_min_deg() w dwóch
wersjach]. Wykorzystano grafy przypadkowe g¦ste (p = 0.5) i rzadkie (p =
0.1), przy czym p jest prawdopodobie«stwem wyst¡pienia kraw¦dzi pomi¦dy
dwoma wierzchoªkami. Wykresy A.35, A.36 potwierdzaj¡ zale»no±¢ O(V 3)
dla wersji ze zbiorami s¡siedztwa. Wykresy A.37, A.38 potwierdzaj¡ zale»-
no±¢ O(V 3) dla wersji z kopi¡ grafu. Mo»na zaobserwowa¢, »e wspóªczynnik
dopasowania prostej a maleje ze wzrostem g¦sto±ci grafu w obu wersjach
heurystyki. Mo»liwe, »e dla grafów rzadkich algorytm musi uzupeªnia¢ wi¦cej
kraw¦dzi w gra�e, aby otrzyma¢ kliki pomi¦dzy s¡siadami.
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Rysunek A.31. Wykres wydajno±¢ algorytmu MMD dla grafu g¦stego.
Wspóªczynnik a bliski 2 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 2).
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Rysunek A.32. Wykres porównania wydajno±ci algorytmuMMD dla ró»nych
grafów. Zale»no±¢ kwadratowa wydajno±ci nie zale»y od g¦sto±ci grafu.
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Rysunek A.33. Wykres wydajno±ci algorytmu MMD z sortowaniem bu-
kietowym dla grafu g¦stego. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zªo»ono±¢

O(V + E).
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Rysunek A.34. Wykres porównania wydajno±ci algorytmu MMD z sorto-
waniem bukietowym dla ró»nych grafów. Zªo»ono±¢ liniowa wydajno±ci nie

zale»y od g¦sto±ci grafu.
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Rysunek A.35. Wykres wydajno±ci heurystyki najmniejszego stopnia dla
grafów g¦stych (wersja 1 z listami zbiorów s¡siedztwa). Wspóªczynnik a bliski

3 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 3).
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Rysunek A.36. Wykres wydajno±ci heurystyki najmniejszego stopnia dla
grafów rzadkich (wersja 1 z listami zbiorów s¡siedztwa). Wspóªczynnik a

bliski 3 potwierdza zªo»ono±¢ O(V 3).
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Rysunek A.37. Wykres wydajno±ci heurystyki najmniejszego stopnia dla
grafów g¦stych (wersja 2 z kopi¡ grafu). Wspóªczynnik a bliski 3 potwierdza

zªo»ono±¢ O(V 3).
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Rysunek A.38. Wykres wydajno±ci heurystyki najmniejszego stopnia dla
grafów rzadkich (wersja 2 z kopi¡ grafu). Wspóªczynnik a bliski 3 potwierdza

zªo»ono±¢ O(V 3).
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