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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algo-
rytmów zwi¡zanych z dekompozycj¡ drzewow¡ grafów. Szczególn¡ uwag¦
po±wiecono zagadnieniom dekompozycji w przypadku grafów ci¦ciwowych.
Zaimplementowane rozwi¡zania w formie dokªadnych lub heurystycznych al-
gorytmów bazuj¡ w cz¦±ci na istniej¡cych rozwi¡zaniach takich jak algo-
rytm wyszukiwania doskonaªego uporz¡dkowania wierzchoªków PEO, algo-
rytm wierzchoªków simplicjalnych, generowania grafów ci¦ciwowych, znaj-
dowania najwi¦kszej kliki, znajdowania klik maksymalnych. Na wybranych
przykªadach pokazano proces dekompozycji drzewowej oraz dziaªania zaim-
plementowanych rozwi¡za«. Rozwi¡zania te zostaªy przetestowane pod k¡-
tem poprawno±ci, wydajno±ci oraz spodziewanej zªo»ono±ci obliczeniowej z
u»yciem standardowych moduªów j¦zyka Python (timeit, unittest). W celu
lepszego zrozumienia procesu dekompozycji dla wybranych grafów ci¦ciwo-
wych zostaªy wykonane rysunki ilustruj¡ce dziaªanie algorytmów. Dodatko-
wo w sesjach interaktywnych pokazano przykªadowe dziaªanie zaimplemen-
towanych algorytmów wyznaczania szeroko±ci drzewowej, dekompozycji oraz
stosowanych algorytmów uzupeªniaj¡cych. Przedstawiono tematyk¦ pokry-
cia wierzchoªkowego, zbioru dominuj¡cego, zbioru niezale»nego dla k-drzew.
Caªo±¢ pracy zostaªa podzielona na rozdziaªy opisuj¡ce poszczególne etapy
powstawania pracy.

Sªowa kluczowe: grafy, k-drzewo, graf ci¦ciwowy, dekompozycja drzewowa,
zbiór niezale»ny, zbiór dominuj¡cy, pokrycie wierzchoªkowe
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English title: Tree decomposition in graph theory

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms connected with a tree
decomposition is presented. Particular attention has been given to tree de-
composition problems in the case of chordal graphs. The implemented solu-
tions in the form of exact or heuristic algorithms are partly based on existing
solutions, such as a search algorithm for perfect ordering: PEO Algorithm,
algorytm of generation of chordal graphs �nding biggest,maximum cliques.
Selected examples show the process of tree decomposition and the operation
of implemented solutions. Algorithms have been tested for correctness, per-
formance and expected computational complexity using standard Python's
modules (timeit, unittest). To better understand the decomposition process
for selected chord graphs drawings have been made illustrating the operation
of the algorithms. In addition, the interactive sessions show an example of
the implemented algorithms for determining the tree width, decomposition
and the complementary algorithms used. Presented subject for vertex cover,
maximal dominating set and independent set for k-trees. The whole work
was divided into chapters describing individual stages of work creation.

Keywords: graphs, k-tree, chordal graph, tree decomposition, independent
set, dominating set, vertex cover
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest dekompozycja drzewowa grafów (ang. tree
decomposition) [1]. Jest to poj¦cie pochodz¡ce ze wspóªczesnej teorii gra-
fów. Dekompozycja drzewowa przedstawia wierzchoªki danego grafu G jako
poddrzewa pewnego drzewa w taki sposób, »e wierzchoªki takiego grafu s¡
s¡siaduj¡ce tylko wtedy, kiedy odpowiednie poddrzewa przecinaj¡ si¦. W ten
sposób G tworzy podgraf grafu przeci¦¢ poddrzew. Peªny wykres przeci¦cia
jest grafem ci¦ciwowym. Dodatkowo w takiej reprezentacji ka»de poddrzewo
wi¡»e wierzchoªek wykresu ze zbiorem w¦zªów drzewa. Formalna de�nicja
dekompozycji drzewowej zostanie podana w rozdziale 2.5.

Jednym z parametrów zwi¡zanych ze wspomnian¡ dekompozycj¡ jest sze-
roko±¢ drzewowa (ang. treewidth) [2]. Mo»e ona by¢ zde�niowana na kilka
równowa»nych sposobów: jako rozmiar najwi¦kszego worka w dekompozy-
cji drzewowej grafu (minus jeden), rozmiar najwi¦kszej kliki w uzupeªnieniu
ci¦ciwowym grafu (minus jeden), maksymalna kolejno±¢ przystani opisuj¡ca
strategi¦ gry pogo« za ucieczk¡ na gra�e lub zbiór poª¡czonych podgrafów,
z których wszystkie dotykaj¡ si¦ nawzajem.

Grafy o szeroko±ci drzewowej co najwy»ej k s¡ równie» nazywane cz¦±cio-
wymi k-drzewami. Oba te poj¦cia, dekompozycja drzewowa oraz szeroko±¢
drzewowa, zostaªy wprowadzone przez kilku badaczy w latach 70-tych, cz¦-
sto pod ró»nymi nazwami. Zauwa»ono, »e wiele problemów NP-trudnych dla
ogólnych grafów jest rozwi¡zywalnych w czasie liniowym dla drzew. Zauwa»o-
no równie», »e wiele problemów NP-trudnych dla ogólnych grafów jest rozwi¡-
zywalnych w czasie liniowym lub wielomianowym dla pewnych szczególnych
rodzin grafów (grafy szeregowo-równolegªe, grafy zewn¦trznoplanarne, grafy
Halina).

Odkryte algorytmy cz¦sto korzystaªy z techniki programowania dyna-
micznego lub z metody dziel i zwyci¦»aj. W obu metodach ª¡czy si¦ roz-
wi¡zania dla podproblemów w jedno rozwi¡zanie dla wi¦kszego problemu.
Zauwa»my, »e dwa drzewa ª¡czy si¦ w jednym wierzchoªku. Dwa grafy szere-
gowo-równolegªe ª¡czy si¦ wykorzystuj¡c dwa wierzchoªki. To mo»na uogólni¢
na sklejanie grafów z wykorzystaniem ª¡cznie k wierzchoªków. Ogólnie mo»na
powiedzie¢, »e dekompozycja drzewowa jest to mapowanie grafu na pewne
drzewo o grubo±ci (szeroko±ci drzewowej) k, przy czym zwykªe drzewo ma
szeroko±¢ drzewow¡ równ¡ 1.

1.1. Znaczenie szeroko±ci drzewowej

Szeroko±¢ drzewowa jest powszechnie u»ywana jako parametr w parame-
tryzowanej analizie zªo»ono±ci algorytmów. Algorytmy parametryzowane za-
miast wyra»a¢ czas wykonania algorytmu tylko jako funkcj¦ danych wej±cio-
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wych, bior¡ pod uwag¦ zale»no±¢ od jednego lub wi¦kszej liczby parametrów.
Przykªadowo czas wykonania algorytmu mo»e wynosi¢O(f(w)nc), gdzie f(w)
jest pewn¡ funkcj¡ parametru w (cz¦sto jest to funkcja wykªadnicza), a c jest
pewn¡ staª¡ [3].

Praktyczne znaczenie szeroko±ci drzewowej jest po±rednio potwierdzone
przez istnienie serwisu ToTo [4]. Jest otwarta baza danych wa»nych grafów,
algorytmów, benchmarków, dost¦pna przez przegl¡dark¦ internetow¡. Dla
grafów z bazy danych obliczono dolne i górne ograniczenie na szeroko±¢ drze-
wow¡, czasem jest znana dokªadna warto±¢ tego parametru. Grafy przesyªane
do serwisu w celu obliczenia szeroko±ci drzewowej zostaj¡ zarchiwizowane
w bazie dla innych u»ytkowników (grafy do 150 wierzchoªków). Serwis umo»-
liwia wyszukiwanie ciekawych grafów, wizualizacj¦ grafów i ich dekompozycji
drzewowej. Mo»liwy jest import i eksport grafów w kilku popularnych for-
matach.

1.2. Cele pracy

Celem niniejszej pracy jest po pierwsze implementacja wybranych algoryt-
mów dokªadnych lub heurystycznych wyznaczaj¡cych szeroko±¢ drzewow¡ lub
dekompozycj¦ drzewow¡ grafów. Po drugie, implementacja wybranych algo-
rytmów rozwi¡zuj¡cych trudne problemy z teorii grafów przy wykorzystaniu
wspomnianej dekompozycji. Do implementacji algorytmów b¦dzie wykorzy-
stany j¦zyk Python [7], poniewa» przygotowany kod b¦dzie rozszerzeniem pa-
kietu graphtheory rozwijanego w Instytucie Fizyki UJ [8]. Dodatkowo czytelna
skªadnia j¦zyka i bogata biblioteka standardowa pozwala na wykorzystanie
kodu w edukacji do nauki algorytmów.

1.3. Plan pracy

Niniejsza praca magisterska zostaªa podzielona na nast¦puj¡ce rozdzia-
ªy. Rozdziaª 1 jest wprowadzeniem do niniejszej pracy. Rozdziaª 2 de�niuje
podstawowe poj¦cia stosowane w teorii grafów. Rozdziaª 3 ilustruje sposoby
prezentacji grafów oraz struktury u»ywane w bibliotece grafowej i w imple-
mentowanych algorytmach. Rozdziaª 4 zawiera zbiór zaimplementowanych
algorytmów zwi¡zanych z dekompozycj¡ drzewow¡. Kod w j¦zyku Python po-
kazuje rozwi¡zania dla zagadnie« takich jak: najmniejszy zbiór dominuj¡cy,
najmniejsze pokrycie wierzchoªkowe, najwi¦kszy zbiór niezale»ny. Rozdziaª 5
zawiera wnioski i podsumowanie pracy. Dodatek A prezentuje testy wydaj-
no±ci zaimplementowanych algorytmów dla grafów ci¦ciwowych i ogólnych,
zilustrowane wykresami czasowymi. Pokazany zostaª wpªyw wspóªczynnika
k na czas oblicze«.

11:3863368501



2. Teoria grafów

W tym rozdziale zostan¡ podane podstawowe de�nicje i twierdzenia z teo-
rii grafów, które b¦d¡ potrzebne w opisie algorytmów grafowych.. Rysunki
grafów wykonano przy u»yciu pakietu TikZ [9].

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Graf skierowany (ang. directed graph) jest to uporz¡dkowana pa-
ra zbiorów G = (V,E). Pierwszy zbiór V zawiera wierzchoªki nale»¡ce do
grafu, natomiast drugi zbiór E okre±la kraw¦dzie ª¡cz¡ce wierzchoªki grafu.
Kraw¦d¹ ª¡cz¡ca dwa wierzchoªki grafu jest zde�niowana jako uporz¡dko-
wana para wierzchoªków (v, w), gdzie wierzchoªkiem pocz¡tkowym jest v,
natomiast wierzchoªkiem ko«cowym jest w. Stosowany jest równie» prost-
szy zapis vw. Powy»szy zapis zilustrowany w formie gra�cznej najcz¦±ciej
jest przedstawiany w postaci strzaªki ª¡cz¡cej oba wierzchoªki skierowanej
w kierunku wierzchoªka ko«cowego.

1

2

3 4

5

Rysunek 2.1. Ilustracja gra�czna grafu skierowanego.

De�nicja: Graf nieskierowany (ang. undirected graph) jest to para uporz¡d-
kowana (V,E), skªadaj¡ca si¦ ze zbioru wierzchoªków V oraz zbioru E nieupo-
rz¡dkowanych par wierzchoªków tworz¡cych kraw¦dzie. Zapis vw odpowiada
jednocze±nie kraw¦dzi wv. Zatem ró»nica w stosunku do grafu skierowanego
ogranicza si¦ do kraw¦dzi, które tutaj ª¡cz¡ dwa wierzchoªki, ale nie maj¡
kierunku.

De�nicja: �cie»k¡ ª¡cz¡c¡ v0 oraz vk nazywamy uporz¡dkowany ci¡g wierz-
choªków (x0, . . . , xk), gdzie dla ka»dego i = 0, . . . , k−1 istnieje kraw¦d¹ ª¡cz¡-
ca wierzchoªek vi z wierzchoªkiem vi+1. Liczb¦ kraw¦dzi tworz¡cych ±cie»k¦
okre±lamy jako dªugo±¢ ±nie»ki k. �cie»ka zawieraj¡ca niepowtarzaj¡ce si¦

8
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Rysunek 2.2. Ilustracja gra�czna grafu nieskierowanego.

wierzchoªki grafu nazywa si¦ ±cie»k¡ prost¡. �cie»ki s¡ wa»nym elementem
teorii grafów i znalazªy zastosowanie w wielu algorytmach grafowych.

De�nicja: Cykl prosty jest to ±cie»ka zamkni¦ta, w której pocz¡tkowy i ko«-
cowy wierzchoªek s¡ identyczne. Najprostszym przykªadem cyklu o dªugo±ci
jeden jest p¦tla. Dodatkowo ka»dy cykl niekoniecznie prosty mo»e przecho-
dzi¢ przez powtarzaj¡ce si¦ wierzchoªki grafu wª¡cznie z wierzchoªkami w p¦-
tli.

1

2

3 4

5

6

Rysunek 2.3. Rysunek przedstawia ±cie»k¦ prost¡ dªugo±ci k = 5 (kolor czerwony)
oraz przykªad cyklu (3, 1, 2, 6, 3) (kolor niebieski).

De�nicja: Graf nieskierowany nazywamy spójnym, je»eli pomi¦dzy ka»d¡
par¡ wierzchoªków istnieje ª¡cz¡ca je ±cie»ka. Oznacza to, »e startuj¡c z do-
wolnego wierzchoªka pocz¡tkowego mo»emy osi¡gn¡¢ ka»dy inny wierzchoªek
grafu poruszaj¡c si¦ wzdªu» istniej¡cych kraw¦dzi. Graf niespójny nie ma
takiej wªa±ciwo±ci i dzieli si¦ na skªadowe spójne, które s¡ podgrafami spój-
nymi.

2.2. Zbiory niezale»ne

De�nicja: Zbiorem niezale»nym (ang. independent set) dla grafuG = (V,E)
nazywamy pewien zbiór wierzchoªków S ⊆ V posiadaj¡cy wªa±ciwo±¢, »e dla
ka»dej pary wierzchoªków v, w z tego zbioru nie istnieje kraw¦d¹ w gra�e G
ª¡cz¡ca te wierzchoªki. Oznacza to, »e wierzchoªki wchodz¡ce w skªad zbioru
S nie s¡ ze sob¡ parami incydentne.

Najwi¦kszy zbiór niezale»ny jest to zbiór niezale»ny o najwi¦kszej licz-
no±ci. Maksymalny zbiór niezale»ny jest to taki zbiór niezale»ny, który nie

9
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jest podzbiorem wi¦kszego zbioru niezale»nego. Najwi¦kszy zbiór niezale»-
ny jest jednocze±nie maksymalnym zbiorem niezale»nym, jednak odwrotne
stwierdzenie nie w ka»dym przypadku musi by¢ prawdziwe. Przykªad mak-
symalnego zbioru niezale»nego pokazano na rysunku 2.4.

1

23 4

5
6 7

Rysunek 2.4. Rysunek przedstawia graf nieskierowany dwudzielny z n = 7. Wierz-
choªki {1, 3, 4, 5} stanowi¡ maksymalny zbiór niezale»ny, a ponadto wyznaczaj¡ po-
dziaª wierzchoªków grafu na dwa zbiory w de�nicji dwudzielno±ci. Widoczny brak
incydentno±ci pomi¦dzy parami wierzchoªków ze zbioru niezale»nego. Odpowiednie

obliczenia znajduj¡ si¦ w rozdziale 3.2.

2.3. Pokrycia wierzchoªkowe

De�nicja: Pokryciem wierzchoªkowym (ang. vertex cover) dla grafu G =
(V,E) nazywamy pewien podzbiór wierzchoªków S ⊆ V , dla którego ka»da
kraw¦d¹ uv jest kraw¦dzi¡ incydentn¡ przynajmniej z jednym wierzchoªkiem
nale»¡cym do zbioru S. W przypadku znalezienia pokrycia z najmniejsz¡
liczb¡ wierzchoªków mówimy o najmniejszym pokryciu wierzchoªkowym.

Jest to zagadnienie cz¦sto wykorzystywane w procesach wyznaczania naj-
mniejszych pokry¢, w których chcemy wykorzysta¢ jak najmniej zasobów do
alokacji, obsªugi, monitoringu pewnych grup obiektów. Warto zauwa»y¢, »e
dwa wierzchoªki nie nale»¡ce do pokrycia wierzchoªkowego nie mog¡ mie¢
incydentnej kraw¦dzi, co wynika wprost ze wspomnianej de�nicji, a wi¦c taki
zbiór wierzchoªków tworzy zbiór niezale»ny. Ponadto je±li wyznaczymy po-
krycie S ′ b¦d¡ce najmniejszym pokryciem wierzchoªkowym grafu G, to V \S ′
wyznacza najwi¦kszy zbiór niezale»ny grafu G oraz zbiór wierzchoªków naj-
wi¦kszej kliki dopeªnienia grafu G. Ze wspomnianych uwarunkowa« wynika,
»e problemy wyznaczenia najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego, znalezie-
nia najwi¦kszego zbioru niezale»nego, oraz wyznaczenia najwi¦kszej kliki dla
dopeªnienia grafu G s¡ problemami równowa»nymi i w ogólnym przypadku
problemami NP-trudnymi. Przykªad najmniejszego pokrycia wierzchoªkowe-
go pokazano na rysunku 2.5. Obliczenia znajduj¡ si¦ w rozdziale 3.2.

10
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2.4. Zbiory dominuj¡ce

De�nicja: Zbiorem dominuj¡cym (ang. dominating set) dla grafuG = (V,E)
nazywamy podzbiórD wierzchoªków grafu G taki, »e dla ka»dego wierzchoªka
v ∈ V \D nienale»¡cego do zbioru D istnieje kraw¦d¹ ª¡cz¡ca v z wierzchoª-
kiem ze zbioru D. Podsumowuj¡c, ka»dy wierzchoªek w gra�e G nale»y do
zbioru dominuj¡cego albo posiada s¡siada nale»¡cego do tego zbioru.

Jednym z okre±le« opisuj¡cych charakterystyk¦ zbioru dominuj¡cego jest
liczba dominowania (ang. domination number) γ(G) równa liczbie wierzchoª-
ków w najmniejszym zbiorze dominuj¡cym. Problem znalezienia najmniej-
szego zbioru dominuj¡cego jest NP-zupeªny. Przykªad najmniejszego zbioru
dominuj¡cego pokazano na rysunku 2.6.

2.5. Dekompozycja drzewowa grafów

We wst¦pie opisali±my nieformalnie dekompozycj¦ drzewow¡ poprzez graf
przeci¦¢ poddrzew pewnego drzewa. Aby zobrazowa¢ to formalnie reprezen-
tujemy ka»dy w¦zeª drzewa (worek) jako zbiór wierzchoªków powi¡zanych
z nim. A zatem maj¡c dany graf G = (V,E) reprezentowany jako zbiór
wierzchoªków V i kraw¦dzi E, dekompozycja drzewow¡ jest to para (X,T ),
gdzie X = {X1, . . . , Xn} jest rodzin¡ podzbiorów zbioru wierzchoªków V
oraz T jest drzewem, którego w¦zªy s¡ workami Xi speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce
wªa±ciwo±ci:
1. Suma wszystkich worków Xi jest równa V, to znaczy ka»dy wierzchoªek

grafu jest zwi¡zany z co najmniej jednym w¦zªem tego drzewa.
2. Dla ka»dej kraw¦dzi grafu vw, istnieje worek Xi zawieraj¡cy oba wierz-

choªki v oraz w. To oznacza, »e wierzchoªki s¡siaduj¡ ze sob¡ tylko wtedy
kiedy odpowiednie poddrzewa maj¡ wspólny w¦zeª.

3. Je»eli dwa worki Xi oraz Xj zawieraj¡ wierzchoªek v, wtedy wszystkie
worki Xk drzewa na ±cie»ce pomi¦dzy Xi oraz Xj zawieraj¡ tak»e ten
wierzchoªek (w drzewie istnieje dokªadnie jedna ±cie»ka mi¦dzy Xi oraz
Xj). To znaczy, worki zwi¡zane z wierzchoªkiem v tworz¡ spójne poddrze-
wo w T . Ta zale»no±¢ znana jest równie» pod poj¦ciem koherencji.

Dekompozycja ªadna: �adna dekompozycja drzewowa (ang. nice tree de-
composition) jest rozumiana jako drzewo z korzeniem. Korze« i li±cie drzewa
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9

Rysunek 2.5. Minimalne pokrycie wierzchoªkowe dla przykªadowego grafu z n = 9.
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Rysunek 2.6. Najmniejszy zbiór dominuj¡cy - liczba dominowania γ(G) = 3.
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Rysunek 2.7. Przykªadowy graf prosty z n = 8.

s¡ pustymi workami. Ka»dy worek nie b¦d¡cy li±ciem jest jednym z trzech ty-
pów: worek wprowadzaj¡cy (ang. introduce node), worek zapominaj¡cy (ang.
forget node), i worek ª¡cz¡cy (ang. join node) [3]. Liczno±¢ s¡siednich wor-
ków mo»e ró»ni¢ si¦ co najwy»ej o jeden. Szczegóªów nie b¦dziemy opisywa¢,
poniewa» nie b¦dziemy korzysta¢ z tej postaci dekompozycji. Wykorzystu-
je si¦ j¡ przy dowodzeniu poprawno±ci algorytmów dziaªaj¡cych na drzewie
dekompozycji.

Stwierdzenie: Je»eli graf G ma dekompozycj¦ drzewow¡ o szeroko±ci w, to
mo»na wyznaczy¢ ªadn¡ dekompozycj¦ drzewow¡ z liczb¡ worków ograniczo-
n¡ przez O(wn).

Dekompozycja bez powtórze«: Przez dekompozycj¦ drzewow¡ bez po-
wtórze« rozumiemy tak¡ dekompozycj¦ drzewow¡ (X,T ), gdzie dla ka»dej
kraw¦dzi ij nie zachodzi Xi ⊂ Xj. Dekompozycj¦ drzewow¡ z powtórzeniami
mo»na przeksztaªci¢ do dekompozycji bez powtórze« przez sklejenie worków
Xi i Xj.

12
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1,3,4
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7,8

Rysunek 2.8. Przykªadowa dekompozycja drzewowa grafu z rysunku 2.7. Oblicze-
nia dekompozycji znajduj¡ si¦ w rozdziale 3.2

Stwierdzenie: Ka»da dekompozycja drzewowa bez powtórze« grafu o n
wierzchoªkach zawiera nie wi¦cej ni» n worków. Dowód robi si¦ przez indukcj¦
po liczbie wierzchoªków n.

Stwierdzenie: Je»eli graf G ma dekompozycj¦ drzewow¡ o szeroko±ci w,
to liczba kraw¦dzi grafu G jest rz¦du O(wn) [3]. Mo»na to pokaza¢ przez
usuwanie z uzupeªnienia ci¦ciowowego grafu G kolejnych wierzchoªków sim-
plicjalnych, które s¡ poª¡czone z s¡siadami najwy»ej w kraw¦dziami.

2.6. Dekompozycja drzewowa dla k-drzew

De�nicja: W teoria grafów k-drzewo jest nieskierowanym grafem sformowa-
nym rozpoczynaj¡c od (k + 1)-wierzchoªkowego grafu peªnego, a nast¦pnie
powtarzalnie dodaj¡c wierzchoªki w taki sposób, »e ka»dy dodany wierzcho-
ªek v ma dokªadnie k s¡siadów tworz¡cych klik¦ [6]. k-drzewa s¡ dokªadniej
maksymalnymi grafami z okre±lon¡ szeroko±ci¡ drzewow¡, grafami do któ-
rych nie mo»e by¢ dodanych wi¦cej kraw¦dzi bez zwi¦kszenia ich szeroko±ci
drzewowej. k-drzewa zaliczamy do grafów ci¦ciwowych, dla których maksy-
malne kliki s¡ tego samego rozmiaru k+ 1 i wszystkie minimalne separatory
klik s¡ tak»e takiego samego rozmiaru k. Je»eli z danego k-drzewa usuniemy
wybrane kraw¦dzie tak, »e szeroko±¢ drzewowa podgrafu si¦ nie zmieni, to
taki podgraf nazywamy cz¦±ciowym k-drzewem.

Dla danego k-drzewa G mamy |V (G)| = n, |E(G)| = nk−k(k+1)/2. De-
kompozycja drzewowa T tego k-drzewa b¦dzie miaªa |V (T )| = n− k worków
i |E(T )| = n − k − 1 kraw¦dzi. Szeroko±¢ drzewowa k-drzewa i cz¦±ciowego
k-drzewa wynosi k.
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Rysunek 2.9. Graf ci¦ciwowy, najwi¦kszy cykl równy 4 posiadaj¡cy ci¦ciwy, czyli
kraw¦dzie nie wchodz¡ce w skªad cyklu. Widoczne równie» trywialne grafy ci¦ci-

wowe indukowane poprzez podgrafy.

0,4,5,6

2,3,61,5,6

Rysunek 2.10. Dekompozycja drzewowa grafu ci¦ciwowego.Obliczenia znajduj¡ si¦
w rozdziale 3.2
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Rysunek 2.11. Przykªad k-drzewa, gdzie k = 5, n = 16.
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13,14,15

8,11,12
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9,11,12

13,14,15

6,10,11

12,13,14

5,8,11
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7,9,11
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3,9,11

13,14,15

1,6,10

11,13,14
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12,14,15
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Rysunek 2.12. Dekompozycja drzewowa dla k-drzewa, k = 5, n = 16, liczba
worków |V (T )| = n− k = 11, liczba kraw¦dzi |E(T )| = n− k − 1 = 10. Obliczanie

dekompozycji dla k-drzewa pokazano w rozdziale 3.2.
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3. Implementacja grafów

W tym rozdziale przedstawimy interfejs grafów i przykªadowe obliczenia,
które mo»na wykona¢ za pomoc¡ stworzonego kodu.

3.1. Struktury danych

Wierzchoªek: Wierzchoªkami grafu mog¡ by¢ obiekty pythonowe hashowal-
ne i porównywalne. Zwykle s¡ to liczby lub stringi, ale w pewnych problemach
s¡ to kraw¦dzie grafu (graf kraw¦dziowy) lub krotki wierzchoªków (dekom-
pozycja drzewowa). �wiadczy to o du»ej elastyczno±ci przyj¦tego interfejsu
biblioteki.

Kraw¦d¹: Krawi¦dzie skierowane grafu s¡ instancjami klasy Edge z moduªu
edges. Kraw¦dzie s¡ hashowalne i mo»na je porównywa¢, przy czym dla kra-
w¦dzi edge najpierw porównywana jest waga kraw¦dzi edge.weight, nast¦pnie
atrybuty edge.source i edge.target.

Graf: Grafy skierowane i nieskierowane, wa»one i bez wag, s¡ instancjami
klasy Graph. W bibliotece dost¦pnych jest kilka implementacji tej klasy, ale
najbardziej elastyczna implementacja zawarta jest w module graphs.

Algorytm: Proste algorytmy grafowe s¡ implementowane jako zwykªe funk-
cje, natomiast dªu»sze algorytmy zwykle maj¡ posta¢ klas o do±¢ ujednoli-
conym interfejsie. Konstruktor klasy wykonuje czynno±ci przygotowawcze.
Metoda run() uruchamia wªa±ciwy algorytm. Wyniki dziaªania algorytmu i
dane pocz¡tkowe s¡ dost¦pne jako atrybuty w instancji klasy algorytmu.

Dekompozycja drzewowa: Dekompozycja drzewowa jest to drzewo, które
przechowujemy jako instancj¦ klasy Graph. Wierzchoªkami drzewa s¡ worki
(kliki), które reprezentujemy jako posortowane krotki wierzchoªków.

Doskonaªe uporz¡dkowanie wierzchoªków (PEO): Jest to lista wierz-
choªków grafu.

Klika: Jest to zbiór wierzchoªków grafu.

Zbiór niezale»ny: Jest to zbiór wierzchoªków grafu.

Zbiór dominuj¡cy: Jest to zbiór wierzchoªków grafu.

Pokrycie wierzchoªkowe: Jest to zbiór wierzchoªków grafu.

17
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3.2. Przykªadowe obliczenia

Algorytmy zaimplementowane w pracy mo»na ªatwo wykorzysta¢ w prak-
tycznych obliczeniach grafowych. Przedstawimy przykªadowe sesje interak-
tywne z takimi obliczeniami.

Przykªad 1: Obliczenia z grafami ci¦ciwowymi.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
# Import generatorow grafow cieciwowych .
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_ktree
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_chordal
# Przykladowy g ra f cieciwowy .
>>> G = make_random_chordal (10)
# Wyznaczanie PEO.
>>> from cho rda l t o o l s import find_peo_mcs
>>> order = find_peo_mcs (G)
# Wyznaczanie na jw iek s zego z b i o ru n i e z a l e zne go .
>>> from c h o r d a l i s e t import find_maximum_independent_set
>>> i s e t = find_maximum_independent_set (G, order )
# Budowanie drzewa dekompozycj i .
>>> from cho rda l t o o l s import f ind_td_chordal
>>> T = find_td_chordal (G, order )
# Ob l i c zan i e t r e ew id t h − I sposob ( k l i k a na jw ieks za ) .
>>> from c l i q u e 1 import find_maximum_clique_peo
>>> max_clique = find_maximum_clique_peo (G, order )
>>> treewidth = len (max_clique)−1
# Ob l i c zan i e t r e ew id t h − I I sposob ( drzewo dekompozycj i ) .
>>> treewidth = max( len ( bag ) for bag in T. i t e r node s ( ) ) −1
# Wyznaczanie na jmnie j s zego z b i o ru dominujacego .
>>> from chorda ld s e t import ChordalDominatingSet
>>> algor i thm = ChordalDominatingSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . dominating_set
# Wyznaczanie na jmnie j s zego pokryc ia wierzcho lkowego .
>>> from chorda l cover import ChordalNodeCover
>>> algor i thm = ChordalNodeCover (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . node_cover

Przykªad 2: Obliczenia z dowolnymi grafami.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
# Przykladowy g ra f spojny .
>>> G = Graph (10)
# Budowanie gra fu . . .
# Wyznaczanie uporzadkowania wierzcho lkow MCS.
>>> from cho rda l t o o l s import find_peo_mcs
>>> order = find_peo_mcs (G)
# Budowanie drzewa dekompozycj i na ba z i e MCS.
>>> from cho rda l t o o l s import f ind_td_order
>>> T = find_td_order (G, order )
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# Ob l i c zan i e t r e ew id t h .
>>> treewidth = max( len ( bag ) for bag in T. i t e r node s ( ) ) −1
# Budowanie drzewa dekompozycj i na ba z i e h eu r y s t y k i
# najmnie j s zego s topn ia .
>>> from cho rda l t o o l s import find_td_min_deg
>>> T = find_td_min_deg (G)
# Wyznaczanie na jw iek s zego z b i o ru n i e z a l e zne go .
>>> from t d i s e t import TDIndependentSet
>>> algor i thm = TDIndependentSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . independent_set
>>> print a lgor i thm . c a r d i n a l i t y
# Wyznaczanie na jmnie j s zego z b i o ru dominujacego .
>>> from tddset import TDDominatingSet
>>> algor i thm = TDDominatingSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . dominating_set
>>> print a lgor i thm . c a r d i n a l i t y
# Wyznaczanie na jmnie j s zego pokryc ia wierzcho lkowego .
>>> from tdcover import TDNodeCover
>>> algor i thm = TDNodeCover (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . node_cover
>>> print a lgor i thm . c a r d i n a l i t y

Przykªad 3: Obliczenia dla grafu dwudzielnego z rysunku 2.4.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> G = Graph (7)
>>> for node in range (1 , 8 ) :
. . . G. add_node ( node )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 2 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 3 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 7 ) )
>>> G. show ( )
# Zbudowany g ra f z rysunku 2 . 4 .
1 : 2 6 7
2 : 1 3 4 6 7
3 : 2 6 7
4 : 2 6 7
5 : 6 7
6 : 1 2 3 4 5
7 : 1 2 3 4 5
# Najwiekszy z b i o r n i e z a l e zny Golumbic PEO.
>>> from c h o r d a l i s e t import find_maximum_independent_set
>>> print find_maximum_independent_set (G, range (1 , 8 ) )
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set ( [ 1 , 3 , 4 , 5 ] )
# Wyznaczanie na jw iek s zego z b i o ru n i e z a l e zne go z uzyciem dekompozycj i
# na ba z i e h eu r y s t y k i na jmnie j s zego s topn ia .
>>> from cho rda l t o o l s import find_td_min_deg
>>> T = find_td_min_deg (G)
>>> from t d i s e t import TDIndependentSet
>>> algor i thm = TDIndependentSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . independent_set
set ( [ 1 , 3 , 4 , 5 ] )

Przykªad 4: Obliczenia dla grafu z rysunku 2.5.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
# Budowa gra fu niesk ierowanego z n=9.
>>> G = Graph (9)
>>> for node in range (1 , 1 0 ) :
. . . G. add_node ( node )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 2 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 3 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 8 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 9 ) )
>>> G. add_edge (Edge (6 , 8 ) )
>>> G. add_edge (Edge (6 , 9 ) )
>>> G. add_edge (Edge (7 , 8 ) )
>>> G. add_edge (Edge (8 , 9 ) )
>>> G. show ( )
1 : 2 4 5
2 : 1 3 4 6
3 : 2 5 6
4 : 8 1 2 7
5 : 1 3 9 7
6 : 8 9 2 3
7 : 8 4 5
8 : 9 4 6 7
9 : 8 5 6
# Znajdowanie p r z y b l i z on e go drzewa dekompozycj i .
>>> from cho rda l t o o l s import find_td_min_deg
>>> T = find_td_min_deg (G)
# Wyznaczanie minimalnego pokryc ia wierzcho lkowego .
>>> from tdcover import TDNodeCover
>>> algor i thm = TDNodeCover (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> print a lgor i thm . node_cover
set ( [ 8 , 2 , 4 , 5 , 6 ] )

Przykªad 5: Obliczanie dekompozycji dla grafu z rysunku 2.7.
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>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
# Budowanie gra fu pros t ego z n=8.
>>> G = Graph (8)
>>> for node in range (1 , 9 ) :
. . . G. add_node ( node )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 3 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (6 , 7 ) )
>>> G. add_edge (Edge (7 , 8 ) )
>>> G. show ( )
# Wyznaczanie uporzadkowania wierzcho lkow MCS.
>>> from cho rda l t o o l s import find_peo_mcs
>>> order = find_peo_mcs (G)
# Budowanie drzewa dekompozycj i na ba z i e MCS.
>>> from cho rda l t o o l s import f ind_td_order
>>> T = find_td_order (G, order )
>>> T. show ( )
# Drzewo dekompozycj i jako g ra f wazony .
# Wierzcho lk i to k ro t k i , wagi sa ujemne .
(7 , 8) : (5 , 6 , 7)(−1)
(5 , 6 , 7) : (7 , 8)(−1) (4 , 5 , 6)(−2)
(4 , 5 , 6) : (5 , 6 , 7)(−2) (2 , 4 , 5)(−2) (1 , 3 , 4)(−1)
(2 , 4 , 5) : (4 , 5 , 6)(−2)
(1 , 3 , 4) : (4 , 5 , 6)(−1)

Przykªad 6: Obliczanie dekompozycji dla grafu ci¦ciwowego z rysunku 2.10.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
# Budowanie gra fu cieciwowego z n=7.
>>> n = 7
>>> G = Graph(n)
>>> for node in range (n ) :
. . . G. add_node ( node )
>>> G. add_edge (Edge (0 , 4 ) )
>>> G. add_edge (Edge (0 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (0 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (1 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 3 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (3 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge (4 , 6 ) )
>>> G. add_edge (Edge (5 , 6 ) )
>>> G. show ( )
0 : 4 5 6
1 : 5 6
2 : 3 6
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3 : 2 6
4 : 0 5 6
5 : 0 1 4 6
6 : 0 1 2 3 4 5
# Wyznaczanie PEO.
>>> from cho rda l t o o l s import find_peo_mcs
>>> order = find_peo_mcs (G)
>>> print order
[ 3 , 2 , 1 , 6 , 5 , 4 , 0 ]
# Dekompozycja drzewowa na ba z i e PEO.
>>> from cho rda l t o o l s import f ind_td_chordal
>>> T = find_td_chordal (G, order )
>>> T. show ( )
# Drzewo dekompozycj i jako g ra f wazony .
(2 , 3 , 6) : (0 , 4 , 5 , 6)(−1)
(0 , 4 , 5 , 6) : (2 , 3 , 6)(−1) (1 , 5 , 6)(−2)
(1 , 5 , 6) : (0 , 4 , 5 , 6)(−2)

Przykªad 7: Obliczanie dekompozycji dla k-drzewa z rysunku 2.12.

>>> from graphs import Graph
>>> from cho rda l t o o l s import make_random_ktree
>>> from cho rda l t o o l s import f ind_td_chordal
>>> n = 16
>>> G = make_random_ktree (n , 5) # genera tor k−drzew
>>> G. show ( )
0 : 10 12 13 14 15
1 : 14 10 11 13 6
2 : 9 12 13 14 7
3 : 9 11 13 14 15
4 : 11 12 5 14 15
5 : 4 8 11 12 14 15
6 : 1 10 11 12 13 14
7 : 2 9 11 12 13 14
8 : 5 11 12 13 14 15
9 : 2 3 7 11 12 13 14 15
10 : 0 1 6 11 12 13 14 15
11 : 1 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15
12 : 0 2 4 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15
13 : 0 1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 14 15
14 : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15
15 : 0 3 4 5 8 9 10 11 12 13 14
>>> order = range (n) # PEO dla gra fu z generatora
>>> T = find_td_chordal (G, order ) # tr e e decomposi t ion
>>> T. show ( )
# Drzewo dekompozycj i jako g ra f wazony .
(6 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14) : (1 , 6 , 10 , 11 , 13 , 14)(−5)

(10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)

(0 , 10 , 12 , 13 , 14 , 15) : (10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)

(2 , 7 , 9 , 12 , 13 , 14) : (7 , 9 , 11 , 12 , 13 , 14)(−5)

(10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15) : (0 , 10 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)
(8 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5) (6 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14)(−5)
(9 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)
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(3 , 9 , 11 , 13 , 14 , 15) : (9 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)

(4 , 5 , 11 , 12 , 14 , 15) : (5 , 8 , 11 , 12 , 14 , 15)(−5)

(7 , 9 , 11 , 12 , 13 , 14) : (2 , 7 , 9 , 12 , 13 , 14)(−5)
(9 , 11 , 12 ,13 , 14 , 15)(−5)

(8 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15) : (5 , 8 , 11 , 12 , 14 , 15)(−5)
(10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)

(5 , 8 , 11 , 12 , 14 , 15) : (4 , 5 , 11 , 12 , 14 , 15)(−5)
(8 , 11 , 12 ,13 , 14 , 15)(−5)

(1 , 6 , 10 , 11 , 13 , 14) : (6 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14)(−5)

(9 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15) : (7 , 9 , 11 , 12 , 13 , 14)(−5)
(3 , 9 , 11 , 13 , 14 , 15)(−5) (10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15)(−5)
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4. Algorytmy

W tym rozdziale zostan¡ opisane algorytmy zaimplementowane w ramach
niniejszej pracy. Algorytmy dotycz¡ budowy drzewa dekompozycji oraz roz-
wi¡zywania trzech problemów grafowych dla grafów ci¦ciwowych i grafów
dowolnych. Rozwa»ane problemy to znajdowanie najwi¦kszego zbioru nieza-
le»nego, najmniejszego zbioru dominuj¡cego i najmniejszego pokrycia wierz-
choªkowego.

4.1. Dekompozycja drzewowa dla grafów ci¦ciwowych

Dla grafu ci¦ciwowego Gmo»na wyznaczy¢ wszystkie kliki maksymalne za
pomoc¡ algorytmu z ksi¡»ki Golumbica [10], którego implementacja w pracy
[11] znalazªa si¦ w funkcji �nd_all_maximal_cliques(). Kliki maksymalne u»y-
wamy do stworzenia wa»onego grafu przeci¦¢ klikWG, opisanego w pracy [12].
Optymalne grzewo dekompozycji T grafu ci¦ciwowego G jest drzewem rozpi-
naj¡cym o najwi¦kszej wadze dla grafu WG. Do wyznaczenia takiego drzewa
mo»emy u»y¢ algorytmu znajduj¡cego minimalne drzewo rozpinaj¡ce, je»eli
w gra�e WG zmienimy wszystkie wagi na ujemne. W naszej implementacji
korzystamy z algorytmu Prima, a caªo±¢ algorytmu jest zawarta w funkcji
�nd_td_chordal(). Przyjmujemy, »e na wej±ciu dany jest graf ci¦ciwowy i jego
PEO.

Wyznaczanie wszystkich klik maksymalnych grafu ci¦ciwowego zajmuje
czas liniowy O(V + E). Liczba klik maksymalnych jest ograniczona przez
O(V ). Czas budowy grafu przeci¦¢ klik szacujemy na O(V 2w), poniewa»
sprawdzane s¡ wszystkie kombinacje par worków O(V 2), a w p¦tli sprawdza-
ne jest przeci¦cie worków w czasie O(w). Algorytm Prima jest ograniczony
przez O(V 2) lub O(E log V ) zale»nie od u»ytej implementacji. �¡czny czas
algorytmu szacujemy na O(V 2w).

Listing 4.1. Dekompozycja drzewowa grafu ci¦ciwowego.
def f ind_td_chordal ( graph , order ) :

"""Finding a t r e e decomposi t ion f o r chorda l graphs . """
c l i q u e s = find_al l_maximal_cl iques ( graph , order )
H = Graph ( ) # gra f p r z e c i e c k l i k maksymalnych
bag_dict = dict ( )
# Budowanie workow .
for c in c l i q u e s :

bag = tuple ( sorted ( c ) )
bag_dict [ bag ] = c
H. add_node ( bag )

# Budowanie krawedz i g ra fu p r z e c i e c k l i k .
for ( bag1 , bag2 ) in i t e r t o o l s . combinat ions ( bag_dict , 2 ) :

24

28:2455492328



i n t e r = bag_dict [ bag1 ] . i n t e r s e c t i o n ( bag_dict [ bag2 ] )
i f i n t e r :

H. add_edge (Edge ( bag1 , bag2 , −len ( i n t e r ) ) )
a lgor i thm = PrimMST(H)
algor i thm . run ( )
a lgor i thm . to_tree ( )
return a lgor i thm . mst

4.2. Dekompozycja drzewowa na bazie danego

uporz¡dkowania wierzchoªków grafu

Dekompozycj¦ drzewow¡ dowolnego spójnego grafu mo»na wyznaczy¢ na
bazie danego doskonaªego uporz¡dkowania wierzchoªków w dopeªnieniu ci¦-
ciwowym grafu. Niestety zwykle nie znamy takiego uporz¡dkowania, wi¦c
u»ywamy jakiego± innego uporz¡dkowania, np. uporz¡dkowania MCS (ang.
maximum cardinality search). Na ogóª otrzymamy wtedy nieoptymaln¡ de-
kompozycj¦ drzewow¡ i górne oszacowanie na szeroko±¢ drzewow¡.

Algorytm przetwarza wierzchoªki zgodnie z podanym uporz¡dkowaniem.
Tworzona jest kopia grafu, poniewa» nast¡pi redukcja grafu. Dla danego
wierzchoªka v najpierw tworzymy klik¦ z jego s¡siadów z N(v). Dodawane
kraw¦dzie s¡ zapisywane. Nast¦pnie wierzchoªek v jest usuwany razem z kra-
w¦dziami incydentnymi. Powy»sze czynno±ci s¡ powtarzane dla wszystkich
wierzchoªków.

W drugiej cz¦±ci algorytmu zapisane kraw¦dzie s¡ dodawane do orygi-
nalnego grafu, aby utworzy¢ dopeªnienie ci¦ciwowe. Wyznaczane jest drzewo
dekompozycji tego grafu ci¦ciwowego. Na koniec przywracana jest pierwotna
posta¢ grafu przez usuni¦cie dodanych tymczasowo kraw¦dzi.

Zªo»ono±¢ obliczeniowa pierwszej cz¦±ci algorytmu wynosi O(V w2) ze
wzgl¦du na sprawdzanie klik w ka»dym przebiegu p¦tli. W drugiej cz¦±ci
dominuje czas pracy funkcji �nd_td_chordal(), który wynosi O(V 2w). �¡czny
czas pracy algorytmu wynosi wi¦c O(V 2w).

Listing 4.2. Dekompozycja drzewowa na bazie danego uporz¡dkowania wierz-
choªków grafu.

def f ind_td_order ( graph , order ) :
"""Finding a t r e e decomposi t ion us ing a g iven order . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
# Nie chcemy modyfikowac oryg ina lnego gra fu .
graph_copy = graph . copy ( )
edge_l i s t = [ ]
for source in order :

# Robimy k l i k e z { source } + N( source ) .
# Dla grafow cieciwowych j e s t to n i epo t r z ebne .
for ( node , t a r g e t ) in i t e r t o o l s . combinat ions (

graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( source ) , 2 ) :
edge = Edge ( node , t a r g e t )
i f not graph_copy . has_edge ( edge ) :

graph_copy . add_edge ( edge )
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edge_l i s t . append ( edge )
# Usuwanie source z krawedziami .
graph_copy . del_node ( source )

# Robimy g ra f cieciwowy z oryg ina lu .
for edge in edge_l i s t :

graph . add_edge ( edge )
# Graf s t a l s i e cieciwowy .
T = find_td_chordal ( graph , order )
# Przywracanie o ryg ina lu .
for edge in edge_l i s t :

graph . del_edge ( edge )
return T

4.3. Dekompozycja drzewowa na bazie heurystyki

najmniejszego stopnia

Heurystyka najmniejszego stopnia pozwala znale¹¢ górne oszacowanie sze-
roko±ci drzewowej i odpowiedni¡ dekompozycj¦ drzewow¡. Najpierw usta-
lamy uporz¡dkowanie wierzchoªków. Z grafu usuwamy kolejno wierzchoªki
o najmniejszym stopniu, przy czym dodajemy potrzebne kraw¦dzie tak, aby
s¡siedzi usuwanego wierzchoªka tworzyli klik¦. W ten sposób otrzymujemy
pewne uzupeªnienie ci¦ciwowe oryginalnego grafu wraz z PEO, dla którego
wyznaczamy drzewo dekompozycji poprzednio opisan¡ metod¡. Zªo»ono±¢
obliczeniow¡ szacujemy na O(V 3).

Listing 4.3. Dekompozycja drzewowa na bazie heurystyki najmniejszego
stopnia.

def find_td_min_deg ( graph ) :
"""Finding a t r e e decomposi t ion us ing the minimum degree h e u r i s t i c . """
# Graf powinien byc spojny .
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
order = l i s t ( ) # zap i s u j e k o l e j n o s c usuwania wierzcho lkow
used = set ( ) # do s z y b k i e g o sprawdzania usun ie tych wierzcho lkow
# Nie chce modyfikowac oryg ina lnego grafu , wiec mam kopie .
graph_copy = graph . copy ( ) # O(V+E) time and memory
edge_l i s t = [ ]
# W kazdym kroku usuwamy jeden w i e r z cho l e k .
for _ in xrange ( graph . v ( ) ) :

# Wybieram node o najmniejszym stopniu , nie z a l i c z ony do order .
source = min( ( node for node in graph_copy . i t e r node s ( )

i f node not in used ) , key=graph_copy . degree )
order . append ( source )
used . add ( source )
# Robie k l i k e z { source } + N( source ) .
for ( node , t a r g e t ) in i t e r t o o l s . combinat ions (

graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( source ) , 2 ) :
edge = Edge ( node , t a r g e t )
i f not graph_copy . has_edge ( edge ) :

graph_copy . add_edge ( edge )
edge_l i s t . append ( edge )
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# Usuwanie source z krawedziami .
graph_copy . del_node ( source )

# Robie g ra f cieciwowy z oryg ina lu .
for edge in edge_l i s t :

graph . add_edge ( edge )
# Graf s t a l s i e cieciwowy .
T = find_td_chordal ( graph , order )
# Przywracanie o ryg ina lu .
for edge in edge_l i s t :

graph . del_edge ( edge )
return T

4.4. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny dla grafów

ci¦ciwowych

Problem znajdowania najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla grafu ci¦ci-
wowego ma rozwi¡zanie podane przez Gavrila [13]. Algorytm dziaªa w czasie
liniowym O(V + E) i wykorzystuje PEO. Implementacja algorytmu w j¦-
zyku Python zostaªa podana w pracy Olak [11] i jest to funkcja o nazwie
�nd_maximum_independent_set().

Algorytm przetwarza wierzchoªki zgodnie z kolejno±ci¡ wyznaczon¡ przez
PEO, co odpowiada odrywaniu li±ci (worków) z drzewa dekompozycji. Dany
wierzchoªek zaliczamy do zbioru niezale»nego, o ile nie jest s¡siadem wierz-
choªka zaliczonego wcze±niej do zbioru niezale»nego. Poprawno±¢ wyznaczo-
nego zbioru niezale»nego mo»na sprawdzi¢ funkcj¡ is_independent_set().

Listing 4.4. Testowanie zbioru niezale»nego.
def i s_independent_set ( graph , i s e t ) :

""" Test ing independent s e t s in O(E) time . """
for edge in graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source in i s e t and edge . t a r g e t in i s e t :
return False

return True

4.5. Problem najwi¦kszego zbioru niezale»nego

Rozwi¡zywanie problemu najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla grafów
o danej dekompozycji drzewowej (X,T ) i maªej szeroko±ci drzewowej w.
Opiszemy intuicj¦ która prowadzi do ko«cowego algorytmu. Niech S b¦dzie
optymalnym zbiorem niezale»nym dla grafu G. Zbiór S b¦dzie miaª cz¦±¢
wspóln¡ z ró»nymi workami Xi, ale nie wiemy jak wygl¡da ta cz¦±¢ wspólna.
Ka»dy worek mo»e mie¢ liczno±¢ co najwy»ej w + 1, co daje 2w+1 mo»liwo-
±ci (podzbiorów) do sprawdzenia. Problemy mo»emy rozwi¡zywa¢ w ró»nych
poddrzewach niezale»nie, ale przy ª¡czeniu rozwi¡za« cz¦±ciowych musimy
mie¢ zgodno±¢ rozwi¡za« na przeci¦ciu worków s¡siaduj¡cych.

W ko«cowym algorytmie wybieramy dowolnie worek z drzewa T , któ-
ry b¦dzie korzeniem. Worki przetwarzamy w kolejno±ci postorder (najpierw
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dzieci, na ko«cu rodzic), a ten porz¡dek zapewnia nam DFS. Przyjmijmy
nast¦puj¡ce oznaczenia [1].

� S to poszukiwany najwi¦kszy zbiór niezale»ny.
� Di jest to suma worka Xi i wszystkich jego potomków.
� Niech {Ui} oznaczaj¡ ró»ne zbiory niezale»ne, zawieraj¡ce si¦ w worku

Xi, Ui ⊂ Xi.
� Je»eli Xi jest li±ciem, wtedy Ai(Ui) = |Ui| to liczno±¢ zbioru niezale»nego

w zbiorze Di = Xi.
� Je»eli Xi nie jest li±ciem, wtedy Ai(Ui) = |Ui| +

∑
j Bij(Ui) to liczno±¢

zbioru niezale»nego w zbiorze Di, przy czym Bij(Ui) to przyczynki od
dzieci.

� Bij(Ui) = max{Aj(Uj)−|Ui∩Uj| : Uj∩Xi = Ui∩Xj, Uj niezale»ne w Xj},
czyli jeste±my w zbiorze Dj i chcemy dobra¢ takie Uj, aby jego wkªad byª
najwi¦kszy. Wa»ne, »e mo»emy dobiera¢ tylko takie Uj, które s¡ zgodne
z Ui.

� Je»eli Xi jest korzeniem, to wybieramy najwi¦ksze Ai(Ui).

Funkcje Ai i Bij pokazuj¡ wyznaczanie jedynie liczno±ci najwi¦kszego zbioru
niezale»nego, ale ª¡cz¡c zbiory Ui mo»emy otrzyma¢ tak»e caªy zbiór S.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf spójny G i jego dekompozycja drzewowa
bez powtórze« T .

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Zªo»ono±¢: Sprawdzenie warunku Uj ∩ Xi = Ui ∩ Xj zajmuje czas O(w).
W worku Xi mo»e by¢ O(2w+1) zbiorów niezale»nych. Liczba generowa-
nych zbiorów niezale»nych w ka»dym w¦¹le wynosi O(2w+1). Liczba wor-
ków jest ograniczona przez O(n). �¡czna zªo»ono±¢ obliczeniowa wynosi wi¦c
O(4w+1wn). Zauwa»my, »e zªo»ono±¢ jest liniowa w liczbie wierzchoªków n, ale
wykªadnicza w szeroko±ci drzewowej w. St¡d stosowanie algorytmu w prak-
tyce jest ograniczone do grafów o maªej szeroko±ci drzewowej.

Uwagi: W implementacji zbiory Ui s¡ tworzone za pomoc¡ generatora wszyst-
kich podzbiorów zbioru Xi [iter_power_set()], a nast¦pnie odrzucane s¡ zbiory,
które nie s¡ niezale»ne. Niezale»no±¢ zbiorów jest sprawdzana przez test ist-
nienia kraw¦dzi ª¡cz¡cych dowolne dwa elementy zbioru Ui. Kraw¦dzi do
sprawdzenia b¦dzie O((w + 1)2), trzeba sprawdzi¢ 2w+1 zbiorów Ui w ka»-
dym worku, wi¦c przygotowanie poprawnych zbiorów niezale»nych na starcie
zajmuje czas O(2w+1(w + 1)2n).

Listing 4.5. Moduª tdiset .
#!/ usr / b in /python

import i t e r t o o l s
from powersets import i ter_power_set
from edges import Edge

class TDIndependentSet :
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"""Find a maximum independent s e t us ing a t r e e decomposi t ion . """

def __init__( s e l f , graph , tree_decomposit ion ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . td = tree_decomposit ion
s e l f . parent = dict ( ) # for t r e e decomposi t ion
s e l f . independent_set = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :

# A s i n g l e connected component , a s i n g l e t r e e .
s e l f . parent [ source ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( source )
s e l f . independent_set . update (max( arg1 , key=len ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . independent_set )

else :
# A f o r e s t i s p o s s i b l e . NOT FOR TD
for bag in s e l f . td . i t e r nod e s ( ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( bag )
s e l f . independent_set . update (max( arg1 , key=len ) )

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . independent_set )

def _compose ( s e l f , top , arg1 , bag , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s . """
r e s u l t = [ ]
s epa ra to r = set ( top ) & set ( bag )
for s e t1 in arg1 :

# Do kazdego s e t 1 chcemy do lac zyc jak na jw i e ce j od dz i e c ka .
# Mozemy do lac zyc t y l k o t a k i e rozwiazania , k t o r e sa zgodne
# na p r z e c i e c i u workow .
s e t3 = se t1
for s e t2 in arg2 :

#i f s e t 2 & s e t ( top ) == se t1 & s e t ( bag ) :
i f s e t2 & separa to r == se t1 & separa to r :

# Je z e l i j e s t zgodnosc przy p r z e c i e c i u to sprawdzamy .
s e t3 = max( set3 , s e t1 | set2 , key=len )

r e s u l t . append ( s e t3 )
return r e s u l t

def _is_iset ( s e l f , subbag ) :
"""Test i f a subbag i s an i s e t . """
for ( source , t a r g e t ) in i t e r t o o l s . combinat ions ( subbag , 2 ) :

i f s e l f . graph . has_edge (Edge ( source , t a r g e t ) ) :
return False

return True

def _vi s i t ( s e l f , top ) : # top i s t u p l e
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""" Explore r e c u r s i v e l y the connected component . """
# Funkcja zwraca l i s t e zb iorow n i e za l e znych d la gra fu obejmujacego
# worek top i j e go potomkow .
# Tworze l i s t e mozliwych rozwiazan d la bag .
# Trzeba sprawdz ic w s z y s t k i e mozliwe podzb iory .
# Zaczynamy od zbiorow n i e za l e znych d la samego worka top .
arg1 = [ set ( subbag ) for subbag in i ter_power_set ( top )

i f s e l f . _is_iset ( subbag ) ]
# Do zbiorow n i e za l e znych dolaczamy w i e r z c h o l k i od workow d z i e c i .
for bag in s e l f . td . i t e r a d j a c e n t ( top ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = top # be fo r e _v i s i t
arg2 = s e l f . _v i s i t ( bag )
arg1 = s e l f . _compose ( top , arg1 , bag , arg2 )

return arg1

4.6. Najmniejsze pokrycie wierzchoªkowe dla grafów

ci¦ciwowych

Rozwi¡zywanie problemu najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla
grafów ci¦ciwowych. Stworzenie dekompozycji drzewowej dla grafu ci¦ciwo-
wego opisali±my wcze±niej. Maj¡c drzewo dekompozycji post¦pujemy tak jak
w przypadku ogólnego grafu, wi¦c szczegóªy podamy w nast¦pnym rozdziale.

Implementacja algorytmu zawarta jest w module chordalcover. W porówna-
niu do ogólnego przypadku uproszczeniu ulega sprawdzenie, czy dany pod-
zbiór worka jest pokryciem wierzchoªkowym w worku. Dla grafów ci¦ciwo-
wych poprawnym pokryciem wierzchoªkowym worka b¦dzie caªy worek lub
worek z usuni¦tym jednym wierzchoªkiem. Poprawno±¢ wyznaczonego pokry-
cia wierzchoªkowego mo»na sprawdzi¢ funkcj¡ is_node_cover().

Listing 4.6. Testowanie pokrycia wierzchoªkowego.

def is_node_cover ( graph , cover ) :
""" Test ing node covers in O(E) time . """
for edge in graph . i t e r e d g e s ( ) :

i f edge . source not in cover and edge . t a r g e t not in cover :
return False

return True

4.7. Problem najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego

Rozwi¡zywanie problemu najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla
grafów o danej dekompozycji drzewowej (X,T ) i maªej szeroko±ci drzewo-
wej w. Podobnie jak w przypadku zbioru niezale»nego zaªó»my, »e C jest
poszukiwanym najmniejszym pokryciem wierzchoªkowym. Zbiór C b¦dzie
miaª cz¦±¢ wspóln¡ z ró»nymi workami Xi, ale jej nie znamy. Ka»dy worek
mo»e mie¢ liczno±¢ co najwy»ej w+ 1, co daje 2w+1 mo»liwo±ci (podzbiorów)
do sprawdzenia. Ponadto cz¦±ci z ró»nych s¡siaduj¡cych worków Xi oraz Xj
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maj¡ wspóln¡ cz¦±¢ w przeci¦ciu worków Xi ∩ Xj. Ten warunek musi by¢
speªniony przy ª¡czeniu cz¦±ciowych rozwiaza« z ró»nych poddrzew.

Przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia [1].

� C to poszukiwane najmniejsze pokrycie wierzchoªkowe.
� Di jest to suma worka Xi i wszystkich jego potomków.
� Niech {Ui} oznaczaj¡ ró»ne pokrycia wierzchoªkowe, zawieraj¡ce si¦ w wor-

ku Xi, Ui ⊂ Xi.
� Je»eli Xi jest li±ciem, wtedy Ai(Ui) = |Ui| to liczno±¢ pokrycia wierzchoª-

kowego w zbiorze Di = Xi.
� Je»eli Xi nie jest li±ciem, wtedy Ai(Ui) = |Ui| +

∑
j Bij(Ui) to liczno±¢

pokrycia wierzchoªkowego w zbiorze Di, przy czym Bij(Ui) to przyczynki
od dzieci.

� Bij(Ui) = min{Aj(Uj)−|Ui∩Uj| : Uj ∩Xi = Ui∩Xj, Uj pokrycie w Xj},
czyli jeste±my w zbiorze Dj i chcemy dobra¢ takie Uj, aby jego wkªad
byª najmniejszy. Wa»ne, »e mo»emy dobiera¢ tylko takie Uj, które s¡
zgodne z Ui.

� Je»eli Xi jest korzeniem, to wybieramy najmniejsze Ai(Ui).

Funkcje Ai i Bij pokazuj¡ wyznaczanie jedynie liczno±ci najmniejszego pokry-
cia wierzchoªkowego, ale ª¡cz¡c zbiory Ui mo»emy otrzyma¢ tak»e caªy zbiór
C. Podobnie jak dla zbiorów niezale»nych zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu
wynosi O(4w+1wn).

Listing 4.7. Moduª tdcover.
#!/ usr / b in /python

import i t e r t o o l s
from powersets import i ter_power_set
from edges import Edge

class TDNodeCover :
"""Find a minimum node cover us ing a t r e e decomposi t ion . """

def __init__( s e l f , graph , tree_decomposit ion ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . td = tree_decomposit ion
s e l f . parent = dict ( ) # for t r e e decomposi t ion
s e l f . node_cover = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :

# A s i n g l e connected component , a s i n g l e t r e e .
s e l f . parent [ source ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( source )
s e l f . node_cover . update (min( arg1 , key=len ) )
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s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . node_cover )
else :

# A f o r e s t i s p o s s i b l e . NOT FOR TD
for bag in s e l f . td . i t e r nod e s ( ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( bag )
s e l f . node_cover . update (min( arg1 , key=len ) )

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . node_cover )

def _compose ( s e l f , top , arg1 , bag , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s . """
r e s u l t = [ ]
s epa ra to r = set ( top ) & set ( bag )
for s e t1 in arg1 :

# Do kazdego s e t 1 chcemy do lac zyc jak najmniej od d z i e c ka .
# Mozemy do lac zyc t y l k o t a k i e rozwiazania , k t o r e sa zgodne
# na p r z e c i e c i u workow .
s e t3 = None # se t1 poszerzony o s e t 2
for s e t2 in arg2 :

#i f s e t 2 & s e t ( top ) == se t1 & s e t ( bag ) :
i f s e t2 & separa to r == se t1 & separa to r :

# Je z e l i j e s t zgodnosc przy p r z e c i e c i u to sprawdzamy .
i f s e t3 i s None :

s e t3 = se t1 | s e t2
else :

s e t 3 = min( set3 , s e t1 | set2 , key=len )
r e s u l t . append ( s e t3 )

return r e s u l t

def _is_node_cover ( s e l f , bag , subbag ) :
"""Test i f a subbag i s a node cover in the bag . """
# Dla kazde j krawedz i z bag musimy sprawdzic , czy choc jeden
# koniec na l e zy do pokryc ia .
for ( source , t a r g e t ) in i t e r t o o l s . combinat ions ( bag , 2 ) :

i f s e l f . graph . has_edge (Edge ( source , t a r g e t ) ) :
i f source not in subbag and t a r g e t not in subbag :

return False
return True

def _vi s i t ( s e l f , top ) :
""" Explore r e c u r s i v e l y the connected component . """
# Sta r t from a s i n g l e node .
# Tworze l i s t e mozliwych rozwiazan d la bag .
# Trzeba sprawdz ic w s z y s t k i e mozliwe podzb iory .
# Zaczynamy od pokryc d la samego worka top .
arg1 = [ set ( subbag ) for subbag in i ter_power_set ( top )

i f s e l f . _is_node_cover ( top , subbag ) ]
# Do pokryc dolaczamy w i e r z c h o l k i od workow d z i e c i .
for bag in s e l f . td . i t e r a d j a c e n t ( top ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = top # be fo r e _v i s i t
arg2 = s e l f . _v i s i t ( bag )
arg1 = s e l f . _compose ( top , arg1 , bag , arg2 )

return arg1

32

36:2062300896



4.8. Najmniejszy zbiór dominuj¡cy dla grafów

ci¦ciwowych

Rozwi¡zywanie problemu najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów
ci¦ciwowych. Stworzenie dekompozycji drzewowej dla grafu ci¦ciwowego opi-
sali±my wcze±niej. Maj¡c drzewo dekompozycji post¦pujemy tak jak w przy-
padku ogólnego grafu, wi¦c szczegóªy podamy w nast¦pnym rozdziale.

Implementacja algorytmu zawarta jest w module chordaldset. W porówna-
niu do ogólnego przypadku uproszczeniu ulega sprawdzenie, czy dany pod-
zbiór worka jest zbiorem dominuj¡cym w worku. Dla grafów ci¦ciwowych
ka»dy niepusty podzbiór worka jest zbiorem dominuj¡cym, bo worek jest kli-
k¡. Poprawno±¢ wyznaczonego zbioru dominuj¡cego mo»na sprawdzi¢ funkcj¡
is_dominating_set().

Listing 4.8. Testowanie zbioru dominuj¡cego.

def is_dominating_set ( graph , dset ) :
""" Test ing dominating s e t s in O(V+E) time . """
for source in graph . i t e r nod e s ( ) :

i f source in dset :
continue

covered = False
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

i f t a r g e t in dset :
covered = True
break

i f not covered :
return False

return True

4.9. Problem najmniejszego zbioru dominuj¡cego

Rozwi¡zywanie problemu najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów
o danej dekompozycji drzewowej (X,T ) i maªej szeroko±ci drzewowej w. Po-
dobnie jak w przypadku zbioru niezale»nego zaªó»my, »e S jest poszukiwa-
nym najmniejszym zbiorem dominuj¡cym. Zbiór S b¦dzie miaª cz¦±¢ wspóln¡
z ró»nymi workami Xi, ale jej nie znamy. Algorytm b¦dzie pewnym uogólnie-
niem rozwi¡za« podanych dla drzew [14] i dla grafów szeregowo-równolegªych
[15]. W obliczeniach nale»y uwzgl¦dni¢ cz¦±ciowe rozwi¡zania formalnie nie-
poprawne, w których nie wszystkie wierzchoªki s¡ zdominowane. Musimy tak
post¡pi¢, bo pewne wierzchoªki b¦d¡ zdominowane dopiero przez wierzchoªki
pojawiaj¡ce si¦ w rodzicu danego worka lub wy»ej.

Wygodnie jest rozwa»y¢ kolorowanie ka»dego worka trzema kolorami.

� Wierzchoªek biaªy nie nale»y do cz¦±ciowego rozwi¡zania i nie jest zdo-
minowany.

� Wierzchoªek szary nie nale»y do cz¦±ciowego rozwi¡zania, ale jest zdomi-
nowany.

� Wierzchoªek czarny nale»y do cz¦±ciowego rozwi¡zania.
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Ka»dy worek mo»e mie¢ liczno±¢ co najwy»ej w+1, a wtedy istnieje 3w+1 ró»-
nych 3-kolorowa« i to jest przestrze« stanów. Jest oczywiste, »e w ko«cowym
rozwi¡zaniu nie mog¡ wyst¡pi¢ wierzchoªki biaªe.

Cz¦±ci z ró»nych s¡siaduj¡cych worków Xi oraz Xj maj¡ wspóln¡ cz¦±¢
w przeci¦ciu worków Xi∩Xj. Warunek równo±ci czarnych wierzchoªków mu-
si by¢ speªniony przy ª¡czeniu cz¦±ciowych rozwi¡za« z ró»nych poddrzew.
Zauwa»my, »e wierzchoªek biaªy w jednym worku mo»e by¢ wierzchoªkiem
szarym w s¡siednim worku, dlatego nie musi by¢ zgodno±ci w odniesieniu do
biaªych i szarych wierzchoªków.

Zaªó»my, »e do worka Xi przyª¡czamy poddrzewo z korzeniem w worku
Xj. Niech w pewnym cz¦±ciowym rozwi¡zaniu wierzchoªek v jest biaªy w wor-
ku Xj, a przy tym wierzchoªek v ju» nie wyst¦puje w worku Xi. Jest jasne,
»e taki wierzchoªek v nie b¦dzie mógª by¢ zdominowany podczas uzupeªnia-
nia cz¦±ciowych rozwi¡za« i nale»y odrzuci¢ cz¦±ciowe rozwi¡zanie z wierz-
choªkiem v. Jest to dodatkowy warunek do sprawdzenia przy przyª¡czeniu
cz¦±ciowych rozwi¡za«.

Przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia [1].

� W ka»dym workuXi przygotowujemy ró»ne startowe 3-kolorowanie wierz-
choªków, czyli dla wierzchoªków czarnych Bi znajdujemy wierzchoªki szare
Gi, a pozostaªe wierzchoªki z worka b¦d¡ biaªeWi. Dla ka»dego 3-kolorowania
zachodzi warunek |Wi|+ |Gi|+ |Bi| = |Xi|. Oznaczamy przez W̄i, Ḡi, B̄i
zbiory wierzchoªków uaktualnione wierzchoªkami pochodz¡cymi od dzieci.
W przypadku li±ci Wi = W̄i, Gi = Ḡi, Bi = B̄i.

� Podczas doª¡czania dziecka Xj do worka Xi b¦dziemy szuka¢ najlepszego
rozwi¡zania cz¦±ciowego dla ka»dego 3-kolorowania z worka Xi. Musi by¢
speªniony warunek B̄j ∩Xi = B̄i ∩Xj.

� Zbiór wierzchoªków znikaj¡cych przy przej±ciu z worka Xj do Xi wyli-
czamy jako Xj\Xi, a warunek konieczny do speªnienia przy ª¡czeniu ma
posta¢ W̄j\Xi| = 0.

� Uaktualnione rozwi¡zanie cz¦±ciowe (3-kolorowanie) w worku Xi b¦dzie
miaªo posta¢ B̄i = Bi ∪ B̄j, Ḡi = Gi ∪ Ḡj, W̄i = (Wi\Ḡj) ∪ (W̄j\Gi).

� Dla ustalonego startowego 3-kolorowania (Wi, Gi, Bi) przebiegamy wszyst-
kie zgodne 3-kolorowania (W̄j, Ḡj, B̄j) i wybieramy uaktualnione roz-
wi¡zanie (W̄i, Ḡi, B̄i) z najmniejszym zbiorem B̄i. Tak przetwarzamy
wszystkie dzieci worka Xi i robimy dalsze uaktualnienia.

� Je»eli Xi jest korzeniem i przyª¡czyli±my wszystkie jego dzieci Xj, to ko«-
cowym optymalnym rozwi¡zaniem jest 3-kolorowanie z najmniejszym
B̄i i |W̄i| = 0.

Zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu szacujemy na O(9w+1wn). Inicjalizacja
pocz¡tkowych kolorowa« w ka»dym worku zajmuje czas O(2w+1(w + 1)2n),
poniewa» mo»na wybra¢ 2w+1 zestawów wierzchoªków czarnych, a znalezie-
nie wierzchoªków szarych i biaªych zale»y od liczby kraw¦dzi w worku i jest
O((w + 1)2).

Listing 4.9. Moduª tddset.

#!/ usr / b in /python
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from powersets import i ter_power_set

class TDDominatingSet :
"""Find a minimum dominating s e t us in a t r e e decomposi t ion . """

def __init__( s e l f , graph , tree_decomposit ion ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . td = tree_decomposit ion
s e l f . parent = dict ( ) # for t r e e decomposi t ion
s e l f . dominating_set = set ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :

# A s i n g l e connected component , a s i n g l e t r e e .
s e l f . parent [ source ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( source )
dset = None
for ( white , grey , b lack ) in arg1 :

i f len ( white ) == 0 : # ty l k o prawidlowe rozwiazania
i f dset i s None :

dset = black
else :

d se t = min( dset , black , key=len )
s e l f . dominating_set . update ( dset )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . dominating_set )

else :
# A f o r e s t i s p o s s i b l e . NOT FOR TD
for bag in s e l f . td . i t e r nod e s ( ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = None # be fo r e _v i s i t
arg1 = s e l f . _v i s i t ( bag )
dset = None
for ( white , grey , b lack ) in arg1 :

i f len ( white ) == 0 : # ty l k o prawidlowe rozwiazania
i f dset i s None :

dset = black
else :

d se t = min( dset , black , key=len )
s e l f . dominating_set . update ( dset )

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . dominating_set )

def _compose ( s e l f , top , arg1 , bag , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s . """
#pr in t "compose top bag " , top , bag
r e s u l t = [ ]
s epa ra to r = set ( top ) & set ( bag )
in t roduce = set ( top ) − s epa ra to r
f o r g e t = set ( bag ) − s epa ra to r
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for ( white1 , grey1 , b lack1 ) in arg1 :
# Do kazdego s e t 1 chcemy do lac zyc jak najmniej od d z i e c ka .
# Mozemy do lac zyc t y l k o t a k i e rozwiazania , k t o r e sa zgodne
# na p r z e c i e c i u workow .
white3 = None
grey3 = None
black3 = None
for ( white2 , grey2 , b lack2 ) in arg2 :

i f ( b lack2 & separa to r == black1 & separa to r and

len ( white2 & f o r g e t ) == 0 ) :
# Je z e l i j e s t zgodnosc przy p r z e c i e c i u to sprawdzamy .
# Nie moga zo s t a c zapomniane w i e r z c h o l k i niezdominowane .
i f black3 i s None :

black3 = black1 | b lack2
grey3 = grey1 | grey2
white3 = ( white1 − grey2 ) | ( white2 − grey1 )

else :
b3 = black1 | b lack2
g3 = grey1 | grey2
w3 = ( white1 − grey2 ) | ( white2 − grey1 )
i f len ( b3 ) < len ( b lack3 ) : # mamy l e p s z e rozwiazan ie

black3 = b3
grey3 = g3
white3 = w3

r e s u l t . append ( ( white3 , grey3 , b lack3 ) )
return r e s u l t

def _vi s i t ( s e l f , top ) :
""" Explore r e c u r s i v e l y the connected component . """
# Sta r t from a s i n g l e node .
# Tworze l i s t e mozliwych rozwiazan d la top .
# Trzeba sprawdz ic w s z y s t k i e mozliwe ko lorowania .
# Zaczynamy od ko lorowania d la samego worka top .
# Wybieram rozne czarne , a s zare same wychodza .
# Ta cze sc wyzyskuje in formacje o krawedziach w worku .
arg1 = [ ]
for subbag in i ter_power_set ( top ) :

white = set ( )
grey = set ( )
b lack = set ( subbag )
# Szukamy szarych i b i a l y c h wierzcho lkow .
for source in top :

i f source in black : # source i s b l a c k
continue

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
i f t a r g e t in black : # source i s grey

grey . add ( source )
break

i f source not in grey : # source i s whi te
white . add ( source )

arg1 . append ( ( white , grey , b lack ) ) # kolorowanie
# Kazdy w i e r z cho l e k g d z i e s musi na l e z e c .
a s s e r t len ( white ) + len ( grey ) + len ( b lack ) == len ( top )

# Do zbiorow dominujacych dolaczamy w i e r z c h o l k i od workow d z i e c i .
for bag in s e l f . td . i t e r a d j a c e n t ( top ) :

i f bag not in se l f . parent :
s e l f . parent [ bag ] = top # be fo r e _v i s i t
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arg2 = s e l f . _v i s i t ( bag )
arg1 = s e l f . _compose ( top , arg1 , bag , arg2 )

return arg1
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5. Podsumowanie

Dekompozycja drzewowa jest przydatnym narz¦dziem obrazuj¡cym struk-
tur¦ grafu i mo»e by¢ wykorzystana do szybkiego rozwi¡zywania trudnych
problemów grafowych. Pewnym utrudnieniem jest znajdowanie optymalnej
dekompozycji, bo to te» jest problem trudny. Jednak w praktyce mo»e wy-
starczy¢ znajomo±¢ dekompozycji niezbyt odlegªej od optymalnej, dlatego
aktywnie szuka si¦ coraz lepszych algorytmów przybli»onych. Z drugiej stro-
ny, wa»na jest identy�kacja tych rodzin grafów, dla których mo»na znale¹¢
optymaln¡ dekompozycj¦ w czasie wielomianowym (grafy ci¦ciwowe, grafy
Halina).

W niniejszej pracy zaimplementowano algorytm wyznaczaj¡cy optymaln¡
dekompozycj¦ drzewow¡ dla grafów ci¦ciwowych. Na tej podstawie podano
dwa sposoby wyznaczania (przybli»onej) dekompozycji dla ogólnych grafów.
Pierwszy sposób polega na podaniu ci¡gu wierzchoªków b¦d¡cym PEO dla
pewnego uzupeªnienia ci¦ciwowego danego grafu. Drugi sposób polega na
znalezieniu uzupeªnienia ci¦ciwowego za pomoc¡ heurystyki najmniejszego
stopnia.

W ramach pracy przygotowano algorytmy wykorzystuj¡ce dekompozycj¦
drzewow¡ do wyznaczenia najwi¦kszego zbioru niezale»nego, najmniejszego
zbioru dominuj¡cego i najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego. Zªo»ono±¢
obliczeniowa algorytmów zale»y liniowo od liczby wierzchoªków, ale wykªad-
niczo od szeroko±ci drzewowej. Z tego powodu praktyczne zastosowanie tych
algorytmów ogranicza si¦ do grafów o maªej szeroko±ci drzewowej.

Dla grafów ci¦ciwowych istnieje szybki algorytm o czasie liniowym do
wyznaczenia najwi¦kszego zbioru niezale»nego, gdzie korzysta si¦ ze znanego
PEO. Dla problemu zbioru dominuj¡cego i problemu pokrycia wierzchoªko-
wego wykonano mody�kacje ogólnych algorytmów, wykonuj¡c¡ szybsze testy
w ka»dym worku, bo ka»dy worek grafu ci¦ciwowego jest klik¡.

Wszystkie algorytmy zostaªy przetestowane pod wzgl¦dem poprawno±ci i
praktycznej zªo»ono±ci obliczeniowej. Implementacje mog¡ by¢ inspiracj¡ do
tworzenia nowych algorytmów wykorzystuj¡cych dekompozycj¦ drzewow¡.
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A. Testy algorytmów

W niniejszym dodatku zebrano wyniki testów algorytmów, których im-
plementacje powstaªy w tej pracy.

A.1. Testy dekompozycji drzewowej grafów ci¦ciwowych

Testowanie wyznaczania dekompozycji drzewowej dla grafów ci¦ciwowych,
czyli funkcji �nd_td_chordal(). Sprawdzono eksperymentalnie czas pracy algo-
rytmu dla k-drzew z n wierzchoªkami, gdzie k = 5 (wykres A.1) lub k = n/2
(wykres A.2). Testy potwierdzaj¡ zªo»ono±¢ O(n2k). Dla maªych k zaobser-
wowali±my sªaby wzrost wspóªczynnika regresji a ze wzrostem k.

A.2. Testy zbiorów niezale»nych

Testowanie wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla grafów o da-
nej dekompozycji drzewowej, czyli klasy TDIndependentSet. Sprawdzono ekspe-
rymentalnie czas pracy algorytmu dla przypadkowych k-drzew, k = 2, . . . , 10.
Wykresy potwierdzaj¡ liniow¡ zale»no±¢ czasu pracy od liczby wierzchoªków
dla ustalonego k. Dla rosn¡cego k obserwuje si¦ wzrost czasu pracy w przy-
bli»eniu o staªy czynnik, co potwierdza zale»no±¢ wykªadnicz¡ od szeroko±ci
drzewowej k (wykres A.12).

39

43:7990825918



-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

a = 2.068232  +/- 0.042829
b = -5.795669  +/- 0.111266

l
o
g
(
t
i
m
e
 
[
s
]
)

log(V)

find-td-chordal

log(t) = a log(V) + b
data
fit

Rysunek A.1. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania dekom-
pozycji drzewowej dla k-drzewa z k = 5. Wspóªczynnik a bliski 2 potwierdza za-

le»no±¢ O(n2k), poniewa» k jest staªe.
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Rysunek A.2. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania dekom-
pozycji drzewowej dla k-drzewa z k = n/2. Wspóªczynnik a le»¡cy mi¦dzy 2.5 a 3

potwierdza zale»no±¢ O(n2k), poniewa» k ro±nie liniowo z n.

40

44:8488254153



-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

a = 1.082242  +/- 0.003478

b = -4.837150  +/- 0.009267

l
o
g
(
t
i
m
e
 
[
s
]
)

log(V)

Tree Decomposition Independent Set

log(t) = a log(V) + b
data
fit

Rysunek A.3. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 2.
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Rysunek A.4. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 3.
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Rysunek A.5. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 4.
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Rysunek A.6. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dlak k = 5.
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Rysunek A.7. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 6.
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Rysunek A.8. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 7.
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Rysunek A.9. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 8.
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Rysunek A.10. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 9.
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Rysunek A.11. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego dla k = 10.
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Rysunek A.12. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
wi¦kszego zbioru niezale»nego w zale»no±ci od parametru k.
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Rysunek A.13. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 2, widoczna zale»no±¢ liniowa.

A.3. Testy pokrycia wierzchoªkowego

Testowanie wyznaczania najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla gra-
fów o danej dekompozycji drzewowej, czyli klasy TDNodeCover. Sprawdzono
eksperymentalnie czas pracy algorytmu dla przypadkowych k-drzew, k =
2, . . . , 9. Wykresy potwierdzaj¡ liniow¡ zale»no±¢ czasu pracy od liczby wierz-
choªków dla ustalonego k. Dla rosn¡cego k obserwuje si¦ wzrost czasu pracy
w przybli»eniu o staªy czynnik, co potwierdza zale»no±¢ wykªadnicz¡ od sze-
roko±ci drzewowej k (wykres A.21).
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Rysunek A.14. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 3, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.15. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 4, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.16. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 5, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.17. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 6, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.18. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 7, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.19. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 8, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.20. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla k = 9, widoczna zale»no±¢ liniowa.
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Rysunek A.21. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu TDNodeCover
w zale»no±ci od parametru k. Czas pracy algorytmu ro±nie liniowo z k.
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Rysunek A.22. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 2.

A.4. Testy zbiorów dominuj¡cych

Testowanie wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów
o danej dekompozycji drzewowej, czyli klasy TDDominatingSet. Sprawdzono
eksperymentalnie czas pracy algorytmu dla przypadkowych k-drzew, k =
2, . . . , 9. Wykresy potwierdzaj¡ liniow¡ zale»no±¢ czasu pracy od liczby wierz-
choªków dla ustalonego k. Dla rosn¡cego k obserwuje si¦ wzrost czasu pracy
w przybli»eniu o staªy czynnik, co potwierdza zale»no±¢ wykªadnicz¡ od sze-
roko±ci drzewowej k (wykres A.30).

Zakªadaj¡c »e spodziewany czas pracy algorytmów ma czynnik wykªad-
niczy z poteg¡ k, a dokªadniej 4k (iset, cover) lub 9k (dset), zostaªy sporz¡-
dzone wykresy zale»nosci skoku czasu o staªy wspoªczynnik bk dla kolejnych
parametrów k. Otrzymane do±wiadczalnie wyniki wspóªczynnika u podstawy
to odpowiednio 1.75(2) [iset], 2.17(2) [cover], 3.66(23) [dset]. Wspóªczynniki
wydaj¡ si¦ by¢ do±¢ maªe, co mo»e wynika¢ z faktu, »e testy przeprowadzono
na k-drzewach. Mo»liwe, »e inne grafy wymagaj¡ dªu»szych oblicze«.
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Rysunek A.23. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 3.
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Rysunek A.24. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 4.
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Rysunek A.25. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 5.
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Rysunek A.26. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 6.
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Rysunek A.27. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 7.
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Rysunek A.28. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 8.
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Rysunek A.29. Wykres przedstawiaj¡cy wydajno±¢ algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego dla k = 9.
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Rysunek A.30. Wykres porównania wydajno±ci algorytmu TDDominatingSet
w zale»no±ci od parametru k. Czas pracy algorytmu ro±nie liniowo z k.
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Rysunek A.31. Wykres zale»no±ci zmiany czasu pracy algorytmu TDDominating-
Set o staªy czynnik bk w zale»no±ci od parametru.
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Rysunek A.32. Wykres zale»no±ci zmiany czasu pracy algorytmu TDNodeCover
o staªy czynnik bk w zale»no±ci od parametru k.
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Rysunek A.33. Wykres zale»no±ci zmiany czasu pracy algorytmu TDIndependent-
Set o staªy czynnik bk w zale»no±ci od parametru k.
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