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Streszczenie

Wyszukiwanie zakresowe polega na przeszukiwaniu wst¦pnie przygotowanych
danych, aby pozyska¢ wszystkie elementy znajduj¡ce si¦ w szukanym zakre-
sie. W pracy rozwa»ane jest wyszukiwanie zakresowe punktów w jednym i
w wielu wymiarach, gdzie zakresem jest odcinek na osi liczbowej lub wielo-
±cian w n-wymiarowej przestrzeni, którego boki s¡ równolegªe do osi ukªadu
wspóªrz¦dnych.

Cz¦sto wykorzystywan¡ struktur¡ danych dla wydajnego wyszukiwania
zakresowego jest drzewo zakresowe. Struktura ta ma form¦ zbalansowanego
drzewa binarnego, które przechowuje dane w li±ciach, a w ka»dym w¦¹le,
który nie jest li±ciem, przechowuje maksymaln¡ warto±¢ swojego lewego pod-
drzewa. W pracy przedstawiono szczegóªowy opis problemu wyszukiwania
zakresowego, oraz implementacj¦ drzewa zakresowego w j¦zyku Python.

Stworzono dwie implementacje drzewa zakresowego na bazie zmody�ko-
wanego drzewa AVL. Pierwsza implementacja jest przeznaczona do przecho-
wywania i wyszukiwania punktów w jednym wymiarze. Druga implementacja
dziaªa dla punktów w n-wymiarach, przy czym powy»ej jednego wymiaru du-
plikaty s¡ zliczane, a nie przechowywane osobno. Struktury te zostaªy przete-
stowane pod wzgl¦dem poprawno±ci i rzeczywistej wydajno±ci, dzi¦ki czemu
mog¡ by¢ u»ywane w programach wymagaj¡cych wydajnego wyszukiwania
zakresowego. Kod dziaªa w Pythonie 2.7 i Pythonie 3.

Sªowa kluczowe: wyszukiwanie zakresowe, drzewo przedziaªowe, drzewo
zakresowe, drzewo AVL
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English title: Data structures for the range searching problem

Abstract

Range searching is �nding objects in a range, where a set of objects is pre-
processed in advanve. In this work objects are points in one or more dimen-
sions, and the range is an interval on the number line or a polyhedron in an
n-dimensional space, where the query consists of intervals in each of those
dimensions.

A data structure often used in e�cient range searching is a range tree.
This structure has the form of a balanced binary tree, which stores data in
leaves and in every node that is not a leaf stores the maximum value of its
left subtree. This work describes the range searching problem and Python
implementation of a dynamic range tree, which is based on a modi�ed AVL
tree.

Two implementations of range trees are created. The �rst one is focused
on storage and acting on points in one dimension. The second one works for
points in an n-dimensional space and duplicates are counted, not stored, in
order to reduce the size of the tree structure. These structures have been
tested for correctness and real e�ciency. It can be used in other programs
where e�cient range searching is required. The code can be used in both
Python 2.7 and Python 3.

Keywords: range searching, interval tree, range tree, AVL tree

5:7752963383



Spis tre±ci

Spis rysunków . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Listings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1. Wst¦p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1. Cel pracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Struktura pracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Problem wyszukiwania zakresowego . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1. Struktury danych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2. Przetwarzanie danych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3. Wyszukiwanie zakresowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.1. Rodzaje problemów wyszukiwania zakresowego . . . . . . . 9

2.3.2. Wyszukiwanie zakresu ortogonalnego . . . . . . . . . . . . 9

2.3.3. Wyszukiwanie zakresu dynamicznego . . . . . . . . . . . . 9

2.4. Drzewo AVL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.5. Drzewo zakresowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3. Implementacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1. Drzewo zakresowe jednowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1.1. Importowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1.2. Tworzenie nowego drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1.3. Dodawanie nowego elementu do drzewa . . . . . . . . . . . 14

3.1.4. Usuwanie elementu z drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.5. Wyszukiwanie najmniejszego oraz najwi¦kszego elementu
w drzewie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.6. Wyszukiwanie liczby w drzewie . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.1.7. Wyszukiwanie liczb z podanego zakresu . . . . . . . . . . . 15

3.1.8. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.1.9. Pozyskiwanie zawarto±ci drzewa . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2. Drzewo zakresowe wielowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.1. Importowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.2. Tworzenie nowego drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.3. Dodawanie nowego elementu do drzewa wielowymiarowego 17

3.2.4. Usuwanie elementu z drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.5. Wyszukiwanie najmniejszego oraz najwi¦kszego elementu
w drzewie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.6. Wyszukiwanie liczb z podanego zakresu . . . . . . . . . . . 18

3.2.7. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2.8. Pozyskiwanie wszystkich punktów drzewa . . . . . . . . . . 19

3.2.9. Pozyskiwanie zawarto±ci drzewa . . . . . . . . . . . . . . . 19

4. Algorytmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1. Drzewo zakresowe jednowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1.1. Tworzenie drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2

6:8887297244



4.1.2. Dodawanie nowych elementów do drzewa . . . . . . . . . . 21
4.1.3. Usuwanie elementów z drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.1.4. Przeszukiwanie zakresowe na bazie range tree . . . . . . . 22

4.2. Drzewo zakresowe wielowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.2.1. Tworzenie drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.2.2. Dodawanie nowych elementów do drzewa . . . . . . . . . . 23
4.2.3. Usuwanie elementów z drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.2.4. Przeszukiwanie zakresowe na bazie range tree . . . . . . . 25

5. Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

A. Testy algorytmów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

A.1. Drzewo zakresowe - lista posortowana . . . . . . . . . . . . . . . . 28
A.2. Drzewo zakresowe - AVL-jednowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . 30
A.3. Drzewo zakresowe - AVL-wielowymiarowe . . . . . . . . . . . . . . 33

Bibliogra�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7:3656322539



Spis rysunków

2.1. Drzewo zakresowe dla jednego wymiaru. . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Drzewo zakresowe dla dwóch wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Przykªad wyszukiwania zakresowego w jednym wymiarze. . . . . . . . 13

4.1. Drzewo zakresowe dwuwymiarowe z jednym punktem. . . . . . . . . . 24
4.2. Drzewo zakresowe dwuwymiarowe z dwoma punktami. . . . . . . . . . 24
4.3. Drzewo zakresowe dwuwymiarowe z trzema punktami. . . . . . . . . . 24
4.4. Drzewo zakresowe dwuwymiarowe po usuni¦ciu punktu. . . . . . . . . 25

A.1. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymiaru
na bazie listy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

A.2. Wyniki pomiarów wyszukiwania odpowiedniego li±cia drzewa
zakresowego dla jednego wymiaru na bazie listy. . . . . . . . . . . . . 29

A.3. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla
jednego wymiaru na bazie listy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

A.4. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymiaru
na bazie drzewa AVL przy u»yciu posortowanych danych. . . . . . . . 31

A.5. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymiaru
na bazie drzewa AVL przy u»yciu nieposortowanych danych. . . . . . 31

A.6. Wyniki pomiarów wyszukiwania odpowiedniego li±cia drzewa
zakresowego dla jednego wymiaru na bazie drzewa AVL. . . . . . . . 32

A.7. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla
jednego wymiaru na bazie drzewa AVL. . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

A.8. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla dwóch wymiarów. 33
A.9. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla trzech wymiarów. 34
A.10.Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla czterech

wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
A.11.Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla pi¦ciu wymiarów. 35
A.12.Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla

dwóch wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
A.13.Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla

trzech wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
A.14.Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla

czterech wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
A.15.Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego dla

pi¦ciu wymiarów. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4

8:4483684204



Listings

3.1 Importowanie drzewa zakresowego. . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2 Sposoby tworzenia drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3 Dodawanie nowego elementu do drzewa jednowymiarowego. . . 14
3.4 Usuwanie elementu z drzewa jednowymiarowego. . . . . . . . . 15
3.5 Znajdowanie najmniejszego i najwi¦kszego elementu drzewa

jednowymiarowego. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.6 Wyszukiwanie liczby w drzewie jednowymiarowym. . . . . . . 15
3.7 Wyszukiwanie zakresowe w drzewie jednowymiarowym. . . . . 15
3.8 Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa jednowymiarowego. . . . . . . 16
3.9 Metody pozyskiwania zawarto±ci drzewa jednowymiarowego. . 16
3.10 Importowanie drzewa zakresowego wielowymiarowego. . . . . . 17
3.11 Sposoby tworzenia drzewa wielowymiarowego . . . . . . . . . . 17
3.12 Dodawanie nowego elementu do drzewa. . . . . . . . . . . . . 17
3.13 Usuwanie elementu z drzewa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.14 Znajdowanie najmniejszego i najwi¦kszego elementu dla

wybranego wymiaru w drzewie wielowymiarowym. . . . . . . . 18
3.15 Wyszukiwanie zakresowe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.16 Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa wielowymiarowego. . . . . . . 18
3.17 Pozyskanie wszystkich punktów drzewa wielowymiarowego. . . 19
3.18 Metody pozyskiwania zawarto±ci drzewa wielowymiarowego. . 19
4.1 Gªówna metoda do tworzenia drzewa jednowymiarowego. . . . 20
4.2 Gªówna funkcja do przeszukiwania zakresowego w drzewie

jednowymiarowym. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.3 Gªówna funkcja do przeszukiwania zakresowego w drzewie

wielowymiarowym. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5

9:5012305137



1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest problem wyszukania zakresowego, oraz
struktury danych pomagaj¡ce rozwi¡za¢ ten problem. Wyszukiwanie zakreso-
we polega na przetworzeniu danego zbioru danych w taki sposób, aby szybko
odnale¹¢ elementy le»¡ce w ró»nych zakresach przeszukiwania. Dokªadny opis
ró»nych odmian tego problemu podamy w rozdziale 2.

Wyszukiwanie zakresowe jest jednym z fundamentalnych zagadnie« w geo-
metrii obliczeniowej. Problem wyszukiwania zakresów i struktury danych,
które go rozwi¡zuj¡, s¡ podstawowym tematem geometrii obliczeniowej. Za-
stosowania problemu pojawiaj¡ si¦ w obszarach obejmuj¡cych systemy in-
formacji geogra�cznej (GIS) i projektowania wspomaganego komputerowo
(CAD), oraz baz danych (SQL).

W tej pracy skupimy si¦ na wyszukiwaniu zakresowym w jednym, a na-
st¦pnie w wielu wymiarach, gdzie wyszukiwane b¦d¡ punkty le»¡ce odpowied-
nio w danym odcinku na osi liczbowej, lub w wielo±cianie w n-wymiarowej
przestrzeni, przy czym boki takiej �gury s¡ równolegªe do osi ukªadu wspóª-
rz¦dnych. Jest to prostopadªe wyszukiwanie zakresowe (ang. orthogonal range
searching).

Przykªadowe struktury danych wykorzystywane do wyszukiwania zakre-
sowego s¡ nast¦puj¡ce [2]:

� Drzewo przedziaªowe (ang. interval tree) [3]. Stosowane do odcinków na
osi liczbowej.

� Drzewo zakresowe (ang. range tree) [4]. Stosowane do punktów w d wy-
miarach.

� Drzewo k-d (ang. k-d tree) [5]. Stosowane do punktów w d wymiarach.
� Drzewo czwórkowe (ang. quadtree) [6]. Stosowane do punktów na pªasz-

czy¹nie.
� Lista z przeskokami (ang. skip list) [7]. Mo»e by¢ stosowana do liczb

w jednym wymiarze.

Podstawowe informacje na temat problemu przeszukiwania zakresowego
zaczerpni¦to z klasycznej ksi¡»ki Cormena, Leisersona, Rivesta i Steina [21],
a tak»e z innych ¹ródeª.

1.1. Cel pracy

Celem pracy jest analiza i implementacja w j¦zyku Python [1] wybra-
nych struktur danych wykorzystywanych do wyszukiwania zakresowego. J¦-
zyk Python umo»liwia ªatw¡ prezentacj¦ przygotowanego kodu ¹ródªowego,
jak równie» uruchamianie go w ró»nych ±rodowiskach.

6
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Podczas przygotowywania pracy tworzenie kodu ¹ródªowego byªo oparte
tylko na zaªo»eniach teoretycznych, poniewa» nie zostaªa znaleziona gotowa
implementacja tych»e zaªo»e«.

Przygotowana implementacja drzewa zakresowego umo»liwia przeszuka-
nie zbioru danych w czasie O(logd n + k), gdzie n oznacza liczb¦ elemen-
tów w strukturze, a k liczb¦ elementów znalezionych podczas wyszukiwania.
Struktura ta umo»liwia dynamiczne przeszukiwanie zbioru, oznacza to, »e
dane mog¡ zmieni¢ si¦ w czasie istnienia takiego drzewa.

1.2. Struktura pracy

Praca zostaªa podzielona na trzy gªówne cz¦±ci.
Cz¦±¢ pierwsza (rozdziaª 2) to wprowadzenie do tematyki przeszukiwania

zakresowego. Przedstawione zostan¡ podstawowe poj¦cia potrzebne do zro-
zumienia problemu przeszukiwania zakresowego, jak i równie» opis samego
problemu. Dodatkowo zostan¡ przedstawione struktury, które umo»liwiaj¡
rozwi¡zanie takiego problemu.

Cz¦±¢ drug¡ (rozdziaª 3) stanowi szczegóªowy opis dost¦pnych metod,
które s¡ zaimplementowane w strukturze.

W ostatniej cz¦±ci (rozdziaª 4) znajduj¡ si¦ opisy wraz z samymi algoryt-
mami, które zostaªy wykorzystane w strukturze umo»liwiaj¡cej przeszukiwa-
nie zakresowe.

W dodatkach zamieszczone zostaªy wyniki testów algorytmów struktur,
które umo»liwiaj¡ wydajne przeszukiwanie zakresu w zbiorze.

11:3681038192



2. Problem wyszukiwania zakresowego

Rozdziaª zawiera podstawowe de�nicje i twierdzenia, które s¡ niezb¦dne
do zrozumienia problemu wyszukiwania zakresowego.

2.1. Struktury danych

Struktura danych jest to sposób organizacji danych, najcz¦±ciej w pami¦ci
komputera, dla polepszenia wydajno±ci algorytmów [10]. Zaliczamy do nich
takie struktury jak:

� tablica,
� lista powi¡zana (ang. linked list),
� sterta (ang. heap),
� sªownik (ang. dictionary),
� drzewo (ang. tree).

Ponadto mo»na do nich zaliczy¢ jednostki koncepcyjne takie jak nazwisko,
b¡d¹ adres zamieszkania.

2.2. Przetwarzanie danych

Przetwarzanie danych polega gªównie na "gromadzeniu i przetwarzaniu
elementów danych w celu uzyskania znacz¡cych informacji" [23]. Przykªadem
przetwarzania danych mo»e by¢ obliczanie orbit satelitów, prognozowanie
pogody, wyszukiwanie lokalizacji na mapie. Cykl przetwarzania informacji
w kontek±cie komputerów i przetwarzania komputerowego ma cztery etapy:
wprowadzanie, przetwarzanie, wyprowadzanie i przechowywanie [24].

2.3. Wyszukiwanie zakresowe

De�nicja: Wyszukiwanie zakresowe gªównie polega na odpowiednim prze-
tworzeniu zbioru S w celu okre±lenia, które elementy ze zbioru S znajduj¡ si¦
w obszarze zde�niowanym przy pomocy zapytania, zwanym inaczej zakresem,
który speªnia odpowiednie kryteria [13].

Na przykªad, je±li S jest baz¡ danych pracowników, która zawiera kolum-
ny odpowiadaj¡ce wynagrodzeniu oraz wieku, tym»e problemem jest znale-
zienie tych pracowników, którzy maj¡ wiek pomi¦dzy a1 i a2, oraz ich zarobki
znajduj¡ si¦ pomi¦dzy s1 i s2.

8
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2.3.1. Rodzaje problemów wyszukiwania zakresowego

Istnieje kilka odmian problemu wyszukiwania zakresowego, a dla ró»nych
odmian mog¡ by¢ konieczne ró»ne struktury danych [16]. Aby uzyska¢ efek-
tywne rozwi¡zanie, nale»y sprecyzowa¢ kilka aspektów problemu [2]:

(a) Typy obiektów: Algorytmy zale»¡ od tego, czy S skªada si¦ z punk-
tów, linii, odcinków prostych, ramek, wielok¡tów, itd. Najprostszymi i
najcz¦±ciej badanymi obiektami do wyszukiwania s¡ punkty.

(b) Typy zakresów: Zakresy zapyta« musz¡ równie» pochodzi¢ z wcze±niej
okre±lonego zbioru. Niektóre dobrze zbadane zbiory zakresów i nazwy od-
powiednich problemów to prostok¡ty wyrównane do osi (przeszukiwanie
zakresów ortogonalnych), sympleksy, póªprzestrzenie, sfery lub okr¦gi.

(c) Typy zapyta«: Je±li potrzeba znale¹¢ list¦ wszystkich obiektów, które
znajduj¡ si¦ w zakresie, taki problem nazywa si¦ raportowaniem zakresu,
a zapytanie nazywa si¦ zapytaniem raportuj¡cym. Czasami jednak wyma-
gana jest tylko liczba obiektów, które znajduj¡ si¦ w zakresie. W takim
przypadku problem ten nazywa si¦ zliczaniem zakresów, a zapytanie jest
okre±lane jako zapytanie zliczaj¡ce. Zapytanie o pusto±¢ zbioru natomiast
informuje, czy istnieje co najmniej jeden obiekt, który znajduje si¦ w za-
kresie.

(d) Wyszukiwanie w zakresie dynamicznym lub statycznym:W usta-
wieniu statycznym zbiór S jest znany z góry, natomiast w ustawieniu
dynamicznym obiekty mog¡ by¢ wstawiane lub usuwane mi¦dzy zapyta-
niami.

(e) Przeszukiwanie zakresu o�ine: Zarówno zestaw obiektów, jak i caªy
zestaw zapyta« s¡ znane z góry.

2.3.2. Wyszukiwanie zakresu ortogonalnego

W przypadku wyszukiwania zakresu ortogonalnego zbiór S skªada si¦
z n punktów w d wymiarach, a zapytanie skªada si¦ z przedziaªów w ka»dym
z tych wymiarów. W zwi¡zku z tym zapytanie skªada si¦ z wielowymiarowego
prostok¡ta wyrównanego do osi. Zakªadaj¡c, »e wielko±¢ rezultatu b¦dzie
równa k, Jon Bentley u»yª drzewa k−d, aby osi¡gn¡¢ (w notacji Big O) O(n)
przestrzeni i O(n1−1/d+k) czas zapytania [17]. Bentley zaproponowaª równie»
u»ycie drzewa zakresowego, co poprawiªo czas zapyta« do O(logd n+ k), ale
zwi¦kszyªo przestrze« do O(n logd−1 n) [18].

2.3.3. Wyszukiwanie zakresu dynamicznego

Podczas wyszukiwania w zakresie statycznym zbiór S jest znany z góry
i nie mo»na go zmieni¢. W zakresie dynamicznym wstawianie oraz usuwanie
punktów jest mo»liwe pomi¦dzy zapytaniami. W przyrostowej wersji pro-
blemu dozwolone s¡ tylko wstawienia, podczas gdy wersja dekrementalna
umo»liwia tylko usuwanie. W przypadku ortogonalnym Mehlhorn i Näher
stworzyli struktur¦ danych do wyszukiwania zakresu dynamicznego, która
wykorzystuje dynamic fractional cascading, aby osi¡gn¡¢ O(n log n) prze-
strzeni oraz O(log n log log n+ k) czas zapytania [19]. Zarówno przyrostowe,
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jak i malej¡ce wersje problemu mo»na rozwi¡za¢ za pomoc¡ czasu zapytania
O(log n+ k).

2.4. Drzewo AVL

De�nicja: Drzewo AVL jest to zrównowa»one binarne drzewo poszukiwa«
(BST), w którym wysoko±¢ lewego i prawego poddrzewa ka»dego w¦zªa ró»ni
si¦ co najwy»ej o jeden [8]. Ta ró»nica wysoko±ci nazywa si¦ wspóªczynnikiem
wywa»enia.

Sposób balansowania: Je±li zostanie wykryte, »e wspóªczynnik wywa»enia
b¦dzie miaª warto±¢ wi¦ksz¡ ni» 1 lub mniejsz¡ ni» −1, drzewo traci wªasno±¢
AVL i potrzebne jest przebalansowanie go poprzez rotacj¦ w¦zªów.

Istniej¡ cztery rodzaje rotacji - dwie pojedyncze oraz dwie podwójne:

� Rotacja pojedyncza LL (ang. Left-Left),
� Rotacja pojedyncza RR (ang. Right-Right),
� Rotacja podwójna RL (ang. Right-Left),
� Rotacja podwójna LR (ang. Left-Right).

Oznaczenia RR, LL, RL i LR okre±laj¡ sposób poª¡czenia w¦zªów przed
wykonaniem rotacji. Je±li w¦zªy ª¡cz¡ si¦ prawymi kraw¦dziami, mamy do
czynienia z przypadkiem RR, je±li tylko lewymi, to jest to przypadek LL.
Mieszane poª¡czenia s¡ oznaczane jako LR i RL [9].

Rotacje pojedy«cze przebiegaj¡ w taki sposób, »e w¦zeª ±rodkowy staje
si¦ rodzicem dla pozostaªych w¦zªów. Rotacje podwójne przebiegaj¡ w taki
sposób, »e doprowadzamy do sytuacji, gdzie wymagana jest rotacja pojedyn-
cza i wykonujemy j¡ analogicznie.

Wykorzystanie w pracy: W pracy zostaª wykorzystany sposób balanso-
wania i zaªo»enia drzewa AVL przy tworzeniu implementacji algorytmu do-
dwania i usuwania elementów z drzewa zakresowego.

2.5. Drzewo zakresowe

Opis: W tej pracy skupiamy si¦ na implementacji wyszukiwania punktów
w jednym oraz wielu wymiarach. Do tego celu zostanie u»yte drzewo zakre-
sowe. Drzewo zakresowe jest to uporz¡dkowane drzewo binarne zawieraj¡ce
list¦ punktów. Umo»liwia to efektywne raportowanie wszystkich punktów
w danym zakresie i jest zwykle u»ywane w dwóch lub wy»szych wymiarach.
Drzewa zakresowe zostaªy wprowadzone przez Bentleya w 1979 roku [12].

Zªo»ono±¢: Drzewo zapewnia zªo»ono±¢ czasow¡ dla wyszuka« O(logd n+k)
oraz zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ O(n logd−1 n), gdzie n jest liczb¡ punktów prze-
chowywanych w drzewie, d to wymiar ka»dego punktu, a k to liczba punktów
zgªoszonych przez dane zapytanie.
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Bernard Chazelle ulepszyª je do zªo»ono±ci czasowej O(logd−1 n + k) i
zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ O(n( lognlog logn)

d−1) [16].

Struktura: Drzewo zakresowe na zbiorze punktów w jednym wymiarze jest
zrównowa»onym drzewem wyszukiwania binarnego na tych punktach o do-
datkowych zaªo»eniach:

� Punkty przechowywane w drzewie s¡ przechowywane w li±ciach drzewa,
� Ka»dy w¦zeª wewn¦trzny przechowuje najwi¦ksz¡ warto±¢ zawart¡ w jego

lewym poddrzewie.

Drzewo zakresowe na zbiorze punktów w wymiarach d jest rekurencyjnie
zde�niowanym wielopoziomowym drzewem wyszukiwania binarnego. Ka»dy
poziom struktury danych jest binarnym drzewem wyszukiwania w jednym
z wymiarów d. Pierwszy poziom to binarne drzewo wyszukiwania na pierwszej
ze wspóªrz¦dnych przechowywanych przez t¡ struktur¦. Ka»dy wierzchoªek
v tego drzewa zawiera powi¡zan¡ struktur¦, która jest (d− 1)-wymiarowym
drzewem zakresowym na ostatnich (d− 1)-rz¦dnych punktów przechowywa-
nych w poddrzewie v [4].

Rysunek 2.1. Drzewo zakresowe dla jednego wymiaru ze strony [4].

Rysunek 2.2. Przykªadowe drzewo zakresowe dla dwóch wymiarów. Przykªad po-
chodzi z publikacji [26].

Konstrukcja: 1-wymiarowe drzewo zakresowe na zbiorze n punktów jest
drzewem wyszukiwania binarnego, które mo»na skonstruowa¢ w czasieO(n log n).
Drzewa zakresowe o wy»szych wymiarach s¡ konstruowane rekurencyjnie,
konstruuj¡c zrównowa»one drzewo wyszukiwania binarnego na pierwszej wspóª-
rz¦dnej ze zbioru punktów, a nast¦pnie, dla ka»dego wierzchoªka v tego
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drzewa, konstruuj¡c (d − 1)-wymiarowe drzewo zakresowe na pozostaªych
wspóªrz¦dnych zawartych w poddrzewie wierzchoªka v. Konstruowanie drze-
wa zakresowego w ten sposób wymaga O(n logd n) czasu. Ten czas budowy
mo»na poprawi¢ dla 2-wymiarowych drzew zakresowych do O(n log n) [20].

Niech S b¦dzie zbiorem n dwuwymiarowych punktów. Je±li S zawiera
tylko jeden punkt, zwracany jest li±¢ zawieraj¡cy ten punkt. W przeciwnym
razie konstruowana jest powi¡zana struktura ze zbiorem S, która jest jedno-
wymiarowym drzewem zakresowym przechowuj¡cym wspóªrz¦dne y punktów
ze zbioru S. Niech xm b¦dzie median¡ wspóªrz¦dnych x tych punktów. Niech
SL b¦dzie zbiorem punktów ze wspóªrz¦dn¡ x mniejsz¡ lub równ¡ xm i niech
SR b¦dzie zbiorem punktów o wspóªrz¦dnej x wi¦kszej ni» xm. Rekurencyjnie
konstruowane jest vL, które jest dwuwymiarowym drzewem zakresów dla SL
oraz vR, które jest dwuwymiarowym drzewem zakresowym dla SR. Nast¦p-
nie tworzony jest wierzchoªek v, którego lewy potomek to vL, a prawy to vR.
Je±li posortujemy punkty wedªug wspóªrz¦dnych y na pocz¡tku algorytmu
i zachowamy t¦ kolejno±¢ podczas dzielenia punktów wedªug wspóªrz¦dnej
x, mo»emy skonstruowa¢ powi¡zane struktury ka»dego poddrzewa w czasie
liniowym. Skraca to czas konstruowania dwuwymiarowego drzewa zakresów
do O(n log n), a tak»e skraca czas konstruowania d-wymiarowego drzewa za-
kresowego do O(n logd−1 n) [12].

Zapytanie o zakres: Zapytanie o zakres w drzewie zakresowym zwraca
zestaw punktów, które znajduj¡ si¦ w przekazanym w zapytaniu przedziale.
Aby znale¹¢ punkty le»¡ce w przedziale [x1, x2], zaczynamy od wyszukania
granic przedziaªu x1 i x2. W którym± wierzchoªku drzewa ±cie»ki wyszukiwa-
nia do x1 i x2 zaczn¡ si¦ rozchodzi¢. Niech vsplit b¦dzie ostatnim wspólnym
wierzchoªkiem, który ª¡czy te dwie ±cie»ki wyszukiwania. Dla ka»dego wierz-
choªka v na ±cie»ce od vsplit do x1, je±li warto±¢ przechowywana w wierzchoªku
v jest wi¦ksza, ni» warto±¢ przechowywana w wierzchoªku x1, sprawdzany
jest ka»dy punkt w prawym poddrzewie wierzchoªka v. Je±li v jest li±ciem
tego drzewa, element przez niego przechowywany jest dodawany do zestawu,
o ile taki element znajduje si¦ wewn¡trz przedziaªu [x1, x2]. Podobnie jest dla
wszystkich punktów wzdªu» ±cie»ki od vsplit do x2, przechowywanych w le-
wych poddrzewach wierzchoªków z warto±ciami mniejszymi ni» x2, które s¡
li±ciami i znajduj¡ si¦ wewn¡trz przedziaªu [x1, x2] [22].

Poniewa» drzewo zakresowego jest zrównowa»onym drzewem binarnym,
±cie»ki wyszukiwania do x1 i x2 maj¡ dªugo±¢O(log n). Przej±cie przez wszyst-
kie punkty przechowywane w poddrzewie wybranego wierzchoªka mo»e si¦
odby¢ w czasie liniowym przy u»yciu dowolnego algorytmu przechodzenia
po drzewie. Wynika z tego, »e czas wykonania zapytania o zakres wynosi
O(log n+ k), gdzie k jest liczb¡ punktów znajduj¡cych si¦ w interwale zapy-
tania, a n liczb¡ elementów przechowywanych w drzewie.

Zapytania o zakres w d-wymiarach s¡ podobne. Zamiast sprawdza¢ wszyst-
kie punkty przechowywane w poddrzewach wykonuje si¦ zapytanie o zakres
w (d−1)-wymiarowym drzewie powi¡zanym z ka»dym poddrzewem wy»szego
wymiaru. Ostatecznie zostanie wykonane 1-wymiarowe zapytanie o zakres
i zostan¡ zwrócone odpowiednie punkty. Poniewa» kwerenda d-wymiarowa
skªada si¦ z O(log n) (d− 1)-wymiarowych zapyta« o zakres, wynika z tego,
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»e czas potrzebny do wykonania d-wymiarowego zapytania o zakres wynosi
O(logd n + k), gdzie k jest liczba punktów znajduj¡cych si¦ w interwale za-
pytania. Mo»na ten czas zredukowa¢ do O(logd−1 n+ k) przy u»yciu metody
fractional cascading [20].

W tej»e metodzie dane dla ostatniego wymiaru s¡ przechowywane w po-
sortowanej tablicy, osobnej dla ka»dego w¦zªa. Ka»da warto±¢ przechowu-
je dwa wska¹niki, jeden dla warto±ci z tablicy lewego potomka w¦zªa, oraz
odpowiednio drugi dla warto±ci z tablicy prawego potomka w¦zªa. Obie te
tablice zawieraj¡ si¦ w tablicy przechowywanej przez rodzica tych w¦zªów
[14]. Jednak»e metoda ta wymaga zaawansowanego u»ycia wska¹ników dla
danych przechowywanych w ostatnim wymiarze, przez co najlepiej sprawdzi
si¦ ona dla struktur statycznych, które po utworzeniu nie b¦d¡ zmieniaªy
swojej struktury.

Rysunek 2.3. Przykªadowe dziaªanie algorytmu przeszukiwania zakresowego dla
drzewa zakresowego w jednym wymiarze. Przykªad pochodzi ze slajdów [25].
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3. Implementacja

Ten rozdziaª po±wi¦cony zostaª interfejsowi drzew zakresowch z punktu
widzenia u»ytkownika. Przedstawimy poszczególne operacje dost¦pne dla tej
implementacji oraz zasady ich u»ytkowania.

3.1. Drzewo zakresowe jednowymiarowe

W tej sekcji zostanie przedstawione drzewo zakresowe, które mo»na wy-
korzysta¢ wyª¡cznie do przeszukiwania punktów w jednym wymiarze. Jest
ono zoptymalizowane pod t¡ liczb¦ wymiarów.

3.1.1. Importowanie

Import klasy RangeTree() mo»liwy jest na kilka sposobów. Zalecanym ze
wzgl¦du na prostot¦ pó¹niejszego u»ycia jest:

Listing 3.1. Importowanie drzewa zakresowego.

>>> from rangetreesAVL import RangeTree

3.1.2. Tworzenie nowego drzewa

Drzewo mo»na utworzy¢ na kilka ró»nych sposobów. Jako pierwszy argu-
ment nale»y poda¢ list¦ z elementami, które b¦d¡ dodane do drzewa. Jako
drugi argument nale»y poda¢ czy podana lista jest posortowana rosn¡co. Do-
my±lna warto±¢ False oznacza, »e podana lista nie jest posortowana, a wtedy
konstruktor wykona sortowanie. Mo»na równie» nie podawa¢ »adnych argu-
mentów, wtedy zostanie utworzone puste drzewo. Jako argumenty drzewo
mo»e przyjmowa¢ typy liczbowe z porz¡dkiem (int, �oat).

Listing 3.2. Sposoby tworzenia drzewa

>>> rangetree = RangeTree([42, 21, 57, 15, 33, 52, 65, 6, 17, 24, 51, 73, 78], False)
>>> rangetree2 = RangeTree()
>>> rangetree3 = RangeTree([21, 10.4])

3.1.3. Dodawanie nowego elementu do drzewa

W celu dodania nowego elementu do drzewa nale»y u»y¢ metody insert().
Przyjmuje ona jeden argument, którym jest dodawana do drzewa warto±¢.

Listing 3.3. Dodawanie nowego elementu do drzewa jednowymiarowego.

>>> rangetree.insert(5)
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3.1.4. Usuwanie elementu z drzewa

W celu usuni¦cia elementu z drzewa nale»y u»y¢ metody delete(). Jej ar-
gumentem jest warto±¢ elementu, który ma zosta¢ usuni¦ty.

Listing 3.4. Usuwanie elementu z drzewa jednowymiarowego.

>>> rangetree.delete(5)

3.1.5. Wyszukiwanie najmniejszego oraz najwi¦kszego elementu

w drzewie

Interfejs klasy RangeTree() udost¦pnia narz¦dzia pozwalaj¡ce w prosty i
czytelny sposób odnale¹¢ najmniejsz¡ oraz najwi¦ksz¡ warto±¢ w drzewie.
S¡ to odpowiednio metody minimum_value() oraz maximum_value(), które nie
przyjmuj¡ argumentów, a zwracaj¡ szukan¡ warto±¢.

Listing 3.5. Znajdowanie najmniejszego i najwi¦kszego elementu drzewa jed-
nowymiarowego.

>>> rangetree.minimum_value()
6
>>> rangetree.maximum_value()
78

3.1.6. Wyszukiwanie liczby w drzewie

Aby sprawdzi¢, czy interesuj¡ca nas warto±¢ znajduje si¦ w drzewie, nale-
»y u»y¢ metody �nd(). Jako argument podajemy wyszukiwan¡ warto±¢. Meto-
da zwraca w¦zeª z warto±ci¡, je±li takowy istnieje, lub None, je±li nie istnieje.

Listing 3.6. Wyszukiwanie liczby w drzewie jednowymiarowym.

>>> rangetree.�nd(5) # zwrocone None

>>> rangetree.�nd(21)
<nodesAVL.Node object at 0x7f6fd5154b50>

3.1.7. Wyszukiwanie liczb z podanego zakresu

Aby znale¹¢ wszystkie warto±ci z zakresu, który nas intersuje, nale»y u»y¢
metody range_searching(). Funkcja przyjmuje dwa argumenty, s¡ nimi pocz¡tek
oraz koniec zakresu, w którym u»ytkownik chce znale¹¢ warto±ci. Zwracana
jest lista zawieraj¡ca wszystkie elementy drzewa z podanego zakresu.

Listing 3.7. Wyszukiwanie zakresowe w drzewie jednowymiarowym.

>>> rangetree.range_searching(0, 100)
[6, 15, 17, 21, 24, 33, 42, 51, 52, 57, 65, 73, 78]
>>> rangetree.range_searching(0, 1)
[]
>>> rangetree.range_searching(10, 22)
[15, 17, 21]
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3.1.8. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa

Drzewo umo»liwia wy±wietlenie elementów, które s¡ w nim przechowywa-
ne. W tym celu nale»y u»y¢ metody print_tree(). Do konsoli zostanie wpisana
zawarto±¢ drzewa w kolejno±ci preorder oraz liczb¦ duplikatów dla danego
punktu. Metoda nie przyjmuje »adnych argumentów.

Listing 3.8. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa jednowymiarowego.

>>> rangetree.print_tree()
>>> rangetree.print_tree()
point: 6 number of duplicates: 1
point: 15 number of duplicates: 1
point: 17 number of duplicates: 1
point: 21 number of duplicates: 1
point: 24 number of duplicates: 1
point: 33 number of duplicates: 1
point: 42 number of duplicates: 1
point: 51 number of duplicates: 1
point: 52 number of duplicates: 1
point: 57 number of duplicates: 1
point: 65 number of duplicates: 1
point: 73 number of duplicates: 1
point: 78 number of duplicates: 1

3.1.9. Pozyskiwanie zawarto±ci drzewa

Drzewo posiada zaimplementowe metody, przy pomocy których mo»liwe
jest otrzymanie listy warto±ci w kolejno±ci inorder, preorder, oraz postorder.
Metody nie przyjmuj¡ »adnych argumentów.

Listing 3.9. Metody pozyskiwania zawarto±ci drzewa jednowymiarowego.

>>> rangetree.inorder_traversal()
[6, 6, 15, 15, 17, 17, 21, 21, 24, 24, 33, 33, 42, 42, 51, 51,

52, 52, 57, 57, 65, 65, 73, 73, 78]
>>> rangetree.preorder_traversal()
[42, 21, 15, 6, 6, 15, 17, 17, 21, 33, 24, 24, 33, 42, 52, 51,

51, 52, 65, 57, 57, 65, 73, 73, 78]
>>> rangetree.postorder_traversal()
[6, 15, 6, 17, 21, 17, 15, 24, 33, 24, 42, 33, 21, 51, 52, 51,

57, 65, 57, 73, 78, 73, 65, 52, 42]

3.2. Drzewo zakresowe wielowymiarowe

W tej sekcji zostanie przedstawione drzewo zakresowe, które mo»na wy-
korzysta¢ do przeszukiwania punktów w wybranej przez u»ytkowanika liczbie
wymiarów. Po wprowadzeniu pierwszej warto±ci do drzewa zostaje ustalone
w jakiej liczbie wymiarów b¦d¡ przechowywane dane. Nie ma mo»liwo±ci
zmiany tej wielko±ci, dopóki struktura b¦dzie istniaªa.
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3.2.1. Importowanie

Import klasy RangeTree() mo»liwy jest na kilka sposobów. Zalecanym ze
wzgl¦du na prostot¦ pó¹niejszego u»ycia jest:

Listing 3.10. Importowanie drzewa zakresowego wielowymiarowego.
>>> from rangetree_x_dimension import RangeTree

3.2.2. Tworzenie nowego drzewa

Drzewo mo»na utworzy¢ na kilka ró»nych sposobów. Jako argument na-
le»y poda¢ list¦ z elementami, które b¦d¡ dodane do drzewa. Punkty musz¡
by¢ przechowywane w li±cie wewn¡trz gªównej listy, np. je±li chcemy utwo-
rzy¢ drzewo przechowywyuj¡ce dane w dwóch wymiarach, nale»y poda¢ przy
tworzeniu list¦ o nast¦puj¡cym schemacie [(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)]. Wymiar
drzewa jest ustalony po wczytaniu pierwszego punktu. Mo»na równie» nie
poda¢ »adnych argumentów, wtedy zostanie utworzone puste drzewo. Jako
argumenty drzewo mo»e przyjmowa¢ typy liczbowe z porz¡dkiem (int, �oat).

Listing 3.11. Sposoby tworzenia drzewa wielowymiarowego
>>> rangetree = RangeTree([(1, 10), (2, 20), (3, 9)]) # drzewo dwuwymiarowe

>>> rangetree2 = RangeTree([(1, 10), (3, 30), (2, 20), (40, 4), (−2, 2)]) # drzewo dwuwymiarowe

>>> rangetree3 = RangeTree()
>>> rangetree4 = RangeTree([(21, 10.4, 5)]) # drzewo trzywymiarowe

3.2.3. Dodawanie nowego elementu do drzewa wielowymiarowego

W celu dodania nowego elementu do drzewa nale»y u»y¢ metody insert().
Przyjmuje ona jeden argument, którym jest dodawana do drzewa warto±¢.
Punkt musi zawiera¢ si¦ w wymiarze drzewa.

Listing 3.12. Dodawanie nowego elementu do drzewa.
>>> rangetree2.insert((5, 4))

3.2.4. Usuwanie elementu z drzewa

W celu usuni¦cia elementu z drzewa nale»y u»y¢ metody delete(). Jej ar-
gumentem jest warto±¢ elementu, który ma zosta¢ usuni¦ty. Metoda zwraca
True je±li warto±¢ zostaªa usuni¦ta, lub False, je±li nie zostaªa usuni¦ta.

Listing 3.13. Usuwanie elementu z drzewa.
>>> rangetree2.delete((6, 5))
False
>>> rangetree2.delete((5, 4))
True

3.2.5. Wyszukiwanie najmniejszego oraz najwi¦kszego elementu

w drzewie

Interfejs klasy RangeTree() udost¦pnia narz¦dzia pozwalaj¡ce w prosty i
czytelny sposób odnale¹¢ najmniejsz¡ oraz najwi¦ksz¡ warto±¢ w drzewie
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dla wybranego wymiaru. S¡ to odpowiednio metody minimum_value() oraz
maximum_value(), które przyjmuj¡ jako argument wymiar w jakim ma by¢
szukana warto±¢ najmniejsza oraz najwi¦ksza, a nast¦pnie j¡ zwracaj¡.

Listing 3.14. Znajdowanie najmniejszego i najwi¦kszego elementu dla wy-
branego wymiaru w drzewie wielowymiarowym.

>>> rangetree2.minimum_value(2)
−2
>>> rangetree2.minimum_value(1)
2
>>> rangetree2.maximum_value(2)
40
>>> rangetree2.maximum_value(1)
30

3.2.6. Wyszukiwanie liczb z podanego zakresu

Aby znale¹¢ wszystkie warto±ci z zakresu, który nas intersuje, nale»y u»y¢
metody range_searching(). Funkcja przyjmuje tyle argumentów, ile jest wymia-
rów w drzewie, s¡ nimi pocz¡tek oraz koniec zakresu dla ka»dego wymiaru,
w którym u»ytkownik chce znale¹¢ warto±ci. Zwracana jest lista zawieraj¡ca
wszystkie elementy drzewa z podanego zakresu.

Listing 3.15. Wyszukiwanie zakresowe.
>>> rangetree.range_searching((0, 10), (2, 3))
[]
>>> rangetree.range_searching((0, 10), (20, 30))
[(2, 20)]
>>> rangetree.range_searching((0, 10), (0, 100))
[(1, 10), (2, 20), (3, 9)]

3.2.7. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa

Drzewo umo»liwia wy±wietlenie elementów, które s¡ w nim przechowy-
wane. W tym celu nale»y u»y¢ metody print_tree(). Wypisywanie zacznie si¦
od drzewa najwy»szego wymiaru, a nast¦pnie zostanie wypisane poddrzewo
przechowywane przez ka»dy w¦zeª drzewa wi¦kszego wymiaru. Funkcja b¦-
dzie przechodziªa przez w¦zªy ka»dego drzewa z osobna w kolejno±ci preorder
oraz wypisze do konsoli zawarto±¢ w¦zªa. Dodatkowo dla ªodygi zostanie wy-
pisany wymiar w jakim ona si¦ znajduje, a dla li±cia zostanie wypisana liczba
duplikatów. Metoda nie przyjmuje »adnych argumentów.

Listing 3.16. Wy±wietlanie zawarto±ci drzewa wielowymiarowego.
>>> rangetree.print_tree()
stalk node value: 1 dimension: 2
stalk node value: 10 dimension: 1
stalk node value: 9 dimension: 1
leaf node point: (3, 9) number of duplicates: 1
leaf node point: (1, 10) number of duplicates: 1
leaf node point: (2, 20) number of duplicates: 1
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stalk node value: 1 dimension: 2
leaf node point: (1, 10) number of duplicates: 1

stalk node value: 2 dimension: 2
stalk node value: 9 dimension: 1
leaf node point: (3, 9) number of duplicates: 1
leaf node point: (2, 20) number of duplicates: 1

stalk node value: 2 dimension: 2
leaf node point: (2, 20) number of duplicates: 1

stalk node value: 3 dimension: 2
leaf node point: (3, 9) number of duplicates: 1

3.2.8. Pozyskiwanie wszystkich punktów drzewa

Aby pozyska¢ wszystkie punkty, które s¡ przechowywane w drzewie, nale-
»y u»y¢ metody get_all_values(). Metoda nie przyjmuje »adnych argumentów.

Listing 3.17. Pozyskanie wszystkich punktów drzewa wielowymiarowego.
>>> rangetree.get_all_values()
[(1, 10), (2, 20), (3, 9)]
>>> rangetree2.get_all_values()
[(−2, 2), (1, 10), (2, 20), (3, 30), (40, 4)]

3.2.9. Pozyskiwanie zawarto±ci drzewa

Drzewo posiada zaimplementowe metody, przy pomocy których mo»li-
we jest otrzymanie dla drzewa najwy»szego wymiaru listy warto±ci, oraz li-
sty punktów przechowywanych w poddrzewach danego w¦zªa. Przechodzenie
przez w¦zªy drzewa najwy»szego wymiaru mo»e odbywa¢ si¦ w kolejno±ci
inorder, preorder, oraz postorder. Metody nie przyjmuj¡ »adnych argumen-
tów.

Listing 3.18. Metody pozyskiwania zawarto±ci drzewa wielowymiarowego.
>>> rangetree.inorder_traversal()
[[1, [(1, 10)]], [1, [(1, 10), (2, 20)]], [2, [(2, 20)]], [2, [(3, 9), (1, 10), (2, 20)]], [3, [(3, 9)]]]
>>> rangetree.preorder_traversal()
[[2, [(3, 9), (1, 10), (2, 20)]], [1, [(1, 10), (2, 20)]], [1, [(1, 10)]], [2, [(2, 20)]], [3, [(3, 9)]]]
>>> rangetree.postorder_traversal()
[[1, [(1, 10)]], [2, [(2, 20)]], [1, [(1, 10), (2, 20)]], [3, [(3, 9)]], [2, [(3, 9), (1, 10), (2, 20)]]]
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4. Algorytmy

W tej cz¦±ci znajduj¡ si¦ opisy algorytmów sªu»¡cych do tworzenia struk-
tur, oraz poszukiwania w nich danych z zadanego zakresu. Sekcja zostanie
podzielona na opisanie dziaªania algorytmów dla drzewa jednowymiarowego
oraz dla drzewa wielowymiarowego.

4.1. Drzewo zakresowe jednowymiarowe

W tej sekcji znajduj¡ si¦ opisy najwa»niejszych algorytmów u»ywanych
w drzewie jednowymiarowym.

4.1.1. Tworzenie drzewa

Algorytm ma za zadanie stworzenie drzewa zakresowego z przekazanych
do niego danych.

Dane wej±ciowe: Warto±ci w formie listy, które zostan¡ dodane do drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm dzieli przekazan¡ list¦ zawieraj¡c¡ posortowane
punkty na dwie równe poªowy Sl i Sr, tworzy w¦zeª v i nadaje mu warto±¢
ostatniego punktu z listy Sl. Nast¦pnie powtarza ten krok dla lewego (vl)
jak i prawego (vr) potomka utworzonego w¦zªa przekazuj¡c im lew¡ (Sl)
i odpowiednio praw¡ (Sr) cz¦±¢ listy do momentu, gdy przekazywana lista
b¦dzie zawieraªa wi¦cej ni» jeden element.

Aby nie tworzy¢ nowej podlisty przy ka»dym wywoªywaniu metody, prze-
kazywana jest referencja do oryginalnej listy, oraz para indeksów wskazuj¡-
cych na pocz¡tek i koniec potrzebnej podlisty.

Zªo»ono±¢: O(n).

Listing 4.1. Gªówna metoda do tworzenia drzewa jednowymiarowego.

1 def __build_tree(self, data, left_idx, right_idx, dict_data):
2 if right_idx − left_idx == 0:
3 node = Node(data[left_idx])
4 else:
5 xm = (right_idx − left_idx) // 2 + left_idx
6 new_left_idx = xm + 1
7 new_right_idx = xm
8 node = Node(data[xm])
9 if new_right_idx − left_idx >= 0:

10 node.left = self.__build_tree(data, left_idx, new_right_idx, dict_data)
11 if right_idx − new_left_idx >= 0:
12 node.right = self.__build_tree(data, new_left_idx, right_idx, dict_data)
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13 node.height = 1 + max(self.__get_height(node.left),
14 self.__get_height(node.right))
15 node.num_of_duplicates = dict_data[node.data]
16 return node
17

4.1.2. Dodawanie nowych elementów do drzewa

Algorytm ma za zadanie doda¢ do drzewa punkt podany w argumencie.

Dane wej±ciowe: Warto±¢ dodawana do drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm jest podzielony na dwie funkcje: gªówn¡ - insert()
oraz pomocnicz¡ __insert_node(). Rozpoczynamy od sprawdzenia czy drzewo
posiada ju» korze«, je±li takowego nie ma, to tworzymy go i dodajemy do
niego warto±¢.

Je±li korze« istnieje, to przechodzimy do funkcji pomocniczej. W funkcji
pomocniczej przy pomocy wywoªa« rekurencyjnych wchodzimy do odpowied-
nich gaª¦zi w drzewie w celu dotarcia do odpowiedniego li±cia, do którego
b¦dzie dodana przekazana warto±¢.

Jako, »e drzewo zakresowe zakªada, »e w ªodygach ma znajdowa¢ si¦
najwi¦ksza warto±¢ z lewego poddrzewa, dodawane s¡ dwa punkty o takich
samych warto±ciach, jeden jako ªodyga i drugi jako li±¢ b¦d¡cy lewym po-
tomkiem tej»e ªodygi.

W dalszej kolejno±ci nast¦puje przebalansowanie drzewa, je±li zajdzie taka
potrzeba.

Uwagi: Funkcja pozwala na dodawanie duplikatów.

Zªo»ono±¢: O(log n).

4.1.3. Usuwanie elementów z drzewa

Algorytm ma za zadanie usu¡¢ z drzewa punkt podany w argumencie.

Dane wej±ciowe: Warto±¢ usuwana z drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm jest podzielony na dwie funkcje gªówn¡ - delete()
oraz pomocnicz¡ __delete(). Po sprawdzeniu, czy zostaª podany opowiedni
format w¦zªa, przechodzimy do funkcji pomocniczej.

W funkcji pomocniczej przy pomocy wywoªa« rekurencyjnych wchodzimy
do odpowiednich gaª¦zi w drzewie w celu dotarcia do odpowiedniego li±cia,
który b¦dzie usuni¦ty. Jako, »e drzewo zakresowe zakªada, »e w ªodygach
ma znajdowa¢ si¦ najwi¦ksza warto±¢ z lewego poddrzewa, usuwane s¡ dwa
punkty o takich samych warto±ciach, jeden jako ªodyga znaleziona podczas
poszukiwania li±cia, oraz drugi jako li±¢.

W dalszej kolejno±ci nast¦puje przebalansowanie drzewa, je±li zajdzie taka
potrzeba.
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Uwagi: W przypadku, gdy nie ma takiej warto±ci w drzewie, jak¡ chcemy
usun¡¢, funkcja nie usunie nic i po dotarciu do li±cia zako«czy si¦ jej dziaªanie.
W przypadku zaistnienia duplikatów, zostanie zaaktualizowana informacja
o ich liczbie.

Zªo»ono±¢: O(log n).

4.1.4. Przeszukiwanie zakresowe na bazie range tree

Algorytm ma za zadanie znale¹¢ wszystkie punkty z podanego zakresu.

Dane wej±ciowe: Granice zakresu przeszukiwania x1 i x2.

Opis algorytmu: Algorytm jest podzielony na trzy etapy. Wpierw spraw-
dzana jest poprawno±¢ argumentów oraz czy drzewo nie jest puste.

Nast¦pnie w fukcji __�nd_x_split() szukana jest ªodyga, która jest ostat-
ni¡ wspóln¡ ªodyg¡ przed rozdzieleniem si¦ ±cie»ek.

Je±li ªodyga oka»e si¦ li±ciem, oraz warto±¢ wewn¡trz li±cia b¦dzie si¦ znaj-
dowaªa w podanym przedziale, jest ona zwracana oraz ko«czy si¦ dziaªanie
algorytmu. W innym przypadku ko«czymy dziaªanie zwracaj¡c pust¡ list¦.

Je±li ªodyga nie jest li±ciem, wywoªywane s¡ dwie funkcje pomocnicze
__range_searching_left() oraz __range_searching_right(), które to maj¡ za za-
danie dotrze¢ do li±ci znajduj¡cych si¦ odowiednio na lewo oraz na prawo
od ªodygi rozdzielaj¡cej, których warto±ci znajduj¡ si¦ we wskazanym prze-
dziale. Dziaªaj¡ one na zasadzie, »e je±li warto±¢ przechowywana w ªodydze
jest wi¦ksza ni» x1, dodawane s¡ wszystkie li±cie w prawym poddrzewie tej»e
ªodygi. I podobnie je±li warto±¢ przechowywana w ªodydze jest mniejsza ni»
x2, dodawane s¡ wszystkie li±cie w lewym poddrzewie tej»e ªodygi.

Uwagi: W przypadku zaistnienia duplikatów zostan¡ one potraktowane jako
osobne warto±ci.

Zªo»ono±¢: O(log n + k), gdzie n jest liczb¡ punktów w drzewie, a k jest
liczb¡ punktów znajduj¡cych si¦ w podanym zakresie.

Listing 4.2. Gªówna funkcja do przeszukiwania zakresowego w drzewie jed-
nowymiarowym.

1 def range_searching(self, x1, x2):
2 if x1 > x2:
3 raise ValueError("Wrong scope")
4 res = []
5 if self.root is None:
6 return res
7 x_split = self.__�nd_x_split(self.root, x1, x2)
8 if x_split.is_leaf():
9 if x1 <= x_split.data <= x2:

10 for _ in range(x_split.num_of_duplicates):
11 res.append(x_split.data)
12 else:
13 if x_split.left is not None:
14 self.__range_searching_left(x_split.left, x1, res)
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15 if x_split.right is not None:
16 self.__range_searching_right(x_split.right, x2, res)
17 return res

4.2. Drzewo zakresowe wielowymiarowe

W tej sekcji znajduj¡ si¦ opisy najwa»niejszych algorytmów u»ywanych
w drzewie wielowymiarowym.

4.2.1. Tworzenie drzewa

Algorytm ma za zadanie stworzenie drzewa zakresowego z przekazanych
do niego danych.

Dane wej±ciowe: Lista punktów wielowymiarowych, które zostan¡ dodane
do drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm zaczyna si¦ od sprawdzenia, czy podane punkty
s¡ poprawne. Nast¦pnie zostaje wybrany punkt stanowi¡cy ±rodkowy ele-
ment przekazanej listy, a sama lista zostaje podzielona na dwie równe cz¦±ci
i zostaje rekurencyjnie wywoªany algorytm tworzenia drzewa. Je±li aktualny
wymiar jest wi¦kszy ni» pierwszy, zostaje utworzone poddrzewo, które b¦dzie
przechowywane w w¦¹le wy»szego wymiaru.

Podczas dodawania nast¦puje sortowanie przekazanych punktów po od-
powiednich wymiarach.

Uwagi: Struktura pozwala na dodawanie duplikatów.

Zªo»ono±¢: O(n logd n).

4.2.2. Dodawanie nowych elementów do drzewa

Algorytm ma za zadanie doda¢ do drzewa punkt podany w argumencie.

Dane wej±ciowe: Punkt dodawany do drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm zaczyna si¦ od sprawdzenia, czy zostaªy prze-
kazane poprawne dane. Nast¦pnie tworzony jest w¦zeª opowiadaj¡cy li±ciowi,
oraz dodawany jest do niego punkt, a sam w¦zeª przybiera warto±¢ punktu
dla wymiaru drzewa. Czyli je±li mamy punkt (1, 10) to drzewo w¦zeª dla
drzewa drugiego wymiaru przyjmie warto±¢ 1.

Nast¦pnie je±li wymiar drzewa jest wi¦kszy ni» jeden, zostaje utworzone
poddrzewo o wymiarze ni»szym o jeden.

Potem utworzony w¦zeª przekazany jest do drzewa, gdzie rekurencyjnie
przechodzi do miejsca, gdzie zostanie umieszczony.

Po drodze je±li napotkany zostanie wezeª o takiej samej warto±ci, zostanie
zaaktualizowana informacja o liczbie duplikatów.
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Uwagi: Funkcja pozwala na dodawanie duplikatów.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ opisanego powy»ej schematu wynosi O(log n) i po-
niewa» jest on powtarzany dla ka»dego wymiaru z osobna, zªo»ono±¢ oblicze-
niowa caªo±ci wynosi O(logd n).

Obrazowe przedstawienie dziaªania algorytmu: Rysunki 4.1, 4.2, 4.3
przedstawiaj¡ wygl¡d drzewa dwuwymiarowego po dodaniu trzech punktów:
(1, 10), (2, 20) i (3, 9).

Kolorem czerwonym zostaªy zaznaczone w¦zªy dla pierwszego wymiaru,
w których nast¦puje zmiana podczas algorytmu dodawania nowej warto±ci.

Kolorem pomara«czowym natomiast zostaªy oznaczone w¦zªy dla drzew
drugiego wymiaru, w których nast¡pi zmiana.

Rysunek 4.1. Wygl¡d drzewa po dodaniu punktu (1, 10).

Rysunek 4.2. Wygl¡d drzewa po dodaniu punktu (2, 20).

Rysunek 4.3. Wygl¡d drzewa po dodaniu punktu (3, 9).
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4.2.3. Usuwanie elementów z drzewa

Algorytm ma za zadanie usu¡¢ z drzewa punkt podany w argumencie.

Dane wej±ciowe: Punkt, który zostanie usuwani¦ty z drzewa.

Opis algorytmu: Algorytm zaczyna si¦ od sprawdzenia, czy zostaªy prze-
kazane poprawne dane. Nast¦pnie algorytm rekurencyjnie przechodzi przez
drzewo w poszukiwaniu warto±ci, która ma zosta¢ usuni¦ta. Je±li dotrze do
li±cia wy»szego wymiaru, algorytm przechodzi do poddrzewa przechowywa-
nego w tym li±ciu.

Je±li drzewo znajduje si¦ w pierwszym wymiarze oraz warto±¢ przecho-
wywana przez li±cia nie odpowiada warto±ci poszukiwanej, algorytm ko«czy
swoje dziaªanie zwracaj¡c False.

Je±li zostanie znaleziona szukana warto±¢, algorytm przekazuje rodzicowi
tego w¦zªa informacje o usuni¦ciu li±cia i nast¦puje zaaktualizowanie liczby
duplikatów, oraz usuni¦cie ªodygi odpowiadaj¡cej usuni¦temu li±ciowi.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ opisanego powy»ej schematu wynosi O(log n) i po-
niewa» jest on powtarzany dla ka»dego wymiaru z osobna, zªo»ono±¢ oblicze-
niowa caªo±ci wynosi O(logd n).

Obrazowe przedstawienie dziaªania algorytmu: Kolorem czerwonym
zostaªy zaznaczone w¦zªy dla drugiego wymiaru, w których nast¦puje zmiana
podczas algorytmu usuwania warto±ci.

Kolorem pomara«czowym natomiast zostaªy oznaczone w¦zªy dla drzew
pierwszego wymiaru, w których nast¡pi zmiana.

Na rysunku 4.4 widoczne jest drzewo po dziaªaniu metody delete(). Usu-
ni¦ty zostaª punkt (2, 20) z drzewa utworzonego na rysunku 4.3.

Rysunek 4.4. Wygl¡d drzewa po usuni¦ciu punktu (2, 20).

4.2.4. Przeszukiwanie zakresowe na bazie range tree

Algorytm ma za zadanie znale¹¢ wszystkie punkty z podanego zakresu.

Dane wej±ciowe: Do algorytmu przekazywane s¡ zakresy, dla których maj¡
zosta¢ wyszukane punkty przechowywane w drzewie dla ka»dego wymiaru
z osobna.

Opis algorytmu: Algorytm (4.3) zaczyna si¦ od sprawdzenia, czy zostaªy
przekazane poprawne dane. Nast¦pnie dla drzewa w aktualnym wymiarze
w metodzie __�nd_x_split() wyszukiwany jest w¦zeª rozdzielaj¡cy x_split.
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Je±li znaleziony w¦zeª jest li±ciem sprawdzane jest to, czy jego warto±¢
znajduje si¦ w przekazanym przedziale. Je±li tak, to algorytm przechodzi do
wyszukania w ni»szym wymiarze, o ile taki jest przechowywany w w¦¹le.

Je±li wezeª jest ªodyg¡, wywoªywane s¡ dwie metody __range_searching_left()

oraz __range_searching_right(), które odpowiednio przeszukuj¡ lewe oraz pra-
we poddrzewo w¦zªa x_split.

Metody te przechodz¡ przez drzewo w kierunku li±cia, oraz wywoªuj¡
przeszukiwanie zakresowe dla drzew o ni»szym wymiarze, o ile takie istnieje.
Je±li metody te s¡ w drzewie dla ostatniego wymiaru, po dotarciu do li±cia
punkt przez niego przechowywany zostaje dodany do listy, która zostanie
zwrócona u»ytkownikowi po zako«czeniu dziaªania metody.

Zªo»ono±¢: O(logd n + k), gdzie n jest liczb¡ punktów w drzewie, a k jest
liczb¡ punktów znajduj¡cych si¦ w podanym zakresie.

Listing 4.3. Gªówna funkcja do przeszukiwania zakresowego w drzewie wie-
lowymiarowym.

1 def range_searching(self, ∗ranges):
2

3 reversed_dimension = self.__get_point_for_dimension(ranges, True)
4

5 if len(ranges) − reversed_dimension != self.__get_dimension() or len(ranges[0]) != 2:
6 raise ValueError("Wrong provided ranges number")
7 if ranges[reversed_dimension][0] > ranges[reversed_dimension][1]:
8 raise ValueError("Wrong provided range for dimension", self.__get_dimension())
9

10 res = []
11 if self.root is None:
12 return res
13

14 x_split = self.__�nd_x_split(self.root, ranges[reversed_dimension][0],
15 ranges[reversed_dimension][1])
16 if (x_split.is_leaf() and
17 ranges[reversed_dimension][0] <= x_split.get_value() <= ranges[reversed_dimension][1]):
18 if self.__get_dimension() == 1:
19 for _ in range(x_split.num_of_duplicates):
20 res.append(x_split.get_point())
21 else:
22 res.extend(x_split.get_subtree().range_searching(∗ranges))
23 else:
24 if x_split.left:
25 self.__range_searching_left(x_split.left, ranges, res)
26 if x_split.right:
27 self.__range_searching_right(x_split.right, ranges, res)
28 return res
29
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5. Podsumowanie

Celem pracy byªo przedstawienie problemu wyszukiwania zakresowego
i stworzenie implementacji drzewa zakresowego w j¦zyku Python, z wyko-
rzystaniem narz¦dzi z biblioteki standardowej. Du»¡ trudno±ci¡ okazaªo od-
powiednie przebalansowanie drzewa z zachowaniem odpowiednich powi¡za«
z poddrzewami, jak i informacj¡ o liczbie duplikatów. Jednak»e udaªo si¦ ten
problem rozwi¡za¢, przez co wielko±¢ struktury dla wi¦kszej liczby wymiarów
jest zale»na od ró»nych danych, poniewa» dla duplikatów jest przechowywa-
na tylko informacja o ich liczbie, a nie zduplikowane punkty. Struktura mo»e
zosta¢ u»yta jako podstawa do stworzenia bardzo du»ej bazy danych z szyb-
kim pozyskiwaniem informacji o elementach w niej zawartych. Dodatkowo
stanowi ona du»¡ pomoc w problemie, który jest nieodª¡czn¡ cz¦±ci¡ pracy
osób zajmuj¡cych si¦ tematyk¡ przeszukiwania du»ych zbiorów danych.

W pierwszej cz¦±ci pracy (rozdz. 2) przedstawionio krótki opis problemu
przeszukiwania zakresowego, oraz teoretyczny opis zaªo»e« dziaªania drzewa
zakresowego dla jednego oraz wielu wymiarów. Informacje teoretyczne o wy-
gl¡dzie oraz dziaªaniu drzewa zakresowego zostaªy zaczerpni¦te z ksi¡»ki Ben-
tley'a [12], oraz innych artykuªów naukowych i prezentacji osób zajmujacych
si¦ t¡ tematyk¡. Dodatkowo zamieszczono gra�ki w celu lepszego zrozumienia
wygl¡du drzewa, oraz dziaªania algorytmu przeszukiwania zakresowego dla
ró»nej liczby wymiarów.

W cz¦±ci drugiej (rozdz. 3) zostaªa przedstawiona implementacja drzewa
zakresowego w postaci klasy RangeTree(). Podano opis metod, przykªady u»y-
cia i zwracanych warto±ci. W osobnym rozdziale 4 opisano algorytmy kryj¡ce
si¦ za metodami, podano ich zªo»ono±¢ obliczeniow¡. Ponadto zamieszczona
zostaªa wizualizacja zmian w wygl¡dzie drzewa zakresowego podczas doda-
wania i usuwania elementów.

Praca pozwala czytelnikowi zrozumie¢ podstawy dziaªania drzew zakre-
sowch, oraz sposobu na wydajne rozwi¡zanie problemu przeszukania wybra-
nego zakresu danych. Stworzona implementacja zostaªa starannie przetesto-
wana (dodatek A) i z powodzeniem sprawdza si¦ w wyszukiwaniu elementów
znajduj¡cych si¦ w podanym zakresie dla du»ej liczby wielowymiarowych
danych. Kod dziaªa prawidªowo w Pythonie 2.7 i Pythonie 3.
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A. Testy algorytmów

W tym rozdziale opracowane s¡ wyniki testów zªo»ono±ci algorytmów.
Wynikiem testu wydajno±ci jest wykres zale»no±ci czasu dziaªania algorytmu
od liczno±ci zbioru punktów przekazanych do struktury. Testy byªy przepro-
wadzone na komputerze z procesorem Intel Core i5 3.7GHz.

Algorytmy zostaªy dodatkowo przetestowane przy pomocy testów jed-
nostkowych z u»yciem moduªu unittest [11].

A.1. Drzewo zakresowe - lista posortowana

W celu porównania dziaªania stworzonych struktur przygotowana zostaªa
prosta implementacja drzewa zakresowego. Wykorzystuje ona standardow¡
list¦ z biblioteki j¦zyka Python, gdzie elementy na li±cie s¡ stale posortowane,
a operacje na li±cie s¡ wykonywane z u»yciem moduªu bisect. Operacje wy-
szukiwania danego elementu lub wyszukiwania zakresowego maj¡ zªo»ono±¢
logarytmiczn¡.

Tworzenie struktury. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu tworzenia drzewa
wynosi O(n log n). Widoczny na wykresie A.1 wspóªczynnik a = 1.149(2)
oznacza, »e zªo»ono±¢ tej»e struktury jest ponad O(n) i jest zbli»ona do teo-
retycznej.

Wyszukiwanie jednego li±cia z drzewa. Teoretyczna zªo»ono±¢ algoryt-
mu wyszukiwania warto±ci w drzewie wynosi O(log n). Widoczny na wykre-
sie A.3 wspóªczynnik wynosi a = 1.17(16), co oznacza, »e zªo»ono±¢ wynosi
O(log(n)) i jest to zªo»ono±¢ toretyczna. Zmierzone czasy byªy bardzo krót-
kie (milisekundy), przez co wpªyw innych procesów w systemie operacyjnym
przyniósª pewne zaszumienie wyników.

Przeszukiwanie zakresowe. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu wyszukiwa-
nia punktów przechowywanych w drzewie wynosi O(log n + k), gdzie k jest
liczb¡ punktów znalezionych podczas przeszukiwania drzewa. Widoczny na
wykresie A.3 wspóªczynnik wynosi a = 1.61(26), co oznacza, »e zªo»ono±¢
jest powy»ej O(log(n)), oraz »e jest nieco wi¦ksza ni» podczas wyszukiwania
jednego punktu A.3. Mo»emy stwierdzi¢, »e pojawia si¦ zale»o±¢ od k, czyli
liczby znalezionych punktów, przez co jest ona zbli»ona do teoretycznej. Rów-
nie» w tym przypadku zmierzone czasy byªy bardzo krótkie (milisekundy),
przez co widoczne jest zaszumienie pochodz¡ce od systemu operacyjnego.
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Rysunek A.1. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymia-
ru na bazie listy.
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Rysunek A.2. Wyniki pomiarów wyszukiwania odpowiedniego li±cia drzewa zakre-
sowego dla jednego wymiaru na bazie listy.
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Rysunek A.3. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla jednego wymiaru na bazie listy.

A.2. Drzewo zakresowe - AVL-jednowymiarowe

Struktura zostaªa stworzona na bazie drzewa AVL i zoptymalizowana pod
dziaªanie w jednym wymiarze.

Tworzenie struktury. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu tworzenia drzewa
jednowymiarowego wynosi O(n log n). Je±li punkty wykorzystane do two-
rzenia drzewa s¡ wcze±niej posortowane, wtedy mo»na otrzyma¢ zªo»ono±¢
O(n). Widoczny na wykresie A.4 wspóªczynnik a = 0.9992(14) wskazuje
na to, »e zªo»ono±¢ jest liniowa. Dodatkowo przetestowane zostaªo tworzenie
drzewa dla nieposortowanych danych A.5. W tym przypadku wspóªczynnik
a = 1.127(3) okazaª si¦ wy»szy ni» dla danych posorotwanych, a jego war-
to±¢ wskazuje na to, »e wyst¡piªa dodatkowa zale»no±¢ od etapu sortowania
danych podczas tworzenia drzewa.

Wyszukiwanie jednego li±cia z drzewa. Teoretyczna zªo»ono±¢ algoryt-
mu wyszukiwania warto±ci w drzewie wynosi O(log n). Widoczny na wykresie
A.6 wspóªczynnik a = 0.795(78) oznacza, »e uzyskany czas podczas testów
potwierdza zªo»ono±¢ teoretyczn¡.

Przeszukiwanie zakresowe. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu wyszuki-
wania warto±ci w drzewie wynosi O(log n + k), gdzie k jest liczb¡ punk-
tów znalezionych podczas przeszukiwania drzewa. Widoczny na wykresie A.7
wspóªczynnik a = 0.962(43) oznacza, »e uzyskana zªo»ono±¢ speªnia zaªo»enia
teoretyczne.
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Rysunek A.4. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymia-
ru na bazie drzewa AVL przy u»yciu posortowanych danych.
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Rysunek A.5. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla jednego wymia-
ru na bazie drzewa AVL przy u»yciu nieposortowanych danych.
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Rysunek A.6. Wyniki pomiarów wyszukiwania odpowiedniego li±cia drzewa zakre-
sowego dla jednego wymiaru na bazie drzewa AVL.
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Rysunek A.7. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla jednego wymiaru na bazie drzewa AVL.
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A.3. Drzewo zakresowe - AVL-wielowymiarowe

Drzewo zakresowe umo»liwia przechowywanie wielowymiarowych punk-
tów. Zostaªy przeprowadzone testy dla 2, 3, 4 oraz 5 wymiarów. Dla 4 i 5
wymiarów ilo±¢ danych zostaªa zmniejszona przez ograniczenia sprz¦tu, na
jakim byªa ta struktura testowana.

Tworzenie struktury. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu tworzenia drzewa
O(n logd n), gdzie d oznacza liczb¦ wymiarów. Je±li wprowadzane do drze-
wa punkty s¡ odpowiednio posortowane, wtedy mo»na otrzyma¢ zªo»ono±¢
O(n logd−1 n), gdzie d oznacza liczb¦ wymiarów. Widoczne na wykresach A.8,
A.9, A.10, A.11 wspóªczynniki a > 1 pokazuj¡, »e zªo»ono±¢ ro±nie dla ko-
lejnych wymiarów, co potwierdza istnienie zale»no±ci od liczby wymiarów
wstawianych punktów.

Przeszukiwanie zakresowe. Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu tworzenia
drzewa jednowymiarowego wynosi O(logd n+ k), gdzie k jest liczb¡ punktów
znalezionych podczas przeszukiwania drzewa. Wspóªczynniki a na wykresach
A.12, A.13, A.14, A.15 rosn¡ wraz z dodaniem kolejnego wymiaru, co po-
twierdza istnienie zale»no±ci od liczby wymiarów wstawianych punktów.
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Rysunek A.8. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla dwóch wymia-
rów.
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Rysunek A.9. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla trzech wymia-
rów.
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Rysunek A.10. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla czterech wy-
miarów.
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Rysunek A.11. Wyniki pomiarów tworzenia drzewa zakresowego dla pi¦ciu wymia-
rów.
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Rysunek A.12. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla dwóch wymiarów.
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Rysunek A.13. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla trzech wymiarów.
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Rysunek A.14. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla czterech wymiarów.
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Rysunek A.15. Wyniki pomiarów wyszukiwania zakresowego drzewa zakresowego
dla pi¦ciu wymiarów.
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