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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algoryt-
mów i struktur danych dla grafów z wagami. Zde�niowano interfejs grafów
wa»onych i stworzono dwie klasy o odmiennych wªa±ciwo±ciach, realizuj¡ce
ten interfejs. Klasa MatrixGraph bazuje na reprezentacji macierzy s¡siedztwa,
natomiast klasa DictGraph jest zbli»ona do reprezentacji list s¡siedztwa. Dla
kraw¦dzi stworzono osobne klasy, mianowicie Edge oraz UdirectedEdge. Dodano
tak»e generatory dla kilku typów grafów.

W pracy zaimplementowano algorytmy grafowe zwi¡zane z przeszukiwa-
niem grafów, wyznaczaniem minimalnego drzewa rozpinaj¡cego, wyznacza-
niem najkrótszych ±cie»ek z jednego i wielu ¹ródeª, znajdowania maksymalne-
go przepªywu w sieci przepªywowej. Ka»demu algorytmowi odpowiada osobna
klasa, a w danej klasie mo»e by¢ zawartych kilka ró»nych implementacji. W
pracy pojawiªy si¦ te» pewne pomocnicze algorytmy i struktury danych, np.
przeszukiwanie grafów wszerz i przeszukiwanie w gª¡b. Przeszukiwanie w gª¡b
wykorzystano do sortowania topologicznego wierzchoªków dagu. Korzystano
równie» ze struktury danych zbiorów rozª¡cznych.

Zaimplementowano trzy algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem minimalnego
drzewa rozpinaj¡cego: algorytm Bor 
uvki, algorytm Prima (trzy implemen-
tacje), algorytm Kruskala. Zaimplementowano trzy algorytmy rozwi¡zuj¡ce
problem najkrótszych ±cie»ek z jednym ¹ródªem: najkrótsze ±cie»ki w dagu,
algorytm Bellmana-Forda, algorytm Dijkstry (dwie implementacje). Zaimple-
mentowano dwa algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem najkrótszych ±cie»ek mi¦-
dzy wszystkimi parami wierzchoªków: algorytm Floyda-Warshalla, algorytm
Johnsona. W ko«cu zaimplementowano dwa algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem
maksymalnego przepªywu w sieci przepªywowej: algorytm Forda-Fulkersona,
algorytm Edmondsa-Karpa.

Dla wszystkich algorytmów przygotowano testy poprawno±ci z wykorzy-
staniem moduªu unittest , który jest standardowym narz¦dziem wspomagaj¡-
cym sprawdzanie kodu w Pythonie. Ponadto wykonano eksperymenty kom-
puterowe sprawdzaj¡ce zgodno±¢ rzeczywistej wydajno±ci kodu z przewidy-
waniami teoretycznymi.

Sªowa kluczowe: grafy wa»one, przeszukiwanie wszerz, przeszukiwanie w
gª¡b, sortowanie topologiczne, minimalne drzewo rozpinaj¡ce, najkrótsze ±cie»-
ki, sieci przepªywowe, maksymalny przepªyw
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Abstract

Python implementations of weighted graphs and selected graph algorithms
are presented. Graphs interface is de�ned and two di�erent classes are cre-
ated which implement this interface. The MatrixGraph class is based on the
adjacency-matrix representation of graphs. The DictGraph class is based on
the adjacency-list representation, but with fast lookup of nodes and neighbo-
urs (dict-of-dict structure). There are also classes for graph edges: Edge and
UdirectedEdge. Some graph generators are also included.

In this work, many graph algorithms are implemented using a uni�ed
approach. There are separate classes devoted to di�erent algorithms, but
sometimes several algorithm versions are included in the same class. Some
auxilliary algorithms and data structures are used. Two graphs searching
or traversing algorithms are implemented: breadth-�rst search (BFS) and
depth-�rst search (DFS). Topological sorting algorithm is based on DFS. A
disjoint-set data structure is also included.

Three algorithms for �nding a minimum spanning tree are implemen-
ted: the Bor 
uvka's algorithm, the Prim's algorithm (three implementations),
and the Kruskal's algorithm. Three algorithms for solving the single-source
shortest path problem are implemented: the dag shortest path algorithm,
the Bellman-Ford algorithm, and the Dijkstra's algorithm (two implemen-
tations). Two algorithms for solving all-pairs shortest path problem are im-
plemented: the Floyd-Warshall algorithm and the Johnson's algorithm. Two
algorithms for computing the maximum �ow in a �ow network are imple-
mented: the Ford-Fulkerson algorithm and the Edmonds-Karp algorithm.

All algorithms were tested by means of the unittest module, the Python
unit testing framework. Additional computer experiments were done in order
to compare real and theoretical computational complexity.

Keywords: weighted graphs, breadth-�rst search, depth-�rst search, topo-
logical sorting, minimum spanning tree, shortest paths, �ow networks, ma-
ximum �ow
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1. Wst¦p

Algorytmy towarzyszyªy nam od zawsze, byªy nawet dªugo przed pojawie-
niem si¦ komputerów, a wraz z ich pojawieniem zacz¦ªy si¦ bardzo dynamicz-
nie rozwija¢. Od wyboru algorytmu zale»y, czy przetwarzanie danych przez
komputer b¦dzie szybkie (wydajno±¢ czasowa), albo czy w ogóle wykonalne
(wydajno±¢ pami¦ciowa).

Praca magisterska po±wi¦cona jest algorytmom grafowym zwi¡zanym z
grafami wa»onymi. Powstaªa po pierwsze w celu dydaktycznym, aby przed-
stawi¢ w intuicyjny i zwi¦zªy sposób cz¦sto skomplikowane algorytmy. Dru-
gim celem byªo stworzenie dziaªaj¡cego i przetestowanego kodu, który pozwo-
li na rozwi¡zywanie ±redniej wielko±ci problemów obliczeniowych zwi¡zanych
z grafami. Nie b¦dziemy si¦ zajmowa¢ problemem wizualizacji grafów.

Do prezentacji algorytmów wybrano j¦zyk Python [1], który w swoich
zaªo»eniach miaª na uwadze czytelno±¢ kodu, przejrzyst¡ skªadni¦ i ªatwo±¢
nauki (rozdziaª 2). Dla algorytmów powstaªy testy jednostkowe (ang. unit
tests), które testuj¡ poprawno±¢ implementacji.

1.1. Grafy

Graf jest to zbiór obiektów (wierzchoªków), gdzie pewne pary obiektów s¡
ze sob¡ powi¡zane za pomoc¡ ª¡czy (kraw¦dzi) [2], [3]. Jest to struktura mate-
matyczna, która pozwala na modelowanie ró»nego rodzaju relacji i procesów
w ukªadach �zycznych, biologicznych, spoªecznych i informatycznych. W za-
le»no±ci od potrzeb struktur¦ grafu mo»na wzbogaca¢ o dodatkowe elementy,
np. kraw¦dzie mog¡ mie¢ kierunek (grafy skierowane) lub przypisan¡ pewn¡
liczb¦, nazywan¡ wag¡ (grafy wa»one). Za pierwszego badacza grafów uwa»a
si¦ Leonarda Eulera, który rozstrzygn¡ª zagadnienie mostów królewieckich w
XVIII wieku.

Z nastaniem komputerów grafy mo»emy reprezentowa¢ za pomoc¡ struk-
tur danych, które uªatwiaj¡ i przyspieszaj¡ obliczenia. Ze strukturami danych
nierozerwalnie ª¡cz¡ si¦ algorytmy, które je przetwarzaj¡. W pracy przebada-
no wydajno±¢ algorytmów grafowych bazuj¡cych na dwóch implementacjach
grafów - sªownikowej (rozdziaª 4.2.3) oraz macierzowej (rozdziaª 4.2.1). Obie
implementacje wykorzystuj¡ wspólny interfejs grafów, czyli zestaw operacji
potrzebnych do dziaªa« na grafach.
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1.2. Organizacja pracy

Rozdziaª 1 zawiera wprowadzenie do niniejszej pracy. Rozdziaª 2 zawiera
krótki opis j¦zyka Python. Rozdziaª 3 zawiera wprowadzenie do teorii grafów.
Rozdziaª 4 zawiera opis interfejsu grafów oraz sposobów jego realizacji.

Rozdziaª 5 zawiera opis wybranych algorytmów grafowych dla grafów z
wagami. S¡ to algorytmy przeszukiwania grafów (rozdziaª 5.1), wyznacza-
nia minimalnego drzewa rozpinaj¡cego (rozdziaª 5.2) wyznaczania najkrót-
szej ±cie»ki pomi¦dzy par¡ wierzchoªków (rozdziaª 5.3), pomi¦dzy wszystkimi
parami wierzchoªków (rozdziaª 5.4), oraz maksymalnego przepªywu w sieci
przepªywowej (rozdziaª 5.5).

Rozdziaª 6 zawiera podsumowanie wyników pracy. W dodatkach zostaª
umieszczony kod ¹ródªowy klas dla kraw¦dzi (dodatek A), klas dla grafów
(dodatek B), oraz opis testów komputerowych (dodatek C).

3736716248(9)



2. J¦zyk Python

Python jest j¦zykiem skryptowym wysokiego poziomu. Ogólnie programy
napisane w Pythonie s¡ zwykle wolniejsze od napisanych w Javie czy C++,
ale pisanie w tym j¦zyku oszcz¦dza czas i wymaga mniej linii kodu. Pytho-
nowe programy mog¡ by¢ nawet wielokrotnie krótsze. Python jest j¦zykiem
z typami dynamicznymi, co sprawia »e programista nie musi traci¢ czasu
na deklarowanie typów. Python wspiera wiele metodologii programowania,
np. programowanie zorientowane obiektowo czy programowanie funkcyjne.
W Pythonie s¡ dost¦pne struktury danych wysokiego poziomu, takie jak
sªowniki czy listy powi¡zane. Cech¡ charakterystyczn¡ Pythona jest eleganc-
ka skªadnia i prawie jednolity styl kodowaniania, co sprawia »e programy
napisane przez jednych programistów s¡ czytelne dla innych. Cechy te spra-
wiaj¡, »e Python jest ªatwy do nauczenia w krótkim czasie, a kod napisany
w nim jest ªatwy do czytania i zrozumienia.

Obecnie s¡ dost¦pne dwie gªówne gaª¦zie Pythona, które nie s¡ ze sob¡
w peªni kompatybilne: Python 2 i Python 3. Niniejsza praca powstaªa na
bazie Pythona 2, który ci¡gle jest domy±lnym ustawieniem w dystrybucjach
Linuksa, ze wzgl¦du na jego stabilno±¢ i du»o dodatkowych moduªów. Kod
testowano z u»yciem wersji 2.6 i 2.7.

2.1. Typy danych

Sekcja zawiera opis standardowych typów danych dost¦pnych w Pythonie.

2.1.1. Obiekt null

Jest tylko jedna instacja obiektu null, która nazwana zostaªa None. Staªa
ta u»ywana jest do reprezentacji pustej warto±ci, np. kiedy nazwa zmiennej
jest znana, ale jej warto±¢ jeszcze nie zostaªa okre±lona. Je»eli funkcja w
Pythonie jawnie nie zwraca warto±ci przez return, to zwraca wªa±nie None.

2.1.2. Typ logiczny

Ka»dy obiekt w Pythonie mo»e by¢ testowany jako warto±¢ logiczna. Po-
naddto zde�niowano dwie staªe logiczne True oraz False, oznaczaj¡ce odpo-
wiednio prawd¦ i faªsz.

Poni»sze warto±ci zawsze oznaczaj¡ faªsz:
� None,
� False,
� zero dla typów numerycznych,
� puste kolekcje,
� puste stringi,

6
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� instancje klas u»ytkownika, je±li de�niuj¡ metody __nonzero__ lub __len__,
a zwracaj¡ odpowiednio False lub 0.

Operacje logiczne:
� alternatywa x or y,
� koniunkcja x and y,
� negacja not x.

2.1.3. Typy liczbowe

int - typ liczb caªkowitych, po przekroczeniu zakresu nast¦puje automatycz-
na konwersja do typu long,

long - typ liczb caªkowitych,
�oat - typ liczb zmiennoprzecinkowy,
complex - typ liczb zespolonych,
decimal - typ liczb dziesi¦tne o ustalonej precyzji (moduª decimal, Python

2.4+),
fractions - typ reprezentuj¡cy uªamki (moduª fractions , Python 2.6+).

Operacje arytmetyczne:
� dodawanie x + y,
� odejmowanie x − y,
� mno»enie x ∗ y,
� pot¦gowanie x ∗∗ y lub pow(x, y),
� dzielenie x / y,
� dzielenie caªkowite x // y,
� reszta z dzielenia x % y,
� negacja −x,
� warto±¢ bezwgl¦dna abs(x),
� konwersja do danego typu: int(x), long(x), �oat (x),
� para (x // y, x % y) divmod(x,y),
� obci¦cie cze±ci uªamkowej math.trunc(x),
� zaokr¡glenie do cz¦sci dziesi¦tnej round(x[, n]), gdzie n jest opcjonalne,

domy±lnie 0,
� �oor najwi¦ksza liczba caªkowita <= x math.�oor(x),
� ceil najmniejsza liczba caªkowita >= x math.ceil(x),
� minimum min(iterable) dla jednego argumentu z iteratorem lub wielu ar-

gumentów min(a, b, c, ...) ,
� maksimum max(iterable) dla jednego argumentu z iteratorem lub wielu

argumentów max(a, b, c, ...) ,
� suma sekwencji liczb sum(sequence).
Operacje bitowe:
� alternatywa x | y,
� koniunkcja x & y,
� alternatywa wykluczaj¡ca x ^ y,
� przesuni¦cie w lewo x << y,
� przesuni¦cie w prawo x >> y,
� negacja ~x.

7
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2.1.4. Stringi

String jest to uporz¡dkowany ci¡g znaków, sªu»¡cy do przechowywania
informacji tekstowej. Nale»y do sekwencji niezmiennych (ang. immutable),
tzn. »e nie mo»na ich zmienia¢ bo utworzeniu. Stringi pozwalaj¡ m.in. na
indeksowany dost¦p do poszczególnych znaków, czy konkatenacj¦ (sklejanie)
napisów.

Podstawowe operacje na stringach:
� tworzenie napisu pustego "" lub ' ',
� tworzenie napisu abc "abc" lub 'abc',
� dªugo±¢ napisu len(text),
� konkatenacja text1 + text2,
� powtarzanie text ∗ n lub n ∗ text,
� indeksowany dost¦p do poszczególnych znaków text [ i ],
� wycinanie text [ i : j ],
� kopiowanie copied=text[:] lub copied=str(text),
� iteracja for char in text,
� zawieranie text1 in text2 lub text1 not in text2,
� formatowanie: "python %f i %s"% (2.7, 3.4) generuje "python 2.7 i 3.4",
� usuwanie del var_with_text,
� sklejanie fragmentów text . join(iterable_with_texts).

2.1.5. Listy

Listy s¡ uporz¡dkowanymi sekwencjami obiektów, a do poszczególnych
elementów z listy mo»na si¦ odwoªywa¢ poprzez indeks. Listy s¡ kolekcjami
zmiennymi (ang. mutable), czyli mog¡ si¦ zmienia¢.

Podstawowe operacje na listach:
� tworzenie pustej listy empty_list= [ ] lub empty_list = list(),
� tworzenie listy heterogenicznej some_list= [1, 'ab', 0.5 ],
� dªugo±¢ listy len(some_list),
� konkatenacja list1 + list2 ,
� powtarzanie some_list ∗ n lub n ∗ some_list,
� indeksowany dost¦p do poszczególnych elementów some_list[i ],
� wycinanie podlisty some_list[i : j ],
� kopiowanie copied=some_list[:] lub copied=list(some_list),
� iteracja for item in some_list,
� zawieranie item in some_list lub item not in some_list,
� usuwanie elementu del some_list[i ],
� usuwanie wycinka del some_list[i : j ],
� usuwanie caªej listy del some_list.

2.1.6. Krotki

Krotki s¡ uporz¡dkowanymi sekwencjami obiektów, a do poszczególnych
elementów z krotki mo»na si¦ odwoªywa¢ poprzez indeks. W odró»nieniu od
list, krotki s¡ kolekcjami niezmiennymi (ang. immutable), czyli raz stworzone
nie mog¡ si¦ zmienia¢.

Podstawowe operacje na krotkach:
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� tworzenie pustej krotki empty_tuple = () lub empty_tuple = tuple(),
� tworzenie krotki z jednym elementem ('a') some_tuple = ('a',),
� tworzenie krotki ('a', 1, 2.3) some_tuple = ('a', 1, 2.3),
� dªugo±¢ krotki len(some_tuple),
� konkatenacja tuple1 + tuple2,
� powtarzanie some_tuple ∗ n lub n ∗ some_tuple,
� indeksowany dost¦p do poszczególnych elementów some_tuple[i],
� wycinanie some_tuple[i:j],
� iteracja for item in some_tuple,
� zawieranie item in some_tuple lub item not in some_tuple,
� podstawianie (name, height) = ('luke' , 1.75),
� usuwanie krotki del some_tuple.

2.1.7. Zbiory

Zbiory to nieuporz¡dkowane kolekcje unikalnych i niezmiennych obiek-
tów. Obsªuguj¡ one zwykªe operacje matematyczne na zbiorach. W pythonie
zostaªy wbudowane dwa typy zbiorów: set jako typ mutable oraz frozenset jak
imutable.

Podstawowe operacje na zbiorach:
� tworzenie pustego zbioru empty_set = set(),
� tworzenie zbioru np. z listy some_set = set ([1,2,3,3,4,5,1]) ,
� ilo±¢ elementów w zbiorze len(some_set),
� iteracja for key in some_set,
� zawieranie key in some_set lub key not in some_set,
� sprawdzenie zawierania si¦ zbiorów set_a <= set_b lub set_b >= set_a

� iloczyn set_a & set_b,
� suma set_a | set_b,
� ró»nica set_a − set_b,
� ró»nica symetryczna set_a ^ set_b.
Dodatkowe operacje dla zbiorów mutable:
� dodanie elementu some_set.add(item),
� usuwanie elementu some_set.remove(item) lub some_set.discard(item),
� usuwanie wszystkich elementów some_set.clear(),
� iloczyn (w miejscu) set_a &= set_b,
� suma (w miejscu) set_a |= set_b,
� ró»nica (w miejscu) set_a −= set_b,
� ró»nica symetryczna (w miejscu) set_a ^= set_b.

2.1.8. Sªowniki

Sªownik to nieuporz¡dkowany zbiór par klucz i warto±¢. Warto±ci w sªow-
nikach s¡ dost¦pne za pomoc¡ kluczy, a nie ich pozycji wzgl¦dnej.

Podstawowe operacje na sªownikach:
� tworzenie pustego sªownika empty_dict = {} lub empty_dict = dict(),
� tworzenie sªownika z kluczami some_dict = {'name':'luke', 'weight':70} lub

some_dict = dict([('name', 'luke' ), ( 'weight' , 70)]),
� ilo±¢ elementów w sªowniku len(some_dict),
� dost¦p do warto±ci some_dict[key],
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� wstawienie nowego elementu some_dict[key]=value,
� kopiowanie new_dict = dict(some_dict),
� iteracja po kluczach for key in some_dict,
� zawieranie key in some_dict lub key not in some_dict,
� usuwanie klucza del some_dict[key],
� usuwanie sªownika del some_dict.

2.1.9. Wyj¡tki

Nawet je±li dane wyra»enie jest syntaktycznie poprawne, to podczas jego
wykonywania mo»e pojawi¢ sie bª¡d. Wtedy tworzony jest wyj¡tek (ang.
exception). Wyj¡tki mog¡ by¢ stosowane nie tylko do obsªugi bª¦dów, ale te»
do powiadomiania o zdarzeniach. Rzucony wyj¡tek mo»na zªapa¢ i obsªu»y¢,
lub zostawi¢, ale spowoduje to wypisanie na standardowe wyj±cie opisu bª¦du
i zako«czenie programu. W Pythonie istnieje standardowy zestaw wyj¡tków,
ponaddto mo»na de�niowa¢ wªasne wyj¡tki.

Podstawowe instrukcje do obsªugi wyj¡tków
� r¦czne wywoªanie wyj¡tku raise,
� warunkowe wywoªanie wyj¡tku assert,
� przechwytywanie wyj¡tków try/except/else/�nally.
Przykªadowy kod wykorzystuj¡cy wyj¡tki:

def d iv id e (x , y ) :
"""Funkcja do d z i e l e n i a . """

try :
r e s u l t = x / y

except ZeroDiv i s i onError :
print " d i v i s i o n by zero ! "

else :
print " r e s u l t i s " , r e s u l t

f ina l ly :
print " execut ing f i n a l l y c l au s e "

2.2. Instrukcje steruj¡ce

Przez instrukcje steruj¡ce rozumiemy instrukcje, które mog¡ zmieni¢ li-
niowy sposób przetwarzania instrukcji. Jest to instrukcja warunkowa i p¦tle.

2.2.1. Instrukcja warunkowa if

Instrukcja sªu»y do warunkowego wykonywania jakiego± bloku instrukcji.
Opcjonalnie mo»na sprawdza¢ wi¦cej przypadków przez elif . Mo»na te» w
ko«cowej sekcji else umie±ci¢ kod do wykonania, je»eli »aden warunek nie
b¦dzie speªniony. Przykªadowy kod z instrukcj¡ warunkow¡:

i f x > 0 :
print ' Po s i t i v e number '

e l i f : x < 0 :
print ' Negat ive number '

else :
print ' Zero '
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2.2.2. P¦tla for

W wielu j¦zykach programowania p¦tla for wykonuje iteracj¦ od pewnej
warto±ci pocz¡tkowej, a» do warto±ci ko«cowej. W Pythonie p¦tla for wyko-
nuje iteracj¦ po obiektach z pewnej sekwencji, np. listy, krotki, czy stringu.
Przykªad p¦tli for:

for number in sequence_of_numbers :
print number

2.2.3. P¦tla while

P¦tl¦ while sªu»y do powtarzania wykonywania bloku instrukcji, dopóki
warunek logiczny jest prawdziwy. Mo»na tworzy¢ p¦tle niesko«czone while True,
które mo»na zako«czy¢ za pomoc¡ instrukcji break, znajduj¡c¡ si¦ w bloku
instrukcji while. Przykªad p¦tli while:

number = 5
while number > 0 :

print number
number = number − 1

2.2.4. Instrukcje break, continue, pass

Instrukcja break sªu»y do natychmiastowego wyj±cia z p¦tli. Instrukcja
continue to przej±cie do nast¦pnej iteracji p¦tli, podobnie jak w Java czy
C++. Instrukcja pass nic nie robi, jest to pusty pojemnik instrukcji.

2.3. Funkcje

Funkcje sªu»¡ do grupowania spójnych fragmentów kodu w jedn¡ caªo±¢,
co zwi¦ksza czytelno±¢ i zapobiega duplikowaniu kodu. Funkcje s¡ tworzone
gªównie za pomoc¡ instrukcji wykonywalnej def, która tworzy obiekt funkcji
i przypisuje go do nazwy. Mo»na stosowa¢ argumenty domy±lne, zmienn¡
list¦ argumentów, rozpakowywanie argumentów z listy, funkcje anonimowe
lambda. W Pythonie nie ma deklaracji typu argumentów, dlatego cech¡ funk-
cji jest polimor�zm: zachowanie funkcji zale»y od danych do niej przekaza-
nych. Nie ma te» deklaracji zwracanego typu, domy±lnie wszystkie funkcje
zwracaj¡ None, chyba »e wska»emy warto±¢ zwracan¡ poprzez return. Przy-
kªad funkcji:

def some_function (x , y ) :
return 2 ∗ x + y

2.4. Moduªy

Moduªy to pliki pythonowe, gdzie przechowywane s¡ de�nicje obiektów
oraz poszczególne instrukcje. Moduªy wspomagaj¡ ponowne wykorzystywa-
nie kodu poprzez importy. Ponadto ka»dy moduª tworzy wydzielon¡ prze-
strze« nazw, co zapobiega kon�iktom.

11

5911542015(15)



2.5. Klasy

Klasy sªu»¡ do de�niowania nowych typów. Klasy w Pythonie udost¦pnia-
j¡ wszystkie standardowe mechanizmy charakterystyczne dla Programowania
Zorientowanego Obiektowo, m.in. dziedziczenie po wielu klasach bazowych,
czy przeci¡»anie metod z klas bazowych (ang. override). Wszystkie skªadowe
klasy s¡ publiczne, a metody s¡ wirtualne. U»ywanie klas pozwala poprzez
kompozycj¦ grupowa¢ wiele komponentów w jedn¡ caªo±¢.

Przykªadowa de�nicja klasy:

class MyClass :

def __init__( s e l f , number ) : # kons t ruk t o r

s e l f . number = number

def __str__( s e l f ) : # postac napisowa

return s t r ( s e l f . number )

def get_number ( s e l f ) :
return number

2102574487(16)



3. Teoria grafów

Teoria grafów to dziaª matematyki i informatyki zajmuj¡cy si¦ badaniem
wªasno±ci grafów [7]. Terminologia teorii grafów nie zawsze jest jednoznacznie
ustalona i cz¦sto znaczenie danego poj¦cia zale»y od autora. Z tego powo-
du podamy de�nicje poj¦¢ u»ywanych w pracy, w wi¦kszo±ci korzystaj¡c z
podr¦cznika Cormena [8].

3.1. Grafy skierowane

Graf (prosty) jest to uporz¡dkowana para G = (V,E), gdzie V to zbiór
wierzchoªków (sko«czony i niepusty), a E to zbiór kraw¦dzi. Kraw¦dzi¡ na-
zywamy uporz¡dkowan¦ par¦ (s, t) dwóch ró»nych wierzchoªków ze zbioru V .
Tak okre±lona kraw¦d¹ jest skierowana z s do t, a graf G nazywamy skiero-
wanym. Kraw¦d¹ (s, t) jest wychodz¡ca z wierzchoªka s i jest wchodz¡ca do
wierzchoªka t. Wierzchoªek t jest s¡siedni wzgl¦dem wierzchoªka s, je»eli w
gra�e istnieje kraw¦d¹ (s, t) (relacja s¡siedztwa).

Graf G′ = (V ′, E ′) jest podgrafem grafu G = (V,E), je»eli V ′ jest podzbio-
rem V , oraz E ′ jest podzbiorem E. Symbole |V | i |E| oznaczaj¡ odpowiednio
liczb¦ wierzchoªków i liczb¦ kraw¦dzi grafu. W zapisie z notacj¡ O b¦dziemy
dla prostoty pisa¢ V i E.

3.2. Grafy nieskierowane

Cz¦sto de�niuje si¦ kraw¦dzie nieskierowane jako dwuelementowe pod-
zbiory zbioru V , np. {s, t}. Mo»na powiedzie¢, »e w zbiorze E istniej¡ jedno-
cze±nie dwie kraw¦dzie skierowane (s, t) i (t, s), które s¡ liczone jako jedna
kraw¦d¹ nieskierowana. Graf zawieraj¡cy tylko kraw¦dzie nieskierowane na-
zywamy grafem nieskierowanym. Kraw¦d¹ {s, t} jest incydentna z wierzchoª-
kami s i t. W gra�e nieskierowanym relacja s¡siedztwa jest symetryczna.

W wielu zastosowaniach podane de�nicje grafów s¡ niewystarczaj¡ce i
wprowadza si¦ ró»ne rozszerzenia (p¦tle, kraw¦dzie wielokrotne). Jednak na
nasze potrzeby te de�nicje s¡ wystarczaj¡ce.

3.3. Grafy z wagami

W pewnych zastosowaniach kraw¦dzie grafu maj¡ przypisane warto±ci
liczbowe, nazywane wagami. Wagi mog¡ reprezentowa¢ odlegªo±¢, przepusto-
wo±¢ ª¡cza, koszt, itd. Graf wa»ony to graf zawieraj¡cy kraw¦dzie z wagami.
Wag¦ kraw¦dzi (s, t) lub {s, t} oznaczamy przez w(s, t).
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3.4. G¦sto±¢ grafu

G¦sto±¢ grafu okre±la nam stosunek liczby kraw¦dzi w danym gra�e do
maksymalnej mo»liwej liczby kraw¦dzi w gra�e o tej samej liczbie wierz-
choªków. Je»eli graf posiada |V | wierzchoªków, to mo»e mie¢ maksymalnie
|V |(|V | − 1)/2 kraw¦dzi. U»ywa si¦ okre±le« graf g¦sty albo graf rzadki, cho-
cia» znaczenie tych sªów zale»y od kontekstu. Zwykle w gra�e rzadkim |E|
jest O(V ), a w gra�e g¦stym |E| jest O(V 2).

Graf peªny Kn (|V | = n, |E| = n(n − 1)/2) jest to graf o maksymalnej
liczbie kraw¦dzi i jest g¦sty. Graf cykliczny Cn (|V | = n, |E| = n), graf
liniowy Pn (|V | = n, |E| = n− 1), czy graf koªo Wn (|V | = n, |E| = 2n− 2)
s¡ grafami rzadkimi.

(a)

1

2 3

0 (b)

1 2

30

Rysunek 3.1. (a) Graf peªny K4 = W4. (b) Graf cykliczny C4.

3.5. �cie»ki i cykle

�cie»k¡ (drog¡) P z s do t w gra�e G = (V,E) nazywamy sekwencj¦
wierzchoªków (v0, v1, v2, . . . , vn), gdzie v0 = s, vn = t, oraz (vi−1, vi) (i =
1, . . . , n) s¡ kraw¦dziami z E. Dªugo±¢ ±cie»ki P wynosi n. �cie»ka skªadaj¡ca
si¦ z jednego wierzchoªka ma dªugo±¢ zero. Je»eli istnieje ±cie»ka z s do t, to
mówimy, »e t jest osi¡galny z s.

�cie»ka prosta to ±cie»ka, w której wszystkie wierzchoªki s¡ ró»ne. Wag¡
±cie»ki w gra�e wa»onym nazywamy sum¦ wag odpowiednich kraw¦dzi.

Cykl jest to ±cie»ka, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡ takie same,
v0 = vn. Cykl prosty jest to cykl, w którym wszystkie wierzchoªki s¡ ró»ne, z
wyj¡tkiem ostatniego. Wydaje si¦, »e w literaturze ±cie»ki typu (s) i (s, t, s)
(grafy nieskierowane) nie s¡ uwa»ane za cykle proste.

Graf niezawieraj¡cy cykli prostych nazywamy acyklicznym. Graf skiero-
wany acykliczny nazywamy dagiem (ang. directed acyclic graph).

3.6. Spójno±¢

Graf nieskierowany jest spójny (ang. connected), je»eli ka»dy wierzchoªek
jest osi¡galny ze wszystkich innych wierzchoªków. Graf skierowany jest silnie
spójny (ang. strongly connected), je±li ka»de dwa wierzchoªki s¡ osi¡galne
jeden z drugiego.
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3.7. Drzewa i las

Drzewo (ang. tree) jest to graf nieskierowany, spójny i acykliczny. Wa-
g¡ drzewa w gra�e wa»onym nazywamy sum¦ wag odpowiednich kraw¦dzi.
Drzewo rozpinaj¡ce (ang. spanning tree) grafu G jest to drzewo, które zawiera
wszystkie wierzchoªki grafu G i jest podgrafem grafu G. Las jest to niespójny
graf nieskierowany i acykliczny, czy suma rozª¡cznych drzew.

Drzewo ukorzenione jest to drzewo, w którym wyró»niono jeden wierzcho-
ªek, zwany korzeniem (ang. root). Dla dowolnej ±cie»ki prostej rozpoczyna-
j¡cej si¦ od korzenia stosuje si¦ takie poj¦cia, jak przodek, potomek, rodzic
lub ojciec, dziecko lub syn. Kraw¦dzie w drzewie ukorzenionym mog¡ by¢
zorientowane w kierunku od korzenia (drzewo zst¦puj¡ce) lub do korzenia
(drzewo wst¦puj¡ce).
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4. Implementacja grafów

Przy implementowaniu grafów nale»y zdecydowa¢, jak abstrakcyjne obiek-
ty matematyczne z teorii grafów maj¡ by¢ realizowane w maszynie cyfrowej.
Ponadto trzeba ustali¢ zestaw elementarnych operacji, które b¦d¡ potrzebne
do manipulowania grafami.

4.1. Implementacja obiektów z teorii grafów

Wierzchoªek: W implementacji macierzowej wierzchoªki s¡ liczbami caªko-
witymi od 0 do n−1, gdzie n jest liczb¡ wierzchoªków grafu. W implementacji
sªownikowej wierzchoªki zwykle s¡ stringami jednowierszowymi, ale w ogólno-
±ci maj¡ by¢ obiektami hashowalnymi (jako klucze w sªownikach) z pewnym
porz¡dkiem umo»liwiaj¡cym sortowanie.

Kraw¦d¹ skierowana: Jest to instancja klasy Edge(s, t , w), przy czym na-
le»y poda¢ wierzchoªek pocz¡tkowy s, wierzchoªek ko«cowy t i opcjonalnie
wag¦ w (domy±lnie równa 1). Dla kraw¦dzi edge mamy dost¦p do wierzchoª-
ków i wagi za pomoc¡ atrybutów: edge.source, edge.target, edge.weight. Kraw¦dzie
zorientowane s¡ hashowalne i mo»na je porównywa¢.

Kraw¦d¹ nieskierowana: Dla wygody zostaªa tak»e okre±lona kraw¦d¹
nieskierowana jako instancja klasy UndirectedEdge(s, t, w). Wewn¦trznie wierz-
choªki s¡ zawsze uporz¡dkowane, czyli edge.source <= edge.target.
Klasa UndirectedEdge jest klas¡ podrz¦dn¡ klasy Edge. Kraw¦dzie niezoriento-
wane s¡ hashowalne i mo»na je porównywa¢.

Graf: W implementacji macierzowej graf jest instancj¡ klasy MatrixGraph(n),
gdzie n jest liczb¡ wierzchoªków. W implementacji sªownikowej graf jest in-
stancj¡ klasy DictGraph(n), gdzie parametr n jest ignorowany i sªu»y do za-
pewnienia kompatybilno±ci z implementacj¡ macierzow¡. Opcjonalnym pa-
rametrem klas jest directed=True dla grafów skierowanych (zorientowanych),
oraz directed=False dla grafów nieskierowanych (niezorientowanych). Domy±l-
nie tworzone s¡ grafy nieskierowane (brak parametru directed).

Scie»ka, cykl: �cie»ki i cykle s¡ listami Pythona zawieraj¡cymi kolejne
wierzchoªki.

Drzewo swobodne (niezorientowane): Drzewo swobodne jest po prostu
grafem nieskierowanym. Wag¦ drzewa T mo»na ªatwo obliczy¢ jako
sum(edge.weight for edge in T.iteredges()).
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Drugim sposobem reprezentacji drzewa jest zbiór kraw¦dzi nieskierowa-
nych. Ta reprezentacja naturalnie pojawia si¦ w algorytmie Kruskala, a dla
spójno±ci jest tak»e stosowana w innych algorytmach.

Drzewo ukorzenione (zorientowane): Drzewo ukorzenione powstaje na-
turalnie w wielu algorytmach, np. w algorytmie Prima lub Dijkstry. Wygod-
nym sposobem przedstawienia takiego drzewa jest sªownik, gdzie kluczami
s¡ dzieci, a warto±ciami ich rodzice. Rodzicem korzenia jest warto±¢ None.
Kierunek (od korzenia lub do korzenia) oraz wagi kraw¦dzi musz¡ by¢ prze-
chowywane osobno.

W implementacji macierzowej drzewo ukorzenione mo»na tak»e przedsta-
wi¢ za pomoc¡ listy L, gdzie L[node] oznacza rodzica w¦zªa node. Rodzicem
korzenia mo»e by¢ −1.

Innym sposobem przechowywania drzewa ukorzenionego jest graf skiero-
wany, który od razu zawiera wagi i kierunki kraw¦dzi.

Las: Las drzew swobodnych b¦dzie grafem nieskierowanym lub zbiorem kra-
w¦dzi nieskierowanych, a las drzew ukorzenionych b¦dzie sªownikiem z wie-
loma korzeniami.

4.2. Sposoby reprezentacji grafów

Istniej¡ ró»ne sposoby reprezentacji grafów: macierz s¡siedztwa 4.2.1, lista
s¡siedztwa 4.2.2, reprezentacja przy pomocy sªowników 4.2.3. Ka»da z tych
reprezentacji ma wady i zalety. Dla grafów g¦stych w wi¦kszo±ci przypadków
najlepsze jest podej±cie z macierz¡ s¡siedztwa, dla grafów rzadkich mo»na
u»y¢ sªowników lub list.

4.2.1. Macierz s¡siedztwa

W reprezentacji macierzy s¡siedztwa graf jest zapami¦tywany w tablicy
dwuwymiarowej,

Aij =


w11 w12 · · · w1j
w21 w22 · · · w2j
...

...
. . .

...
wi1 wi2 · · · wij

 , (4.1)

gdzie wij 6= 0 oznacza istnienie kraw¦dzi od i do j. W przypadku grafów z
wagami w macierzy przechowywane s¡ wagi kraw¦dzi. Pojawia si¦ przy tym
niejednoznaczno±¢ dla kraw¦dzi o wadze zero.

Dla grafów nieskierowanych mo»na w macierzy przechowywa¢ warto±¢
logiczn¡ True/False, która informuje o istnieniu kraw¦dzi. Sprawdzenie ist-
nienia kraw¦dzi (odczytanie wagi) zajmuje czas O(1), natomiast przejrzenie
wszystkich kraw¦dzi (niezale»nie od tego, czy graf jest rzadki, czy g¦sty, zaj-
muje czas O(V 2). Zªo»ono±¢ pami¦ciowa tej reprezentacji to O(V 2). Zatem
tej reprezentacji rozs¡dnie jest u»ywa¢ tylko dla grafów g¦stych lub w sy-
tuacji, gdy spodziewamy si¦ du»ej liczby zapyta« o istnienie kraw¦dzi. Przy
implementacji przy pomocy zwykªej tablicy tablic ujawnia si¦ wada, »e liczba
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wierzchoªków jest z góry ograniczona, tzn. zmiana liczby wierzchoªków jest
bardzo kosztowna.

4.2.2. Lista s¡siedztwa

Jest to sposób reprezentacji grafu polegaj¡cy na tym, »e z ka»dym wierz-
choªkiem skojarzona jest lista z wierzchoªkami s¡siednimi. Zªo»ono±¢ operacji
dost¦pu do dowolnej kraw¦dzi to O(V ), bo wierzchoªek mo»e mie¢ |V | − 1
s¡siadów. Zªo»ono±¢ pami¦ciowa to O(V +E). Jeden ze sposobów implemen-
tacji to tablica przechowuj¡ca wska¹niki do list s¡siedztwa. Wierzchoªki s¡
tutaj liczbami z zakresu od 0 do |V |−1. Przy takiej implementacji za pomoc¡
zwykªej tablicy liczba wierzchoªków jest z góry ograniczona. Wagi kraw¦dzi
mog¡ by¢ przechowywane z wierzchoªkami ko«cowymi kraw¦dzi.

4.2.3. Reprezentacja sªownikowa

Jest to sposób reprezentacji grafu b¦d¡cy poª¡czeniem listy s¡siedztwa i
macierzy s¡siedztwa. Graf jest przechowywany jako sªownik sªowników, co
w wi¦kszo±ci przypadków jest tablic¡ tablic, poniewa» pythonowy sªownik
zaimplementowany jest jako tablica hashuj¡ca [5]. Zalet¡ u»ycia sªownika
jest to, »e kluczami mog¡ by¢ dowolne obiekty hashowalne, gdzie hash musi
by¢ immutable, tzn. za ka»dym razem musi zwraca¢ t¡ sam¡ warto±¢ [6],
zatem nie ma ograniczenia do u»ywania tylko indeksów liczbowych. Z drugiej
strony jednak podej±cie to jest równie» podobne do list s¡siedztwa, poniewa»
nie przechowujemy wszystkich mo»liwych wierzchoªków ko«cowych kraw¦dzi,
tylko te z istniej¡cych kraw¦dzi, co jest istotne dla grafów rzadkich. Zalet¡
u»ycia sªownika zamiast listy jest krótszy czas dost¦pu do kraw¦dzi, bo ±redni
czas wynosi O(1) [4]. Warto zaznaczy¢, »e sªowniki s¡ standardowym typem
danych w Pythonie. Dla grafów g¦stych tradycyjna macierz s¡siedztwa b¦dzie
szybsza ni» reprezentacja sªownikowa, poniewa» przy dost¦pie do elementów
sªownika wyliczana jest funkcja skrótu, tzw. hash, a jest to wolniejsze od
prostego pobrania elementu z macierzy.

4.3. Interfejs grafów

Dla operacji na grafach zaproponowano interfejs przestawiony w tabeli
4.1. Implementacja sªownikowa z klas¡ DictGraph oraz macierzowa z klas¡
MatrixGraph realizuj¡ ten interfejs. Przy implementacji wykorzystano abs-
trakcyj¡ klas¦ bazow¡ BaseGraph, w której interfejs zostaª zapisany za pomo-
c¡ metod abstrakcyjnych (dekorator @abstractmethod). Jest to zaawansowane
narz¦dzie j¦zyka Python, które automatycznie wery�kuje interfejs w klasach
klienta.

Na koniec podamy kilka uwag o zachowaniu najwa»niejszych metod. Po-
nowne dodanie wierzchoªka jest ignorowane. Usuni¦cie wierzchoªka powoduje
automatycznie usuni¦cie wszystkich kraw¦dzi wchodz¡cych do wierzchoªka i
wychodz¡cych z wierzchoªka. W reprezentacji macierzowej wierzchoªki fak-
tycznie nie s¡ usuwane.
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Tabela 4.1. Interfejs grafów. Graph oznacza klas¦ DictGraph lub MatrixGraph,
G i T s¡ grafami, n jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡.

Operacja Znaczenie Metoda
G = Graph(n) tworzenie grafu nieskierowanego __init__

G = Graph(n, directed=True) tworzenie grafu skierowanego __init__

G.is_directed() czy graf skierowany is_directed

G.v() liczba wierzchoªków v

G.e() liczba kraw¦dzi e

G.add_node(node) dodanie wierzchoªka add_node

G.del_node(node) usuni¦cie wierzchoªka del_node

G.has_node(node) czy istnieje wierzchoªek has_node

G.add_edge(edge) dodanie kraw¦dzi add_edge

G.del_edge(edge) usuni¦cie kraw¦dzi del_edge

G.has_edge(edge) czy istnieje kraw¦d¹ has_edge

G.weight(edge) zwraca wag¦ kraw¦dzi weight

G.iternodes() iterator wierzchoªków iternodes

G.iteredges() iterator kraw¦dzi iteredges

G.iteradjacent(node) iterator wierzchoªków s¡siednich iteradjacent

G.iteroutedges(node) iterator kraw¦dzi wychodz¡cych iteroutedges

G.iterinedges(node) iterator kraw¦dzi przychodz¡cych iterinedges

G.show() wy±wietlanie maªych grafów show

G == T porównywanie grafów __eq__

G != T porównywanie grafów __ne__

Dodanie kraw¦dzi powoduje automatyczne utworzenie brakuj¡cych wierz-
choªków. Próba dodania p¦tli generuje wyj¡tek ValueError. Próba dodania
kraw¦dzi równolegªej generuje wyj¡tek ValueError. Zmian¦ wagi kraw¦dzi na-
le»y przeprowadzi¢ przez usuni¦cie starej kraw¦dzi i dodanie nowej, z now¡
wag¡. Sprawdzenie istnienia kraw¦dzi przez has_edge(edge) nie sprawdza wa-
gi kraw¦dzi w gra�e. Przy usuwaniu kraw¦dzi przez del_edge(edge) nie jest
sprawdzana waga kraw¦dzi w gra�e.
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5. Algorytmy i ich implementacje

Algorytmy przedstawione w tym rozdziale na ogóª maj¡ jednolity sposób
uruchamiania. Przykªadowa sesja interaktywna przedstawia sposób korzysta-
nia z algorytmów.

>>> from edges import Edge
>>> from dic tgraph import DictGraph
>>> G = DictGraph ( )
>>> G. i s_d i r e c t ed ( )
Fa l se
>>> G. add_edge (Edge ( 'A ' , 'B ' , 5 ) )
>>> G. add_edge (Edge ( 'A ' , 'C ' , 7 ) )
>>> print G. v ( ) , G. e ( ) # l i c z b y wierzcho lkow i krawedz i

3 2
>>> l i s t (G. i t e r nod e s ( ) )
[ 'A ' , 'C ' , 'B ' ]
# Typowe wykorzys tan ie algorytmu Foo z modulu foo .

>>> from f oo import Foo
>>> r e s u l t = Foo . execute (G)

5.1. Przeszukiwanie grafów

Przez przeszukiwanie grafów rozumie si¦ systematyczne przechodzenie
wzdªu» jego kraw¦dzi w celu odwiedzenia jego wierzchoªków [8]. Przeszu-
kiwanie wykonujemy w celu zbierania informacji o strukturze grafu, w celu
wykonania pewnych operacji na wierzchoªkach w okre±lonym porz¡dku, itp.
Pewne algorytmy s¡ mody�kacjami dwóch podstawowych algorytmów prze-
szukiwania: przeszukiwania wszerz (ang. breadth-�rst search, BFS) i przeszu-
kiwania w gª¡b (ang. depth-�rst search, DFS).

5.1.1. Przeszukiwanie wszerz

Dane wej±ciowe: Dowolny graf.

Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm BFS mo»e sªu»y¢ do przegl¡dni¦cia wszystkich
wierzchoªków grafu lub tylko tych osi¡galnych z zadanego ¹ródªa root. Dzia-
ªanie algorytmu polega na tym, »e startuje z wybranego wierzchoªka, wstawia
s¡siaduj¡ce z nim nieodwiedzone jeszcze wierzchoªki do kolejki (tu mo»e wy-
konywa¢ jakie± dziaªanie na wierzchoªku), oznacza je jako odwiedzone, po
przetworzeniu wyci¡ga nast¦pny wierzchoªek itd., a» wszystkie wierzchoªki
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zostan¡ odwiedzone tj. kolejka b¦dzie pusta. Wierzchoªki przetwarzane s¡
warstwowo, tzn. najpierw odlegªe o jedn¡ kraw¦d¹, po¹niej o dwie, trzy, itd.
Podczas dziaªania algorytmu powstaje tzw. drzewo przeszukiwa« wszerz o
korzeniu w root, odpowiadaj¡ce kolejno±ci odwiedzania wierzchoªków. Drze-
wo to ma tak¡ wªa±ciwo±¢, »e wierzchoªki root i jaki± inny osi¡galny z niego
wierzchoªek poª¡czone s¡ ±cie»k¡ o najmniejszej liczbie kraw¦dzi. Przy zaªo»e-
niu, »e wszystkie wagi kraw¦dzi s¡ jednakowe, wyznaczona zostaªa najkrótsza
scie»ka w ¹ródle root pomi¦dzy pozostaªymi wierzchoªkami (rozdziaª 5.3).

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V +E). Czas
O(V ) zajmuje pocz¡tkowa inicjalizacja. W czasie O(E) algorytm przechodzi
po wszystkich s¡siadach dla ka»dego wierzchoªka (reprezentacja sªowniko-
wa lub list s¡siedztwa). Algorytm u»ywa kolejki, ale wkªadanie i wyci¡ganie
kosztuje O(1), zatem nie wpªywa to na zªo»ono±¢ caªkowit¡.

Uwagi: Algorytm BFS zostaª zaimplementowany w klasie BFS. W analizie
algorytmu BFS przydatne jest kolorowanie wierzchoªków: wierzchoªki biaªe s¡
nieodwiedzone; wierzchoªki szare s¡ napotkane, ale nie przetworzone; wierz-
choªki czarne s¡ napotkane i lista ich s¡siadów jest przetworzona. Wierzchoªki
przebywaj¡ce w kolejce s¡ szare. Drzewo przeszukiwa« wszerz przechowywa-
ne jest w sªowniku parent. List¦ L kolejno odwiedzanych wierzchoªków grafu
G mo»emy uzyska¢ za pomoc¡ polecenia
L=[] ; BFS.execute(G, root, on_visit=lambda v: L.append(v)).

Listing 5.1. Moduª bfs.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 595 CLRS.

from utils.Enum import Enum

from Queue import Queue

class BFS(object):

Colors = Enum(["WHITE", "GRAY", "BLACK"])

@staticmethod

def execute(graph, source=None, on_visit=None):

visited = set()

if source is None:

for node in graph.iternodes():

if not node in visited:

BFS._visit(graph, node, visited, on_visit)

else:

BFS._visit(graph, source, visited, on_visit)

@staticmethod

def _visit(graph, node, visited, on_visit=None):

visited.add(node)
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queue = Queue()

queue.put(node)

if on_visit: #when queue.put
on_visit(node)

while not queue.empty():

u = queue.get()

for v in graph.iteradjacent(u):

if not v in visited:

visited.add(v)

queue.put(v)

if on_visit: #when queue.put
on_visit(v)

@staticmethod

def _init(graph, color, distance, parent, source):

for node in graph.iternodes():

color[node] = BFS.Colors.WHITE

distance[node] = float("inf")

parent[node] = None

color[source] = BFS.Colors.GRAY

distance[source] = 0

@staticmethod

def execute_extended(graph, source, on_visit=None):

color = {}

distance = {} # distance between each node and source
parent = {}

BFS._init(graph, color, distance, parent, source)

queue = Queue()

queue.put(source)

if on_visit: #when queue.put
on_visit(source)

while not queue.empty():

u = queue.get()

for v in graph.iteradjacent(u):

if color[v] == BFS.Colors.WHITE:

color[v] = BFS.Colors.GRAY

distance[v] = distance[u] + 1

parent[v] = u

queue.put(v)

if on_visit: #when queue.put
on_visit(v)

color[u] = BFS.Colors.BLACK

return distance, parent # similar to Dijkstra
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5.1.2. Przeszukiwanie wgª¡b

Dane wej±ciowe: Dowolny graf.

Problem: Przeszukiwanie grafu wgª¡b.

Opis algorytmu: Algorytm DFS mo»e sªu»y¢ do przegl¡dni¦cia wszystkich
wierzchoªków grafu lub tylko tych osi¡galnych z zadanego ¹ródªa root. Jak
nazwa wskazuje, algorytm zagª¦bia si¦ w hierarchii wierzchoªków tak gª¦-
boko jak to mo»liwe, czyli przechodzi po kraw¦dzi wychodz¡cej z ostatnio
odwiedzonego wierzchoªka, pozostawiaj¡c pozostaªe wychodz¡ce kraw¦dzie
dot¡d, a» bardziej wgª¡b doj±¢ si¦ ju» nie da, po czym dopiero wraca do po-
przednich kraw¦dzi i je przetwarza w analogiczny sposób dot¡d, a» wszystkie
wierzchoªki osi¡galne ze ¹ródªa root zostan¡ odwiedzone.

Je±li jakie± wierzchoªki zostaªy nieodwiedzone, a algorytm si¦ sko«czyª, to
oznacza, »e graf jest niespójny. Je»eli chcemy przetworzy¢ wszystkie wierz-
choªki grafu, to nale»y wybra¢ nowe ¹ródªo (z pozostaªych nieodwiedzonych
wierzchoªków) i kontynuowa¢ powy»szy algorytm.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V +E). Czas O(V ) zaj-
muje pocz¡tkowa inicjalizacja. W czasieO(E) algorytm przechodzi po wszyst-
kich s¡siadach dla ka»dego wierzchoªka (reprezentacja sªownikowa lub list
s¡siedztwa).

Uwagi: Algorytm DFS mo»na zrealizowa¢ rekurencyjnie, albo za pomoc¡
stosu. Oba te podej±cia ró»ni¡ si¦ kolejno±ci¡, w jakiej ko«czymy przetwa-
rzanie danego wierzchoªka. Wydaje si¦, »e wi¦ksze znaczenie ma realizacja
rekurencyjna, przykªadowo przy u»yciu rekurencyjnego algorytmu DFS mo»-
na posortowa¢ dag topologicznie.

Listing 5.2. Moduª dfs.py

#! /usr/bin/python
# Implementacja na bazie pseudokodu z str . 604 CRLS.

class DFS(object):

@staticmethod

def execute(graph, source=None, preorder_visit=None,

postorder_visit=None):

visited = set()

if source is None:

for node in graph.iternodes():

if not node in visited:

DFS._visit(graph, node, visited,

preorder_visit , postorder_visit)

else:
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DFS._visit(graph, source, visited,

preorder_visit , postorder_visit)

@staticmethod

def _visit(graph, node, visited, preorder_visit=None,

postorder_visit=None):

visited.add(node)

if preorder_visit:

preorder_visit(node)

for v in graph.iteradjacent(node):

if not v in visited:

DFS._visit(graph, v, visited,

preorder_visit , postorder_visit)

if postorder_visit:

postorder_visit(node)

5.1.3. Sortowanie topologiczne

Sortowanie topologiczne polega na zanurzeniu porz¡dku cz¦±ciowego wierz-
choªków w porz¡dku liniowym [9]. Graf skierowany jest posortowany topo-
logicznie wtedy, gdy dla ka»dej kraw¦dzi Edge(s, t) wierzchoªek s wyst¦puje
przed wierzchoªkiem t. Graf musi by¢ acykliczny, poniewa» w przeciwnym
wypadku takie uporz¡dkowanie nie jest mo»liwe. Dla danego grafu mo»e wy-
st¡pi¢ kilka wersji poprawnego uporz¡dkowania.

Dane wej±ciowe: Graf skierowany acykliczny (dag).

Problem: Sortowanie topologiczne.

Opis algorytmu: Wykorzystujemy algorytm DFS do znalezienia listy wierz-
choªków odwiedzonych w kolejno±ci postorder, czyli w momencie powrotu
z wywoªania wgª¡b. Po odwróceniu listy otrzymujemy poprawn¡ kolejno±¢
wierzchoªków w sortowaniu topologicznym.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ czasowa wynosi O(V + E), poniewa» jest
to zªo»ono±¢ algorytmu DFS.

Uwagi: Aby uzyska¢ poprawn¡ kolejno±¢ wierzchoªków nale»y uruchomi¢
rekurencyjn¡ wersj¦ algorymu DFS.

Listing 5.3. Moduª topologicalsort.py

#! /usr/bin/python
#Kod inspirowany pseudokodem algorytmu ze str . 613 CLRS.

from algorithms.dfs import DFS

class TopologicalSort(object):

24

3218874474(28)



@staticmethod

def execute(graph):

sorted_nodes = []

DFS.execute(graph, postorder_visit=lambda node:

sorted_nodes.append(node))

sorted_nodes.reverse()

return sorted_nodes

5.2. Minimalne drzewo rozpinaj¡ce

Minimalne drzewo rozpinaj¡ce (ang. Minimum Spanning Tree, MST) jest
to takie drzewo rozpinaj¡ce, »e nie istnieje inne drzewo rozpi¦te na tym gra�e
o mniejszej wadze. Dla danego grafu mo»e istnie¢ wiele ró»nych minimalnych
drzew rozpinaj¡cych. Inaczej mówi¡c, MST jest to acykliczny podzbiór ¹ró-
dªowego grafu ª¡cz¡cy wszystkie wierzchoªki kraw¦dziami o minimalnej sumie
wag. MST mo»na znale¹¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cych algorytmów zachªan-
nych: Boruvki (rozdziaª 5.2.1), Prima (rozdziaª 5.2.2), Kruskala (rozdziaª
5.2.3). Strategia zachªanna polega na tym, i» w ka»dym kroku wykonujemy
najlepszy wybór w danej chwili, w tym przypadku powi¦kszamy drzewo o
dodatkow¡ kraw¦d¹. W ogólno±ci algorytmy zachªanne nie gwarantuj¡ znale-
zienia globalnie optymalnego rozwi¡zania. W przypadku MST odpowiednie
twierdzenia gwarantuj¡ poprawno±¢ rozwi¡zania.

Zanim przejdziemy do opisu algorytmów, przedstawimy ogólne porówna-
nie ich wydajno±ci, tzn. czasy znajdowania MST. Wykresy 5.1 i 5.2 dotycz¡
implementacji grafów z klas¡ DictGraph natomiast wykresy 5.3 i 5.4 dotycz¡
implementacji grafów z klas¡MatrixGraph. Pierwszy wniosek jest taki, »e zgod-
nie z oczekiwaniami implementacja Prima O(V E) jest bardzo niewydajna w
ka»dym przypadku. Drugi wniosek to dobra wydajno±¢ algorytmu Kruskala
dla grafów rzadkich. Trzeci wniosek to dobra wydajno±¢ algorytmu Prima
O(V 2) dla grafów g¦stych.

5.2.1. Algorytm Bor 
uvki

Algorytm zostaª po raz pierwszy opublikowany w roku 1926 przez Otokara
Bor 
uvk¦. Nast¦pnie algorytm byª kilka razy odkrywany na nowo, m. in. przez
Sollina w 1965 roku, st¡d inna nazwa to algorytm Sollina.

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony nieskierowany i spójny; wszystkie wagi kra-
w¦dzi s¡ ró»ne.

Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.

Opis algorytmu: Algorytm Bor 
uvki wyznacza MST poprzez zastosowanie
"±ci¡gania" kraw¦dzi. Inicjalizacja polega na stworzeniu |V | poddrzew, po
jednym dla ka»dego wierzchoªka. "�ci¡ganie" kraw¦dzi polega na tym, »e z
danego poddrzewa wybierana jest minimalna kraw¦d¹ prowadz¡ca do naj-
bli»szego s¡siada z grafu, a wierzchoªki, które ª¡czyªa ta kraw¦d¹ scalamy
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Rysunek 5.1. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych MST dla
grafu dictgraph - grafy g¦ste.
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Rysunek 5.2. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych MST dla
grafu dictgraph - grafy rzadkie.
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Rysunek 5.3. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych MST dla
grafu matrixgraph - grafy g¦ste.
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Rysunek 5.4. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych MST dla
grafu matrixgraph - grafy rzadkie.
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w jeden nowy wierzchoªek. Je±li przed scaleniem z obydwóch wierzchoªków
istniaªa jaka± kraw¦d¹ prowadz¡ca do trzeciego wspólnego wierzchoªka, to
przy scalaniu pojawia si¦ duplikat kraw¦dzi. W takim przypadku wybiera si¦
kraw¦d¹ o korzystniejszej wadze. Proces scalania powtarzany jest dot¡d, a»
drzewo rozpinaj¡ce pokryje wszystkie wierzchoªki, tzn. po scalaniu zostanie
tylko jedno podrzewo. W zasadzie "±ci¡ganie" mo»e by¢ osi¡gni¦te przez
mody�kacj¦ grafu, ale jest to troch¦ skomplikowane w implementacji.

Innym podej±ciem mo»e by¢ zastosowanie struktury zbiorów rozª¡cznych,
zamiast wspomnianego wcze±niej "±ci¡gania" kraw¦dzi. Algorytm Union-Find
na pocz¡tku tworzy zbiory (komponenty) skªadaj¡ce si¦ z pojedy«czych wierz-
choªków, a reprezentantem komponentu jest taki wierzchoªek. Operacja Find,
dla podanego wierzchoªka, zwraca reprezentanta komponentu. Je±li najkrót-
sza kraw¦d¹ ª¡czy ró»ne komponenty, to mo»na doda¢ j¡ do MST, bo nie
utworzy cyklu. Dodatkowo nast¦puje wtedy scalenie tych dwóch komponen-
tów w jeden, przy pomocy operacji Union. Algorytm ko«czy si¦ z chwil¡, gdy
wszystkie wierzchoªki nale»¡ do jednego komponentu.

Zªo»ono±¢ czasowa: Po ka»dym kroku scalania komponentów liczba kom-
ponentów zmaleje co najmniej dwukrotnie, zatem liczba tych kroków wynosi
O(log V ). W ka»dym kroku przegl¡damy kraw¦dzie w czasie O(E), aby wy-
bra¢ kraw¦dzie minimalne (reprezentacja sªownikowa lub list s¡siedztwa).
Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi wi¦c O(E log V ). Wyniki eksperymentów kom-
puterowych przedstawione s¡ na wykresach 5.5, 5.6, 5.7.

Uwagi: Nasza implementacja dziaªa tak»e dla grafu niespójnego, wtedy wy-
znaczany jest las minimalnych drzew rozpinaj¡cych poszczególnych kompo-
nentów. Je»eli graf ma powtarzaj¡ce si¦ wagi kraw¦dzi, to mo»na ka»dej kra-
w¦dzi przypisa¢ unikalny indeks i w przypadku równych wag mo»na wybra¢
kraw¦d¹ z mniejszym indeksem.

Listing 5.4. Moduª boruvka.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze strony
# http://iss . ices .utexas.edu/?p=projects/galois/benchmarks/mst

from utils.disjointset import DisjointSet

from model.edge import Edge

from model.undirectededge import UndirectedEdge

class Boruvka(object):

@staticmethod

def execute(graph):

mst = set()

disjointset = DisjointSet()

forest = set()

for node in graph.iternodes():

disjointset.create(node) # create set for each node
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forest.add(node) # initialize forest with one−node−trees
dummy_edge = Edge(None, None, float("inf"))

new_len = len(forest)

old_len = new_len + 1

while old_len > new_len:

old_len = new_len

minimal_edges = dict((node, dummy_edge) for node in forest)

# finding the cheapest edges
for edge in graph.iteredges():

if edge is dummy_edge: # a disconnected graph
continue

source = disjointset.find(edge.source)

target = disjointset.find(edge.target)

if source != target: # different components
if edge.weight < minimal_edges[source].weight:

minimal_edges[source] = edge

if edge.weight < minimal_edges[target].weight:

minimal_edges[target] = edge

# connecting components
forest = set()

for edge in minimal_edges.itervalues():

source = disjointset.find(edge.source)

target = disjointset.find(edge.target)

if source != target:

disjointset.union(source, target)

forest.add(source)

mst.add(UndirectedEdge(edge.source, edge.target, edge.weight))

forest = set(disjointset.find(node) for node in forest)

new_len = len(forest)

if new_len == 1: # a connected graph
break

return mst

5.2.2. Algorytm Prima

Algorytm Prima dziaªa podobnie jak algorytm Dijkstry (rozdziaª 5.3.3)
przy szukaniu najkrótszej ±cie»ki w gra�e pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami.
Cech¡ charakterystyczn¡ algorytmu Prima jest budowanie jednego, rosn¡cego
drzewa, które staje si¦ MST.

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony nieskierowany spójny.

Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.

Opis algorytmu: Algorytm Prima startuje z jakiego± losowego wierzchoªka
w gra�e, przechodzi po gra�e, doª¡czaj¡c kolejne wierzchoªki do wyliczanego
drzewa MST, dopóki nie utworzy caªego drzewa. Ka»dy krok doª¡cza naj-
l»ejsz¡ kraw¦d¹, jaka ª¡czy wyizolowany wierzchoªek, czyli taki, który nie
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Rysunek 5.5. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji
O(E log V ) dla grafu dictgraph. Wspóªczynniki a bliskie jedynki potwierdzaj¡

teoretyczn¡ wydajno±¢ tej implementacji.
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Boruvka sparse |E|=3|V|
Boruvka complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2

Rysunek 5.6. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph. Zale»no±ci s¡ ró»ne dla ró»nej g¦sto±ci

grafów, co wymaga wyja±nienia.
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Rysunek 5.7. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Boruvki w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph |E| = |V |. Wida¢, »e w reprezentacji
macierzowej kluczowa jest liczba wierzchoªków grafu, a tylko w niewielkim

stopniu korzystamy z maªej liczby kraw¦dzi.
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zostaª jeszcze dodany do drzewa, w przeciwnym wypadku powstaª by cykl.
Ta strategia zachªanna wyznacza poprawny wynik. Do efektywnego wyzna-
czania kolejnych kraw¦dzi mo»na u»y¢ kolejki priorytetowej. Podczas pracy w
kolejce s¡ tylko takie wierzchoªki, które jeszcze nie zostaªy dodane do drzewa.
Przechowywana jest te» najmniejsza, znana w danym momencie, waga kra-
w¦dzi wychodz¡cej z danego wierzchoªka. Dla grafów g¦stych, zamiast kolejki
priorytetowej, korzystniejsze jest u»ycie zwykªej kolejki opartej na tablicy (w
pracy zostaªa wybrana tablica hashuj¡ca).

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ dla implementacji z kolejk¡ priorytetow¡
wynosiO(E log V ), poniewa» algorytm przechodzi po wszystkich kraw¦dziach,
a wkªadanie do kolejki priorytetowej nowej warto±ci kosztuje O(log V ). Eks-
perymenty komputerowe zobrazowano na wykresach 5.8 i 5.9.

Zªo»ono±¢ dla implementacji ze zwykª¡ kolejk¡ to O(V 2), poniewa» algo-
rytm przechodzi po wszystkich wierzchoªkach, a dla ka»dego z nich wyszukuje
najmniejsz¡ wag¦ w czasie O(V ). Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡ wy-
kresy 5.12 i 5.11.

Dla peªnego opisu algorytmu Prima zostaªa zaimplementowana wersja
trywialna, dziaªaj¡ca w czasie O(V E). Tutaj algorytm wykonuje |V |−1 kro-
ków, a w ka»dym kroku przebiega wszystkie kraw¦dzie, aby znale¹¢ najl»ejsz¡,
ª¡cz¡c¡ drzewo z pewnym osobnym wierzchoªkiem. Rezultaty eksperymentów
przedstawiaj¡ wykresy 5.13 i 5.14.

Uwagi: Nasze implementacje pozwalaj¡ na wskazanie wierzchoªka, od któ-
rego zacznie si¦ budowa MST. Dla grafu niespójnego algorytm wygeneruje
MST dla pewnej spójnej skªadowej grafu. Asymptotyczny czas dziaªania al-
gorytmu Prima mo»na teoretycznie poprawi¢ do O(E + V log V ), stosuj¡c
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kopce Fibonacciego. Jednak w praktyce raczej si¦ tego nie robi, ze wzgl¦du
na skomplikowan¡ implementacj¦ takich kopców.

Listing 5.5. Moduª prim.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 634 CLRS.

from model.undirectededge import UndirectedEdge

from model.edge import Edge

from Queue import PriorityQueue

class Prim(object):

""" Algorytm inspirowany implementacja z ksiazki
Python Algorithms: Mastering Basic Algorithms in the Python
Language, 2010 by Magnus Lie Hetland."""

@staticmethod

def execute(graph, root=None):

if root is None:

root = graph.iternodes().next() # get first random element
parents = {}

pq = PriorityQueue()

pq.put((0, None, root))

mst = set()

while not pq.empty():

weight, parent, node = pq.get()

if node in parents:

continue

parents[node] = parent

if not parent is None:

mst.add(UndirectedEdge(parent, node, weight))

for edge in graph.iteroutedges(node):

pq.put((edge.weight, edge.source, edge.target))

return mst

@staticmethod

def execute2(graph, root=None):

"""Prim's algorithm for finding MST in O(E log V) time."""
if root is None:

root = graph.iternodes().next() # get first random element
minimum_weights = dict(((node, float("inf"))

for node in graph.iternodes()))

parents = {}

minimum_weights[root] = 0

pq = PriorityQueue()

pq.put((0, root))

mst = set()
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visited = set()

while not pq.empty():

weight, source = pq.get()

visited.add(source)

for edge in graph.iteroutedges(source):

if (not edge.target in visited and

edge.weight < minimum_weights[edge.target]):

minimum_weights[edge.target] = edge.weight

pq.put((edge.weight, edge.target))

parents[edge.target] = edge.source

for source, target in parents.iteritems():

mst.add(UndirectedEdge(source, target,

minimum_weights[source]))

return mst

@staticmethod

def execute_best_with_complete_graph(graph, root=None):

"""Prim's algorithm for finding MST in O(V∗∗2) time."""
if root is None:

root = graph.iternodes().next() # get first random element
mst = set()

queue = {} # set can be used here
minimum_weights = {}

parents = {}

for node in graph.iternodes():

queue[node] = None

minimum_weights[node] = float("inf")

minimum_weights[root] = 0

while queue:

source = min(queue, key=minimum_weights.get)

del queue[source]

for edge in graph.iteroutedges(source):

if (edge.target in queue and

edge.weight < minimum_weights[edge.target]):

minimum_weights[edge.target] = edge.weight

parents[edge.target] = edge.source

for source, target in parents.iteritems():

mst.add(UndirectedEdge(source, target,

minimum_weights[source]))

return mst

@staticmethod

def execute_trivial(graph, source=None):

"""Prim's algorithm for finding MST in O(V∗E) time."""
in_mst = dict((node, False) for node in graph.iternodes())

if source is None: # get first random node
source = graph.iternodes().next()

in_mst[source] = True
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Rysunek 5.8. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(E log V ) dla grafu dictgraph. Wydajno±¢ potwierdzona.
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a1 = 0.863413 +/- 0.009973
b1 = -4.975765 +/- 0.034941
a2 = 0.815268 +/- 0.014872
b2 = -5.053560 +/- 0.062269

Prim sparse |E|=3|V|
Prim complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2

mst = set()

for step in xrange(graph.v()−1): # |V|−1 times
# finding min edge, O(E) time
min_edge = min(edge for edge in graph.iteredges()

if in_mst[edge.source] != in_mst[edge.target])

mst.add(UndirectedEdge(min_edge.source,

min_edge.target, min_edge.weight))

in_mst[min_edge.source] = True

in_mst[min_edge.target] = True

return mst

5.2.3. Algorytm Kruskala

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony nieskierowany.

Problem: Wyznaczenie minimalnego drzewa rozpinaj¡cego.

Opis algorytmu: Algorytm Kruskala (1956) przechodzi po kraw¦dziach
grafu w kolejno±ci rosn¡cej (po wagach), dlatego wcze±niej potrzebne jest
sortowanie kraw¦dzi. W ka»dym kroku maj¡c minimaln¡ kraw¦d¹, próbuje
doda¢ do MST, je±li nie spowoduje to stworzenia cyklu. Inicjalizacja polega
na stworzeniu |V | podrzew, po jednym dla ka»dego wierzchoªka. Przy pomo-
cy struktury zbiorów rozª¡cznych sprawdzana jest przynale»no±¢ kraw¦dzi
Edge(s, t , w) do dwóch podrzew - jednego z wierzchoªkiem s, drugiego t. Je±li
oba wierzchoªki kraw¦dzi nale»¡ do tego samego podrzewa, to odrzucamy
tak¡ kraw¦d¹. Je±li wierzchoªki nale»¡ do ró»nych poddrzew, to scalamy oba
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Rysunek 5.9. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph. Zale»no±ci zale»¡ od g¦sto±ci grafu.
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a1 = 1.398478 +/- 0.028555
b1 = -6.085132 +/- 0.100047
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Prim sparse |E|=3|V|
Prim complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
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Rysunek 5.10. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph |E| = |V |. Istotna jest liczba wierzchoªków,

a nie kraw¦dzi.

-5

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(V*log(V))

Sprawdzenie MST - Prim (matrixgraph)

a1 = 1.387138 +/- 0.029869
b1 = -5.685892 +/- 0.091209
a2 = 1.606194 +/- 0.025546
b2 = -5.306085 +/- 0.061150

Prim sparse |E|=1|V|
Prim complete
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Rysunek 5.11. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersjiO(V 2)
dla grafu dictgraph. Wspóªczynniki a bliskie 2 potwierdzaj¡ teori¦.
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a1 = 1.607230 +/- 0.033187
b1 = -5.948137 +/- 0.088001
a2 = 1.915765 +/- 0.013236
b2 = -5.954509 +/- 0.027611

Prim O(V2) sparse |E|=3|V|
Prim O(V2) complete
log(t) = a1*log(V)+b1
log(t) = a2*log(V)+b2

Rysunek 5.12. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersjiO(V 2)
dla grafu matrixgraph. Wspóªczynniki a bliskie 2 potwierdzaj¡ teori¦.
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a1 = 1.800343 +/- 0.026349
b1 = -6.141513 +/- 0.069870
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Prim O(V2) sparse |E|=3|V|
Prim O(V2) complete
log(t) = a1*log(V)+b1
log(t) = a2*log(V)+b2
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Rysunek 5.13. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(V E) dla grafu dictgraph. Pi¦kna zgodno±¢ przewidywa« z praktyk¡.
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b1 = -6.015955 +/- 0.022581
a2 = 1.014364 +/- 0.006095
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Prim O(VE) sparse |E|=3|V|
Prim O(VE) complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2

Rysunek 5.14. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Prima w wersji
O(V E) dla grafu matrixgraph. Wida¢, »e reprezentacja macierzowa gorzej

pracuje dla grafów rzadkich.
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a2 = 1.023712 +/- 0.008016
b2 = -6.012485 +/- 0.044549

Prim O(VE) sparse |E|=3|V|
Prim O(VE) complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2
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podrzewa. Proces kontynuujemy, a» przejdziemy przez wszystkie kraw¦dzie
grafu.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ pierwszej fazy algorytmu (sortowanie kra-
w¦dzi) wynosi O(E logE) = O(E log V ), poniewa» |E| < |V |2. Przechodzenie
po kraw¦dziach w drugiej cz¦sci algorytmu kosztuje O(Eα(V )), gdzie α(V )
jest funkcj¡ bardzo wolno rosn¡c¡ [8], wynikaj¡c¡ z operacji na zbiorach
rozª¡cznych. Zatem caªkowita zªo»ono±¢ algorytmu to O(E log V ).

Je»eli kraw¦dzie s¡ ju» na wej±ciu posortowane wg wag lub je±li wagi kra-
w¦dzi pozwalaj¡ na u»ycie szybszych algorytmów sortowania (np. sortowanie
przez zliczanie lub sortowanie pozycyjne), to algorytm mo»e dziaªa¢ w czasie
bliskim O(Eα(V )).

Uwagi: Zamiast od razu sortowa¢ wszystkie kraw¦dzie, mo»na skorzysta¢ z
kolejki priorytetowej do cz¦±ciowego uporz¡dkowania kraw¦dzi. Dla grafu nie-
spójnego algorytm wyznacza las minimalnych drzew rozpinaj¡cych poszcze-
gólnych skªadowych spójnych. Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡ wykresy
5.15, 5.16 i 5.17.

Listing 5.6. Moduª kruskal.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 631 CLRS.

from utils.disjointset import DisjointSet

from model.undirectededge import UndirectedEdge

class Kruskal(object):

@staticmethod

def execute(graph):

mst = set()

disjointset = DisjointSet()

for node in graph.iternodes():

disjointset.create(node)

# sort edges by weight
sorted_edges = sorted(graph.iteredges(), key=lambda edge: edge.weight)

for edge in sorted_edges:

if disjointset.find(edge.source) != disjointset.find(edge.target):

mst.add(UndirectedEdge(edge.source, edge.target, edge.weight))

disjointset.union(edge.source, edge.target)

return mst

5.3. Najkrótsza ±cie»ka pomi¦dzy par¡ wierzchoªków

Problem polega na wyznaczeniu najkrótszej ±cie»ki pomi¦dzy dwoma wierz-
choªkami w gra�e wa»onym skierowanym. Wagi kraw¦dzi w gra�e mog¡
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Rysunek 5.15. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(E log V ) dla grafu dictgraph. Wspóªczynniki a bliskie 1 potwierdzaj¡ teo-

ri¦.
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a1 = 0.897026 +/- 0.010047
b1 = -5.418806 +/- 0.035200
a2 = 0.965759 +/- 0.009321
b2 = -5.606547 +/- 0.039026

Kruskal sparse |E|=3|V|
Kruskal complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2

Rysunek 5.16. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph. Zale»no±ci zale»¡ od g¦sto±ci grafu.
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a1 = 1.404113 +/- 0.029164
b1 = -6.424450 +/- 0.102180
a2 = 0.969417 +/- 0.007990
b2 = -5.566621 +/- 0.033456

Kruskal sparse |E|=3|V|
Kruskal complete
log(t) = a1*log(E*log(V))+b1
log(t) = a2*log(E*log(V))+b2
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Rysunek 5.17. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Kruskala w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph |E| = |V |. W tej reprezentacji liczba wierz-

choªków jest kluczowa.
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a1 = 1.484218 +/- 0.026649
b1 = -6.082421 +/- 0.081377
a2 = 1.770075 +/- 0.017096
b2 = -5.754495 +/- 0.040922

Kruskal sparse |E|=1|V|
Kruskal complete
log(t) = a1*log(V*log(V))+b1
log(t) = a2*log(V*log(V))+b2

reprezentowa¢ odlegªo±ci, czasy, koszty, kary, itd. W przypadku grafu bez
wag (wszystkie wagi jednakowe), mo»e by¢ u»yty algorytm BFS o zªo»ono±ci
O(V + E) (rozdziaª 5.1.1).

Nale»y podkre±li¢, »e dla problemu najkrótszej ±cie»ki mi¦dzy par¡ wierz-
choªków nie jest znany »aden algorytm dziaªaj¡cy w najgorszym przypadku
asymptotycznie szybciej ni» najlepszy znany algorytm dla problemu najkrót-
szych ±cie»ek z jednym ¹ródªem [8]. W algorytmach z tego rozdziaªu stosowana
jest metoda relaksacji, a ponadto spotykamy si¦ z problemem ujemnych wag
kraw¦dzi.

Relaksacja: Proces relaksacji kraw¦dzi sªu»y do skrócenia estymowanej naj-
krótszej ±cie»ki. Polega to na prostym te±cie, czy najkrótsza ±cie»ka znaleziona
do tej pory mo»e by¢ skrócona, kiedy b¦dzie przechodzi¢ przez dodatkowy
wierzchoªek. Je±li tak, to nale»y uaktualni¢ ±cie»k¦ o ten wierzchoªek.

Ujemne wagi: Grafy mog¡ zawiera¢ ujemne wagi, ale najkrótsza scie»ka
jest zde�niowana tylko wtedy, kiedy nie istnieje ujemny cykl. Niektóre algo-
rytmy zakªadaj¡, »e wszystkie wagi musz¡ by¢ nieujemne (algorytm Dijktry,
rozdziaª 5.3.3). Inne algorytmy dopuszczaj¡ ujemne wagi, o ile nie osi¡gniemy
ujemnego cyklu (algorytm Bellmana-Forda, rozdziaª 5.3.2).

Bez straty ogólno±ci mo»na przyj¡¢, »e najkrótsza ±cie»ka nie zawiera
cykli. Oznacza to, »e dªugo±ci najkrótszych ±cie»ek nie b¦d¡ przekraczaªy
|V | − 1.

Reprezentowanie najkrótszych ±cie»ek: Najkrótsze ±cie»ki b¦d¡ repre-
zentowane za pomoc¡ drzewa o korzeniu w ¹ródle s, zwanym drzewem naj-
krótszych ±cie»ek [8]. W Pythonie b¦dzie to sªownik parent, któremu towarzy-
szy drugi sªownik distance, przechowuj¡cy odlegªo±ci wierzchoªków od ¹ródªa.
Algorytmy zwracaj¡ oba te sªowniki.
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5.3.1. Najkrótsza ±cie»ka w dagu

Najkrótsze ±cie»ki s¡ zawsze dobrze zde�niowane w dagu, nawet je±li wy-
st¦puj¡ ujemne wagi, poniewa» nie ma ujemnych cykli.

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany acykliczny (dag); wierzchoªek
pocz¡tkowy s (¹ródªo).

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek z wierzchoªka s do pozostaªych
wierzchoªków grafu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna si¦ sortowaniem topologicznym wierz-
choªków oraz wst¦pn¡ inicjalizacj¡ odlegªo±ci. Je±li dag zawiera ±cie»k¦ z
wierzchoªka u do v, wtedy u jest przed v w porz¡dku topologicznym. Aby wy-
znaczy¢ odlegªo±ci, wystarczy przej±¢ przez wszystkie wierzchoªki w porz¡d-
ku topologicznym, oraz podda¢ reklasacji wszystkie kraw¦dzie wychodz¡ce z
danego wierzchoªka.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(E+V ), poniewa» pro-
ces inicjalizacji zajmuje czas O(V ), a proces relaksacji wywoªywany jest na
ka»dej kraw¦dzi, czyli trwa O(E). Sortowanie topologiczne wierzchoªków to
czas O(E + V ).

Listing 5.7. Moduª dagshortestpath.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 655 CLRS.

from algorithms.topologicalsort import TopologicalSort

class DAGShortestPath(object):

@staticmethod

def execute(graph, start_node):

if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

parent = {}

DAGShortestPath._init(graph, distance, parent, start_node)

sorted_nodes = TopologicalSort.execute(graph)

for source in sorted_nodes:

for edge in graph.iteroutedges(source):

DAGShortestPath._relax(edge, distance, parent)

return distance , parent # similar to Dijkstra

@staticmethod

def _init(graph, distance, parent, start_node):

for node in graph.iternodes():

distance[node] = float("inf")
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parent[node] = None

distance[start_node] = 0

@staticmethod

def _relax(edge, distance, parent):

new_distance = distance[edge.source] + edge.weight

if distance[edge.target] > new_distance:

distance[edge.target] = new_distance

parent[edge.target] = edge.source

return True

return False

5.3.2. Algorytm Bellmana-Forda

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany, mo»liwe s¡ wagi ujemne; wierz-
choªek pocz¡tkowy s (¹ródªo).

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek z wierzchoªka s do pozostaªych
wierzchoªków grafu. Je»eli istnieje ujemny cykl, to ma zosta¢ wykryty.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna si¦ od inicjalizacji struktur danych
przechowuj¡cych odlegªo±ci i rodziców wierzchoªków. Dalej algorytm prze-
chodzi |V | − 1 razy po wszystkich kraw¦dziach, wykonuj¡c na ka»dej z nich
proces relaksacji. Po wyznaczeniu najkrótszej ±cie»ki wykonywany jest krok
sprawdzaj¡cy, czy istnieje ujmeny cykl. Taki cykl istnieje tylko wtedy, kiedy
dodatkowa iteracja po kraw¦dziach poprawi oszacowanie najkrótszej ±cie»ki.
Warto zauwa»y¢, »e ta dodatkowa czynno±¢ nie powi¦ksza zªo»ono±ci algo-
rytmu.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(V E), poniewa» |V |−1
razy wykonywana jest relaksacja po kraw¦dziach w czasie O(E). Inicjalizacja
zajmuje czas O(V ). Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡ wykresy 5.18 i
5.19.

Listing 5.8. Moduª bellmanford.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 651 CLRS.

class BellmanFord(object):

@staticmethod

def execute(graph, start_node):

if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

parent = {}
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Rysunek 5.18. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Bellmana-Forda w
wersji O(EV ) dla grafu dictgraph. Zale»no±¢ teoretyczna potwierdzona, a

bliskie 1.
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BellmanFord O(E V) (dictgraph)

a1 = 1.007761 +/- 0.007315
b1 = -5.605672 +/- 0.037288
a2 = 1.018457 +/- 0.016916
b2 = -5.664502 +/- 0.087506
a3 = 1.018457 +/- 0.014232
b3 = -5.664502 +/- 0.069414

BellmanFord O(E V) sparse |E|=4|V|
BellmanFord O(E V) complete
BellmanFord O(E V) complete |E|=50%|V2|/2
f(x) = a1*log(E log V)+b1
f(x) = a2*log(E log V)+b2
f(x) = a3*log(E log V)+b3

BellmanFord._init(graph, distance , parent, start_node)

for i in range(graph.v() − 1):
for edge in graph.iteredges():

BellmanFord._relax(edge, distance , parent)

for edge in graph.iteredges():

if distance[edge.target] > distance[edge.source] + edge.weight:

raise ValueError("negative cycle detected")

return distance, parent # similar to Dijkstra

@staticmethod

def _init(graph, distance, parent, start_node):

for node in graph.iternodes():

distance[node] = float("inf")

parent[node] = None

distance[start_node] = 0

@staticmethod

def _relax(edge, distance, parent):

new_distance = distance[edge.source] + edge.weight

if distance[edge.target] > new_distance:

distance[edge.target] = new_distance

parent[edge.target] = edge.source

return True

return False
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Rysunek 5.19. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Bellmana-Forda w
wersji Bellmana-Forda w wersji O(EV ) dla grafu matrixgraph. Grafy rzadkie

s¡ gorzej obsªugiwane.
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BellmanFord O(E V) (matrixgraph)

a1 = 1.284676 +/- 0.021858
b1 = -6.476766 +/- 0.111424
a2 = 1.020719 +/- 0.004867
b2 = -5.640835 +/- 0.025175
a3 = 1.020719 +/- 0.006886
b3 = -5.640835 +/- 0.033583

BellmanFord O(E V) sparse |E|=4|V|
BellmanFord O(E V) complete
BellmanFord O(E V) complete |E|=50%|V2|/2
f(x) = a1*log(E log V)+b1
f(x) = a2*log(E log V)+b2
f(x) = a3*log(E log V)+b3

5.3.3. Algorytm Dijkstry

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany o kraw¦dziach z wagami nie-
ujemnymi; wierzchoªek pocz¡tkowy s.

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek z wierzchoªka s do pozostaªych
wierzchoªków grafu.

Opis algorytmu: Rozpoczynamy od wst¦pnej inicjalizacji kolejki prioryte-
towej oraz odlegªo±ci pomi¦dzy ¹ródªem a reszt¡ wierzchoªków (pocz¡tkowe
odlegªo±ci to +∞, a dla ¹ródªa 0). Nast¦pnie z kolejki wyci¡gane s¡ kolej-
no wierzchoªki o najmniejszych odlegªo±ciach. W ka»dym kroku, maj¡c naj-
bli»szy wierzchoªek u od ¹ródªa, algorytm poprawia odlegªo±ci pozostaªym
wierzchoªkom (s¡siadom) wzgl¦dem u. Gdy wierzchoªek zostaª ju» odwiedzo-
ny, wywoªanie relaksacji nic nie zmienia, zatem mo»na je pomin¡¢. Algorytm
Dijkstry jest algorytmem zachªannym, poniewa» zawsze wybiera najbli»szy
wierzchoªek.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ wynosiO(E log V ), poniewa» algorytm prze-
chodzi po wszystkich kraw¦dziach, a przy czym wyci¡gana jest jeszcze war-
to±¢ z kolejki, co zajmuje O(log V ). Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡
wykresy 5.20 i 5.21.

Uwagi: Wersja bez kolejki priorytetowej (lepsza dla grafów g¦stych) ma zªo-
»ono±¢ O(V 2). Wyniki eksperymentów dla tej wersji przedstawiaj¡ wykresy
5.22 i 5.23.
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Listing 5.9. Moduª dijkstra.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 658 CLRS.

from Queue import PriorityQueue

from model.edge import Edge

class Dijkstra(object):

@staticmethod

def execute(graph, start_node):

"""Algorytm Dijkstry w czasie O(E log V)."""
if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

parent = {}

visited = set()

Dijkstra._init(graph, distance , parent, start_node)

queue = PriorityQueue()

queue.put((distance[start_node], start_node))

while not queue.empty():

pri, node = queue.get()

if not node in visited:

visited.add(node)

for edge in graph.iteroutedges(node):

if (edge.target not in visited and

Dijkstra._relax(edge, distance , parent)):

queue.put((distance[edge.target], edge.target))

return distance, parent

@staticmethod

def execute2(graph, start_node):

"""Algorytm Dijkstry w czasie O(V∗∗2)."""
if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

parent = {}

queue = dict((node, None) for node in graph.iternodes())

Dijkstra._init(graph, distance , parent, start_node)

while queue:

node = min(queue, key=distance.get)

del queue[node]

for edge in graph.iteroutedges(node):

if edge.target in queue:

Dijkstra._relax(edge, distance , parent)

return distance, parent

45

2660319358(49)



Rysunek 5.20. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(E log V ) dla grafu dictgraph. Zale»no±¢ teoretyczna potwierdzona.
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a1 = 0.998789 +/- 0.012478
b1 = -5.931832 +/- 0.057792
a2 = 0.914715 +/- 0.010056
b2 = -5.600299 +/- 0.042042
a3 = 0.914715 +/- 0.013252
b3 = -5.600299 +/- 0.067286

Dijkstra O(E log V) sparse |E|=4|V|
Dijkstra O(E log V) complete
Dijkstra O(E log V) |E|=50% |V|2/2
f(x) = a1*log(E log V)+b1
f(x) = a2*log(E log V)+b2
f(x) = a3*log(E log V)+b3

@staticmethod

def _init(graph, distance, parent, start_node):

for node in graph.iternodes():

distance[node] = float("inf")

parent[node] = None

distance[start_node] = 0

@staticmethod

def _relax(edge, distance, parent):

new_distance = distance[edge.source] + edge.weight

if distance[edge.target] > new_distance:

distance[edge.target] = new_distance

parent[edge.target] = edge.source

return True

return False

5.4. Najkrótsze ±cie»ki pomi¦dzy wszystkimi parami
wierzchoªków

Problem polega na wyznaczeniu najkrótszej ±cie»ki pomi¦dzy wszystkimi
parami wierzchoªków. Do tego celu mo»na zastosowa¢ algorytmy wyszuki-
wania najkrótszej ±cie»ki pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami (rozdziaª 5.3). Dla
grafów z nieujemnymi wagami mo»na zastosowa¢ |V | razy algorytm Dijkstry
(rozdziaª 5.3.3). Dla grafów rzadkich wersja z kolejk¡ priorytetow¡ zajmie
O(V E log V ), a dla grafu g¦stego wersja oparta na tablicy zajmie czas O(V 3).
Dla grafu z dowolnymi wagami, nie mo»na zastosowa¢ wspomnianego wy»ej
algorytmu, ale mo»na u»y¢ wolniejszego algorytmu Bellmana-Forda (rozdziaª
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Rysunek 5.21. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(E log V ) dla grafu matrixgraph. Wida¢ pogorszenie dla grafów rzadkich.
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a1 = 1.302164 +/- 0.032751
b1 = -6.314999 +/- 0.097253
a2 = 0.888571 +/- 0.015043
b2 = -5.515456 +/- 0.062892
a3 = 0.888571 +/- 0.013198
b3 = -5.515456 +/- 0.051434

Dijkstra O(E log V) sparse |E|=4|V|
Dijkstra O(E log V) complete
Dijkstra O(E log V) |E|=50% |V|2/2
f(x) = a1*log(E log V)+b1
f(x) = a2*log(E log V)+b2
f(x) = a3*log(E log V)+b3

Rysunek 5.22. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(V 2) dla grafu dictgraph. Dla grafów rzadkich zale»no±¢ nie jest kwadrato-

wa.
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a1 = 1.389146 +/- 0.023498
b1 = -5.627253 +/- 0.048952
a2 = 1.989920 +/- 0.021933
b2 = -6.014589 +/- 0.045692
a3 = 1.989920 +/- 0.011076
b3 = -6.014589 +/- 0.023073

Dijkstra O(V2) sparse |E|=4|V|
Dijkstra O(V2) complete
Dijkstra O(V2) |E|=50% |V|2/2
f(x) = a1*log(V)+b1
f(x) = a2*log(V)+b2
f(x) = a3*log(V)+b3
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Rysunek 5.23. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Dijkstry w wersji
O(V 2) dla grafu matrixgraph. Zale»no±¢ kwadratowa praktycznie potwier-

dzona (a bliskie 2).
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a1 = 1.665050 +/- 0.029594
b1 = -5.913210 +/- 0.061651
a2 = 2.035199 +/- 0.016973
b2 = -6.099120 +/- 0.035359
a3 = 2.035199 +/- 0.012899
b3 = -6.099120 +/- 0.026873

Dijkstra O(V2) sparse |E|=4|V|
Dijkstra O(V2) complete
Dijkstra O(V2) |E|=50% |V|2/2
f(x) = a1*log(V)+b1
f(x) = a2*log(V)+b2
f(x) = a3*log(V)+b3

5.3.2), co daje czas O(V 2E) dla grafów rzadkich, a dla grafów g¦stych O(V 4).
Istniej¡ jednak algorytmy po±wi¦cone znajdowaniu ±cie»ek pomi¦dzy wszyst-
kimi parami wierzchoªków, takie jak algorytm Floyda-Warshalla (rozdziaª
5.4.2), czy algorytm Johnsona (rozdziaª 5.4.3), które dziaªaj¡ szybciej.

5.4.1. Algorytm "mno»enia macierzy"

Jest to algorytm programowania dynamicznego, w którym w p¦tli gªów-
nej programu wykonywane s¡ operacje podobne do mno»enia macierzy, st¡d
nazwa algorytmu. Wykorzystuje si¦ lemat [8], »e wszystkie pod±cie»ki ka»dej
najkrótszej ±cie»ki s¡ najkrótszymi ±cie»kami. Niech δ(s, t) oznacza najkrót-
sz¡ ±cie»k¦ o dªugo±ci m > 0. Z lematu wynika, »e δ(s, t) = δ(s, u) + w(u, t),
gdzie δ(s, u) jest najkrótsz¡ ±cie»k¡ o dªugo±ci m− 1. Tak wygl¡da struktura
optymalnego rozwi¡zania, któr¡ wykorzystujemy w algorytmie.

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek pomi¦dzy wszystkimi parami
wierzchoªków grafu.

Opis algorytmu: Oznaczamy przez l(m)ij najmniejsz¡ wag¦ ±cie»ki z wierz-
choªka i do wierzchoªka j spo±ród tych, które zawieraj¡ co najwy»ej m kra-
w¦dzi. Je±li m = 0, to istnieje ±cie»ka dªugo±ci zero dla i = j, czyli

l
(0)
ij =

{
0 dla i = j,
+∞ dla i 6= j. (5.1)

Dla m > 0 obliczamy l(m)ij jako nast¦puj¡ce minimum:

l
(m)
ij = mink{l(m−1)ik + w(k, j)}, (5.2)

48

1076014578(52)



Rysunek 5.24. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych najkrótsze
±cie»ki pomi¦dzy wszystkimi wierzchoªkami dla grafu dictgraph oraz matri-

xgraph - grafy g¦ste |V | = 50.
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Rysunek 5.25. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych najkrótsze
±cie»ki pomi¦dzy wszystkimi wierzchoªkami dla grafu dictgraph oraz matri-

xgraph - grafy g¦ste |V | = 100.
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Rysunek 5.26. Porównanie wydajno±ci algorytmów obliczaj¡cych najkrótsze
±cie»ki pomi¦dzy wszystkimi wierzchoªkami dla grafu dictgraph oraz matri-

xgraph - grafy g¦ste |V | = 200.
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Czasy wykonania FloydaWarshalla i Johnsona dla dictgraph i matrixgraph

Floyd-Warshall dictgraph |V|=200
Johnson dictgraph |V|=200
Johnson dictgraph weights>=0 |V|=200
Floyd-Warshall matrixgraph |V|=200
Johnson matrixgraph weights>=0 |V|=200

gdzie z zaªo»enia w(j, j) = 0 dla wszystkich j. Wagi najkrótszych ±cie»ek
obliczamy metod¡ wst¦puj¡c¡.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ wynosi O(V 4).

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu wynosi O(V 2),
poniewa» zapami¦tujemy 5 macierzy (sªowniki).

Uwagi: Algorytm wykrywa ujemne cykle poprzez wykrycie ujemnych war-
to±ci na diagonali macierzy odlegªo±ci. Zªo»ono±¢ czasow¡ mo»na poprawi¢
do O(V 3 log V ) wykorzystuj¡c metod¦ wielokrotnego podnoszenia do kwa-
dratu [8]. Wierzchoªki najkrótszych ±cie»ek trzeba wtedy wyznaczy¢ osobno
w czasie O(V 3). Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡ wykresy 5.27 i 5.28.

Listing 5.10. Moduª allpairs.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . CLRS.

class AllPairs(object):

@staticmethod

def execute(graph):

if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

weights = {}

parent = {}

for nodeA in graph.iternodes():
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distance[nodeA] = {}

parent[nodeA] = {}

weights[nodeA] = {}

for nodeB in graph.iternodes():

distance[nodeA][nodeB] = float("inf")

weights[nodeA][nodeB] = float("inf")

parent[nodeA][nodeB] = None

distance[nodeA][nodeA] = 0

weights[nodeA][nodeA] = 0

for edge in graph.iteredges():

distance[edge.source][edge.target] = edge.weight

weights[edge.source][edge.target] = edge.weight

parent[edge.source][edge.target] = edge.source

#now L̂ {(1)} =W
for m in xrange(2, graph.v()): # |V|−2 times

distance , parent = AllPairs._extended_shortest_paths(

graph, distance , parent, weights)

if any(distance[node][node] < 0 for node in graph.iternodes()):

raise ValueError("negative cycle")

return distance , parent

@staticmethod

def _extended_shortest_paths(graph, old_distance , old_parent , weights):

distance = {}

parent = {}

for nodeI in graph.iternodes():

distance[nodeI] = {}

parent[nodeI] = {}

for nodeJ in graph.iternodes():

distance[nodeI][nodeJ] = old_distance[nodeI][nodeJ] #IMPORTANT
parent[nodeI][nodeJ] = old_parent[nodeI][nodeJ] #IMPORTANT
for nodeK in graph.iternodes():

alt = old_distance[nodeI][nodeK] + weights[nodeK][nodeJ]

if alt < distance[nodeI][nodeJ]:

distance[nodeI][nodeJ] = alt

parent[nodeI][nodeJ] = nodeK

return distance , parent

5.4.2. Algorytm Floyda-Warshalla

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek pomi¦dzy wszystkimi parami
wierzchoªków grafu.

Opis algorytmu: Pocz¡tkowo inicjalizujemy tablic¦ |V | × |V | odlegªo±ci
pomi¦dzy wszystkimi wierzchoªkami w taki sposób, »e droga do tego samego
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Rysunek 5.27. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu mno»enia macierzy
w wersji O(V 4) dla grafu dictgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 4.
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AllPairs sparse
AllPairs complete
f(x) = a1*log(V)+b1
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Rysunek 5.28. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu mno»enia macierzy
w wersji O(V 4) dla grafu matrixgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 4.
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wierzchoªka wynosi 0, dla kraw¦dzi Edge(s, t , w) wynosi w, a dla reszty +∞.
Algorytm polega na tym, »e próbuje zmniejszy¢ drog¦ z wierzchoªka s do t
poprzez wierzchoªki po±rednie, tzn. takie przez które mo»na doj±¢ z s do t.
Owo wyliczanie jest zde�niowane rekurencyjnie nast¦puj¡co:

d
(k)
ij =

{
w(i, j) dla k = 0,
min{d(k−1)ij , d

(k−1)
ik + d(k−1)kj } dla k  1. (5.3)

Jest to przykªad metody programowania dynamicznego, poniewa» obliczaj¡c
krok k korzysta z wyliczonej warto±ci dla kroku k−1. Dla ka»dej pary wierz-
choªków sprawdza, czy da si¦ zmniejszy¢ odlegªo±¢ pomi¦dzy tymi wierzchoª-
kami, przeprowadzaj¡c j¡ przez dodatkowy wierzchoªek k. Wystarczy teraz
próbowa¢ tak skróci¢ odlegªo±ci przez wszystkie wierzchoªki.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ wynosi O(V 3), bo przechodzi po wszystkich
parach wierzchoªków |V | razy.

Zªo»ono±¢ pami¦ciowa: Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(V 2).

Uwagi: Pierwsza implementacja wylicza tylko odlegªo±ci. Druga implemen-
tacja buduje równie» macierz poprzedników, która umo»liwia konstruowanie
najkrótszych ±cie»ek. W obu implementacjach wykrywany jest ujemny cykl
poprzez wykrycie ujemnych warto±ci na diagonali macierzy odlegªo±ci. Wy-
niki eksperymentów dla tej wersji przedstawiaj¡ wykresy 5.29 i 5.30.

Listing 5.11. Moduª �oydwarshall.py

#! /usr/bin/python
#Kod implementujacy pseudokod ze str . 695 CLRS.

class FloydWarshall(object):

@staticmethod

def execute(graph):

if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

for nodeA in graph.iternodes():

distance[nodeA] = {}

for nodeB in graph.iternodes():

distance[nodeA][nodeB] = float("inf")

distance[nodeA][nodeA] = 0

for edge in graph.iteredges():

distance[edge.source][edge.target] = edge.weight

for nodeK in graph.iternodes():

for nodeI in graph.iternodes():

for nodeJ in graph.iternodes():

distance[nodeI][nodeJ] = min(distance[nodeI][nodeJ],

distance[nodeI][nodeK] + distance[nodeK][nodeJ])
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if any(distance[node][node] < 0 for node in graph.iternodes()):

raise ValueError("negative cycle")

return distance

@staticmethod

def execute_with_paths(graph):

if not graph.is_directed():

raise ValueError("graph is not directed")

distance = {}

parent = {}

for nodeA in graph.iternodes():

distance[nodeA] = {}

parent[nodeA] = {}

for nodeB in graph.iternodes():

distance[nodeA][nodeB] = float("inf")

parent[nodeA][nodeB] = None

distance[nodeA][nodeA] = 0

for edge in graph.iteredges():

distance[edge.source][edge.target] = edge.weight

parent[edge.source][edge.target] = edge.source

for nodeK in graph.iternodes():

for nodeI in graph.iternodes():

for nodeJ in graph.iternodes():

alt = distance[nodeI][nodeK] + distance[nodeK][nodeJ]

if alt < distance[nodeI][nodeJ]:

distance[nodeI][nodeJ] = alt

parent[nodeI][nodeJ] = parent[nodeK][nodeJ]

if any(distance[node][node] < 0 for node in graph.iternodes()):

raise ValueError("negative cycle")

return distance , parent

5.4.3. Algorytm Johnsona

Dane wej±ciowe: Graf wa»ony skierowany rzadki, bez ujemnych cykli.

Problem: Wyznaczenie najkrótszych ±cie»ek pomi¦dzy wszystkimi parami
wierzchoªków grafu.

Opis algorytmu: Dla grafów rzadkich algorytm jest asymptotycznie szyb-
szy ni» algorytm Floyda-Warshalla (rozdziaª 5.4.2). Kiedy algorytm nie mo»e
wyliczy¢ najkrótszych ±cie»ek z powodu istnienia ujemnego cyklu, algorytm
o tym raportuje. Wykorzystywane s¡ dwa inne algorytmy: Bellmana-Forda
(rozdziaª5.3.2) oraz Dijkstry (rozdziaª 5.3.3).

Algorytm skªada si¦ z 6 kroków, w tym 5 opcjonalnych, je±li graf nie ma
ujemnych wag:
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Rysunek 5.29. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Floyda-Warshalla w
wersji O(V 3) dla grafu dictgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 3.
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Floyd-Warshall sparse
Floyd-Warshall complete
f(x) = a1*log(V)+b1
f(x) = a2*log(V)+b2

Rysunek 5.30. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Floyda-Warshalla w
wersji O(V 3) dla grafu matrixgraph. Teoria potwierdzona, a bliskie 3.
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1. (opcjonalny) Dodanie dodatkowego wierzchoªka. Aby algorytm daªo si¦
zastosowa¢ do grafów z ujemnymi wagami potrzebne jest przemapowanie
wag na wagi nieujemne. Polega to na doªo»eniu do grafu ¹ródªowego no-
wego wierzchoªka s i poª¡czeniu go kraw¦dziami o wadze 0 z wszystkimi
pozostaªymi wierzchoªkami. Nale»y to zrobi¢ tak, by nie daªo doj±¢ do
wierzchoªka s z »adnego innego, co za tym idzie »adna najkrótsza ±cie»ka
nie wychodz¡ca z s nie b¦dzie przechodziªa prez s, tzn. nie wpªynie to
w »aden sposób na oryginalne najkrótsze ±cie»ki. Nowy graf nie b¦dzie
zawieraª ujemnego cyklu tylko wtedy, kiedy oryginalny graf takiego cyklu
nie posiadaª.

2. (opcjonalny) U»ycie algorytmu Bellmana-Forda do wyliczenia minimal-
nych wag kraw¦dzi jakie wchodz¡ do danego wierzchoªka.

3. (opcjonalny) Przemapowanie wag kraw¦dzi na wagi dodatnie, ŵ(u, v) =
w(u, v) + h(u)− h(v), gdzie h(u) jest minimaln¡ odlegªo±ci¡ od s do u.

4. (opcjonalny) Usuni¦cie doªo»onego wcze±niej wierzchoªka s
5. Wykonanie |V | razy algorytmu Dijkstry, dla obliczenia najkrótszej ±cie»ki

dla ka»dego wierzchoªka.
6. (opcjonalny) Przeliczenie obliczonych odlegªo±ci z powrotem do pocz¡t-

kowych wag.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ wynosi dla kroku:
1. (opcjonalny) Dodanie dodatkowego wierzchoªka. O(V )
2. (opcjonalny) U»ycie algorytmu Bellmana-Forda do wyliczenia minimal-

nych wag jakie wchodz¡ do danego wierzchoªka. O(EV )
3. (opcjonalny) Przemapowanie wag kraw¦dzi na wagi dodatnie. O(E)
4. (opcjonalny) Usuni¦cie doªo»onego wcze±niej wierzchoªka s
5. Wykonanie |V | razy algorytmu Dijkstry - w zale»no±ci od wersji z list¡

O(V 3), z kolejk¡ priorytetow¡ O(V E log V )
6. (opcjonalny) Przeliczenie obliczonych odlegªo±ci z powrotem do pocz¡t-

kowych wag. O(V 2)
Najdro»szy jest krok z u»yciem algorytmu Dijkstry, zatem zªo»ono±¢ asymp-
totyczna algorytmu wynosi wªa±nie tyle.

Uwagi: Odpowiednie lematy gwarantuj¡, »e przewagowanie grafu nie po-
woduje zmiany najkrótszych ±cie»ek. Podobnie ujemny cykl równie» b¦dzie
istniaª po przewagowaniu grafu. Wyniki eksperymentów przedstawiaj¡ wy-
kresy 5.31, 5.32 i 5.33.

5.5. Maksymalny przepªyw

Tak samo, jak mo»na interpretowa¢ map¦ drogow¡ jako graf i szuka¢ tam
najkrótszych ±cie»ek, to mo»na rozwa»y¢ graf jako sie¢ przepªywow¡ (rozdziaª
5.5.1) i wykorzysta¢ j¡ do badania przepªywu pewnej substancji w tej sieci. W
ten sposób mo»na modelowa¢ wiele problemów, np. obliczanie maksymalnego
przepªywu cieczy w rurach, cz¦±ci na liniach produkcyjnych lub pojazdów na
drogach.
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Rysunek 5.31. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V E log V ) dla grafu dictgraph - dowolne wagi.
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a1 = 0.885876 +/- 0.013282
b1 = -5.453099 +/- 0.059028
a2 = 0.938049 +/- 0.004612
b2 = -5.661112 +/- 0.024082

Johnson sparse
Johnson complete
f(x) = a1*log(V+E+V2+V E log V)+b1
f(x) = a2*log(V+E+V2+V E log V)+b2

Rysunek 5.32. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V E log V ) dla grafu dictgraph - dodatnie wagi.
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a1 = 0.879332 +/- 0.010023
b1 = -5.257664 +/- 0.042089
a2 = 0.877645 +/- 0.011203
b2 = -5.307541 +/- 0.056124

Johnson (positive weights) sparse
Johnson (positive weights) complete
f(x) = a1*log(V E log V)+b1
f(x) = a2*log(V E log V)+b2
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Rysunek 5.33. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Johnsona w wersji
O(V E log V ) dla grafu matrixgraph - dodatnie wagi.
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a1 = 1.012280 +/- 0.019692
b1 = -5.653140 +/- 0.082695
a2 = 0.865168 +/- 0.010412
b2 = -5.277824 +/- 0.052162

Johnson (positive weights) sparse
Johnson (positive weights) complete
f(x) = a1*log(V E log V)+b1
f(x) = a2*log(V E log V)+b2

5.5.1. Sie¢ przepªywowa

Sie¢ przepªywowa to graf skierowany G = (V,E) o nieujemnej przepu-
stowo±ci kraw¦dzi, c(u, v)  0 dla (u, v) ∈ E. Wyró»nia si¦ dwa wierzchoªki:
¹ródªo source oraz uj±cie sink. Zakªada si¦, »e w sieci przepªywowej nie wyst¦-
puj¡ kraw¦dzie przeciwne. Je»eli dany problem zawiera kraw¦dzie przeciwne,
to mo»na zbudowa¢ sie¢ równowa»n¡ bez kraw¦dzi przeciwnych. Na jednej
z kraw¦dzi przeciwnych, np. (u, v) o przepustowo±ci c(u, v), wprowadza si¦
dodatkowy wierzchoªek h. Zamiast jednej kraw¦dzi (u, v) mamy wtedy dwie
kraw¦dzie (u, h) i (h, v), obie o przepustowo±ci równej c(u, v).

Mo»na równie» bada¢ sie¢, która ma wiele ¹ródeª i wiele uj±¢. W tym celu
wystarczy doda¢ dodatkowy wierzchoªek ¹ródªowy supersource i poª¡czy¢ go
kraw¦dziami skierowanymi do reszty wierzchoªków ¹ródªowych z niesko«czo-
n¡ przepustowo±ci¡. Dla uj±¢ post¦pujemy analogicznie, a dla takiej prostej
sieci mog¡ by¢ zastosowane algorytmy z tego rozdziaªu.

Przepªywem w sieci G nazywamy ka»d¡ funkcj¦ f o warto±ciach rzeczy-
wistych, speªniaj¡c¡ warunek przepustowo±ci, 0 ¬ f(u, v) ¬ c(u, v), oraz wa-
runek zachowania przepªywu. Warto±ci¡ przepªywu |f | jest ª¡czny przepªyw
opuszczaj¡cy ¹ródªo minus przepªyw wchodz¡cy do ¹ródªa.

Dla danej sieci przepªywowej G = (V,E) i przepªywu f de�niuje si¦
sie¢ residualn¡ Gf = (V,Ef ) o przepustowo±ci kraw¦dzi cf . Kraw¦dziami
w Ef s¡ albo kraw¦dzie z E [cf (u, v) = c(u, v)− f(u, v)], albo kraw¦dzie do
nich przeciwne [cf (u, v) = f(v, u)]. Przepªyw w sieci residualnej mo»e by¢
dozwolony, cho¢ w sieci oryginalnej jest zabroniony.

�cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ nazywamy ±cie»k¦ prost¡ ze ¹ródªa do uj±cia w
sieci residualnej. Przepustowo±¢ residualna ±cie»ki powi¦kszaj¡cej jest to naj-
mniejsza przepustowo±¢ jej kraw¦dzi.
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Rysunek 5.34. Porównanie wydajno±ci algorytmu Edmondsa-Karpa oraz
Forda-Fulkersona dla grafu dictgraph.
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5.5.2. Algorytm Forda-Fulkersona

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa; ¹ródªo source i uj±cie sink.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: Pocz¡tkowo wykonywana jest inicjalizacja sieci residu-
alnej i zerowego przepªywu. W ka»dej iteracji poprzez znajdowanie ±cie»ki
powi¦kszaj¡cej zwi¦ksza si¦ wyliczany przepªyw sieci. Do znajdowania ±cie»-
ki powi¦kszaj¡cej mo»na zastosowa¢ DFS (rozdziaª 5.1.2) lub BFS (rozdziaª
5.1.1). Chocia» ka»da iteracja zwi¦ksza przepªyw, trzeba pami¦ta¢, »e po-
szczególne kraw¦dzie grafu mog¡ zwi¦ksza¢ lub zmniejsza¢ przepªyw (zmniej-
sza¢, poniewa» niektóre kraw¦dzie mog¡ by¢ bardziej potrzebne na innej
±cie»ce). Nale»y zwi¦ksza¢ przepªyw od ¹ródªa source do uj±cia sink dopóki
jest to mo»liwe, czyli dopóki istnieje ±cie»ka powi¦kszaj¡ca. W ka»dym kroku
dana kraw¦d¹ mo»e przyj¡¢ dodatkowy przepªyw równy ró»nicy jej maksy-
malnej pojemno±ci a aktualnej warto±ci przepªywu w niej, jednak do prze-
pªywu w ka»dym kroku dodawana jest maksymalna warto±¢, jaka mo»e by¢
przepchni¦ta przez wszystkie kraw¦dzie z aktualnej ±cie»ki powi¦kszaj¡cej,
czyli minimum z wszystkich wcze±niej wspomnianych dodatkowych mo»li-
wych przepªywów. Sie¢ residualna mo»e zawiera¢ równie» kraw¦dzie, które nie
wyst¦puj¡ w oryginalnym gra�e. Jako »e algorytm manipuluje przepªywem w
celu zwi¦kszenia jego ogólnej warto±ci, czasem mo»e potrzebowa¢ zmniejszy¢
(wycofa¢) przepªyw na jednej z kraw¦dzi. W celu reprezentowania przypusz-
czalnych zmniejsze« (wycofania) przepªywu na kraw¦dzach, nale»y doda¢
do sieci kraw¦dzie odwrotne, których przepustowo±¢ wynosi 0, poniewa» nie
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znajdowaªy si¦ one w gra�e, czyli nie mo»na przez nie pu±ci¢ dodatkowego
przepªywu, a jedynie wycofa¢ ju» istniej¡cy.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ jest ograniczona poprzez O(E|f |), ponie-
wa» ±cie»ka powi¦kszaj¡ca mo»e by¢ znaleziona w czasie O(E), a ta z kolei
mo»e zwi¦ksza¢ przepªyw co najmniej o 1, a» do maksymalnej warto±ci prze-
pªywu |f |.

Uwagi: Przedstawiona implementacja algorytmu Forda-Fulkersona do znaj-
dowania ±cie»ki powi¦kszaj¡cej wykorzystuje algorytm DFS w wersji ze sto-
sem. Przepªywy s¡ umieszczone w tablicy dwuwymiarowej (sªownik sªowni-
ków), przy czym przepªyw ujemny oznacza, »e prawdziwy przepªyw jest w
kierunku przeciwnym.

Listing 5.12. Moduª fordfulkerson.py

#! /usr/bin/python
#Kod inspirowany implementacja ze strony
# http://en.wikipedia.org/wiki/Ford−Fulkerson_algorithm

from model.edge import Edge

from Queue import LifoQueue

import copy

class FordFulkerson(object):

@staticmethod

def execute(graph, source, sink):

copied_graph = copy.deepcopy(graph) # residual network
for edge in graph.iteredges():

copied_graph.add_edge(Edge(edge.target, edge.source, 0))

flows = {}

for node in copied_graph.iternodes():

flows[node] = {}

while True:

min_capacity , parent = FordFulkerson._find_path(

copied_graph , source, sink, flows)

if min_capacity == 0:

break

target = sink

while target != source:

node = parent[target]

flows[node][target] = (

flows[node].get(target, 0) + min_capacity)

flows[target][node] = (

flows[target].get(node, 0) − min_capacity)
target = node

max_flow = sum(flows[source].get(node, 0)

for node in copied_graph.iternodes())
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return max_flow, flows

@staticmethod

def _find_path(residual, source, sink, flows):

parent = {}

for node in residual.iternodes():

parent[node] = None

capacity = {source: float("inf")}

stack = LifoQueue()

stack.put(source)

while not stack.empty():

node = stack.get()

for edge in residual.iteroutedges(node):

cap = edge.weight − flows[edge.source].get(edge.target, 0)
if cap > 0 and parent[edge.target] is None:

parent[edge.target] = edge.source

capacity[edge.target] = min(capacity[edge.source], cap)

if edge.target != sink:

stack.put(edge.target)

else:

return capacity[sink], parent

return 0, parent

5.5.3. Algorytm Edmondsa-Karpa

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa; ¹ródªo source i uj±cie sink.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: Algorytm jest specjalizacj¡ algorytmu Forda-Fulkersona
(rozdziaª 5.5.2), która poprawia jego zªo»ono±¢. Ulepszenie polega na innym
wyborze ±cie»ki powi¦kszaj¡cej, tj. u»ywaj¡c BFS (rozdziaª 5.1.1) wybiera
±cie»k¦ (od ¹ródªa sink do uj±cia sink) o najmniejszej liczbie kraw¦dzi. Z
tego wynika, »e w trakcie wykonywania algorytmu dªugo±ci ±cie»ek powi¦k-
szaj¡cych nie malej¡. Reszta odbywa si¦ jak w algorytmie Forda-Fulkersona.

Zªo»ono±¢ czasowa: Zªo»ono±¢ wynosi O(V E2), poniewa» liczba iteracji
zwi¦kszaj¡cych przepªyw to O(V E). Dlatego, »e na ka»dej ±cie»ce powi¦k-
szaj¡cej wyst¦puje co najmniej jedna kraw¦d¹, która jest krytyczna, co zna-
czy, »e ona decyduje jaki maksymalny przepªyw ma caªa ±cie»ka, a ka»da
kraw¦d¹ |E| mo»e by¢ krytyczna maksymalnie |V |/2 razy. Kiedy kraw¦d¹
osi¡gnie krytyczne zapeªnienie, znika z sieci przepªywowej. Ponadto nie mo»e
si¦ powtórnie pojawia¢ dopóki inna ±cie»ka powi¦kszaj¡ca nie wycofa prze-
pªywu na tej kraw¦dzi. Kraw¦d¹ mo»e sta¢ si¦ ponownie krytyczna, je±li na
±cie»ce przybyªo co najmniej 2 kraw¦dzie, dlatego mo»e sta¢ si¦ |V |/2 razy
krytczn¡. Wyszukanie najkrótszej ±cie»ki to z kolei czas O(E), jaki zajmuje
BFS (rozdziaª 5.1.1).
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Listing 5.13. Moduª edmondskarp.py

#! /usr/bin/python
# Algorytm implementujacy pseudokod ze strony
# http://en.wikipedia.org/wiki/Edmonds−Karp_algorithm

from model.edge import Edge

from Queue import Queue

import copy

class EdmondsKarp(object):

@staticmethod

def execute(graph, source, sink):

copied_graph = copy.deepcopy(graph) # residual network
for edge in graph.iteredges():

copied_graph.add_edge(Edge(edge.target, edge.source, 0))

flows = {}

for node in copied_graph.iternodes():

flows[node] = {}

while True:

min_capacity , parent = EdmondsKarp._find_path(

copied_graph , source, sink, flows)

if min_capacity == 0:

break

target = sink

while target != source:

node = parent[target]

flows[node][target] = (

flows[node].get(target, 0) + min_capacity)

flows[target][node] = (

flows[target].get(node, 0) − min_capacity)
target = node

max_flow = sum(flows[source].get(node, 0)

for node in copied_graph.iternodes())

return max_flow , flows

@staticmethod

def _find_path(residual, source, sink, flows):

parent = {}

for node in residual.iternodes():

parent[node] = None

capacity = {source: float("inf")}

queue = Queue()

queue.put(source)

while not queue.empty():

node = queue.get()

for edge in residual.iteroutedges(node):
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Rysunek 5.35. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Edmondsa-Karpa w
wersji O(V E2) dla grafu dictgraph.
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cap = edge.weight − flows[edge.source].get(edge.target, 0)
if cap > 0 and parent[edge.target] is None:

parent[edge.target] = edge.source

capacity[edge.target] = min(capacity[edge.source], cap)

if edge.target != sink:

queue.put(edge.target)

else:

return capacity[sink], parent

return 0, parent
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Rysunek 5.36. Test zªo»ono±ci obliczeniowej algorytmu Edmondsa-Karpa w
wersji O(V E2) dla grafu matrixgraph.
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Rysunek 5.37. Porównanie czasu wykonania algorytmu Edmondsa-Karpa dla
grafu dictgraph oraz matrixgraph |V | = 500.
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Rysunek 5.38. Porównanie czasu wykonania algorytmu Edmondsa-Karpa dla
grafu dictgraph oraz matrixgraph |V | = 1000.
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6. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono pythonow¡ implementacj¦ grafów wa-
»onych i wielu algorytmów dziaªaj¡cych na takich grafach. Kod ¹ródªowy
algorytmów w wielu wypadkach jest bliski pseudokodowi u»ywanemu w ksi¡»-
kach i artykuªach informatycznych, ale poza tym mo»na go uruchomi¢ na
komputerze z zainstalowanym Pythonem. Naszym zdaniem ma to wielk¡ war-
to±¢ dydaktyczn¡, poniewa» mo»na ªatwo eksperymentowa¢, sprawdza¢ ró»ne
rozszerzenia i warianty algorytmów, wreszcie mo»na rozwi¡zywa¢ konkretne
problemy obliczeniowe.

Prezentowany kod speªnia standardy ze ±wiata Pythona (zgodno±¢ z PEP8),
ale tak»e propaguje dobre praktyki programowania: dobrze dobrane nazwy
zmiennych, modularno±¢, komentarze w kluczowych punktach programu. Kod
jest dobrze przetestowany pod wzgl¦dem poprawno±ci (testy jednostkowe),
ale tak»e pod wzgl¦dem wydajno±ci. Aby korzysta¢ z przygotowanych w
pracy moduªów, nale»y umie±ci¢ katalog src projektu na ±cie»ce przeszuki-
wania moduªów Pythona, np. mo»na doª¡czy¢ nazw¦ katalogu do zmiennej
PYTHONPATH.

W pracy zde�niowano interfejs grafów i podano dwie ró»ne jego realizacje,
sªownikow¡ i macierzow¡. Z testów wynika, »e implementacja sªownikowa w
wi¦kszo±ci przypadków jest tak szybka, jak implementacja macierzowa, a przy
tym jest bardziej oszcz¦dna pami¦ciowo dla grafów rzadkich. Zakªadane cele
pracy zostaªy osi¡gni¦te. Jest jasne, »e kod napisany w Pythonie zwykle nie
b¦dzie szybszy ni» ten napisany w j¦zyku C/C++, czy Java. Jednak ogromn¡
zalet¡ Pythona jest czytelno±¢ kodu, mo»liwo±¢ szybkiego tworzenia dziaªaj¡-
cych prototypów programów, aby sprawdzi¢ ró»ne koncepcje programistycz-
ne. Czasem wystarczy przepisa¢ do innego j¦zyka tylko pewien krytyczny
fragment programu, aby mie¢ w peªni funkcjonaln¡ aplikacj¦.

W ±wiecie wolnego oprogramowania mo»na znale¹¢ wiele bibliotek grafo-
wych, równie» napisanych w Pythonie. Najbardziej rozbudowan¡ wydaje si¦
biblioteka NetworkX [10], a inne mo»na znale¹¢ na stronach Python Package
Index [11]. Funkcjonalno±¢ tych bibliotek jest zwykle wi¦ksza ni» naszego
kodu, poniewa» maj¡ za sob¡ wiele lat rozwoju i sztab programistów. Jednak
w »adnym zbadanym przypadku kod ¹ródªowy nie byª tak przejrzysty, aby
mógª sªu»y¢ do nauki algorytmów. Z reguªy stosowane s¡ zaawansowane kon-
strukcje j¦zyka Python, jest du»o udogodnie« dla u»ytkownika, które jednak
zaciemniaj¡ sedno u»ytych algorytmów.
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A. Kod ¹ródªowy dla klas

kraw¦dziowych

W tym dodatku przedstawimy kod ¹ródªowy klas reprezentuj¡cych kra-
w¦dzie skierowane (klasa Edge) i nieskierowane (klasa UndirectedEdge).

A.1. Klasa Edge

Listing A.1. Moduª edge.py

#! /usr/bin/python

class Edge(object):

def __init__(self, source, target, weight=1):

self.source = source

self.target = target

self.weight = weight

def inverted(self):

return Edge(self.target, self.source, self.weight)

__invert__ = inverted

def __repr__(self):

return "Edge(%s, %s, %s)" % (

repr(self.source), repr(self.target), repr(self.weight))

def __hash__(self):

h = 7 + hash(self.source)

h = h ∗ 17 + hash(self.target)
return h

def __eq__(self, other):

return self.source == other.source and self.target == other.target

def __ne__(self, other):

return not self == other

def __lt__(self, other):

return self.weight < other.weight
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def __gt__(self, other):

return self.weight > other.weight

def __le__(self, other):

return not self > other

def __ge__(self, other):

return not self < other

A.2. Klasa UndirectedEdge

Listing A.2. Moduª undirectededge.py

#! /usr/bin/python

import model.edge

class UndirectedEdge(model.edge.Edge):

def __init__(self, source, target, weight=1):

if source > target:

self.source, self.target = target, source

else:

self.source, self.target = source, target

self.weight = weight

def __repr__(self):

return "UndirectedEdge(%s, %s, %s)" % (

repr(self.source), repr(self.target), repr(self.weight))

def __hash__(self):

h = 7 + hash(self.source) + hash(self.target)

return h
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B. Kod ¹ródªowy dla klas grafowych

Interfejs klas grafowych zostaª zawarty w abstrakcyjnej klasie bazowej
BaseGraph. Nast¦pnie ten interfejs zostaª zrealizowany na dwa ró»ne sposoby,
w implementacji sªownikowej (klasa DictGraph) i implementacji macierzowej
(klasa MatrixGraph). Poni»ej prezentujemy kod ¹ródªowy tych klas.

B.1. Klasa BaseGraph

Listing B.1. Moduª basegraph.py

#! /usr/bin/python

from abc import ABCMeta, abstractmethod

class BaseGraph(object):

# For tests : isinstance(x, BaseGraph).
__metaclass__ = ABCMeta

@abstractmethod

def is_directed(self):

pass

@abstractmethod

def v(self):

pass

@abstractmethod

def e(self):

pass

@abstractmethod

def has_node(self, node):

pass

@abstractmethod

def add_node(self, node, value=None):

pass

@abstractmethod

def get_value(self, node):

pass
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@abstractmethod

def set_value(self, node):

pass

@abstractmethod

def del_node(self, node):

pass

remove_node = del_node

@abstractmethod

def add_edge(self, edge):

pass

@abstractmethod

def del_edge(self, edge):

pass

remove_edge = del_edge

@abstractmethod

def has_edge(self, edge):

pass

@abstractmethod

def iteradjacent(self, node):

pass

@abstractmethod

def iteroutedges(self, source):

pass

@abstractmethod

def iterinedges(self, source):

pass

@abstractmethod

def iternodes(self):

pass

@abstractmethod

def iteredges(self):

pass

@abstractmethod

def weight(self, edge):

pass
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@abstractmethod

def __eq__(self, other):

pass

@abstractmethod

def __ne__(self, other):

pass

@abstractmethod

def add_graph(self, other):

pass

@abstractmethod

def show(self):

pass

B.2. Klasa DictGraph

Listing B.2. Moduª dictgraph.py

#! /usr/bin/python

from model.basegraph import BaseGraph

from model.edge import Edge

class DictGraph(BaseGraph):

def __init__(self, directed=False):

self.edges = {}

self.nodes = {}

self.directed = directed

def is_directed(self):

return self.directed

def v(self):

return len(self.nodes)

def e(self): # could be faster
return sum(1 for edge in self.iteredges())

def has_node(self, node):

return node in self.nodes

def add_node(self, node, value=None):
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self.nodes[node] = value

def get_value(self, node):

return self.nodes[node]

def set_value(self, node, value):

self.nodes[node] = value

def remove_node(self, node):

# remove node with inedges and outedges
for edge in list(self.iterinedges(node)):

self.del_edge(edge)

if self.directed:

for edge in list(self.iteroutedges(node)):

self.del_edge(edge)

del self.nodes[node]

del_node = remove_node

def add_edge(self, edge):

if edge.source == edge.target:

raise ValueError("loops are forbidden")

if not edge.source in self.nodes:

self.nodes[edge.source] = None

if not edge.target in self.nodes:

self.nodes[edge.target] = None

if not self.directed:

if not edge.target in self.edges:

self.edges[edge.target] = {}

if edge.source not in self.edges[edge.target]:

self.edges[edge.target][edge.source] = edge.weight

else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

if not edge.source in self.edges:

self.edges[edge.source] = {}

if edge.target not in self.edges[edge.source]:

self.edges[edge.source][edge.target] = edge.weight

else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

def remove_edge(self, edge):

if not self.directed:

del self.edges[edge.target][edge.source]

del self.edges[edge.source][edge.target]

del_edge = remove_edge
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def has_edge(self, edge):

return (edge.source in self.edges) and (

edge.target in self.edges[edge.source])

def iteradjacent(self, node):

if not node in self.edges:

return iter([])

return self.edges[node].iterkeys()

def iteroutedges(self, source):

if source in self.edges:

for (target, weight) in self.edges[source].iteritems():

yield Edge(source, target, weight)

def iterinedges(self, source):

if self.is_directed():

for (target, sources) in self.edges.iteritems(): # time O(V)
if source in sources:

yield Edge(target, source, sources[source])

else:

for target in self.edges[source]:

yield Edge(target, source, self.edges[target][source])

def iternodes(self):

return self.nodes.iterkeys()

def iteredges(self):

for (source, adj) in self.edges.iteritems():

for (target, weight) in adj.iteritems():

if self.directed or source < target:

yield Edge(source, target, weight)

def weight(self, edge):

if edge.source in self.edges and edge.target in self.edges[edge.source]:

return self.edges[edge.source][edge.target]

else:

return 0 #MatrixGraph compatibility

def __eq__(self, other):

if self.is_directed() is not other.is_directed():

return False

if self.v() != other.v():

return False

for node in self.iternodes(): # time O(V)
if not other.has_node(node):

return False

for edge in self.iteredges(): # time O(E)
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if not other.has_edge(edge):

return False

return True

def __ne__(self, other):

return not self == other

def show(self):

for source in self.iternodes():

print source, ":",

for edge in self.iteroutedges(source):

print "%s(%s)" % (edge.target, edge.weight),

print

def add_graph(self, other):

for node in other.iternodes():

self.add_node(node)

for edge in other.iteredges():

self.add_edge(edge)

B.3. Klasa MatrixGraph

Listing B.3. Moduª matrixgraph.py

#! /usr/bin/python

from model.basegraph import BaseGraph

from model.edge import Edge

class MatrixGraph(BaseGraph):

def __init__(self, n, directed=False):

self.n = n

self.directed = directed

self.data = [[0] ∗ self.n for node in xrange(self.n)]

def is_directed(self):

return self.directed

def v(self):

return self.n

def e(self):

counter = self.n∗∗2
for source in xrange(self.n):

non_edges_number = self.data[source].count(0)
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counter −= non_edges_number
return counter if self.directed else counter / 2

def has_node(self, node):

return True if 0 <= node < self.n else False

def add_node(self, node, value=None):

pass

def get_value(self, node):

pass

def set_value(self, node):

pass

def del_node(self, node):

for source in xrange(self.n):

self.data[source][node] = 0

self.data[node][source] = 0

remove_node = del_node

def add_edge(self, edge):

if edge.source == edge.target:

raise ValueError("loops are forbidden")

if self.data[edge.source][edge.target] == 0:

self.data[edge.source][edge.target] = edge.weight

else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

if not self.directed:

if self.data[edge.target][edge.source] == 0:

self.data[edge.target][edge.source] = edge.weight

else:

raise ValueError("parallel edges are forbidden")

def del_edge(self, edge):

self.data[edge.source][edge.target] = 0

if not self.directed:

self.data[edge.target][edge.source] = 0

remove_edge = del_edge

def has_edge(self, edge):

return self.data[edge.source][edge.target] != 0

def iteradjacent(self, node):

for target in xrange(self.n):

if self.data[node][target] != 0:
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yield target

def iteroutedges(self, source):

for target in xrange(self.n):

if self.data[source][target] != 0:

yield Edge(source, target, self.data[source][target])

def iterinedges(self, source):

for target in xrange(self.n):

if self.data[target][source] != 0:

yield Edge(target, source, self.data[target][source])

def iternodes(self):

return iter(xrange(self.n))

def iteredges(self): # time O(V∗∗2)
for source in xrange(self.n):

for target in xrange(self.n):

if self.data[source][target] != 0 and (self.directed or source < target):

yield Edge(source, target, self.data[source][target])

def weight(self, edge):

return self.data[edge.source][edge.target]

def show(self):

for source in self.iternodes():

print source, ":",

for edge in self.iteroutedges(source):

print "%s(%s)" % (edge.target, edge.weight),

print

def __eq__(self, other):

if self.is_directed() is not other.is_directed():

return False

if self.v() != other.v():

return False

for node in self.iternodes(): # time O(V)
if not other.has_node(node):

return False

if self.e() != other.e(): # time O(V∗∗2)
return False

for edge in self.iteredges(): # time O(V∗∗2)
if not other.has_edge(edge):

return False

return True

def __ne__(self, other):

return not self == other
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def add_graph(self, other):

for node in other.iternodes():

self.add_node(node)

for edge in other.iteredges():

self.add_edge(edge)

6942034059(81)



C. Testy dla klas grafowych

W tym dodatku przedstawimy wyniki testów, w których sprawdzono za-
potrzebowanie na pami¦¢ przy przetwarzaniu grafów, a tak»e zbadano wy-
dajno±¢ czasow¡ wybranych operacji na grafach.

C.1. Wymagania pami¦ciowe grafów

Przy przetwarzaniu grafów wa»na jest znajomo±¢ zapotrzebowania na pa-
mi¦¢ operacyjn¡ oraz dyskow¡, kiedy chcemy trwale zapisa¢ obiekty grafów.
Zbadamy przede wszystkim wielko±ci grafów, które s¡ zachowywane na dysku
za pomoc¡ standardowego moduªu pickle do serializacji obiektów. W prakty-
ce do zapisu lub odczytu grafu z pliku dyskowego potrzeba okoªo dwa razy
wi¦kszej ilo±ci pami¦ci operacyjnej, ni» wielko±¢ pliku dyskowego.

C.1.1. Wymagania pami¦ciowe implementacji sªownikowej

Graf oparty na implementacji sªownikowej zajmuje pami¦¢ proporcjonal-
nie do liczby wierzchoªków i kraw¦dzi O(V +E). Rozmiar grafu w pami¦ci z
samymi wierzchoªkami bez kraw¦dzi b¦dzie si¦ skalowaª jak O(V ). Zale»no±ci
te s¡ takie same dla grafów skierowanch (rys. C.4) i nieskierowanych (rys.
C.5 oraz rys. C.1). Implementacja zawarta w tej pracy tworzy graf nieskiero-
wany tak, »e jednej kraw¦dzi nieskierowanej odpowiadaj¡ wewn¦trznie dwie
kraw¦dzie skierowane. W zwi¡zku z tym graf nieskierowany b¦dzie zajmowaª
w pami¦ci okoªo 2 razy tyle miejca co graf skierowany, kiedy |E| jest znacznie
wi¦ksze od |V | (rys. C.2 oraz rys. C.3). Na rysunku C.3 mo»na zauwa»y¢ t¦
zale»no±¢, bo wykres grafu nieskierowanego |E| = |V | naªo»yª si¦ z wykresem
dla grafu skierowanego |E| = 2|V |. Na rysunku C.3 wida¢ tak»e, »e wielko±¢
grafu jest taka sama dla skierowanego b¡d¹ nieskierowanego grafu, kiedy
rozwa»a si¦ same wierzchoªki bez kraw¦dzi (wykresy naªo»yªy si¦ na siebie).

C.1.2. Wymagania pami¦ciowe implementacji macierzowej

Graf oparty na implementacji macierzowej zajmuje pami¦¢ proporcjonal-
nie do kwadratu liczby wierzchoªków O(V 2) i nie ma znaczenia, czy jest to
graf g¦sty czy rzadki, skierowany (rys.C.7) czy nieskierowany (rys.C.8), bo
zaalokowana pami¦¢ i tak zawsze wynosi w przybli»enu tyle samo - tworzona
jest kwadratowa macierz s¡siedztwa. Rys. C.6 pokazuje rozmiar pami¦ci po-
trzebny na alokacje grafów skierowanych i nieskierowanych. Wida¢, »e pami¦¢
potrzebna na alokacj¦ grafów rzadkich i bez kraw¦dzi wynosi w przybli»eniu
tyle samo, ale grafy g¦ste zajmuj¡ wi¦cej ni» pozostaªe, ponadto graf peªny
nieskierowany wi¦cej ni» peªny skierowany. Jest to efekt uboczny serializacji,

78

1946579644(82)



zero to jeden znak, a inne liczby mog¡ mie¢ wi¦cej cyfr. W pami¦ci opera-
cyjnej grafy b¦d¡ zajmowa¢ tyle samo miejsca.

C.1.3. Porównanie pami¦ciowe implementacji macierzowej i
sªownikowej

Rozmiar grafu w implementacji macierzowej jest mniej wi¦cej staªy w za-
le»no±ci od liczby kraw¦dzi. Rozmiar grafu w implementacji sªownikowej jest
zmienny. Rysunek C.9 zawiera zestawienie rozmiarów grafów skierowanych
i nieskierowanych dla implementacji sªownikowej i macierzowej w zale»no±ci
od liczby wierzchoªków. Rysunek C.11 przedstawia porównanie rozmiarów
grafów peªnych nieskierowanych dla |V | = 1000. Rysunek C.10 przedstawia
porównanie rozmiarów grafów peªnych skierowanych dla |V | = 1000. Wida¢
tutaj, »e mniej wi¦cej przy poªowie zapeªnienia maksymalnej liczby mo»li-
wych kraw¦dzi, implementacja sªownikowa zaczyna zajmowa¢ wi¦cej pami¦ci.
Dzieje si¦ tak dlatego, »e stuktura danych sªownika zajmuje wi¦cej miejsca
ni» prosta tablica, ponadto przy przekroczeniu pewnego wspóªczynnika za-
peªnienia nast¦puje realokacja pami¦ci. Trzeba równie» mie¢ na uwadze, »e
sªownik alokuje troch¦ wi¦cej pami¦ci ni» aktualnie potrzebuje.

C.1.4. Porównanie wydajno±ciowe wybranych operacji na
implementacji macierzowej i sªownikowej

Rysunek C.12 zawiera wykres ±redniego czasu dost¦pu do wagi kraw¦dzi.
Wida¢, »e czas jest staªy, ale implementacja macierzowa jest szybsza. Wy-
nika to z tego, »e sªowniki wewn¡trz swojej implementacji obliczaj¡ funkcje
hashuj¡ce, co stanowi wªasnie ten narzut.

Rysuek C.13 zawiera wykres ±redniego czasu iteracji przypadaj¡cego na
jedn¡ kraw¦d¹. Iteracja po kraw¦dziach w implementacji sªownikowej ma zªo-
»ono±¢ O(E), czyli czas przypadaj¡cy na jedn¡ kraw¦d¹ jest staªy. Iteracja
po kraw¦dziach w implementacji macierzowej ma zªo»ono±¢ O(V 2). Dla grafu
g¦stego wida¢ staª¡ zale»no±¢, poniewa» kraw¦dzi jest wªa±nie O(V 2), Nato-
miast dla grafu rzadkiego wida¢ liniow¡ zale»no±¢, co oznacza »e na ka»d¡
kraw¦d¹ przy iteracji przypada ±rednio O(V ) operacji.
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Rysunek C.1. Porówanie wielko±ci grafów nieskierowancych w pami¦ci dla
dictgraph, w zale»no±ci od V + E.
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Rysunek C.2. Porówanie wielko±ci grafów skierowanych i nieskierowancych
dla grafów g¦stych w pami¦ci dla dictgraph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.3. Porówanie wielko±ci grafów skierowanych i nieskierowancych
dla grafów rzadkich w pami¦ci dla dictgraph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.4. Sprawdzanie wielko±ci grafów skierowanych w pami¦ci dla dict-
graph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.5. Sprawdzanie wielko±ci grafów nieskierowanych w pami¦ci dla
dictgraph.
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Rysunek C.6. Porówanie wielko±ci grafów skierowanych i nieskierowancych
w pami¦ci dla matrixgraph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.7. Sprawdzanie wielko±ci grafów skierowanych w pami¦ci dla ma-
trixgraph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.8. Sprawdzanie wielko±ci grafów nieskierowanych w pami¦ci dla
matrixgraph, w zale»no±ci od V .
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Rysunek C.9. Porównanie rozmiaru grafów dla implementacji sªownikowej i
macierzowej.
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Rysunek C.10. Porównanie rozmiaru grafu (macierzowego i sªownikowego)
skierowanego dla |V | = 1000, w zale»no±ci od liczby kraw¦dzi.
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Rysunek C.11. Porównanie rozmiaru grafu (macierzowego i sªownikowego)
nieskierowanego dla |V | = 1000, w zale»no±ci od liczby kraw¦dzi.
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Rysunek C.12. Sprawdzenie czasu dost¦pu do wagi kraw¦dzi.
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Rysunek C.13. Sprawdzenie czasu iteracji po kraw¦dziach.

-6.5

-6

-5.5

-5

-4.5

-4

-3.5

-3

-2.5

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

lo
g
(t

im
e
) 

[s
]

log(V)

Sprawdzenie czasu iteracji po krawędziach G.iteredges()

a1 = 0.944157 +/- 0.017689
b1 = -6.825486 +/- 0.046984

dictgraph sparse |E|=1|V|
dictgraph complete
matrixgraph sparse |E|=1|V|
matrixgraph complete
log(t) = a1*log(iterEdges()/|E|)+b1

86

6979515475(90)



Bibliogra�a

[1] Python Programming Language - O�cial Website,
http://www.python.org/.

[2] Robin J. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafów, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 1998.

[3] Jacek Wojciechowski, Krzysztof Pie«kosz, Grafy i sieci, Wydawnictwo Nauko-
we PWN, Warszawa 2013.

[4] Python Programming Language - Data Structure's Time Complexity (CPy-
thon),
https://wiki.python.org/moin/TimeComplexity/.

[5] Python Programming Language - How are dictionaries implemented?,
https://docs.python.org/2/faq/design.html#

how-are-lists-implemented/.
[6] Python Programming Language - Why must dictionary keys be immutable?,

https://docs.python.org/2/faq/design.html#

why-must-dictionary-keys-be-immutable/.
[7] Wikipedia, Graph theory, 2014,

https://en.wikipedia.org/wiki/Graph_theory.
[8] Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Cli�ord Stein,

Introduction to Algorithms, Third Edition, The MIT Press, 2009.
[9] D. E. Knuth, Sztuka programowania, tom 1, Wydawnictwa

Naukowo-Techniczne, Warszawa 2002.
[10] NetworkX, wersja 1.9, 2014,

https://networkx.github.io/.
[11] PyPI - the Python Package Index,

https://pypi.python.org/pypi/

87

1852152298(91)


