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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algoryt-
mów zwi¡zanych ze skojarzeniami. Skojarzenie to podzbiór kraw¦dzi w gra�e
nieskierowanym, dla którego co najwy»ej jedna kraw¦d¹ ª¡czy si¦ z którym-
kolwiek wierzchoªkiem grafu. Odnalezienie najwi¦kszego skojarzenia w gra�e
stanowi wa»ny krok w wielu algorytmach aproksymacyjnych, np. dla proble-
mu chi«skiego listonosza, czy problemu komiwoja»era. Dla pewnych typów
grafów znajomo±¢ najwi¦kszego skojarzenia pozwala rozwi¡zywa¢ inne trud-
ne problemy w czasie wielomianowym, np. problem minimalnego pokrycia
wierzchoªkowego.

Zaimplementowano algorytmy pozwalaj¡ce na odnajdywanie skojarze-
nia najwi¦kszego w ró»nych rodzajach grafów. Zastosowano technik¦ pro-
gramowania dynamicznego do stworzenia algorytmu znajduj¡cego najwi¦k-
sze skojarzenie dla drzew. Wyszukiwanie skojarzenia najwi¦kszego w gra-
fach dwudzielnych mo»na sprowadzi¢ do problemu wyznaczania maksymal-
nego przepªywu w sieci przepªywowej. W zwi¡zku z tym zaimplementowa-
no kilka algorytmów zwi¡zanych z t¡ tematyk¡. Zaprezentowano algorytm
Edmondsa-Karpa, algorytmu Dynica i rekurencyjn¡ implementacj¦ metody
Forda-Fulkersona.

Kluczowym algorytmem pozwalaj¡cym na znalezienie skojarzenia naj-
wi¦kszego w dowolnym gra�e nieskierowanym jest algorytm kwiatowy Ed-
mondsa. Jego wynalezienie udowodniªo, »e najwi¦ksze skojarzenie mo»na
znale¹¢ w czasie wielomianowym, co daªo pocz¡tek nowym metodom w teorii
grafów. W pracy przedstawiono implementacj¦ algorytmu Edmondsa wraz ze
szczegóªowym opisem.

Skojarzenia w grafach dwudzielnych wa»onych s¡ zwi¡zane z problemem
przyporz¡dkowania, stanowi¡cym wa»ne zagadnienie optymalizacji kombina-
torycznej. Przedstawiono implementacj¦ algorytmu w¦gierskiego znajduj¡ce-
go skojarzenie o najmniejszej wadze. Dla przypadku ogólnych grafów wa»o-
nych pokazano algorytm zachªanny znajduj¡cy przybli»one rozwi¡zanie tego
problemu.

Sªowa kluczowe: grafy, grafy dwudzielne, skojarzenia, algorytm kwiatowy,
algorytm w¦gierski, sieci przepªywowe, maksymalny przepªyw, skojarzenie
maksymalne, skojarzenie najwi¦ksze, skojarzenie o najmniejszej wadze
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English title: Matching in graph theory

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms for matchings is presen-
ted. Matching in an undirected graph is a subset of edges in which at most one
edge is incident to any graph vertex. Finding a maximum matching in graph
is an important step in many approximation algorithms (Chinese postman
problem and travelling salesman problem among others) and for some types
of graphs it can help in solving other di�cult problems in polynomial time,
for example in �nding minimal vertex cover.

Algorithms for �nding a maximum matching in various graphs are im-
plemented. Dynamic programming is used to �nd a maximum matching in
trees. Finding a maximum matching in the bipartite graphs leads to the
maximum �ow problem in �ow networks. For this reason, a few algorithms
concerning this problem are shown: Ford-Fulkerson algorithm (a recursive
version), Edmonds-Karp algorithm, and Dinic algorithm.

The most important algorithm that allows to �nd a maximum matching
in general graphs is the Edmonds blossom algorithm. Its implemetation is
described in detail, because various methods are based on it. Its invention
proved for the �rst time that a maximum matching could be found in poly-
nomial time.

Matching in weighted bipartite graphs is related to the assignment pro-
blem, which is an important subject in the realm of combinatorial optimiza-
tion. Hungarian algorithm used to solve this problem is shown. In the case of
general weighted graphs, a greedy algorithm for �nding a minimum weight
matching is discussed.

Keywords: graphs, bipartite graphs, matching, blossom algorithm, hunga-
rian algorithm, �ow networks, maximum �ow, maximum matching, maximal
matching, minimum weighted matching
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy s¡ skojarzenia w teorii grafów. Skojarzenie M
jest to podzbiór zbioru kraw¦dzi grafu nieskierowanego taki, »e »adne dwie
kraw¦dzie w M nie maj¡ wspólnego wierzchoªka [1]. Zwykle interesuje nas
znalezienie skojarzenia o najwi¦kszej liczno±ci (skojarzenie najwi¦ksze). Je»eli
kraw¦dzie grafu maj¡ okre±lone wagi (graf wa»ony), to z wielu mo»liwych
skojarze« o najwi¦kszej liczno±ci chcemy wybra¢ skojarzenie o najmniejszej
(lub najwi¦kszej) wadze.

Skojarzenia maj¡ wiele praktycznych zastosowa«, które zostan¡ poda-
ne w niniejszej pracy. Dwa problemy opisane powy»ej zwykle rozbija si¦ na
cztery problemy o rosn¡cym poziomie trudno±ci, gdzie wyró»nia si¦ grafy
dwudzielne. W grafach dwudzielnych zbiór wierzchoªków mo»na podzieli¢ na
dwa niepuste i rozª¡czne zbiory A i B, przy czym wszystkie kraw¦dzie grafu
dwudzielnego maj¡ jeden koniec w A, a drugi w B. Lista problemów jest
nast¦puj¡ca:

1. Najwi¦ksze skojarzenie w gra�e dwudzielnym.
2. Najwi¦ksze skojarzenie w gra�e ogólnym.
3. Skojarzenie o najmniejszej wadze w gra�e dwudzielnym wa»onym.
4. Skojarzenie o najmniejszej wadze w gra�e ogólnym wa»onym.

Pierwsze algorytmy dziaªaj¡ce w czasie wielomianowym w przypadku gra-
fów ogólnych podaª Jack Edmonds [2]. Wprowadziª on koncepcj¦ kwiatów,
które graj¡ kluczow¡ rol¦ we wszystkich algorytmach dla ogólnych grafów.
Algorytm Edmondsa i jego ulepszenia to najwa»niejszy motyw naszej pracy.
Algorytm Edmondsa byª przeªomowy w teorii grafów z wielu wzgl¦dów. Po
pierwsze byª to pierwszy algorytm znajduj¡cy najwi¦ksze skojarzenie w czasie
wielomianowym. Po drugie, w dziedzinie programowania liniowego prowadziª
do poj¦cia wielokomórki (wielotopu) skojarzenia (ang. matching polytope) i
algorytmu na skojarzenie o najmniejszej wadze. Po trzecie, opis tej wielo-
komórki byª przeªomem w kombinatoryce wielokomórkowej (ang. polyhedral
combinatorics) [2].

Naszym celem jest przedstawienie implementacji w j¦zyku Python [3]
algorytmów dotycz¡cych skojarze«, w tym sªynnego algorytmu Edmondsa.

Zagadnienia opisane w pracy nale»¡ do optymalizacji kombinatorycznej
(ang. combinatorial optimalization) lub inaczej optymalizacji dyskretnej. Dzie-
dzina ta omawia problemy optymalizacyjne, które mo»na opisa¢ u»ywaj¡c
grafów, sieci przepªywowych, matroidów. Dobrymi ¹ródªami informacji na
temat problemów zwi¡zanych ze skojarzeniami i sieciami przepªywowymi s¡
ksi¡»ki Lovásza i Plummera [4], Lawlera [5], Papadimitriou i Steiglitza [6],
Ahuji, Magnantiego i Orlina [7]. Z literatury polskiej mo»emy poda¢ jedynie
pozycje po±wi¦cone w ogólno±ci problemom grafowym: [9], [10], [11], [8], [12].
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Tre±¢ niniejszej pracy jest zorganizowana nast¦puj¡co. Rozdziaª 1 omawia
cele pracy i podziaª problemów zwi¡zanych ze skojarzeniami. W rozdzia-
le 2 opisano najwa»niejsze poj¦cia zwi¡zane z teori¡ grafów i skojarzeniami.
Rozdziaª 3 prezentuje bibliotek¦ grafow¡ wykorzystan¡ i rozwijan¡ w pracy.
W rozdziale 4 zawarto opisy oraz implementacje algorytmów sªu»¡cych do
wyszukiwania skojarze« w grafach. Rozdziaª 5 stanowi podsumowanie pracy.
W dodatku A zaª¡czono wyniki testów dla wybranych implementacji algo-
rytmów.

Implementacje algorytmów zostaªy zrealizowane i przetestowane przy u»y-
ciu j¦zyka Python w wersji 2.7.
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2. Teoria grafów

W tym rozdziale zostan¡ przedstawione podstawowe de�nicje i twierdze-
nia z teorii grafów. W literaturze wyst¦puj¡ pewne ró»nice w de�nicjach,
dlatego zawsze trzeba sprawdzi¢ jak dany autor de�niuje u»ywane poj¦cia.
W naszej pracy korzystamy z de�nicji podanych w pracy Sampaio [13].

2.1. Podstawowe de�nicje

Graf nieskierowany jest to para uporz¡dkowana G = (V;E), gdzie V (G)
to zbiór wierzchoªków, a E(G) � [V ]2 to zbiór kraw¦dzi nieskierowanych, przy
czym [V ]2 oznacza wszystkie dwuelementowe podzbiory V (G). Oznaczamy
liczb¦ wierzchoªków przez n = jV (G)j, a liczb¦ kraw¦dzi przez m = jE(G)j.
Je»eli fu; vg, w skrócie uv, jest kraw¦dzi¡ z E(G), to wierzchoªki u, v s¡
s¡siednie i s¡ ko«cami kraw¦dzi uv.

Graf skierowany jest to para uporz¡dkowana G = (V;E), gdzie V (G) to
zbiór wierzchoªków, a E(G) � V � V to zbiór kraw¦dzi skierowanych. Je»eli
(u; v), w skrócie uv, jest kraw¦dzi¡ z E(G), to wierzchoªek u jest pocz¡tkiem,
a wierzchoªek v (s¡siad u) ko«cem kraw¦dzi skierowanej uv.

Zbiór s¡siadów wierzchoªka v w gra�e G oznaczamy przez N(v). Notacj¦
rozszerzamy na zbiór S � V (G), czyliN(S) jest to suma wszystkich s¡siedztw
wierzchoªków ze zbioru S, bez wierzchoªków ze zbioru S. Stopie« wierzchoªka
v w gra�e G to deg(v) = jN(v)j. Najmniejszy stopie« (ang. minimum degree)
grafu G, oznaczany przez �(G), jest to najmniejszy stopie« wierzchoªka w G.
Najwi¦kszy stopie« (ang. maximum degree) grafu G, oznaczany przez �(G),
jest to najwi¦kszy stopie« wierzchoªka w G.

Dopeªnienie (ang. complement, inverse) grafu G, oznaczane przez �G,
jest to graf ze zbiorem wierzchoªków V ( �G) = V (G), oraz zbiorem kraw¦dzi
E( �G) = fuv 2 [V ]2 : uv =2 E(G)g.

Graf H jest podgrafem (ang. subgraph) grafu G, je»eli zbiór wierzchoªków
V (H) � V (G), oraz zbiór kraw¦dzi E(H) � fuv 2 E(G) : u; v 2 V (H)g.
Je»eli E(H) = fuv 2 E(G) : u; v 2 V (H)g, to H nazywamy podgrafem
indukowanym (ang. induced subgraph) grafu G. Podgraf grafu G indukowany
przez zbiór S � V (G) oznaczamy przez G[S].

2.1.1. Spójno±¢

�cie»ka (prosta) (ang. path) jest to graf Pn ze zbiorem wierzchoªków
V (Pn) = fv1; : : : ; vng, oraz zbiorem kraw¦dzi E(Pn) = fvivi+1 : 1 ¬ i ¬
n� 1g. Dªugo±¢ ±cie»ki Pn to liczno±¢ zbioru kraw¦dzi, czyli m = n� 1. Graf
nieskierowany G jest spójny (ang. connected), je»eli istnieje ±cie»ka pomi¦dzy

8
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ka»d¡ par¡ ró»nych wierzchoªków. Skªadowa spójna (ang. connected compo-
nent) grafu nieskierowanego G jest to maksymalny spójny podgraf grafu G.

2.1.2. Cykle i drzewa

Cykl (prosty) (ang. cycle) jest to graf Cn ze zbiorem wierzchoªków V (Cn) =
fv1; : : : ; vng, oraz zbiorem kraw¦dzi E(Cn) = fvivi+1 : 1 ¬ i ¬ n�1g[fvnv1g.
Dªugo±¢ cyklu Cn to liczno±¢ zbioru kraw¦dzi, czyli m = n. Graf G jest acy-
kliczny (ang. acyclic), je»eli nie zawiera »adnego cyklu jako podgrafu. Graf
acykliczny jest czasem nazywany lasem (ang. forest). Drzewo (ang. tree) jest
to spójny graf acykliczny T . Dla drzewa zachodzi zwi¡zek m = n� 1.

2.1.3. Kliki

Graf peªny (ang. complete graph) jest to graf nieskierowany Kn, w którym
ka»da para wierzchoªków jest poª¡czona kraw¦dzi¡. Dla grafu peªnego mamy
zwi¡zek m = n(n� 1)=2. Klika (ang. clique) o rozmiarze k (k-klika) w gra�e
nieskierowanym G jest to zbiór k wierzchoªków z V (G), który indukuje pod-
graf peªny. Klika jest maksymalna (ang. maximal), je»eli nie da si¦ doda¢ do
niej wierzchoªka tak, aby powstaªa wi¦ksza klika. Klika jest najwi¦ksza (ang.
maximum), je»eli nie ma w gra�e wi¦kszej kliki. Klika najwi¦ksza jest te»
maksymalna, ale implikacja w drug¡ stron¦ nie musi by¢ prawdziwa. Rozmiar
najwi¦kszej kliki w gra�e G oznacza si¦ przez !(G) (ang. clique number).

2.1.4. Zbiory niezale»ne

Zbiór niezale»ny (ang. stable set, independent set) o rozmiarze k w gra�e
nieskierowanym G jest to zbiór k wierzchoªków S � V (G) taki, »e ka»da
kraw¦d¹ z E(G) mo»e mie¢ najwy»ej jeden koniec w zbiorze S [14]. Zbiór
niezale»ny jest maksymalny, kiedy nie da si¦ doda¢ do niego wierzchoªka tak,
aby powstaª wi¦kszy zbiór niezale»ny. Zbiór niezale»ny jest najwi¦kszy, kiedy
nie ma w gra�e wi¦kszego zbioru niezale»nego. Zbiór niezale»ny najwi¦kszy
jest te» maksymalny, ale implikacja w drug¡ stron¦ nie musi by¢ prawdziwa.
Rozmiar najwi¦kszego zbioru niezale»nego w gra�e G oznacza si¦ przez �(G)
(ang. independence number).

2.1.5. Dwudzielno±¢

Graf dwudzielny (ang. bipartite graph) jest to graf nieskierowanyG, w któ-
rym zbiór wierzchoªków V (G) mo»e by¢ podzielony na dwa niepuste zbiory
niezale»ne, V (G) = A [ B. Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie zawiera cykli nieparzystych [15]. Graf peªny dwudzielny (ang. complete
bipartite graph) jest to graf dwudzielny Kp;q (p; q  1), w którym zbiór
wierzchoªków jest podzielony na dwie cz¦±ci o wielko±ciach p i q, oraz istnieje
kraw¦d¹ pomi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków z ró»nych cz¦±ci.

2.1.6. Skojarzenia

Skojarzenie (ang. matching) w gra�e nieskierowanym G jest to zbiór kra-
w¦dziM � E(G) taki, »e ka»dy wierzchoªek w V (G) jest ko«cem co najwy»ej
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jednej kraw¦dzi z M [1]. Skojarzenie jest maksymalne, kiedy nie da si¦ doda¢
do niego kraw¦dzi tak, aby powstaªo wi¦ksze skojarzenie. Skojarzenie jest
najwi¦ksze, kiedy nie ma w gra�e wi¦kszego skojarzenia. Skojarzenie naj-
wi¦ksze jest te» maksymalne, ale implikacja w drug¡ stron¦ nie musi by¢
prawdziwa. Rozmiar najwi¦kszego skojarzenia w gra�e G oznacza si¦ przez
�(G) lub �(G) (ang. matching number).

Wierzchoªki z V (G) b¦d¡ce ko«cami kraw¦dzi nale»¡cych do skojarzenia
M s¡ nasycone/skojarzone (ang. saturated/matched), natomiast pozostaªe
wierzchoªki s¡ nienasycone/wolne (ang. unmatched/free). Podobnie kraw¦d¹
jest skojarzona, je»eli nale»y do skojarzenia M , a w przeciwnym przypadku
kraw¦d¹ jest wolna.

Skojarzenie jest doskonaªe (ang. perfect matching), kiedy ka»dy wierzcho-
ªek z V (G) jest nasycony. Skojarzenie doskonaªe mo»e istnie¢ tylko w gra�e
z parzyst¡ liczb¡ wierzchoªków. Skojarzenie doskonaªe jest najmniejszym po-
kryciem kraw¦dziowym.

�cie»ka naprzemienna/alternuj¡ca ze wzgl¦du na M (ang. alternating path
with respect to M ) jest to ±cie»ka prosta skªadaj¡ca si¦ na przemian z kra-
w¦dzi nale»¡cych do zbioru E(G) �M oraz M . �cie»ka naprzemienna jest
powi¦kszaj¡ca ze wzgl¦du na M (ang. augmenting path with respect to M ),
je»eli rozpoczyna si¦ i ko«czy na wierzchoªku wolnym. �cie»ka powi¦kszaj¡ca
ma dªugo±¢ nieparzyst¡, a w przypadku grafów dwudzielnych ko«ce ±cie»ki
powi¦kszaj¡cej s¡ w ró»nych zbiorach. Je»eli w gra�e mamy skojarzenie M i
±cie»k¦ powi¦kszaj¡c¡ P , to mo»emy skonstruowa¢ wi¦ksze skojarzenie przez
operacj¦ M 0 = M � P = (M � P ) [ (P �M), czyli zamieniaj¡c na ±cie»ce
P kraw¦dzie wolne na skojarzone i na odwrót. Nowe skojarzenie ma liczno±¢
jM 0j = jM j+ 1.

Twierdzenie (Berge, 1957): Skojarzenie M w gra�e G jest najwi¦ksze
wtedy i tylko wtedy, gdy w gra�e G nie ma ±cie»ki powi¦kszaj¡cej [10].

Stwierdzenie: Problem znajdowania skojarzenia doskonaªego mo»na wy-
razi¢ jako problem dokªadnego pokrycia. Przestrze« X odpowiada zbiorowi
wierzchoªków grafu, a rodzina podzbiorów tej przestrzeni to zbiory dwuele-
mentowe, odpowiadaj¡ce ko«com ka»dej kraw¦dzi. Niestety to spostrze»enie
niewiele pomaga w szukaniu wydajnego rozwi¡zania, poniewa» problem do-
kªadnego pokrycia w ogólno±ci jest NP-zupeªny. Dla maªych grafów mo»na
ewentualnie skorzysta¢ z algorytmu X Knutha wykorzystuj¡cego backtrac-
king.

2.1.7. Pokrycie wierzchoªkowe

Pokrycie wierzchoªkowe (ang. vertex cover) grafu nieskierowanego G jest
to zbiór wierzchoªków C � V (G) taki, »e ka»da kraw¦d¹ z E(G) ma co
najmniej jeden koniec w zbiorze C [16]. Trywialne pokrycie wierzchoªkowe to
caªy zbiór V (G). Pokrycie wierzchoªkowe jest najmniejsze (ang. minimum),
je»eli w gra�e nie ma pokrycia wierzchoªkowego o mniejszej liczno±ci. Rozmiar
najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego w gra�e G oznacza si¦ przez �(G)
(ang. vertex cover number).
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2.1.8. Pokrycie kraw¦dziowe

Pokrycie kraw¦dziowe (ang. edge cover) grafu nieskierowanego G jest to
zbiór kraw¦dzi L � E(G) taki, »e ka»dy wierzchoªek z V (G) jest ko«cem co
najmniej jednej kraw¦dzi w zbiorze L [17]. Trywialne pokrycie kraw¦dziowe
to caªy zbiór E(G). Pokrycie kraw¦dziowe jest najmniejsze (ang. minimum),
je»eli w gra�e nie ma pokrycia kraw¦dziowego o mniejszej liczno±ci. Rozmiar
najmniejszego pokrycia kraw¦dziowego w gra�e G oznacza si¦ przez �(G)
(ang. edge cover number).

2.2. Kilka wa»nych twierdze«

Identyczno±ci Gallai: Dla dowolnego grafu G
(1) �(G) + �(G) = jV (G)j,
(2) �(G) + �(G) = jV (G)j, je»eli G nie ma wierzchoªków stopnia 0.
Ad. (1). Z de�nicji zbioru niezale»nego S wynika, »e V (G)�S jest pokryciem
wierzchoªkowym. Ad. (2). Dowód w pracy [13].

Twierdzenie Minimax Königa (1931): Je»eli graf G jest dwudzielny,
to wtedy �(G) = �(G). Twierdzenie Königa jest centralnym twierdzeniem
w teorii grafów. Jest szczególnym przypadkiem kilku innych twierdze« [13].

Twierdzenie Halla (1935): W gra�e dwudzielnym G = (A[B;E) istnieje
skojarzenie wysycaj¡ce zbiór A wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego zbioru
X � A zachodzi jXj ¬ jN(X)j.

Twierdzenie Frobeniusa (1917): W gra�e dwudzielnym G = (A [B;E)
istnieje skojarzenie doskonaªe wtedy i tylko wtedy, gdy jAj = jBj, oraz dla
ka»dego zbioru X � A zachodzi jXj ¬ jN(X)j.

2.3. Sieci przepªywowe i maksymalny przepªyw

Teoria skojarze« jest silnie powi¡zana z teori¡ sieci przepªywowych, dla-
tego podamy najwa»niejsze fakty z tego ostatniego dziaªu [8], [18].

Sieci przepªywowe: Sie¢ przepªywowa (ang. �ow network) jest to graf skie-
rowany G = (V;E), w którym wszystkie kraw¦dzie (u; v) nale»¡ce do zbioru
E posiadaj¡ nieujemn¡ przepustowo±¢ c(u; v)  0. W gra�e nie wyst¦puj¡
kraw¦dzie przeciwne [8]. Je»eli para wierzchoªków (u; v) nie nale»y do zbioru
kraw¦dzi to przyjmujemy, »e c(u; v) = 0. W sieci przepªywowej wyró»niamy
dwa wierzchoªki: ¹ródªo s i uj±cie t. Przyjmujemy, »e ka»dy wierzchoªek le»y
na pewnej ±cie»ce od ¹ródªa do uj±cia.

Przepªyw: Przepªywem jest ka»da funkcja rzeczywista f : V � V ! R
w sieci przepªywowej G, speªniaj¡ca nast¦puj¡ce warunki:
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� Warunek przepustowo±ci: Dla wszystkich u; v 2 V zachodzi
f(u; v) ¬ c(u; v).

� Warunek sko±nej symetryczno±ci: Dla wszystkich u; v 2 V zachodzi
f(u; v) = �f(v; u).

� Warunek zachowania przepªywu: Dla ka»dego u 2 V � fs; tg zachodzi
P

v2V
f(u; v) = 0.

Wielko±¢ f(u; v), która mo»e mie¢ dodatni¡ lub ujemn¡ warto±¢, jest na-
zywana przepªywem netto z wierzchoªka u do wierzchoªka v i de�niujemy j¡
jako jf j = P

v2V
f(s; v), co oznacza, »e warto±ci¡ przepªywu jest ª¡czny prze-

pªyw który opuszcza ¹ródªo. W problemie maksymalnego przepªywu mamy
dan¡ sie¢ przepªywow¡ G z ¹ródªem s i uj±ciem t. Nale»y odnale¹¢ przepªyw
od ¹ródªa do uj±cia posiadaj¡cy maksymaln¡ warto±¢.

Sie¢ residualna: Przepustowo±ci¡ residualn¡ kraw¦dzi w odniesieniu do
przepªywu f nazywamy ró»nic¦ pomi¦dzy przepustowo±ci¡ kraw¦dzi oraz
warto±ci¡ przepªywu: cf (u; v) = c(u; v) � f(u; v) [dla kraw¦dzi przeciwnej
cf (v; u) = 0 � f(v; u) = f(u; v)]. Przy u»yciu przepustowo±ci residualnych
kraw¦dzi, dla grafu G mo»na stworzy¢ sie¢ residualn¡ indukowan¡ przez
przepªywf : Ef = f(u; v) 2 V � V : cf (u; v)  0)g, która reprezentuje
dost¦pn¡ przepustowo±¢ na kraw¦dziach w sieci przepªywowej G = (V;E).
Sie¢ residualna mo»e wykorzystywa¢ kraw¦dzie nie wyst¦puj¡ce w oryginal-
nej sieci (kraw¦dzie przeciwne).

�cie»ka powi¦kszaj¡ca: Jest to ka»da ±cie»ka ze ¹ródªa s do uj±cia t w sie-
ci residualnej Gf . Ka»da kraw¦d¹ (u; v) na ±cie»ce powi¦kszaj¡cej umo»liwia
dodatni przepªyw netto pomi¦dzy wierzchoªkami u i v bez naruszania prze-
pustowo±ci dla tej kraw¦dzi, co wynika z de�nicji sieci residualnej. Przez sie¢
przepªywa maksymalny przepªyw wtedy i tylko wtedy, gdy w Gf nie istnieje
»adna ±cie»ka powi¦kszaj¡ca.

Sie¢ warstwowa: W sieci residualnej mo»na zde�niowa¢ funkcj¦ dist(v) jako
dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki od ¹ródªa s do wierzchoªka v. Sie¢ warstwowa
na bazie sieci residualnej to graf z kraw¦dziami (u; v) 2 Ef , dla których
dist(v) = dist(u) + 1.

Przepªyw blokuj¡cy: Przepªyw w sieci warstwowej dla którego nie ma
±cie»ki powi¦kszaj¡cej w tej sieci, nazywa si¦ przepªywem blokuj¡cym.

Metoda Forda-Fulkersona (1956): Jest to algorytm zachªanny, który wy-
znacza maksymalny przepªyw poprzez znajdowanie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych
w sieci residualnej. Jest to wªa±ciwie metoda, a nie algorytm, poniewa» roz-
wi¡zanie Forda i Fulkersona jest podstaw¡ kilku algorytmów o ró»nych cza-
sach dziaªania [19]. Je»eli przepustowo±ci kraw¦dzi s¡ caªkowitoliczbowe, to
czas dziaªania metody wynosi O(jf jE), gdzie jf j jest warto±ci¡ optymalne-
go przepªywu. Je»eli przepustowo±ci kraw¦dzi s¡ liczbami niewymiernymi,
to algorytm mo»e dziaªa¢ w niesko«czono±¢. Kilka implementacji algorytmu
jest zawartych w module graphtheory.�ow. fordfulkerson, gdzie do znajdowania
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±cie»ek powi¦kszaj¡cych wykorzystano DFS. W rozdziale 4 poka»emy now¡
implementacj¦ rekurencyjn¡, która pozwala lepiej zobaczy¢ podobie«stwa i
ró»nice w stosunku do szybszych metod.

Algorytm Edmondsa-Karpa (1972): Algorytm poprawia czas dziaªania
metody Forda-Fulkersona przez wybieranie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych, które
s¡ najkrótszymi ±cie»kami od ¹ródªa do uj±cia w sieci residualnej (dªugo±¢
±cie»ki jest mierzona liczb¡ kraw¦dzi). Odpowiada to zastosowaniu BFS do
znajdowania ±cie»ek powi¦kszaj¡cych. Algorytm dziaªa w czasie O(V E2) [20].
Ciekaw¡ wªasno±ci¡ algorytmu jest fakt, »e dªugo±ci kolejnych znajdowanych
±cie»ek rosn¡ monotonicznie. Implementacja algorytmu jest zawarta w modu-
le graphtheory.�ow.edmondskarp. W rozdziale 4 poka»emy now¡ implementacj¦
algorytmu.

Algorytm Dynica (1970): Ten algorytm równie» korzysta z najkrótszych
±cie»ek powi¦kszaj¡cych do wyznaczenia maksymalnego przepªywu, ale sto-
suje dodatkowo nowe techniki, takie jak sie¢ warstwowa (ang. level graph) i
przepªyw blokuj¡cy (ang. blocking �ow). Algorytm dziaªa w czasie O(V 2E)
[21]. Implementacja algorytmu Dinica jest przedstawiona w rozdziale 4. War-
to wspomnie¢, »e algorytm zostaª wynaleziony przez rosyjskiego (pó¹niej
izraelskiego) naukowca Chaima Dynica (ang. Ye�m Dinic) w roku 1970, ale
zostaª spopularyzowany dopiero przez Shimona Evena i Alona Itai w wersji
wykorzystuj¡cej BFS i DFS [21].

Algorytm trzech Hindusów (Malhotra, Kumar, Maheshwari, 1978):
Algorytm MPM przypomina algorytm Dynica, poniewa» te» korzysta z sieci
warstwowej i przepªywów blokuj¡cych. Pojawia si¦ jeszcze poj¦cie przepusto-
wo±ci/potencjaªu wierzchoªka zde�niowane nast¦puj¡co
c(v) = minfPu2V c(u; v);

P
u2V c(v; u)g:

Potencjaªy wierzchoªków s¡ wykorzystywane do znajdowania przepªywów
blokuj¡cych. Dla ustalonej sieci warstwowej algorytm znajduje kolejne wierz-
choªki o najmniejszym potencjale, a nast¦pnie zwi¦ksza przepªyw od danego
wierzchoªka w kierunku uj±cia, a tak»e w drug¡ stron¦ w kierunku ¹ródªa.
Wydajno±¢ algorytmu to O(V 3) [22].

Algorytmy typu push-relabel: Metoda typu prze±lij-przemianuj (ang.
push-relabel) dostarcza wielu szybkich algorytmów obliczania maksymalnego
przepªywu [23]. Ogólny algorytm dziaªa w czasie O(V 2E) (Goldberg, 1986),
jego mody�kacja przemianuj i przesu« na pocz¡tek (ang. relabel-to-front)
dziaªa w czasie O(V 3), rozwi¡zanie z wyborem najbardziej aktywnego wierz-
choªka O(V 2

p
E). Jeszcze szybsze s¡ implementacje z dynamicznymi drzewa-

mi Sleatora-Tarjana. Algorytmy tego typu w czasie dziaªania ªami¡ warunek
zachowania przepªywu. U»ywa si¦ poj¦cia przedprzepªywu (ang. pre�ow).

2.4. Skojarzenia w grafach dwudzielnych

Istnieje kilka metod znajdowania najwi¦kszego skojarzenia w grafach dwu-
dzielnych. Niektóre z nich zostaªy ju» zaimplementowane w pakiecie graphtheory.
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Na pocz¡tek jednak podamy przykªady, w których problemy z »ycia wzi¦te
mo»na opisa¢ u»ywaj¡c skojarze« z teorii grafów.

Przykªad: W pewnym zakªadzie pracy zatrudnieni s¡ pracownicy ze zbioru
A, oraz s¡ przygotowane stanowiska pracy ze zbioru B. Nie ka»dy pracownik
mo»e pracowa¢ przy ka»dym stanowisku. Problem polega na optymalnym
wykorzystaniu pracowników i obsadzeniu stanowisk pracy. W j¦zyku teorii
grafów powiemy, »e nale»y znale¹¢ skojarzenie najwi¦ksze w gra�e dwudziel-
nym G = (A[B;E), przy czym ka»da kraw¦d¹ ze zbioru E ª¡czy pracownika
ze stanowiskiem pracy, na którym jest w stanie pracowa¢ [24].

Przykªad: W sejmie istniej¡ ró»ne komisje zajmuj¡ce si¦ ró»nymi proble-
mami. W skªad komisji wchodz¡ posªowie. Ka»da z komisji ma swojego prze-
wodnicz¡cego i wygodnie jest gdy przewodnicz¡cymi ró»nych komisji s¡ ró»ne
osoby. Jak rozwi¡za¢ ten problem? Niech zbiór A zawiera wierzchoªki odpo-
wiadaj¡ce ró»nym komisjom, a wierzchoªki zbioru B odpowiadaj¡ wszystkim
posªom. Kraw¦dzie ze zbioru E ª¡cz¡ posªów ze zbioru B z komisjami ze
zbioru A, do których nale»¡. Powstaje graf dwudzielny G = (A [ B;E).
Szukamy skojarzenia M wysycaj¡cego zbiór A, o którym mówi twierdzenie
Halla. Wierzchoªki nasycone ze zbioru B b¦d¡ odpowiada¢ przewodnicz¡cym
komisji [24].

Opisany problem to inaczej wyznaczanie zbioru ró»nych reprezentantów.
Chodzi o to, »e dla zbioru posªów B mamy rodzin¦ jego podzbiorów (komisje
sejmowe) i chcemy z tych podzbiorów wybra¢ ró»ni¡cych si¦ reprezentantów.

Metoda Forda-Fulkersona: Metoda polega na stworzeniu sieci przepªywo-
wej z jednostkowymi wagami kraw¦dzi. Odpowiednie twierdzenie gwarantuje
znalezienie najwi¦kszego skojarzenia, które odpowiada maksymalnemu prze-
pªywowi w sieci [8]. Algorytm dziaªa w czasie O(V E) i jest zawarty w module
graphtheory.bipartiteness .matching.

Metoda ±cie»ek powi¦kszaj¡cych: Metoda polega na stopniowym po-
wi¦kszaniu skojarzenia w gra�e dwudzielnym G = (A[B;E) przez wyszuki-
wanie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych [18]. Dla usprawnienia wyszukiwania tworzy
si¦ pomocniczy graf skierowany, w którym kraw¦dzie wolne s¡ skierowane od
A do B, a kraw¦dzie skojarzone od B do A. Scie»ka powi¦kszaj¡ca to b¦-
dzie ±cie»ka skierowana od wierzchoªka wolnego w A do wierzchoªka wolnego
w B. Algorytm dziaªa w czasie O(V E), a jego implementacja jest podana
w rozdziale 4.

Algorytm Hopcrofta-Karpa (1973): Algorytm równie» wykorzystuje ±cie»-
ki powi¦kszaj¡ce, ale zamiast jednej ±cie»ki na iteracj¦ znajduje maksymalny
zbiór najkrótszych ±cie»ek powi¦kszaj¡cych [25]. Algorytm dziaªa w czasie
O(
p
V E) i jest zawarty w module graphtheory.bipartiteness .hopcroftkarp.
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2.5. Skojarzenia w grafach ogólnych

Mo»liwo±¢ odnajdywania skojarzenia najwi¦kszego w dowolnym gra�e po-
siada praktyczne zastosowania. Do rozwi¡zywania tego problemu wykorzy-
stywany jest przede wszystkim algorytm kwiatowy Edmondsa.

Przykªad: Dawcy organów z powodu braku zgodno±ci grup krwi b¡d¹ tka-
nek cz¦sto nie s¡ w stanie przekaza¢ swoich narz¡dów bliskim. Wprowadza
si¦ systemy umo»liwiaj¡ce parowanie rodzin dawców przy u»yciu baz danych
medycznych, tak by dawca z pierwszej rodziny mógª przekaza¢ narz¡d osobie
z drugiej rodziny i odwrotnie. Nie zawsze jest to jednak zadanie trywialne,
gdy» w±ród dawców i biorców mog¡ wyst¦powa¢ zªo»one zale»no±ci; przy-
kªadowo dawca z jednego maª»e«stwa mo»e by¢ w stanie przekaza¢ narz¡d
osobie z drugiej pary, partner tej osoby biorcy z pary trzeciej, za± krewny tej
osoby biorcy z pierwszego maª»e«stwa. [26]. Problem ten mo»na opisa¢ przy
u»yciu grafu, gdzie zbiór wierzchoªków V reprezentuje ró»ne pary, za± zbiór
kraw¦dzi E mo»liwo±¢ wymiany narz¡dów pomi¦dzy nimi. Odnalezienie sko-
jarzenia najwi¦kszego pozwala znale¹¢ kombinacj¦ umo»liwiaj¡c¡ dobranie
do siebie najwi¦kszej liczby par.

Skojarzenia maksymalne: Maksymalne skojarzenie w dowolnym gra�e
mo»na znale¹¢ za pomoc¡ algorytmu zachªannego. Algorytm dziaªa w czasie
O(V + E) i jest zawarty w module graphtheory.algorithms.matching.

Algorytm kwiatowy (Edmonds, 1961): Problem znajdowania najwi¦k-
szego skojarzenia w dowolnych grafach rozwi¡zuje algorytm Edmondsa, zwa-
ny algorytmem kwiatowym (ang. blossom algorithm) [2]. Algorytm zostaª
opublikowany w roku 1965 [27]. Naiwna implementacja algorytmu dziaªa
w czasie O(V 4), bardziej dopracowane w czasie O(V 2E), O(V 3) lub szybciej.

2.6. Skojarzenia w grafach dwudzielnych wa»onych

W przypadku grafów wa»onych, z wielu mo»liwych skojarze« najwi¦k-
szych chcemy wybra¢ skojarzenie o najmniejszej wadze, gdzie waga skojarze-
nia oznacza sum¦ wag kraw¦dzi wchodz¡cych w skªad skojarzenia.

Algorytm w¦gierski (Kuhn, 1955; Munkres, 1957): Algorytm w¦-
gierski, zwany algorytmem Kuhna-Munkresa, dotyczy problemu przypisa-
nia (ang. assignment problem), ale rozwi¡zuje równie» problem skojarzenia
o najmniejszej (lub najwi¦kszej) wadze w grafach dwudzielnych [28]. Wygod-
nie jest tutaj my±le¢ o gra�e w reprezentacji macierzy s¡siedztwa. Zªo»ono±¢
oryginalnego algorytmu wynosi O(V 4), a ulepszona wersja dziaªa w czasie
O(V 3) (Tomizawa).

Problem przypisania mo»na zde�niowa¢ nast¦puj¡co. Mamy n zada« do
wykonania i n maszyn, które mog¡ wykonywa¢ zadania. Dane s¡ koszty wy-
konania ka»dego zadania przez ka»d¡ maszyn¦ (macierz n�n). Nale»y przy-
porz¡dkowa¢ maszyny do zada« tak, aby sumaryczny koszt byª najmniejszy.
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Warto zauwa»y¢, »e na problem przypisania mo»na spojrze¢ jak na pro-
blem znalezienia zbioru niezale»nego o najmniejszej wadze w danej macierzy.
Z macierz¡ kojarzymy graf, w którym wierzchoªkami s¡ pola macierzy. Dwa
pola s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je»eli znajduj¡ si¦ w tym samym wierszu lub
tej samej kolumnie. Warto±ci liczbowe w polach macierzy s¡ wagami wierz-
choªków.

2.7. Skojarzenia w grafach ogólnych wa»onych

W problemie chi«skiego listonosza pojawia si¦ m.in. problem znalezienia
skojarzenia doskonaªego o najmniejszej wadze w gra�e peªnym wa»onym.
Zauwa»my, »e liczba ró»nych skojarze« doskonaªych wynosi (2n)!=n!2n =
(2n� 1)!!, gdzie n jest parzyst¡ liczb¡ wierzchoªków.

Do zastosowa« odnajdywania minimalnego skojarzenia doskonaªego na-
le»y tak»e krok algorytmu aproksymacyjnego sªu»¡cego do rozwi¡zywania
problemu komiwoja»era, tzw. algorytm Christo�desa[29]. Posiada on gwa-
rancj¦ na to, »e znalezione rozwi¡zanie b¦dzie nie gorsze ni» 3=2 rozwi¡zania
optymalnego, którego odnalezienie jest problemem NP-trudnym.

Algorytm zachªanny: Problem skojarzenia o najmniejszej wadze mo»na
rozwi¡za¢ w sposób przybli»ony za pomoc¡ algorytmu zachªannego. Do sko-
jarzenia zaliczane s¡ kolejne kraw¦dzie o najmniejszej wadze, których oba
ko«ce s¡ wolne. Algorytm dziaªa w czasie O(E log V ) i jest zawarty w modu-
le graphtheory.algorithms.matching. Kraw¦dzie s¡ porz¡dkowane wzgl¦dem wag
przy pomocy kolejki priorytetowej. Warto zauwa»y¢, »e je»eli wagi kraw¦dzi
byªyby liczbami caªkowitymi pochodz¡cymi z pewnego ograniczonego prze-
dziaªu, to zastosowanie sortowania bukietowego pozwala uzyska¢ algorytm
przybli»ony dziaªaj¡cy w czasie liniowym O(V + E).

Algorytm dokªadny: Algorytm dokªadny opisany jest w pracy Zvi Ga-
lil [30], a przykªadowa implementacja znajduje si¦ w bibliotece NetworkX
[31], funkcja max_weight_matching(). Implementacja jest bardzo skompliko-
wana, bazuje na metodzie kwiatów Edmondsa przy wyszukiwaniu ±cie»ek
powi¦kszaj¡cych i primal-dual method przy znajdowaniu skojarzenia o naj-
wi¦kszej wadze.

20:5053630927



3. Implementacja grafów

Algorytmy w tej pracy zaimplementowano przy u»yciu biblioteki rozwija-
nej w Instytucie Fizyki UJ [32]. Dostarczane przez ni¡ moduªy pozwalaj¡ na
reprezentacj¦ ró»nego rodzaju grafów. Zostan¡ tu omówione niektóre poj¦cia
i struktury danych wykorzystywane w algorytmach zwi¡zanych ze skojarze-
niami.

3.1. Grafowe struktury danych

Graf: Instancja klasy Graph. Struktura grafu przechowywana jest w postaci
tablicy z haszowaniem - sªownika j¦zyka Python. Atrybut directed okre±la
czy graf jest skierowany. Je»eli graf nie jest skierowany, to wewn¡trz grafu
dla ka»dej nowej kraw¦dzi edge dodawana jest kraw¦d¹ ~edge o przeciwnym
zwrocie.

Algorytm: Klasa posiadaj¡ca co najmniej dwie metody run() oraz __init__,
sªu»¡ce odpowiednio do uruchomienia algorytmu i przygotowania go do pra-
cy poprzez okre±lenie danych wej±ciowych. Zako«czenie dziaªania algorytmu
wi¡»e si¦ ze zmian¡ wewn¦trznego stanu instancji tej klasy, wynik wykona-
nych operacji mo»na sprawdzi¢ odwoªuj¡c si¦ do jej atrybutów.

Wierzchoªek (w¦zeª): Dowolny obiekt, który mo»e sªu»y¢ za klucz w ta-
blicy z haszowaniem. Wymagana jest mo»liwo±¢ sortowania wierzchoªków.

Kraw¦d¹: Instancja klasy Edge. Atrybuty source i target wskazuj¡ na wierz-
choªek pocz¡tkowy i wierzchoªek ko«cowy w kraw¦dzi. Atrybut weight okre±la
wag¦ kraw¦dzi o domy±lnej warto±ci 1. W przypadku warto±ci jednostkowej,
przy wy±wietlaniu reprezentacji obiektu jako ªa«cucha znaków waga jest po-
mijana.

Skojarzenie: Atrybut mate w klasach reprezentuj¡cych algorytmy do obli-
czania skojarze«. Jest to sªownik Pythona, w którym kluczami s¡ wierzchoªki
grafu, a warto±ciami s¡ inne w¦zªy reprezentuj¡ce par¦ w skojarzeniu, b¡d¹
warto±¢ None, je±li wierzchoªek nie ma pary. W algorytmach dla grafów wa»o-
nych sªownik mate mo»e przechowywa¢ caª¡ kraw¦d¹ skierowan¡ do drugiego
wierzchoªka z pary. Dzi¦ki temu ªatwo mo»na obliczy¢ wag¦ skojarzenia.

Przepªyw: Sªownik �ow wykorzystywany w algorytmach operuj¡cych na sie-
ciach przepªywowych. Jego kluczami s¡ wierzchoªki stanowi¡ce ¹ródªa kraw¦-
dzi w sieci, za± jego warto±ciami kolejne sªowniki, których klucze reprezentuj¡
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w¦zªy docelowe tych kraw¦dzi. Dost¦p do aktualnego przepªywu przez kra-
w¦d¹ mo»na uzyska¢ poprzez notacj¦ �ow[source ][ target ]. Warto±¢ maksymal-
nego przepªywu przez sie¢ przepªywow¡ znajduje si¦ w atrybucie max_�ow.

3.2. Przykªadowe sesje interaktywne

Przykªad 1: Szukanie skojarzenia najwi¦kszego w gra�e nieskierowanym
przy u»yciu algorytmu Edmondsa.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o r y import GraphFactory
>>> graph_factory = GraphFactory (Graph )
>>> G = graph_factory . make_connected (200 , False , 300)
>>> from blossom import MaximumMatchingEdmonds
>>> algor i thm = MaximumMatchingEdmonds(G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . mate # wyznaczone s k o j a r z en i e
( dict )

Przykªad 2: Wyznaczanie maksymalnego przepªywu w sieci przepªywowej
(graf skierowany) z u»yciem algorytmów Forda Fulkersona, Edmondsa-Karpa
i Dinica.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o r y import GraphFactory
>>> graph_factory = GraphFactory (Graph )
>>> V = 200
>>> G = graph_factory . make_flow_network (V)
>>> from f low1 import FordFulkersonRecurs ive
>>> from f low2 import EdmondsKarp
>>> from d in i c 1 import Dinic
>>> algor i thm1 = FordFulkersonRecurs ive (G)
>>> algor i thm1 . run (0 , V�1)
>>> algor i thm1 . max_flow # maksymalny przep lyw prze z s i e c
( number )
>>> algor i thm1 . f low # przep lywy prze z krawedz ie
( dict )
>>> algor i thm2 = EdmondsKarp(G)
>>> algor i thm2 . run (0 , V�1)
>>> algor i thm2 . max_flow
(number )
>>> algor i thm2 . f low
( dict )
>>> algor i thm3 = Dinic (G)
>>> algor i thm3 . run (0 , V�1)
>>> algor i thm3 . max_flow
(number )
>>> algor i thm3 . f low
( dict )
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Przykªad 3: Wyznaczanie skojarzenia maksymalnego o najmniejszej wadze
w gra�e wa»onym nieskierowanym (metoda zachªanna, rozwi¡zanie przybli-
»one).

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o r y import GraphFactory
>>> graph_factory = GraphFactory (Graph )
>>> G = graph_factory .make_random(200 , Fa l se )
>>> from matching import MinimumWeightMatchingWithEdges
>>> algor i thm = MinimumWeightMatchingWithEdges (G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . c a r d i n a l i t y # l i c z b a krawedz i w s ko j a r z en i u
( number )
>>> algor i thm . mate # wyznaczone s k o j a r z en i e
( dict )
# Ob l i c zan i e wagi s k o j a r z en i a .
>>> mate_weight = sum( a lgor i thm . mate [ node ] . weight

for node in a lgor i thm . mate i f a lgor i thm . mate [ node ] ) / 2
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4. Algorytmy

Przedstawione algorytmy sªu»¡ do rozwi¡zywania problemu znajdowania
skojarzenia najwi¦kszego w ró»nych rodzajach grafów. W przypadku gra-
fów dwudzielnych zagadnienie to sprowadza si¦ do znalezienia maksymalne-
go przepªywu w sieci przepªywowej, gdy» kraw¦dzie w których odbywa si¦
maksymalny przepªyw odpowiadaj¡ kraw¦dziom nale»¡cym do skojarzenia
najwi¦kszego.

4.1. Metoda Forda-Fulkersona

W tym rozdziale poka»emy rekurencyjn¡ implementacj¦ metody Forda-Ful-
kersona, która nie byªa wcze±niej prezentowana. W niesko«czonej p¦tli while
znajdowane s¡ ±cie»ki powi¦kszaj¡ce za pomoc¡ DFS. Przeszukiwanie reali-
zuje metoda _�nd_path_dfs(). Po dotarciu przeszukiwania do uj±cia, je»eli
mo»liwy jest dodatkowy niezerowy przepªyw, nast¦puje powrót z wywoªa«
rekurencyjnych przy jednoczesnym zapisywaniu tego dodatkowego przepªywu
w tablicy �ow.

Zªo»ono±¢: Szacowana zªo»ono±¢ obliczeniowa metody Forda-Fulkersona od-
powiada O(Ejf j), gdzie f reprezentuje maksymalny przepªyw w gra�e. Od-
nalezienie nowej ±cie»ki powi¦kszaj¡cej w czasie O(E) powoduje popraw¦
przepªywu o co najmniej jedn¡ jednostk¦, jf j stanowi górne ograniczenie na
liczb¦ koniecznych do wykonania iteracji[19].

Listing 4.1. Metoda Forda-Fulkersona.
#!/ usr / b in /python

from edges import Edge

class FordFulkersonRecurs ive :
"""The Ford�Fulkerson a l gor i thm fo r computing the maximum f low . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge )
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

s e l f . f l ow = dict ( )
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for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0
s e l f . max_flow = 0
s e l f . parent = None

def run ( s e l f , source , s ink ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
while True :

s e l f . parent = dict ( ( node , None )
for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) )

min_capacity = s e l f . _find_path_dfs ( s e l f . source , f loat ( " i n f " ) )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . max_flow += min_capacity
else :

break

def _find_path_dfs ( s e l f , source , s ta r t_capac i ty ) :
"""Finding augmenting paths in the r e s i d u a l network . """
i f source == s e l f . s ink :

return s ta r t_capac i ty
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s ( source ) :

cap = edge . weight � s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f cap > 0 and se l f . parent [ edge . t a r g e t ] i s None :

s e l f . parent [ edge . t a r g e t ] = edge . source
min_capacity = min( s tart_capac i ty , cap )
min_capacity = s e l f . _find_path_dfs ( edge . target , min_capacity )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += min_capacity
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] �= min_capacity
return min_capacity

return 0

4.2. Algorytm Edmondsa-Karpa

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, ¹ródªo i uj±cie.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: W niesko«czonej p¦tli while znajdowane s¡ ±cie»ki po-
wi¦kszaj¡ce za pomoc¡ BFS, czyli b¦d¡ to ±cie»ki najkrótsze. Przeszukiwa-
nie realizuje metoda _�nd_path_bfs(). Po dotarciu przeszukiwania do uj±cia,
przepªyw jest zapisywamy w tablicy �ow.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(V E2). Odnalezie-
nie ±cie»ki powi¦kszaj¡cej realizowane jest w czasie O(E). Co najmniej jedna
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z kraw¦dzi musi zosta¢ przy tym nasycona zwi¦kszonym przepªywem, za±
dªugo±¢ nowej ±cie»ki jest nie wi¦ksza ni» liczba wierzchoªków [20].

Listing 4.2. Algorytm Edmondsa-Karpa.

#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue
from edges import Edge

class EdmondsKarp :
"""The Edmonds�Karp a l gor i thm fo r computing the maximum f low . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )
for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge )
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0
s e l f . max_flow = 0

def run ( s e l f , source , s ink ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
while True :

min_capacity = s e l f . _find_path_bfs ( )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . max_flow += min_capacity
else :

break

def _find_path_bfs ( s e l f ) :
"""Finding augmenting paths in the r e s i d u a l network . """
parent = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) )
capac i ty = { s e l f . source : f loat ( " i n f " )}
Q = Queue ( )
Q. put ( s e l f . source )
while not Q. empty ( ) :

node = Q. get ( )
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s ( node ) :

cap = edge . weight � s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f cap > 0 and parent [ edge . t a r g e t ] i s None :

parent [ edge . t a r g e t ] = edge . source
capac i ty [ edge . t a r g e t ] = min( capac i ty [ edge . source ] , cap )
i f edge . t a r g e t != s e l f . s ink :
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Q. put ( edge . t a r g e t )
else :

t a r g e t = s e l f . s ink
while t a r g e t != s e l f . source :

node = parent [ t a r g e t ]
s e l f . f l ow [ node ] [ t a r g e t ] += capac i ty [ s e l f . s ink ]
s e l f . f l ow [ t a r g e t ] [ node ] �= capac i ty [ s e l f . s ink ]
t a r g e t = node

return capac i ty [ s e l f . s ink ]
return 0

4.3. Algorytm Dynica na maksymalny przepªyw

Dane wej±ciowe: Sie¢ przepªywowa, ¹ródªo i uj±cie.

Problem: Wyznaczenie maksymalnego przepªywu.

Opis algorytmu: Algorytm dzieli graf na warstwy wykorzystuj¡c BFS. Na-
st¦pnie znajdowany jest przepªyw blokuj¡cy przy wykorzystaniu DFS. Prze-
pªyw w gra�e jest powi¦kszany, a nast¦pnie powracamy do kroku z podziaªem
grafu na warstwy. Je»eli po podziale grafu na warstwy uj±cie nie jest osi¡gal-
ne, to algorytm ko«czy si¦.

Zªo»ono±¢: Liczba warstw w ka»dym przepªywie blokuj¡cym ro±nie za ka»-
dym razem co najmniej o jeden, wi¦c w algorytmie wyst¡pi co najwy»ej
jV j � 1 przepªywów blokuj¡cych. Graf warstwowy mo»e by¢ zbudowany przy
pomocy BFS w czasie O(E), a przepªyw blokuj¡cy mo»e by¢ przy tym zna-
leziony w czasie O(V E). St¡d zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Dynica wynosi
O(V 2E) [21].

Uwagi: Oryginalny algorytm Dynica ró»ni si¦ od wersji popularyzowanej
przez Evena i Alona, która zostaªa tu pokazana.

Listing 4.3. Algorytm Dynica.
#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue
from edges import Edge

class Dinic :
"""The Dinic ' s a l gor i thm fo r computing the maximum f low . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f not graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s not d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . r e s i d u a l = s e l f . graph . __class__( s e l f . graph . v ( ) , d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . r e s i d u a l . add_node ( node )
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for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) :
s e l f . r e s i d u a l . add_edge ( edge )
s e l f . r e s i d u a l . add_edge (Edge ( edge . target , edge . source , 0 ) )

s e l f . f l ow = dict ( )
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] = dict ( )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f l ow [ source ] [ t a r g e t ] = 0
s e l f . max_flow = 0
s e l f . l e v e l = None

def run ( s e l f , source , s ink ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source == s ink :

raise ValueError ( " source and s ink are the same" )
s e l f . source = source
s e l f . s ink = s ink
while s e l f . _bfs ( ) :

while True :
min_capacity = s e l f . _dfs ( s e l f . source , f loat ( " i n f " ) )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . max_flow += min_capacity
else :

break

def _bfs ( s e l f ) :
"""Find i f more f l ow can be sen t from source to s ink .
Assign l e v e l s to nodes . """
s e l f . l e v e l = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . r e s i d u a l . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . l e v e l [ s e l f . source ] = 0
Q = Queue ( )
Q. put ( s e l f . source )
while not Q. empty ( ) :

node = Q. get ( )
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s ( node ) :

cap = edge . weight � s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f s e l f . l e v e l [ edge . t a r g e t ] i s None and cap > 0 :

s e l f . l e v e l [ edge . t a r g e t ] = s e l f . l e v e l [ edge . source ] + 1
Q. put ( edge . t a r g e t )

return se l f . l e v e l [ s e l f . s ink ] i s not None

def _dfs ( s e l f , node , s ta r t_capac i ty ) :
"""A DFS based func t i on to send f l ow a f t e r BFS has f i g u r e d out
t ha t t h e r e i s a p o s s i b l e f l ow . Leve l s were cons t ruc t ed during BFS. """
i f node == s e l f . s ink :

return s ta r t_capac i ty
for edge in s e l f . r e s i d u a l . i t e r ou t edg e s ( node ) :

cap = edge . weight � s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ]
i f ( ( s e l f . l e v e l [ edge . t a r g e t ] == s e l f . l e v e l [ edge . source ] + 1)

and cap > 0 ) :
min_capacity = min( s tart_capac i ty , cap )
min_capacity = s e l f . _dfs ( edge . target , min_capacity )
i f min_capacity > 0 :

s e l f . f l ow [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] += min_capacity
s e l f . f l ow [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] �= min_capacity
return min_capacity

return 0
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Tabela 4.1. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla skojarze« w przypadku drzew. Licz-
by x; y oznaczaj¡ liczno±¢ skojarze«.

drzewa r0; y r1; y
r0; x r1; x+ y + 1 r0; x+ y
r1; x r1; x+ y r1; x+ y

4.4. Najwi¦ksze skojarzenie dla drzew

Drzewa s¡ grafami dwudzielnymi, wi¦c dost¦pne s¡ algorytmy znajdu-
j¡ce najwi¦ksze skojarzenie w grafach dwudzielnych. Ale mo»na wykorzy-
sta¢ szczególn¡ cech¦ drzew jak¡ jest struktura rekurencyjna, aby stworzy¢
szybszy algorytm. Wykorzystamy podej±cie podane przez Borie, oparte na
metodzie programowania dynamicznego [33].

Przypomnijmy rekurencyjn¡ de�nicj¦ drzewa z korzeniem. Najmniejszym
drzewem jest izolowany wierzchoªek r, co zapisujemy jako drzewo (T; r), zbiór
wierzchoªków V (T ) = frg, zbiór kraw¦dzi E(T ) = ;. Z dwóch drzew (T1; r1)
i (T2; r2) tworzymy wi¦ksze drzewo (T; r) przez poª¡czenie korzeni kraw¦dzi¡,
r = r1, V (T ) = V (T1) [ V (T2), E(T ) = E(T1) [ E(T2) [ f(r1; r2)g.

Najwi¦ksze skojarzenie mo»e nasyca¢ korze« lub nie, dlatego przy ª¡czeniu
drzew nale»y monitorowa¢ dwie klasy rozwi¡za«. Przyjmujemy nast¦puj¡ce
oznaczenia.

� Rozwi¡zanie r0 - najwi¦ksze skojarzenie nie nasycaj¡ce korzenia.
� Rozwi¡zanie r1 - najwi¦ksze skojarzenie nasycaj¡ce korze«.

Nale»y przygotowa¢ tabliczk¦ skªadania rozwi¡za« (tabela 4.1), a ko«cowe
rozwi¡zanie b¦dzie mo»na zapisa¢ jako maxfr0; r1g. Listing 4.4 przedstawia
implementacj¦ algorytmu. Ma on struktur¦ DFS wzbogacon¡ obliczaniem
najwi¦kszego skojarzenia. Na wej±ciu mo»e by¢ podane drzewo lub las, a wy-
nik w postaci skojarzenia zapisany jest jako zbiór kraw¦dzi mate_set i jako
sªownik mate. Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(V ). Wyniki testów algorytmu
znajduj¡ si¦ w dodatku A.1.

Listing 4.4. Moduª treemate.

#!/ usr / b in /python

class BorieMatching :
"""Find a maximum matching f o r t r e e s . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . parent = dict ( ) # dla DFS
# Zbior zawiera jacy krawedz ie na l e zace do s ko j a r z en i a .
s e l f . mate_set = set ( )
# Slownik przechowujacy s k o j a r z en i e .
s e l f . mate = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
# Ustawianie r e ku r en c j i .
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import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) � 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :

# Badanie t y l k o jedne sk l adowe j spo jne j , jedno drzewo .
s e l f . parent [ source ] = None # be fo r e _v i s i t
arg2 = s e l f . _v i s i t ( source )
s e l f . mate_set . update (max( arg2 , key=len ) )

else :
# Tu j e s t l a s , moze byc w i e l e drzew roz l a c znych .
# Sko ja r z en i e b ed z i e suma sko ja r z en roz l a c znych drzew .
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f node not in se l f . parent :
s e l f . parent [ node ] = None # be fo r e _v i s i t
arg2 = s e l f . _v i s i t ( node )
s e l f . mate_set . update (max( arg2 , key=len ) )

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . mate_set )
for edge in s e l f . mate_set : # O(V) time

s e l f . mate [ edge . source ] = edge . t a r g e t
s e l f . mate [ edge . t a r g e t ] = edge . source

def _compose ( s e l f , arg1 , arg2 , edge ) :
"""Compose r e s u l t s wi th an edge connect ing roo t s . """
i f edge . source > edge . t a r g e t :

edge = ~edge
r0a , r1a = arg1
r0b , r1b = arg2
r0 = r0a | r1b
r1 = max( r1a | r0b , r1a | r1b , r0a | r0b | set ( [ edge ] ) , key=len )
return ( r0 , r1 )

def _vi s i t ( s e l f , root ) :
""" Explore r e c u r s i v e l y the connected component . """
# Zaczynamy od drzewa z jednym wierzcho lk i em .
# Nie ma rozwiazania z rootem nalezacym do s ko j a r z en i a .
arg1 = ( set ( ) , set ( ) ) # ( a1_set , b1_set )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( root ) :

i f edge . t a r g e t not in se l f . parent :
s e l f . parent [ edge . t a r g e t ] = root # be fo r e _v i s i t
# Dostaje parametry d la poddrzewa .
arg2 = s e l f . _v i s i t ( edge . t a r g e t )
# Laczenie wynikow . Przekazu je krawedz l a c zaca kor z en i e .
arg1 = s e l f . _compose ( arg1 , arg2 , edge )

return arg1

4.5. Najwi¦ksze skojarzenie dla grafów dwudzielnych

Przedstawimy now¡ implementacj¦ algorytmu znajduj¡cego najwi¦ksze
skojarzenie w gra�e dwudzielnym, przy wykorzystaniu metody ±cie»ek po-
wi¦kszaj¡cych [18].

Dane wej±ciowe: Graf dwudzielny.
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Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego skojarzenia.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od rozpoznania grafu dwudziel-
nego i podziaªu wierzchoªków na dwa zbiory. Nast¦pnie w p¦tli wyszuku-
jemy kolejne ±cie»ki powi¦kszaj¡ce i powi¦kszamy skojarzenie. Wyszukiwa-
nie ±cie»ek powi¦kszaj¡cych koncepcyjnie odbywa si¦ w pomocniczym gra�e
skierowanym, ale faktycznie algorytm dziaªa na oryginalnym gra�e, tylko
odpowiednio sprawdzane s¡ kierunki przechodzenia przez kraw¦dzie grafu.
Znalezione ±cie»ki mog¡ zawiera¢ cykle, dlatego potrzebna jest jaka± metoda
usuwania cykli. W naszej implementacji do usuni¦cia cykli wykorzystujemy
sªownik poprzedników na ±cie»ce. Przechodz¡c ±cie»k¦ od ko«ca przy u»y-
ciu sªownika, pomijamy wszystkie cykle. Taka sama metoda stosowana jest
w algorytmie Wilsona generowania labiryntu.

Zªo»ono±¢: W ka»dym kroku p¦tli while rozmiar skojarzenia ro±nie o jeden.
Górne ograniczenie na rozmiar skojarzenia to jV j=2, st¡d p¦tla wykona si¦
co najwy»ej O(V ) razy. Wyszukanie jednej ±cie»ki zajmuje czas O(E), wi¦c
zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(V E).

Uwagi: Testy pokazuj¡, »e nasza implementacja ma troch¦ wi¦ksz¡ zªo»o-
no±¢.

Listing 4.5. Moduª matchingap.
#!/ usr / b in /python

from b i p a r t i t e import BipartiteGraphBFS

class MatchingUsingAugmentingPath :
"""Algorytm zna jdu jacy maksymalne s k o j a r z en i e w g r a f i e
dwudzielnym . Algorytm wykor zy s tu j e s c i e z k e powieksza jaca . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . graph = graph
s e l f . mate = dict ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
algor i thm = BipartiteGraphBFS ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . v1 = set ( )
s e l f . v2 = set ( )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f a lgor i thm . c o l o r [ node ] == 1 :
s e l f . v1 . add ( node )

else :
s e l f . v2 . add ( node )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
while True :

path_dict = s e l f . _find_augmenting_path ( )
i f path_dict :

s e l f . mate . update ( path_dict )
s e l f . c a r d i n a l i t y += 1
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else :
break

def _find_augmenting_path ( s e l f ) :
"""Metoda szuka jaca s c i e z k i pow i e k s z a j a c e j . """
s e l f . v 1 f r e e = set ( node for node in s e l f . v1 i f s e l f . mate [ node ] i s None)
s e l f . v 2 f r e e = set ( node for node in s e l f . v2 i f s e l f . mate [ node ] i s None)
for node in s e l f . v 1 f r e e :

s e l f . v i s i t ed_e = set ( ) # zapisujemy krawedz ie w ob i e s t rony
s e l f . v i s i t ed_v = l i s t ( ) # l i s t a wierzcho lkow na s c i e z c e ( sa c y k l e ! )
last_node = s e l f . _v i s i t ( node ) # jak s i e nie uda to wy jd z i e node
i f last_node in s e l f . v 2 f r e e :

path = s e l f . _remove_cycles ( )
return se l f . _create_path_dict ( path )

return {}

def _vi s i t ( s e l f , source ) :
"""Metoda oparta na d f s ' i e s zuka jaca maksymalnego s ko j a r z en i a . """
s e l f . v i s i t ed_v . append ( source )
for edge in s e l f . graph . i t e r ou t edg e s ( source ) :

i f edge not in se l f . v i s i t ed_e :
# Tutaj decydujemy o dozwolonym kierunku krawedz i .
i f s e l f . _is_enter ing ( edge ) or se l f . _is_outgoing ( edge ) :

s e l f . v i s i t ed_e . add ( edge )
s e l f . v i s i t ed_e . add(~ edge )
last_node = s e l f . _v i s i t ( edge . t a r g e t )
i f last_node in s e l f . v 2 f r e e :

return last_node # przekazujemy wyzej
# Czyszczenie , chyba ze jes te smy w v2 f r e e .
i f source not in se l f . v 2 f r e e :

s e l f . v i s i t ed_v . pop ( )
return source

def _is_enter ing ( s e l f , edge ) : # from v1 to v2 , edge not in matching
return edge . t a r g e t in s e l f . v2 and se l f . mate [ edge . t a r g e t ] != edge . source

def _is_outgoing ( s e l f , edge ) : # from v2 to v1 , edge in matching
return edge . t a r g e t in s e l f . v1 and se l f . mate [ edge . t a r g e t ] == edge . source

def _remove_cycles ( s e l f ) :
"""Usuwanie c y k l i ze s c i e z k i . """
node_next = { s e l f . v i s i t ed_v [ �1 ] : None}
for i in xrange ( len ( s e l f . v i s i t ed_v )�1):

node_next [ s e l f . v i s i t ed_v [ i ] ] = s e l f . v i s i t ed_v [ i +1]
new_path = [ ]
node = s e l f . v i s i t ed_v [ 0 ]
while node i s not None :

new_path . append ( node )
node = node_next [ node ]

return new_path

def _create_path_dict ( s e l f , path ) :
"""Create d i c t to update matching . """
path_dict = dict ( )
i = 0
while i < len ( path ) : # len ( path ) i s even

source = path [ i ]
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t a r g e t = path [ i + 1 ]
path_dict [ source ] = ta rg e t
path_dict [ t a r g e t ] = source
i += 2

return path_dict

4.6. Algorytm Kuhna-Munkresa

Algorytm Kuhna-Munkresa (metoda w¦gierska) zostanie przez nas wyko-
rzystany do wyznaczenia skojarzenia o najmniejszej wadze w grafach dwu-
dzielnych. Rozwi¡zanie tego problemu odpowiada zagadnieniu porz¡dkowa-
nia zada«, które mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ grafu dwudzielnego peªnego
w postaci macierzy s¡siedztwa. Graf ten posiada t¦ sam¡ liczb¦ wierzchoª-
ków w ich dwóch rozª¡cznych podzbiorach, gdzie jeden podzbiór reprezentuje
zadania do wykonania, a drugi dopasowywanych wykonawców zada« [28].

Dane wej±ciowe: Graf dwudzielny peªny z wagami.

Problem: Wyznaczenie skojarzenia o najmniejszej wadze.

Opis algorytmu: Algorytm wykonywany jest w sze±ciu krokach. Pierwsze
dwa realizowane s¡ jednokrotnie, na pocz¡tku dziaªania programu.

1. Odj¦cie elementu najmniejszego od wszystkich pozostaªych w ka»dym
wierszu macierzy s¡siedztwa z wagami zada«.

2. Odnalezienie w zaktualizowanej macierzy wspóªrz¦dnych wskazuj¡cych
gdzie znajduje si¦ zero i oznaczenie go gwiazdk¡ (ZERO-STAR). Krok ten
powtarzany jest dla ka»dego pozostaªego zera w macierzy, je»eli w jego
wierszu b¡d¹ kolumnie nie znajduje si¦ ju» inne zero oznaczone gwiazdk¡.

3. Zakrycie ka»dej kolumny macierzy posiadaj¡cej zero oznaczone gwiazdk¡
przed jej dalszym sprawdzaniem. Je»eli zakryto wszystkie kolumny ma-
cierzy, wspóªrz¦dne macierzy gdzie znajduj¡ si¦ aktualnie zera oznaczone
gwiazdk¡ reprezentuj¡ optymalne skojarzenie. W przeciwnym razie prze-
chodzimy do kroku numer 4.

4. Odnalezienie zer które nie zostaªy zakryte przed dalszym sprawdzaniem
i oznaczenie ich jako zero prim (ZERO-PRIME). Je»eli w wierszu gdzie
znajduje si¦ zero prim nie ma »adnego zera oznaczonego gwiazdk¡, prze-
chodzimy do kroku numer 5. W przeciwnym razie zakrywamy ten wiersz
przed dalszym sprawdzaniem, odsªaniaj¡c natomiast kolumn¦ z odnale-
zionym zerem oznaczonym gwiazdk¡. Kontynuujemy dopóki nie pozosta-
nie »adne zasªoni¦te zero oznaczone gwiazdk¡. Zapami¦tujemy najmniej-
sz¡, odsªoni¦t¡ w ten sposób warto±¢ i przechodzimy do kroku numer 6.

5. Zaczynaj¡c od wspóªrz¦dnych elementu zero prim, z którym tra�li±my
przechodz¡c z kroku numer 4, wyszukujemy naprzemiennie zero oznaczo-
ne gwiazdk¡ w jego kolumnie, a nast¦pnie zero oznaczone prim w wierszu
zera oznaczonego gwiazdk¡. Kontynuujemy dopóki nie odnajdziemy takie-
go zera oznaczonego prim, dla którego nie ma zera oznaczonego gwiazdk¡
w tej samej kolumnie. Usuwamy gwiazdk¦ ze wszystkich odwiedzonych
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po drodze elementów oznaczonych gwiazdk¡, odwiedzonym elementom
oznaczonym prim przypisujemy za± gwiazdk¦ zamiast prim. Odsªaniamy
wszystkie elementy macierzy i powracamy do kroku numer 3.

6. Warto±¢ odnalezion¡ w kroku 4 dodajemy do ka»dego elementu ka»dego
zasªoni¦tego wiersza i odejmujemy j¡ od wszystkich elementów ka»dej
niezasªoni¦tej kolumny. Powracamy do kroku numer 4.

Zªo»ono±¢: Zastosowana implementacja to ulepszona wersja macierzowa ory-
ginalnej metody w¦gierskiej, posiada zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(V 3) [28].

Uwagi: Graf wej±ciowy konwertowany jest do macierzy wag zada« przed
rozpocz¦ciem dziaªania algorytmu, za± po jego wykonaniu wynik w postaci
wspóªrz¦dnych macierzy jest z powrotem dopasowywany do elementów grafu
wej±ciowego. Wiersze macierzy reprezentuj¡ jeden rozª¡czny podzbiór peªne-
go grafu dwudzielnego, kolumny drugi.

Listing 4.6. Moduª hungarian.

#!/ usr / b in /python

from b i p a r t i t e import BipartiteGraphBFS

ZERO, ZERO_STAR, ZERO_PRIME = 0 , 1 , 2

class BipartiteMatchingMunkresGraph :
"""Find maximum ca r d i n a l i t y matching us ing Munkres a l gor i thm
(Hungarian Method ) .
Based on h t t p s :// en . w i k i p ed i a . org / w ik i /Hungarian_algorithm
and d e t a i l e d a l gor i thm de s c r i p t i o n from
h t t p :// c s c l a b . murraystate . edu/~bob . p i l g r im /445/munkres . html

A t t r i b u t e s
����������

graph : input d i r e c t e d graph ( graph r ep r e s en t a t i on )
must be complete b i p a r t i t e ( b i c l i q u e ) , wi th d i s j o i n t NxM node
su b s e t s o f the same s i z e

Notes
�����

"""

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "The graph i s d i r e c t ed " )
b i p a r t i t e_co l o r i n g = BipartiteGraphBFS ( graph )
# throws ValueError i f graph i s not b i p a r t i t e
b i pa r t i t e_co l o r i n g . run ( )
s e l f . f i rst_component = sorted ( ( v for v in b i pa r t i t e_co l o r i n g . c o l o r

i f b i pa r t i t e_co l o r i n g . c o l o r [ v ] == 0))
s e l f . second_component = sorted ( ( v for v in b i pa r t i t e_co l o r i n g . c o l o r

i f b i pa r t i t e_co l o r i n g . c o l o r [ v ] == 1))

i f len ( s e l f . f i rst_component ) != len ( s e l f . second_component ) :
raise ValueError ( "Connected components do not match in s i z e " )
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second_component_set = set ( s e l f . second_component )
for node in s e l f . f i rst_component :

i f graph [ node ] . viewkeys ( ) != second_component_set :
raise ValueError ( " Input b i p a r t i t e graph i s not complete " )

s e l f . matrix = l i s t ( )
for source in s e l f . f i rst_component :

row = l i s t ( )
for t a r g e t in sorted ( graph [ source ] ) :

row . append ( graph [ source ] [ t a r g e t ] . weight )
s e l f . matrix . append ( row )

s e l f . mate = set ( )
s e l f . n = len ( s e l f . matrix )
s e l f . mask = [ [ZERO for i in xrange ( s e l f . n ) ] for j in xrange ( s e l f . n ) ]
s e l f . row_cover = [ Fa l se ] � s e l f . n
s e l f . column_cover = [ Fa l se ] � s e l f . n
s e l f . s ta r r ed_zeroe s = l i s t ( )
s e l f . primed_zeroes = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
s e l f . substract_minimum ( )
s e l f . s t a r_ i n i t i a l_z e r o e s ( )
s e l f . minimize_assignments ( )

for i , row in enumerate( s e l f . mask ) :
for j , va l in enumerate( row ) :

i f s e l f . mask [ i ] [ j ] == ZERO_STAR:
edge_source = s e l f . f i rst_component [ i ]
edge_target = s e l f . second_component [ j ]
s e l f . mate . add ( ( edge_source , edge_target ) )

def substract_minimum ( s e l f ) :
""" ( Step I )
Sub s t r ac t the va lue o f the minimum element in every matrix row . """
for row in s e l f . matrix :

row_min = min( row )
for i in xrange ( s e l f . n ) :

row [ i ] = row [ i ] � row_min

def s t a r_ in i t i a l_z e r o e s ( s e l f ) :
""" ( Step I I )
Find ze roe s in matrix and s t a r them i f the rows or columns
con ta in ing them are not a l r eady covered .
Cover row and column a f t e r f i n d i n g a zero to s t a r . """
for i , row in enumerate( s e l f . matrix ) :

for j , va l in enumerate( row ) :
i f ( s e l f . matrix [ i ] [ j ] == ZERO and not se l f . row_cover [ i ]

and not se l f . column_cover [ j ] ) :
s e l f . row_cover [ i ] = True
s e l f . column_cover [ j ] = True
s e l f . mask [ i ] [ j ] = ZERO_STAR

s e l f . c l ea r_cover s ( )

def c l ea r_cover s ( s e l f ) :
"""Clear covers p laced during search ing f o r z e roe s to s t a r /prime . """
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for i in xrange ( s e l f . n ) :
s e l f . row_cover [ i ] = Fal se
s e l f . column_cover [ i ] = Fal se

def minimize_assignments ( s e l f ) :
""" ( Step I I I and Step V)
Find the optimum assignment by t r a v e r s i n g the co s t matrix . """
while s e l f . cover_starred_zeroes_columns ( ) :

zero_elem = s e l f . cover_al l_zeroes ( )
s e l f . primed_zeroes . append ( zero_elem )
# here s t a r t s s t ep V
while zero_elem :

zero_elem = s e l f . f ind_starred_zero_in_column ( zero_elem [ 1 ] )
i f zero_elem :

s e l f . s ta r r ed_zeroe s . append ( zero_elem )
zero_elem = s e l f . find_primed_zero_in_row ( zero_elem [ 0 ] )
s e l f . s ta r r ed_zeroe s . append ( zero_elem )

s e l f . star_primes_and_clear ( )

def cover_starred_zeroes_columns ( s e l f ) :
"""Cover a l l columns where s t a r r ed zero i s pre sen t in any row .
Return t rue i f t h e r e are columns ye t to be covered . """
for i in xrange ( s e l f . n ) :

s e l f . column_cover [ i ] = any(
mask_row [ i ] == ZERO_STAR for mask_row in s e l f . mask )

return not a l l ( s e l f . column_cover )

def cover_al l_zeroes ( s e l f ) :
""" ( Step IV)
Find a l l z e roe s a v a i l a b l e , t h a t can ye t be covered in matrix .
Return i f any found element does not have a s t a r r ed zero in row . """
while True :

ze ro_pos i t i on = s e l f . f ind_noncovered_zero ( )
i f ze ro_pos i t i on i s None :

s e l f . update_matrix_with_new_minimum ()
else :

s e l f . mask [ ze ro_pos i t i on [ 0 ] ] [ z e ro_pos i t i on [ 1 ] ] = ZERO_PRIME
starred_value_index = None
for i , va l in enumerate( s e l f . mask [ ze ro_pos i t i on [ 0 ] ] ) :

i f va l == ZERO_STAR:
starred_value_index = i
break

i f starred_value_index i s not None :
s e l f . row_cover [ z e ro_pos i t i on [ 0 ] ] = True
s e l f . column_cover [ starred_value_index ] = Fal se

else :
return ze ro_pos i t i on

def star_primes_and_clear ( s e l f ) :
""" Stars prime va l u e s and c l e a r s o ther markings . """
for zero in s e l f . s ta r r ed_zeroe s :

s e l f . mask [ ze ro [ 0 ] ] [ z e ro [ 1 ] ] = ZERO
for zero in s e l f . primed_zeroes :

s e l f . mask [ ze ro [ 0 ] ] [ z e ro [ 1 ] ] = ZERO_STAR

s e l f . s ta r r ed_zeroe s = l i s t ( )
s e l f . primed_zeroes = l i s t ( )
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for i , row in enumerate( s e l f . mask ) :
for j , va l in enumerate( row ) :

i f va l == ZERO_PRIME:
s e l f . mask [ i ] [ j ] = ZERO

s e l f . c l ea r_cover s ( )

def update_matrix_with_new_minimum( s e l f ) :
""" ( Step VI)
Update matrix based on the found minimum va lue . """
minimum = s e l f . f ind_smallest_uncovered_value ( )
for i , row in enumerate( s e l f . matrix ) :

for j , va l in enumerate( row ) :
i f s e l f . row_cover [ i ] :

s e l f . matrix [ i ] [ j ] += minimum
i f not se l f . column_cover [ j ] :

s e l f . matrix [ i ] [ j ] �= minimum

def f ind_smallest_uncovered_value ( s e l f ) :
"""Find the sma l l e s t va lue in co s t matrix t ha t i s not covered . """
minimum = None
for i , row in enumerate( s e l f . matrix ) :

for j , va l in enumerate( row ) :
i f not se l f . row_cover [ i ] and not se l f . column_cover [ j ] :

i f minimum i s None :
minimum = val

i f va l < minimum :
minimum = val

return minimum

def f ind_noncovered_zero ( s e l f ) :
""" I f e x i s t s , re turn any ( f i r s t ) uncovered zero in the matrix . """
for i , row in enumerate( s e l f . matrix ) :

for j , va l in enumerate( row ) :
i f ( va l == ZERO and not se l f . row_cover [ i ]

and not se l f . column_cover [ j ] ) :
return ( i , j )

def f ind_starred_zero_in_column ( s e l f , column_index ) :
""" I f e x i s t s , re turn the index o f s t a r r ed zero occur ing in column . """
for i , row in enumerate( s e l f . mask ) :

i f row [ column_index ] == ZERO_STAR:
return ( i , column_index )

def find_primed_zero_in_row ( s e l f , row_index ) :
""" I f e x i s t s , re turn the index o f s t a r r ed zero occur ing in row . """
for j , va l in enumerate( s e l f . mask [ row_index ] ) :

i f va l == ZERO_PRIME:
return ( row_index , j )

4.7. Algorytm kwiatowy Edmondsa

Algorytm kwiatowy sªu»y do wyznaczania najwi¦kszego skojarzenia w do-
wolnych grafach. Zostaª wynaleziony przez Jacka Edmondsa w 1961 roku,
udowadniaj¡c »e problem odnajdywania skojarzenia najwi¦kszego w dowol-
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nym gra�e posiada zªo»ono±¢ wielomianow¡. Dziaªanie algorytmu opiera si¦
na wyszukiwaniu ±cie»ek powi¦kszaj¡cych w gra�e. Nazwa algorytmu zwi¡-
zana jest z jego kluczowym krokiem, który realizowany jest podczas prze-
szukiwania grafu i nast¦puje wtedy, gdy zostaje odnaleziony w nim cykl
o nieparzystej dªugo±ci. Wierzchoªki nale»¡ce do cyklu s¡ "ª¡czone" w jeden
wierzchoªek - kwiat - który po odnalezieniu ±cie»ki powi¦kszaj¡cej w gra�e
jest z powrotem "rozwijany" do osobnych elementów [2].

Nasza implementacja jest adaptacj¡ kodu podanego przez Davida Epp-
steina, zamieszczonego w serwisie ActiveState Code [34].

Dane wej±ciowe: Dowolny nieskierowany graf.

Problem: Wyznaczenia skojarzenia najwi¦kszego w gra�e.

Opis algorytmu: Dziaªanie algorytmu opiera si¦ na wyszukiwaniu ±cie-
»ek powi¦kszaj¡cych w gra�e. Wyszukiwanie nowej ±cie»ki rozpoczyna si¦
od odnalezienia wierzchoªków grafu, które nie nale»¡ do skojarzenia. Lista
ta sukcesywnie pomniejsza si¦ wraz ze zwi¦kszaniem wielko±ci skojarzenia.
Wierzchoªki te nast¦pnie s¡ po kolei sprawdzane i mog¡ sªu»y¢ za element
nowej ±cie»ki powi¦kszaj¡cej.

Wraz z kolejnymi krokami algorytmu, wierzchoªki przypisywane s¡ do
dwóch zbiorów, reprezentuj¡cych naprzemienne pozycje na ±cie»ce. Zbiór T
zawiera elementy nieparzyste na ±cie»ce powi¦kszaj¡cej, poczynaj¡c od wierz-
choªka od którego zostaªa utworzona ±cie»ka, za± zbiór S elementy parzyste.
�cie»ki powi¦kszaj¡ce tworzone s¡ poprzez odnajdywanie kraw¦dzi zaczyna-
j¡cych si¦ od nieparzystego wierzchoªka wolnego (nienale»¡cego do skojarze-
nia) i ko«cz¡cych si¦ na innym, nieparzystym wierzchoªku wolnym. Cz¦±ci¡
±cie»ki powi¦kszaj¡cej mo»e by¢ podzbiór ju» istniej¡cego skojarzenia.

W sytuacji, gdy podczas przeszukiwania struktury grafu odnaleziony zo-
stanie cykl nieparzystej dªugo±ci, jego wierzchoªki zostaj¡ tymczasowo ª¡-
czone w kwiat, którego elementy traktowane jak jeden wierzchoªek. Kwiat
w tej implementacji reprezentowany jest przez struktur¦ zbiorów rozª¡cznych,
poprzez sprawdzanie przynale»no±ci elementów do obiektu leader. Dziaªanie
algorytmu ko«czy si¦, gdy podczas poszukiwa« nowej ±cie»ki powi¦kszaj¡cej
w gra�e nie zostanie odnaleziony nowy cykl nieparzystej dªugo±ci, a równo-
cze±nie ±cie»ka powi¦kszaj¡ca nie zostaªa powi¦kszona.

Zªo»ono±¢: Zastosowan¡ implementacj¦ charakteryzuje zªo»ono±¢ oblicze-
niowa O(V E�(V;E)), gdzie �(V;E) to odwrócona funkcja Ackermanna [30].
Warto±¢ tej funkcji dla zwi¦kszaj¡cej si¦ liczby wierzchoªków i kraw¦dzi ro±nie
bardzo powoli [2].

Uwagi: W implementacji algorytmu zastosowano struktur¦ zbiorów rozª¡cz-
nych (klasa UnionFind w module trees). Posiada ona interfejs sªownika, któ-
rego kluczami s¡ wierzchoªki grafu. Sªu»y ona do efektywnego sprawdzania,
do jakiego kwiatu nale»y dany element. W przypadku gdy kwiat, w którym
znajduje si¦ dany wierzchoªek, jest elementem innego kwiatu, zwracany jest
ten najbardziej zewn¦trzny.
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Listing 4.7. Moduª trees.
#!/ usr / b in /python

class UnionFind :
"""UnionFind data s t r u c t u r e wi th path compression and ranking .
Uses ba s i c d i c t i n t e r f a c e f o r acces s to e lements . """

def __init__( s e l f ) :
s e l f . parents = {}
s e l f . ranks = {}

def __getitem__( s e l f , ve r tex ) :
i f ver tex not in se l f . parents :

s e l f . parents [ ve r tex ] = vertex
s e l f . ranks [ ver tex ] = 1
return ver tex

else :
i f ver tex != s e l f . parents [ ve r tex ] :

#recu r s i v e c a l l when acce s s ing d i c t
s e l f . parents [ ve r tex ] = s e l f [ s e l f . parents [ ve r tex ] ]

return se l f . parents [ ve r tex ]

def union ( s e l f , � v e r t i c e s ) :
r oo t s = [ s e l f [ x ] for x in v e r t i c e s ]
h ighest_root = max( [ ( s e l f . ranks [ root ] , root ) for root in r oo t s ] ) [ 1 ]
for root in r oo t s :

i f root != highest_root :
s e l f . ranks [ h ighest_root ] += s e l f . ranks [ root ]
s e l f . parents [ root ] = highest_root

Listing 4.8. Moduª blossom.
#!/ usr / b in /python

from t r e e s import UnionFind

class MaximumMatchingEdmonds :
"""Find maximum ca r d i n a l i t y matching us ing Edmond ' s
blossom�con t rac t i on a l gor i thm .

A t t r i b u t e s
����������

graph : input und i rec t ed graph

Notes
�����

Based on the a l gor i thm rec i p e by David Eppste in :
h t t p :// code . a c t i v e s t a t e . com/ r e c i p e s /
221251�maximum�c a r d i n a l i t y�matching�in�genera l�graphs /
"""
def __init__( s e l f , graph ) :

"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . mate = dict ( )
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def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
while True :

is_improved = s e l f . find_augmenting_path ( )
i f not is_improved :

break

def find_augmenting_path ( s e l f ) :
""" Search f o r a new augmenting path . Return False on f a i l u r e . """

# l eade r : union�f i n d s t r u c t u r e ; the l e ade r o f a blossom i s one
# of i t s v e r t i c e s ( not n e c e s s a r i l y topmost ) , and l e ade r [ u ] a lways
# po in t s to the l e ade r o f the l a r g e s t b lossom conta in ing u
#
# S : d i c t i ona r y o f l e ade r at even l e v e l s o f the s t r u c t u r e t r e e .
# Dic t ionary keys are names o f l e ade r ( as re turned by the union�f i n d
# data s t r u c t u r e ) and va l u e s are the s t r u c t u r e t r e e parent o f the
# blossom (a T�node , or the top v e r t e x i f the blossom i s a roo t o f
# a s t r u c t u r e t r e e ) .
#
# T: d i c t i ona r y o f v e r t i c e s at odd l e v e l s o f the s t r u c t u r e t r e e .
# Dic t ionary keys are the v e r t i c e s ; T[ x ] i s a v e r t e x wi th an unmatched
# edge to x . To f i nd the parent in the s t r u c t u r e tree , use l e ade r [T[ x ] ] .
#
# unexp lored : c o l l e c t i o n o f unexp lored v e r t i c e s w i th in l e ade r o f S
#
# base : i f x was o r i g i n a l l y a T�ver tex , but becomes par t o f
# a blossom , base [ t ] w i l l be the pa i r (u , v ) at the base o f the
# blossom , where u and t are on the same s i d e o f the blossom
# and v i s on the o ther s i d e .

l e ad e r = UnionFind ( )
S = {}
T = {}
unexplored = [ ]
base = {}

for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
i f v not in se l f . mate :

S [ v ] = v
unexplored . append (v )

cur rent = 0
while cur rent < len ( unexplored ) :

u = unexplored [ cur rent ]
cur r ent += 1

for v in s e l f . graph [ u ] :
i f l e ad e r [ v ] in S : # blossom or augmenting path

i f s e l f . contract_or_augment (u , v , l eader ,
S , T, unexplored , base ) :

return True

e l i f v not in T: # pre v i o u s l y unexp lored node , add as T�node
T[ v ] = u
unexplored_node = s e l f . mate [ v ]
i f l e ad e r [ unexplored_node ] not in S :
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S [ unexplored_node ] = v # add i t s match as an S�node
unexplored . append ( unexplored_node )

return False

def contract_or_augment ( s e l f , u , v , l eader , S , T, unexplored , base ) :
"""Handles e i t h e r con t ra c t i n g edges to b lossoms or adding them
to matching . Return False i f path was not augmented . """

i f l e ad e r [ u ] == l eade r [ v ] :
# loop i n s i d e blossom
return False

path1 , head1 = {} , u
path2 , head2 = {} , v

while True :
# move in p a r a l l e l through graph to f i nd common node on two paths
head1 = s e l f . f ind_next_step ( path1 , head1 , l eader , S , T)
head2 = s e l f . f ind_next_step ( path2 , head2 , l eader , S , T)

i f head1 == head2 :
s e l f . create_blossom (u , v , head1 , l eader ,

S , T, unexplored , base )
return False

i f l e ad e r [ S [ head1 ] ] == head1 and l e ad e r [ S [ head2 ] ] == head2 :
s e l f . inverse_path (u , l eader , S , T, base )
s e l f . inverse_path (v , l eader , S , T, base )
s e l f . mate [ u ] = v
s e l f . mate [ v ] = u
return True

i f head1 in path2 :
s e l f . create_blossom (u , v , head1 , l eader ,

S , T, unexplored , base )
return False

i f head2 in path1 :
s e l f . create_blossom (u , v , head2 , l eader ,

S , T, unexplored , base )
return False

def f ind_next_step ( s e l f , path , head , l eader , S , T) :
"""Find next v e r t e x on path when t r a v e r s i n g graph . """
head = l eade r [ head ]
parent = l eade r [ S [ head ] ]
i f parent == head :

return head
path [ head ] = parent
path [ parent ] = l eade r [T[ parent ] ]
return path [ parent ]

def create_blossom ( s e l f , u , v , a , l eader , S , T, unexplored , base ) :
"""Create a new blossom from edge u�v wi th common ances tor a . """
a = l eade r [ a ]
path1 = s e l f . f ind_side_path (u , v , a , l eader , S , T, unexplored , base )
path2 = s e l f . f ind_side_path (v , u , a , l eader , S , T, unexplored , base )
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l e ad e r . union (� path1 )
l e ade r . union (� path2 )
S [ l e ade r [ a ] ] = S [ a ]

def f ind_side_path ( s e l f , v , u , a , l eader , S , T, unexplored , base ) :
"""Find a path to t r a v e r s e the blossom ( from one d i r e c t i o n ) . """
path = [ l e ade r [ u ] ]
b = (u , v )
while path [�1] != a :

tnode = S [ path [ �1 ] ]
path . append ( tnode )
base [ tnode ] = b
unexplored . append ( tnode )
path . append ( l e ade r [T[ tnode ] ] )

return path

def f ind_alternat ing_path ( s e l f , s t a r t , goal , l eader , S , T, base ) :
"""Find a l t e r n a t i n g path from ve r t e x s t a r t to goa l .
I f goa l i s not de f ined , t r a v e r s e s u n t i l reach ing the base
o f the t r e e o f s t a r t . """
path = [ ]
while True :

while s t a r t in T:
u , v = base [ s t a r t ]
us = s e l f . f ind_alternat ing_path (u , s t a r t , l eader , S , T, base )
us . r e v e r s e ( )
path += us
s t a r t = v

path . append ( s t a r t )
i f s t a r t not in se l f . mate :

return path
tnode = s e l f . mate [ s t a r t ]
path . append ( tnode )
i f goa l and tnode == goa l :

return path
s t a r t = T[ tnode ]

def inverse_path ( s e l f , u , l eader , S , T, base ) :
""" Al t e rna t e path from ve r t e x to the base o f i t s t r e e . """
path = s e l f . f ind_alternat ing_path (u , None , l eader , S , T, base )
path . r e v e r s e ( )
p a i r s = zip ( path [ : : 2 ] , path [ 1 : : 2 ] )
for x , y in pa i r s :

s e l f . mate [ x ] = y
s e l f . mate [ y ] = x
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5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono szereg algorytmów wyznaczaj¡cych skojarzenia
w ró»nych typach grafów. Chyba najprostszymi grafami s¡ drzewa, które
posiadaj¡ struktur¦ rekurencyjn¡. Zostaªa ona wykorzystana do konstruk-
cji algorytmu znajduj¡cego najwi¦ksze skojarzenie technik¡ programowania
dynamicznego [33].

Drzewa s¡ równie» grafami dwudzielnymi, a dla tych grafów istniej¡ osob-
ne metody wyznaczania skojarzenia najwi¦kszego. Wykorzystuje si¦ teori¦
sieci przepªywowych i algorytmy wyznaczaj¡ce maksymalny przepªyw. W ra-
mach pracy przygotowano nowe wersje algorytmu Forda-Fulkersona, algoryt-
mu Edmondsa-Karpa, oraz implementacj¦ algorytmu Dynica. Podano tak»e
now¡ implementacj¦ algorytmu znajduj¡cego najwi¦ksze skojarzenie metod¡
±cie»ek powi¦kszaj¡cych.

W przypadku grafów ogólnych mo»emy szybko wyznaczy¢ skojarzenie
maksymalne za pomoc¡ prostego algorytmu zachªannego, dziaªaj¡cego w cza-
sie liniowym. Natomiast skojarzenie najwi¦ksze mo»na wyznaczy¢ za pomoc¡
sªynnego algorytmu kwiatowego Edmondsa. Jest to najtrudniejszy algorytm
omawiany w pracy, którego implementacj¦ doª¡czono do rozwijanej biblioteki
grafowej.

Dla grafów dwudzielnych wa»onych podano algorytm w¦gierski znajduj¡-
cy skojarzenie najwi¦ksze o najmniejszej wadze. Algorytm jest tak»e rozwi¡-
zaniem problemu przypisania.

Przypadek grafów ogólnych wa»onych jest najtrudniejszy do rozwi¡zania.
Mamy do dyspozycji szybki algorytm zachªanny, który znajduje rozwi¡zanie
przybli»one. Algorytm dokªadny jest trudniejszy od algorytmu kwiatowego
Edmondsa i wymaga nowych metod. Jego pythonow¡ implementacj¦ mo»na
znale¹¢ w bibliotece NetworkX, natomiast implementacj¦ w C++, znajduj¡c¡
skojarzenie doskonaªe o najmniejszej wadze, opisaª Kolmogorov [36].

Implementacje wszystkich algorytmów posiadaj¡ zestaw testów sprawdza-
j¡cych poprawno±¢ kodu z u»yciem moduªu unittest . Testy czasowej zªo»ono±ci
obliczeniowej wykonano z u»yciem moduªu timeit.
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A. Testy algorytmów

Rozdziaª zawiera wyniki testów algorytmów, których implementacje po-
wstaªy w ramach niniejszej pracy.

A.1. Testy skojarze« dla drzew

Testowanie algorytmu wyznaczaj¡cego najwi¦ksze skojarzenie dla drzew
metod¡ programowania dynamicznego. Wyniki przedstawia wykres A.1. Do-
stajemy zale»no±¢ O(V ) dla drzew przypadkowych. Drzewa s¡ grafami dwu-
dzielnymi, wi¦c dost¦pne s¡ algorytmy znajduj¡ce najwi¦ksze skojarzenie dla
ogólnych grafów dwudzielnych. Nasze testy pokazuj¡, »e algorytm dedyko-
wany drzewom dziaªa od 10 do 100 razy szybciej ni» ogólne algorytmy.

A.2. Testy skojarze« dla grafów dwudzielnych (±cie»ki
powi¦kszaj¡ce)

Przeprowadzono testy algorytmu pozwalaj¡cego na znalezienie skojarze-
nia najwi¦kszego w grafach dwudzielnych, wykorzystuj¡cego metod¦ ±cie»ek
powi¦kszaj¡cych. Wyniki przedstawia wykres A.2. Praktyczna zªo»ono±¢ ob-
liczeniowa algorytmu troch¦ przekracza O(V E).

A.3. Testy skojarze« dla grafów dwudzielnych (sieci
przepªywowe)

Testy algorytmów sªu»¡cych do odnajdywania najwi¦kszego skojarzenia
w grafach dwudzielnych, poprzez sprowadzenie go do problemu wyszuki-
wania maksymalnego przepªywu w sieci przepªywowej. Metody sprawdzono
na dwóch typach grafów: sieciach przepªywowych o losowej strukturze, oraz
w sieciach dwupoziomowych, odpowiadaj¡cym tym wykorzystywanym w po-
szukiwaniach skojarzenia najwi¦kszego.

Przetestowano nast¦puj¡ce algorytmy:
� algorytm Edmondsa-Karpa (wykresy A.3, A.4),
� rekurencyjna wersj¦ algorytmu Forda-Fulkersona (wykresy A.5, A.6),
� algorytm Dynica (wykresy A.7, A.8).
Wykresy pokazuj¡ zwykle mniejsz¡ zªo»ono±¢ algorytmów ni» przewiduje
teoria, co prawdopodobnie wynika z wªa±ciwo±ci u»ytych generatorów przy-
padkowych sieci przepªywowych. Z drugiej strony, sieci dwuwarstwowe zbu-
dowane do testowania grafów dwudzielnych mog¡ nie by¢ najtrudniejszym
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Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu rekurencyjnego (Borie) dla drzew.
Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczaj¡cego skojarzenia w gra-
fach dwudzielnych bez wag. Wspóªczynnik a wy»szy ni» 1 wskazuje na istnienie

czynników pogarszaj¡cych teoretyczn¡ zªo»ono±¢ O(V E).
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przypadkiem dla algorytmów sieci przepªywowych, przez co czas pracy jest
krótszy ni» oszacowanie ogólne.

A.4. Testy skojarze« dla grafów dwudzielnych wa»onych

Przetestowano algorytm w¦gierski Kuhna-Munkresa, sªu»¡cy do znajdo-
wania skojarzenia o najwi¦kszej wadze w peªnym gra�e dwudzielnym. Wyniki
przedstawia wykres A.9. Implementacja posiada zªo»ono±¢ nieco wy»sz¡ ni»
oczekiwana O(V 3). Mo»liw¡ przyczyn¡ jest sposób w jaki Python operuje
na dynamicznych obiektach list (w przeciwie«stwie do obiektów array o sta-
tycznym rozmiarze), których wydajno±¢ mo»e male¢ przy du»ych zbiorach
danych. By¢ mo»e nale»aªoby rozwa»y¢ u»ycie w implementacji algorytmu
specjalizowanych macierzy z pakietu numpy, u»ywanego w obliczeniach na-
ukowych [35].

A.5. Testy skojarze« dla grafów dowolnych

Przeprowadzono testy algorytmu Edmondsa sªu»¡cego do odnajdywania
skojarzenia najwi¦kszego w dowolnych grafach spójnych. Wyniki przedsta-
wia rysunek A.10. Do celów testowych zastosowano metod¦ tworz¡c¡ grafy
spójne, oraz posiadaj¡ce ograniczon¡ liczb¦ kraw¦dzi na w¦zeª, aby spraw-
dzi¢ dziaªanie algorytmu w warunkach, gdzie konieczne b¦dzie rozwi¡zywanie
problemu wyst¦powania nieparzystych cykli w gra�e poprzez ª¡czenie wierz-
choªków w kwiaty. Mimo to algorytm wykazaª zªo»ono±¢ zasadniczo ni»sz¡
ni» oczekiwana, co mo»e by¢ spowodowane sposobem generowania danych
testowych.
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Edmonds-Karp for random flow networks

a = 1.381091  +/- 0.085713

b = -4.752300  +/- 0.180835

log(t) = a log(V) + b
data

fit

Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu Edmondsa-Karpa dla losowych sieci
przepªywowych w zale»no±ci od liczby wierzchoªków w gra�e. Wpªyw liczby kraw¦-
dzi na zªo»ono±¢ wydaje si¦ mniejszy ni» oczekiwany wzgl¦dem zªo»ono±ci teore-

tycznej O(V E2).
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Edmonds Karp for two level flow networks

a = 2.246995  +/- 0.076208

b = -5.560785  +/- 0.146451

log(t) = a log(V) + b
data
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Rysunek A.4. Wykres wydajno±ci algorytmu Edmondsa-Karpa dla dwuwar-
stwoych sieci przepªywowych w zale»no±ci od liczby wierzchoªków w gra�e. Funkcja
tworz¡ca testowe sieci przepªywowe generuje "pªytkie" i bardzo g¦ste grafy, wpªyw
liczby kraw¦dzi na zªo»ono±¢ wydaje si¦ mniejszy ni» oczekiwany wzgl¦dem zªo»o-

no±ci teoretycznej O(V E2).
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci rekurencyjnej wersji algorytmu
Forda-Fulkersona dla losowych sieci przepªywowych w zale»no±ci od liczby
kraw¦dzi w gra�e. Zªo»ono±¢ teoretyczna algorytmu Forda-Fulkersona wynosi
O(Ejf j), gdzie f odpowiada warto±ci maksymalnego przepªywu i poza zale»-
no±ci¡ liniow¡ od liczby kraw¦dzi, nie jest bezpo±rednio determinowana liczb¡

wierzchoªków i kraw¦dzi.

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(E)

FordFulkersonRecursive two level flow networks

a = 1.920335  +/- 0.051475

b = -6.121025  +/- 0.148578

log(t) = a log(E) + b
data
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Rysunek A.6. Wykres wydajno±ci rekurencyjnej wersji algorytmu
Forda-Fulkersona dla dwuwarstwowych sieci przepªywowych w zale»no±ci od
liczby kraw¦dzi w gra�e. Funkcja tworz¡ca testowe sieci przepªywowe generuje
"pªytkie" i bardzo g¦ste grafy. Zªo»ono±¢ teoretyczna algorytmu Forda-Fulkersona
wynosi O(Ejf j), gdzie f odpowiada warto±ci maksymalnego przepªywu i poza
zale»no±ci¡ liniow¡ od liczby kraw¦dzi, nie jest bezpo±rednio determinowana liczb¡

wierzchoªków i kraw¦dzi.

44

48:1052622764



-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8  3

lo
g

(t
im

e
 [

s]
)

log(V)

Dinic for random flow networks

a = 1.325927  +/- 0.072791

b = -4.576607  +/- 0.153574
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Rysunek A.7. Wykres wydajno±ci algorytmu Dynica dla losowych sieci przepªy-
wowych w zale»no±ci od liczby wierzchoªków w gra�e. Zªo»ono±¢ teoretyczna algo-
rytmu Dynica wynosi O(V 2E), ni»sza ni» kwadratowa zale»no±¢ od liczby wierz-

choªków mo»e wynika¢ ze sposobu generowania losowych sieci testowych.
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Dinic for two level flow networks

a = 2.029705  +/- 0.123575

b = -5.609695  +/- 0.237478

log(t) = a log(V) + b
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Rysunek A.8. Wykres wydajno±ci algorytmu Dynica dla dwuwarstwowych sieci
przepªywowych w zale»no±ci od liczby wierzchoªków w gra�e. Zªo»ono±¢ teoretycz-
na algorytmu Dynica wynosi O(V 2E), wspóªczynnik a zbli»ony do 2 jest maªy

i prawdopodobnie wynika ze sposobu generowania losowych sieci testowych.
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci algorytmu w¦gierskiego dla grafów dwudziel-
nych wa»onych. Wspóªczynnik a wy»szy ni» 3 wskazuje na istnienie czynników

pogarszaj¡cych teoretyczn¡ zªo»ono±¢ O(V 3).
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Rysunek A.10. Wykres testu algorytmu Edmondsa dla grafów spójnych bez wag.
Wspóªczynnikiem nieuwzgl¦dnianym w oznaczonej zªo»ono±ci O(V E) jest odwró-
cona funkcja Ackermanna, która z powodu bardzo powolnego tempa wzrostu jest

traktowana jak staªa.
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