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Streszczenie

Praca prezentuje implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algorytmów dla
grafów szeregowo-równolegªych. Grafy szeregowo-równolegªe (sp-grafy) s¡ to
grafy planarne z dwoma wyró»nionymi wierzchoªkami, przy czym grafy s¡
tworzone rekurencyjnie za pomoc¡ trzech operacji: szeregowej, równolegªej i
jackknife. Najprostszym sp-grafem jest pojedy«cza kraw¦d¹. W pracy rozwa-
»ane s¡ jedynie sp-grafy proste nieskierowane.

W pracy opisano wiele wªa±ciwo±ci sp-grafów i wykorzystano je do imple-
mentacji wydajnych algorytmów, na ogóª dziaªaj¡cych z liniow¡ zªo»ono±ci¡
obliczeniow¡. Zbudowano generatory dla przypadkowych sp-grafów, sp-drzew
i k-drzew. Przygotowano algorytm rozpoznawania sp-grafów, który buduje
sp-drzewo dla danego sp-grafu. Znalezione sp-drzewo jest wykorzystywane
w algorytmach stosuj¡cych metod¦ programowania dynamicznego do znajdo-
wania najwi¦kszego zbioru niezale»nego, najmniejszego zbioru dominuj¡cego,
najwi¦kszego skojarzenia, najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego. Podano
algorytmy do kolorowania wierzchoªków sp-grafu i do znajdowania dosko-
naªego uporz¡dkowania wierzchoªków (PEO) dla uzupeªnienia ci¦ciwowego
danego sp-grafu.

Dodatkowo przygotowano algorytm do znajdowania PEO dla uzupeªnie-
nia ci¦ciwowego grafu Halina. Graf Halina jest grafem planarnym, zbudowa-
nym z pªaskiego rysunku drzewa, posiadaj¡cego co najmniej cztery wierz-
choªki, bez wierzchoªków stopnia dwa. Wszystkie li±cie drzewa, w kolejno±ci
wyznaczonej przez rysunek drzewa, s¡ poª¡czone kraw¦dziami tworz¡cymi
cykl zewn¦trzny. Grafy Halina i sp-grafy nale»¡ do grafów o ograniczonej
szeroko±ci drzewowej.

Sªowa kluczowe: grafy, multigrafy, grafy szeregowo-równolegªe, dekompo-
zycja drzewowa, szeroko±¢ drzewowa, kolorowanie grafu, zbiory niezale»ne,
zbiory dominuj¡ce, pokrycie wierzchoªkowe, skojarzenia, grafy Halina
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English title: Study of series-parallel graphs with Python

Abstract

Python implementation of selected algorithms for series-parallel graphs is
presented. Series-parallel graphs (sp-graphs) are planar graphs with two di-
stinguished vertices, formed recursively by three composition operations: se-
ries, parallel, and jackknife. The simplest sp-graph is a single edge. In this
work, simple undirected sp-graphs are considered only.

Many properties of sp-graphs are described and used to implement e�-
cient algorithms working, as a rule, with linear complexity. Generators for
random sp-graphs, sp-trees, and k-trees are built. The algorithm for recogni-
zing sp-graphs and building a corresponding sp-tree is prepared. An sp-tree
is used in dynamic programming algorithms �nding a maximum independent
set, a minimum dominating set, a maximum matching, a minimum vertex
cover. Algorithms for sp-graph vertex coloring and for a perfect elimination
ordering (PEO) of a chordal completion are given.

Additionaly, the algorithm for a PEO of a chordal completion for a Halin
graph is given. A Halin graph is a planar graph constructed from a planar
drawing of a tree having four or more vertices, no vertices of degree two, by
adding an outer cycle of edges connecting all leafs of the tree in the cyclic
order. Halin graphs and sp-graphs are graphs of bounded treewidth.

Keywords: graphs, multigraphs, series-parallel graphs, tree decomposition,
treewidth, graph coloring, independent sets, dominating sets, vertex cover,
matching, Halin graphs
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest badanie grafów szeregowo-równolegªych
z wykorzystaniem j¦zyka Python do implementacji wybranych algorytmów.
Grafy szeregowo-równolegªe pojawiaj¡ si¦ w wielu zastosowaniach. Klasyczny
sposób obliczania oporu zast¦pczego dla sieci oporników zakªada, »e ta sie¢
jest grafem szeregowo-równolegªym (nale»y jeszcze doda¢ transformacj¦ trój-
k¡ta w gwiazd¦ i na odwrót). Grafy szeregowo-równolegªe mog¡ zosta¢ u»yte
w skomplikowanych systemach komputerowych, w których pojawia si¦ silna
potrzeba optymalnego zorganizowania wykonywanych zada«, tak aby mak-
symalnie wykorzysta¢ dost¦pne zasoby. Sprowadza si¦ to do odpowiedniego
zamodelowania przepªywu operacji, gdzie cz¦±¢ zostanie wykonana pojedyn-
czo (szeregowo), a cz¦±¢ równolegle.

Celem pracy jest implementacja w j¦zyku Python wybranych algorytmów
zwi¡zanych z grafami szeregowo-równolegªymi. Algorytmy te w przybli»eniu
mo»na zaliczy¢ do jednej z trzech kategorii.

1. Rozpoznawanie grafów szeregowo-równolegªych i przedstawienie ich struk-
tury w wygodniejszej postaci sp-drzewa (de�nicja w rozdziale 2).

2. Generowanie grafów szeregowo-równolegªych przypadkowych. Jest to po-
trzebne np. do testowania algorytmów pracuj¡cych na grafach szerego-
wo-równolegªych.

3. Rozwi¡zywanie problemów trudnych w przypadku ogólnych grafów (pro-
blemy nie posiadaj¡ce rozwi¡za« dziaªaj¡cych w czasie wielomianowym),
po zaw¦»eniu si¦ do grafów szeregowo-równolegªych. Wiele problemów
trudnych ma praktyczne znaczenie, dlatego wa»ne jest szukanie takich
rodzin grafów, dla których istniej¡ algorytmy wielomianowe daj¡ce opty-
malne rozwi¡zania. Grafy szeregowo-równolegªe nale»¡ do takich szcze-
gólnych rodzin. Inn¡ szczególn¡ rodzin¦ tworz¡ grafy ci¦ciwowe i czasem
potrzebne jest znalezienie nadgrafu ci¦ciwowego dla badanego grafu. Od-
powiednie algorytmy b¦d¡ pokazane w pracy.

Trzeba pami¦ta¢, »e konstrukcja grafów szeregowo-równolegªych mo»e
prowadzi¢ do powstania kraw¦dzi równolegªych, a wtedy trzeba mówi¢ o mul-
tigrafach, a nie grafach prostych. Niniejsza praca dotyczy grafów szerego-
wo-równolegªych nieskierowanych. W zastosowaniach pojawiaj¡ si¦ równie»
grafy szeregowo-równolegªe skierowane. Sªu»¡ do wizualizacji diagramów prze-
pªywu, sieci zale»no±ci, sieci PERT.

Grafy szeregowo-równolegªe maj¡ szeroko±¢ drzewow¡ równ¡ dwa (de�ni-
cja w rozdziale 2), przez co s¡ podobne do drzew. Ogólnie wyró»nia si¦ grafy
o maªej szeroko±ci drzewowej, poniewa» dla nich istniej¡ wydajne algoryt-
my oparte na technice programowania dynamicznego, rozwi¡zuj¡ce trudne
problemy obliczeniowe. Grafy Halina (de�nicja w rozdziale 2) maj¡ maª¡

7
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szeroko±¢ drzewow¡ równ¡ trzy, dlatego cz¦±¢ niniejszej pracy nawi¡zuje do
tych grafów.

Podstawowe informacje o grafach pojawiaj¡ si¦ w ka»dym powa»nym pod-
r¦czniku do informatyki [1], istniej¡ równie» pozycje w j¦zyku polskim w ca-
ªo±ci po±wi¦cone grafom [2], [3], [4], [5]. Informacje o grafach szeregowo-rów-
nolegªych s¡ trudniej dost¦pne, korzystali±my gªównie z artykuªów w j¦zyku
angielskim.

Do przygotowania nowych implementacji algorytmów dla grafów szerego-
wo-równolegªych wybrano j¦zyk Python [6] ze wzgl¦du na czyteln¡ skªadni¦,
bogat¡ bibliotek¦ standardow¡, oraz istniej¡cy pakiet graphtheory rozwijany
w Instytucie Fizyki UJ [7].

Tre±¢ niniejszej pracy jest zorganizowana nast¦puj¡co. Rozdziaª 1 podaje
cele pracy. Rozdziaª 2 zawiera wprowadzenie do teorii grafów wraz z potrzeb-
nymi de�nicjami i faktami. Rozdziaª 3 prezentuje interfejs biblioteki grafo-
wej wykorzystanej do przygotowania implementacji algorytmów dla grafów
szeregowo-równolegªych. Rozdziaª 4 opisuje nowe implementacje algorytmów.
Rozdziaª 5 stanowi podsumowanie pracy. W dodatku A zebrano wyniki te-
stów wydajno±ciowych.

12:6244312616



2. Teoria grafów

W tym rozdziale po±wi¦cimy troch¦ uwagi podstawowym de�nicjom i
twierdzeniom. Stworzymy tym samym baz¦ teoretyczn¡, która b¦dzie sta-
nowi¢ punkt wyj±cia do tworzenia algorytmów opartych na analizowanych
rodzinach grafowych.

2.1. Podstawowe de�nicje

Ogólnie graf G = (V,E) jest to para uporz¡dkowana, gdzie V (G) to zbiór
wierzchoªków, a E(G) to zbiór kraw¦dzi. Oznaczamy liczb¦ wierzchoªków
i liczb¦ kraw¦dzi odpowiednio przez n = |V (G)|, m = |E(G)|. NG(v) to
s¡siedztwo wierzchoªka v ∈ V (G), czyli zbiór wierzchoªków osi¡galnych z v.

Graf skierowany jest grafem, w którym zbiór kraw¦dzi E(G) skªada si¦
z uporz¡dkowanych par wierzchoªków. Innymi sªowy orientacja poszczegól-
nych kraw¦dzi zde�niowana jest poprzez kolejno±¢ wierzchoªków w odpowia-
daj¡cej parze.Graf nieskierowany jest natomiast grafem, w którym dla zbioru
E(G) nie rozró»nia si¦ kolejno±ci wierzchoªków w parach, w zwi¡zku z czym
orientacja kraw¦dzi nie jest zde�niowana.

Podgraf H jest grafem, który zawiera si¦ w caªo±ci w innym gra�e G.
�ci±lej rzecz ujmuj¡c, zbiór wierzchoªków V (H) zawiera si¦ w V (G), a zbiór
kraw¦dzi E(H) zawiera si¦ w E(G). Graf indukowany H jest szczególnym
przykªadem podgrafu grafu G. Mianowicie wymaga si¦, aby wszystkie kra-
w¦dzie ze zbioru E(G), których oba ko«ce nale»¡ do V (H), nale»aªy do zbioru
E(H).

Klika jest to zbiór wierzchoªków indukuj¡cy graf peªny, w którym ka»de
dwa wierzchoªki s¡ ze sob¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Klika maksymalna jest klik¡,
której nie da si¦ powi¦kszy¢ o kolejny wierzchoªek. Innymi sªowy, nie istnieje
w gra�e »adna inna klika zawieraj¡ca dan¡ klik¦ w caªo±ci. Klika najwi¦ksza
jest klik¡ o najwi¦kszej liczno±ci w kontek±cie danego grafu. Jednocze±nie ma
wªasno±¢ kliki maksymalnej.

�cie»ka jest ci¡giem wierzchoªków wybranych w taki sposób, »e ka»de
dwa s¡siaduj¡ce ze sob¡ w tym ci¡gu wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.
�cie»ka prosta jest ±cie»k¡, w której »aden wierzchoªek nie wyst¦puje wi¦cej
ni» jeden raz. Cykl jest ±cie»k¡, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡
równe. Cykl prosty jest natomiast cyklem, w którym tylko pierwszy i ostatni
wierzchoªek s¡ sobie równe. Graf spójny jest grafem, w którym pomi¦dzy
ka»d¡ par¡ wierzchoªów istnieje jakakolwiek ±cie»ka.

Stopie« wierzchoªka deg(v) to liczba kraw¦dzi wychodz¡cych z wierzchoª-
ka (incydentnych), przy czym p¦tle liczone s¡ jako dwie kraw¦dzie. Najmniej-
szy stopie« grafu δ(G) to wielko±¢ najmniejszego stopnia wierzchoªka w gra�e.
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Najwi¦kszy stopie« grafu ∆(G) to wielko±¢ najwi¦kszego stopnia wierzchoªka
w gra�e.

2.2. Wybrane rodziny grafów

Graf peªny Kn jest nieskierowanym grafem o n wierzchoªkach, w którym
ka»de dwa ró»ne wierzchoªki s¡ ze sob¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Ka»dy graf
peªny stanowi swoj¡ najwi¦ksz¡ klik¦.

Graf cykliczny Cn jest to spójny graf nieskierowany, w którym wszystkie
wierzchoªki s¡ stopnia drugiego. Wªasno±¢ ta sprawia, »e powstaje jeden cykl
biegn¡cy przez wszystkie wierzchoªki grafu. Graf liniowy Pn powstaje z grafu
cyklicznego Cn przez usuni¦cie jednej dowolnej kraw¦dzi.

Graf regularny stopnia k (k-regularny) jest grafem spójnym nieskiero-
wanym, w którym wszystkie wierzchoªki maj¡ stopie« równy k. Przykªadami
takich grafów s¡ na przykªad grafy kubiczne (3-regularne), czyli takie o wierz-
choªkach stopnia 3. Równie» wspomniany wcze±niej graf peªny Kn mo»na
potraktowa¢ jako graf (n− 1)-regularny.

Grafami planarnymi nazywamy wszystkie grafy, które da si¦ narysowa¢
na pªaszczy¹nie w taki sposób, aby »adne dwie kraw¦dzie nie przecinaªy si¦ ze
sob¡. Po przeniesieniu takiego grafu na pªaszczyzn¦, poprzez odwzorowanie
wierzchoªków w punkty o konkretnych wspóªrz¦dnych, powstaje graf pªaski.

Graf koªowy Wn powstaje poprzez poª¡czenie nowego pojedynczego wierz-
choªka bezpo±rednio z ka»dym wierzchoªkiem grafu cyklicznego Cn−1. Ka»dy
graf koªowy jest jednocze±nie grafem planarnym i grafem Hamiltona.

Graf dwudzielny to graf nieskierowany, którego wierzchoªki mo»na podzie-
li¢ na dwa rozª¡czne zbiory w taki sposób, »e ka»da kraw¦d¹ ª¡czy¢ b¦dzie
dwa wierzchoªki jednocze±nie z obu tych zbiorów. Wynikaj¡c¡ z tego wªa-
±ciwo±ci¡ grafu dwudzielnego jest to, »e nie zawiera on nieparzystych cykli.
Graf peªny dwudzielny Kp,q jest grafem dwudzielnym, w którym ka»da pa-
ra wierzchoªków z ró»nych zbiorów jest poª¡czona kraw¦dzi¡. Innymi sªowy
jest on maksymalnym pod wzgl¦dem liczby kraw¦dzi grafem dwudzielnym
prostym.

Graf ci¦ciwowy to graf nieskierowany spójny charakteryzuj¡cy si¦ tym,
»e ka»dy jego cykl skªadaj¡cy si¦ z co najmniej czterech wierzchoªków posia-
da ci¦ciw¦. Ci¦ciwa jest to kraw¦d¹ nie nale»¡ca do cyklu, która ª¡czy dwa
nies¡siednie wierzchoªki z cyklu. Powstaj¡ w ten sposób mniejsze podcykle,
z których najmniejsze zawieraj¡ dokªadnie trzy wierzchoªki.

2.3. Kolorowanie grafu

Kolorowaniem grafu w ogólno±ci nazywamy przyporz¡dkowanie poszcze-
gólnym elementom grafu kolorów (etykiet) w taki sposób, aby »adne dwa s¡-
siaduj¡ce ze sob¡ elementy nie otrzymaªy takiego samego koloru. W praktyce
kolory oznacza si¦ liczbami naturalnymi. Zwykle poszukuje si¦ najmniejszej
liczby kolorów, która daje poprawne kolorowanie. Niestety jest to problem
NP-trudny i jest maªa szansa na znalezienie algorytmu dziaªaj¡cego w czasie
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wielomianowym. Oto najbardziej popularne rodzaje kolorowa«, podzielone
ze wzgl¦du na typ elementów jakich dotycz¡:

1. Kolorowanie wierzchoªków, nazywane te» klasycznym, odnosi si¦ do nada-
wania wierzchoªkom grafu kolorów w taki sposób, »e »adne dwa poª¡czone
t¡ sam¡ kraw¦dzi¡ wierzchoªki nie maj¡ tego samego koloru. Liczba chro-
matyczna grafu G to liczba χ(G) okre±laj¡ca najmniejsz¡ liczb¦ kolorów
potrzebnych do wierzchoªkowego pokolorowania grafu G.

2. Kolorowanie kraw¦dzi polega na przydzieleniu kraw¦dziom kolorów zgod-
nie z zasad¡, »e »adne dwie wspóªdziel¡ce ze sob¡ wierzchoªek kraw¦dzie
nie otrzymaj¡ tego samego koloru. Indeks chromatyczny grafu G to liczba
χ′(G) okre±laj¡ca najmniejsz¡ liczb¦ kolorów potrzebnych do kraw¦dzio-
wego pokolorowania grafu.

3. Kolorowanie ±cian, które odnosi si¦ do grafów planarnych, przypisuje ko-
lory ±cianom tak, aby ka»de dwie wspóªdziel¡ce kraw¦d¹ ±ciany ró»niªy
si¦ kolorem.

2.4. Zbiory niezale»ne

Zbiorem niezale»nym nazywamy taki podzbiór wierzchoªków grafu, spo-
±ród których »adne dwa nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Znalezienie najwi¦kszego
zbioru niezale»nego ze wzgl¦du na liczno±¢ okazuje si¦ by¢ do±¢ du»ym wyzwa-
niem i podobnie jak w przypadku optymalnego kolorowania, nale»y do klasy
problemów NP-trudnych. Czasami rozwa»a si¦ równie» maksymalne zbiory
niezale»ne pod wzgl¦dem inkluzji, czyli takie dla których nie istnieje »aden
wi¦kszy zbiór niezale»ny zawieraj¡cy je w caªo±ci. Znalezienie tych takich
zbiorów jest prostsze i mo»na je wykona¢ w czasie wielomianowym.

2.5. Zbiory dominuj¡ce

Zbiorem dominuj¡cym grafu nazywamy podzbiór wierzchoªkow wybrany
w taki sposób, »e ka»dy wierzchoªek spoza tego zbioru s¡siaduje z pewnym
wierzchoªkiem ze zbioru dominuj¡cego. W wielu sytuacjach pojawia si¦ po-
trzeba znalezienia najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla danego grafu G.
Jego liczno±¢ opisuje liczba γ(G), która nazywana jest liczb¡ dominowania.

Na uwag¦ zasªuguj¡ równie» zbiory totalnie dominuj¡ce, czyli takie w któ-
rych ka»dy wierzchoªek ma co najmniej jednego s¡siada z tego zbioru. Li-
czebno±¢ natomiast opisuje liczba γt(G), któr¡ nazywamy liczb¡ totalnego
zdominowania.

2.6. Pokrycia wierzchoªkowe

Pokryciem wierzchoªkowym nazywamy taki podzbiór wierzchoªków, »e
ka»da kraw¦d¹ w danym gra�e ma przynajmniej jeden koniec nale»¡cy do te-
go zbioru. Najmniejszym pokryciem wierzchoªkowym grafu G nazywamy po-
krycie o najmniejszej liczno±ci i oznaczamy przez τ(G). Problem znalezienia
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najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego jest NP-trudny. Mo»na zauwa»y¢,
»e pokrycie wierzchoªkowe jest jednocze±nie pewnym zbiorem dominuj¡cym
grafu.

2.7. Skojarzenia

Skojarzeniem w gra�e nazywamy podzbiór jego kraw¦dzi, w którym »ad-
ne dwie kraw¦dzie nie wspóªdziel¡ ze sob¡ wierzchoªka. Wyró»nia si¦ kilka
rodzajów skojarze«:
1. Skojarzenie maksymalne - jest to skojarzenie maksymalne pod wzgl¦dem

inkluzji. Wynika z tego, »e dodanie do niego jakiejkolwiek nowej kraw¦dzi
sprawi, »e zbiór przestanie by¢ skojarzeniem.

2. Skojarzenie najwi¦ksze - jest to skojarzenie, które dla danego grafu ma
najwi¦ksz¡ liczno±¢.

3. Skojarzenie doskonaªe - jest to takie skojarzenie, »e ka»dy wierzchoªek
grafu jest ko«cem pewnej kraw¦dzi nale»¡cej do skojarzenia.

4. Skojarzenie prawie doskonaªe - to takie skojarzenie, w którym dokªadnie
jeden wierzchoªek pozostaje nie skojarzony.

2.8. Dekompozycja drzewowa

Dekompozycja drzewowa (ang. tree decomposition) grafu G = (V,E) jest
to para (X,T ), gdzie X = {Xi : i ∈ I} jest rodzin¡ podzbiorów V (G) (s¡ to
worki, ang. bags), oraz T = (I, F ) jest drzewem, która speªnia nast¦puj¡ce
warunki [8]:
� Suma worków Xi jest równa V (G).
� Dla ka»dej kraw¦dzi st ∈ E(G) istnieje indeks i ∈ I, taki »e wierzchoªki

s, t ∈ Xi.
� Dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V (G), worki zawieraj¡ce v tworz¡ spójne

poddrzewo w drzewie T (dokªadniej mówi¡c to indeksy worków tworz¡
spójne poddrzewo, bo indeksy s¡ wierzchoªkami w T ).

Szeroko±¢ dekompozycji drzewowej (X,T ) to rozmiar najwi¦kszego worka Xi
w X minus 1. Szeroko±¢ drzewowa tw(G) grafu G to minimalna szeroko±¢
po wszystkich dekompozycjach drzewowych grafu. Szeroko±¢ drzewowa jest
miar¡ tego, jak bardzo dany graf przypomina drzewo. Du»e znaczenie maj¡
grafy z ograniczon¡ szeroko±ci¡ drzewow¡ (ang. bounded treewidth), poniewa»
wiele problemów trudnych w ogólnym przypadku mo»na rozwi¡za¢ w czasie
wielomianowym dla tych grafów.

Szeroko±¢ drzewowa wybranych klas grafów.
� Dla drzewa tw(T ) = 1 (to jest przyczyna odejmowania jedynki od roz-

miaru najwi¦kszego worka).
� tw(G) = 2, je»eli G jest 2-drzewem, cz¦±ciowym 2-drzewem, cyklem Cn,

grafem szeregowo-równolegªym, grafem zewn¦trznoplanarnym. Wszystkie
te grafy s¡ planarne.

� tw(G) = 3, je»eli G jest 3-drzewem, cz¦±ciowym 3-drzewem, grafem koªo-
wymWn, grafem Halina, sieci¡ Apoloniusza. Nie wszystkie te grafy s¡ pla-
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narne. Przykªadowo dla grafu peªnego dwudzielnego mamy tw(K3,3) = 3,
a nie jest to graf planarny (twierdzenie Kuratowskiego).

� Je»eli G jest planarnym grafem krat¡ n × n (ang. grid graph), to wtedy
tw(G) = n. Jest to zaskakuj¡ce, bo najwi¦ksza klika dla tego grafu to K2.

� Dla grafu Petersena tw(G) = 4 (rysunek 2.1).
� Dla grafu peªnego tw(Kn) = n− 1.
� Dla grafu peªnego dwudzielnego tw(Kp,q) = min(p, q).

•

•

••

•
•

•

••

•

Rysunek 2.1. Graf Petersena.

2.9. k-drzewa i cz¦±ciowe k-drzewa

k-drzewo (ang. k-tree) jest to graf nieskierowany G = (V,E) okre±lony
rekurencyjnie w nast¦puj¡cy sposób (n > k) [9].
(1) Graf peªny Kk+1 jest k-drzewem (mamy k + 1 wierzchoªków).
(2) Niech b¦dzie dane k-drzewo H z n wierzchoªkami. Budujemy k-drzewo
G z n+ 1 wierzchoªkami przez wybranie k wierzchoªków z V (H) tworz¡cych
k-klik¦, a nast¦pnie przez poª¡czenie tych wierzchoªków z nowym wierzchoª-
kiem [powstaje (k + 1)-klika].
Zauwa»my, »e je»eli |V (G)| = n, to |E(G)| = nk − k(k + 1)/2.

k-drzewa s¡ maksymalnymi grafami z szeroko±ci¡ drzewow¡ równ¡ k, czyli
dodanie do nich nowej kraw¦dzi zwi¦ksza szeroko±¢ drzewow¡. k-drzewa s¡
grafami ci¦ciwowymi. Planarne 3-drzewa to inaczej sieci Apoloniusza.

Cz¦±ciowe k-drzewa (ang. partial k-trees) s¡ to podgrafy k-drzew i ma-
j¡ szeroko±¢ drzewow¡ co najwy»ej k. Do cz¦±ciowych 2-drzew nale»¡ grafy
zewn¦trznoplanarne i grafy szeregowo-równolegªe. Do cz¦±ciowych 3-drzew
nale»¡ grafy Halina.

Podana de�nicja k-drzew wyznacza pewne uporz¡dkowanie wierzchoªków
dodawanych do mniejszego k-drzewa. Kolejno±¢ pierwszych k wierzchoªków
jest dowolna. Po odwróceniu tej kolejno±ci otrzymujemy uporz¡dkowanie eli-
minacji (ang. elimination ordering), w którym ka»dy wierzchoªek ma co naj-
wy»ej k s¡siadów o wy»szych numerach. Wykorzystuje si¦ to do rozpoznawa-
nia k-drzew i cz¦±ciowych k-drzew. Uporz¡dkowanie eliminacji jest doskonaªe
(ang. perfect), je»eli ka»dy wierzchoªek razem z s¡siadami o wy»szych nume-
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rach tworzy klik¦. Takie uporz¡dkowanie wyst¦puje dla peªnych k-drzew, a
tak»e wyst¦puje w kontek±cie grafów ci¦ciwowych (ang. chordal graphs).

2.10. Grafy szeregowo-równolegªe

Grafy szeregowo-równolegªe (ang. series-parallel graphs) [10] s¡ de�niowa-
ne na kilka sposobów. W ogólno±ci grafy szeregowo-równolegªe mog¡ zawiera¢
kraw¦dzie równolegªe, a wi¦c mog¡ by¢ multigrafami. Dla prostoty b¦dziemy
u»ywa¢ krótszej nazwy wyst¦puj¡cej w literaturze, mianowicie sp-grafy (ang.
sp-graphs). Podamy de�nicj¦ wprowadzon¡ przez Davida Eppsteina [11], któ-
ry u»ywa nazwy grafy z dwoma ko«cówkami (ang. two-terminal graphs).

De�nicja I: W gra�e nieskierowanym G wyró»nia si¦ dwa ró»ne wierzchoª-
ki: ¹ródªo s (ang. source) i zlew t (ang. sink), s 6= t. Dalsza de�nicja jest
rekurencyjna.
(1) Pojedy«cza kraw¦d¹ st jest sp-grafem (graf peªny K2).
(2) Poª¡czenie równolegªe dwóch sp-grafów G1, G2 daje sp-graf G,
s = s1 = s2, t = t1 = t2.
(3) Poª¡czenie szeregowe dwóch sp-grafów G1, G2 daje sp-graf G,
s = s1, t = t2, t1 = s2.
W nowszej literaturze dodaje si¦ jeszcze jeden typ operacji, ale jedynie w przy-
padku sp-grafów nieskierowanych.
(3) Poª¡czenie jackknife dwóch sp-grafów G1, G2 daje sp-graf G,
s = s1, t = t1, t1 = s2.

Podana de�nicja jest globalna, to znaczy mówi o ª¡czeniu du»ych struktur,
przez co nie jest wygodna do u»ycia. Przykªadowo rozpoznawanie sp-grafów
wymagaªoby rekurencyjnego badania coraz mniejszych grafów u»ytych przy
poª¡czeniach, co komplikowaªoby projektowanie wydajnego algorytmu [12].

De�nicja II: Graf nieskierowany jest sp-grafem, je»eli mo»e by¢ sprowadzo-
ny do grafu K2 przez sekwencj¦ nast¦puj¡cych operacji [13]:
(1) Zamiana pary kraw¦dzi równolegªych przez jedn¡ kraw¦d¹, która ª¡czy
ich wspólne ko«ce (poª¡czenie równolegªe).
(2) Zamiana pary kraw¦dzi ux, xv stykaj¡cych si¦ w wierzchoªku x stopnia
2, innego ni» s lub t, przez jedn¡ kraw¦d¹ uv (poª¡czenie szeregowe).
(3) Zamiana pary kraw¦dzi ux, xv stykaj¡cych si¦ w wierzchoªku x, przez
jedn¡ kraw¦d¹ ux, czyli usuni¦cie kraw¦dzi xv (poª¡czenie jackknife). Stopie«
wierzchoªka v musi by¢ równy jeden.

Po wykonaniu pierwszej operacji jackknife musimy zaznaczy¢, »e odt¡d
t = x. Wydaje si¦, »e operacj¦ jackknife wykonuje si¦ w ostateczno±ci, kiedy
nie ma wierzchoªków stopnia 2 w gra�e i nie mo»na wykona¢ pozostaªych
dwóch operacji.

Ta de�nicja jest lokalna, poniewa» operuje na s¡siednich kraw¦dziach.
Jest to podej±cie wygodniejsze do u»ycia przy implementacji algorytmów
zwi¡zanych z sp-grafami. Pewna niewygoda w stosowaniu tej de�nicji polega
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na u»yciu kraw¦dzi równolegªych i multigrafów, nawet je»eli wej±ciowy graf
jest grafem prostym. Dlatego stosuje si¦ jeszcze inn¡ de�nicj¦.

De�nicja III: Graf nieskierowany jest sp-grafem bez kraw¦dzi równolegªych
(graf prosty), je»eli mo»e by¢ zbudowany na bazie nast¦puj¡cych reguª, w któ-
rych x oznacza nowy wierzchoªek [12]:
(1) Pojedy«cza kraw¦d¹ st jest sp-grafem.
(2) Do kraw¦dzi uv mog¡ by¢ dodane dwie kraw¦dzie ux i xv (poª¡czenie
równolegªe).
(3) Kraw¦d¹ uv mo»e by¢ zast¡piona przez dwie kraw¦dzie ux i xv (poª¡czenie
szeregowe).
(4) Do kraw¦dzi ut (t to jest zlew) mo»e by¢ dodana kraw¦d¹ tx (poª¡czenie
jackknife).

Tak okre±lone sp-grafy s¡ rzadkie, czyli »e liczba kraw¦dzi jest rz¦du
O(V ). Mo»na indukcyjnie udowodni¢, »e m ¬ 2n− 3.

Grafy szeregowo-równolegªe skierowane: W literaturze badane s¡ rów-
nie» sp-grafy skierowane, gdzie kraw¦dzie maj¡ kierunek od ¹ródªa do zle-
wu. De�nicja tych grafów jest prostym przeksztaªceniem podanych wcze±niej
de�nicji sp-grafów nieskierowanych [12]. Grafy te s¡ planarne i acykliczne.
Jednym z problemów badanych dla sp-grafów skierowanych jako sieci prze-
pªywowych jest problem maksymalnego przepªywu. Twierdzenie mówi, »e
dowolny przepªyw blokuj¡cy w sp-gra�e skierowanym jest przepªywem mak-
symalnym.

Twierdzenie (Du�n, 1965): Grafy szeregowo-równolegªe nie maj¡ pod-
grafu homeomor�cznego do grafu K4 [13]. Poni»ej podamy kilka twierdze«
charakteryzuj¡cych pewne rodziny grafów poprzez minory.

Twierdzenie: Graf G jest grafem zewn¦trznoplanarnym wtedy i tylko wte-
dy, gdy G nie zawiera grafów K4 i K2,3 jako minoru [14].

Twierdzenie (Bodlaender, 1998): Graf G ma tw(G) = 2 wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy G nie zawiera grafu K4 jako minoru. Jest to twierdzenie 17
z pracy [15]. Uogólnienie tego twierdzenia mówi, »e dla ka»dego ustalonego
k, zbiór grafów maj¡cych szeroko±¢ drzewow¡ co najwy»ej równ¡ k mo»e by¢
okre±lony przez sko«czony zbiór minorów zabronionych.

Twierdzenie (Arnborg, Proskurowski, Corneil, 1990): Graf G ma
tw(G) = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy G nie zawiera jako minoru nast¦puj¡cych
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czterech grafów: K5, 3-antypryzma, 5-pryzma, graf Wagnera [16]. Wszystkie
te cztery grafy maj¡ szeroko±¢ drzewow¡ równ¡ cztery.

Dekompozycja drzewowa: sp-grafy maj¡ szeroko±¢ drzewow¡ co najwy»ej
2. Maksymalne sp-grafy to 2-drzewa. sp-grafy mog¡ by¢ scharakteryzowane
poprzez ear decompositions [11].

Rozpoznawanie grafów szeregowo-równolegªych: Algorytm liniowy roz-
poznawania grafów zostaª podany przez Valdesa, Tariana i Lawlera [17], [18].
Pokazano tak»e jak uzyska¢ drzewo dekompozycji w czasie liniowym.

Zbiory niezale»ne: Problem znalezienia najwi¦kszego zbioru niezale»nego
w sp-gra�e mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie liniowym (metoda Borie).

Zbiory dominuj¡ce: Problem znalezienia najmniejszego zbioru dominuj¡-
cego w sp-gra�e mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie liniowym (metoda Borie).

Pokrycia wierzchoªkowe: Problem znalezienia najmniejszego pokrycia wierz-
choªkowego w sp-gra�e mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie liniowym [19] (metoda
Borie).

Skojarzenia: Problem znalezienia najwi¦kszego skojarzenia mo»e by¢ roz-
wi¡zany w czasie liniowym [19] (metoda Borie).

Kolorowanie wierzchoªków: sp-grafy dwudzielne mo»na rozpozna¢ w cza-
sie liniowym, wtedy potrzebne s¡ dwa kolory dla wierzchoªków. Inne sp-grafy
(te zawieraj¡ce cykle nieparzyste) potrzebuj¡ dokªadnie trzech kolorów dla
wierzchoªków. Wynika to z faktu, »e sp-grafy s¡ cz¦±ciowymi 2-drzewami, a
2-drzewa mo»na pokolorowa¢ zachªannie trzema kolorami podczas ich bu-
dowania wg de�nicji k-drzew. Algorytm kolorowania wierzchoªków sp-grafu
w czasie liniowym podamy w rozdziale 4.

Kolorowanie kraw¦dzi: Problem kolorowania kraw¦dzi nie jest trywialny.
Pokazano, »e indeks chromatyczny sp-grafów wynosi ∆, z wyj¡tkiem cykli
nieparzystych [20].

Z konstrukcji sp-grafów wynika, »e poª¡czenie szeregowe pozwala na u»y-
cie ∆(G) kolorów, je»eli ª¡czone grafy wykorzystuj¡ ∆(G1) i ∆(G2) kolorów.
Przy poª¡czeniu równolegªym nie musi tak by¢, o czym ±wiadczy przykªad ª¡-
czenia równolegªego dwóch grafów liniowych P3 i P4. Mamy ∆(P3) = ∆(P4) =
2, dla obu grafów s¡ potrzebne dwa kolory kraw¦dzi. Jako wynik dostajemy
cykl nieparzysty z ∆(C5) = 2 i liczb¡ potrzebnych kolorów równ¡ 3.

Algorytm liniowy kolorowania kraw¦dzi multigrafów szeregowo-równolegªych
podali Zhou, Suzuki i Nishizeki [21]. Inny prosty algorytm tych autorów dzia-
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Tabela 2.1. Liczba sp-grafów spójnych z n wierzchoªkami. Osobno zazna-
czono sp-grafy zbudowane z u»yciem operacji jackknife.

n 1 2 3 4 5
spójne 1 1 2 6 21

sp-grafy 0 1 2 4 12
jackknife 0 0 0 1 3

ªa w czasie O(n∆3). Algorytm liniowy sekwencyjny (i optymalny równolegªy)
kolorowania kraw¦dzi k-drzew podali Zhou, Nakano i Nishizeki [22].

Kliki: Najwi¦ksza mo»liwa klika toK3, poniewa» sp-grafy to cz¦±ciowe 2-drzewa.

�cie»ka i cykl Hamiltona: Istnienie ±cie»ki lub cyklu Hamiltona w sp-grafach
mo»na wykry¢ w czasie liniowym [23].

Problem komiwoja»era: sp-grafy maj¡ najwy»ej jeden cykl Hamiltona,
wi¦c problem komiwoja»era sprowadza si¦ do stwierdzenia, czy dany sp-graf
posiada cykl Hamiltona (Sysªo, 1983).

Problem ±cie»ek rozª¡cznych kraw¦dziowo: Problem polega na stwier-
dzeniu, czy istnieje p parami rozª¡cznych kraw¦dziowo ±cie»ek ª¡cz¡cych p
par wierzchoªków. Okazuje si¦, »e ten problem ma wydajne rozwi¡zanie dla
grafów zewn¦trznoplanarnych, natomiast jest NP-zupeªny dla sp-grafów i cz¦-
±ciowych 2-drzew [24].

2.11. Galeria grafów szeregowo-równolegªych

W tym rozdziale poka»emy rysunki najprostszych sp-grafów wykonane
przy wykorzystaniu moduªu Gnuplot. Liczby sp-grafów spójnych o danej licz-
bie wierzchoªków zostaªy zebrane w tabeli 2.1.

Dla n = 2 mamy jedn¡ kraw¦d¹, czyli graf P2. Dla n = 3 mamy ±cie»k¦
P3 i cykl C3. Dla n = 4 mam cztery grafy: ±cie»ka P4, cykl C4, cykl C4 z ci¦-
ciw¡, cykl C3 z czwartym wierzchoªkiem poª¡czonym kraw¦dzi¡ z dowolnym
wierzchoªkiem cyklu.

Dla n = 5 mamy ª¡cznie 12 sp-grafów, które przedstawimy wraz z rosn¡c¡
liczb¡ kraw¦dzi. Jedyne drzewo z m = 4 to ±cie»ka P5. Nast¦pnie mamy grafy
z liczb¡ kraw¦dzi równ¡ m = 5 (rysunek 2.2), m = 6 (rysunek 2.3), m = 7
(rysunek 2.4). Na rysunkach zaznaczono wyró»nione wierzchoªki s, t, przy
czym czasem wybór nie jest jednoznaczny. Przykªadowo cykl C5 mo»e by¢
zbudowany jako poª¡czenie równolegªe P2 i P5 lub P3 i P4.

Osobno nale»y rozwa»y¢ sp-grafy zbudowane z u»yciem operacji jackknife.
Dla n = 4 jest to graf dwudzielny peªny K1,3. Dla n = 5 s¡ to dodatkowe
trzy sp-grafy (rysunek 2.5).
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Rysunek 2.2. Cztery sp-grafy z n = 5, m = 5.
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Rysunek 2.3. Pi¦¢ sp-grafów z n = 5, m = 6.

2.12. Grafy Halina

Szczegóªowe informacje o grafach Halina mo»na znale¹¢ w pracy magi-
sterskiej Krzysztofa Krawczyka [25]. W tym rozdziale przypomnimy tylko
najwa»niejsze de�nicje i fakty.

Graf Halina zapisuje si¦ symbolicznie jako H = T ∪ C, gdzie T oznacza
drzewo z co najmniej czterema wierzchoªkami i bez wierzchoªków stopnia
dwa, natomiast C jest cyklem ª¡cz¡cym kolejne li±cie drzewa na pªaskim
rysunku drzewa. Najmniejszym grafem Halina jest graf koªowy W4 = K4.
Wszystkie wierzchoªki grafu Halina maj¡ stopie« co najmniej trzy.
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Rysunek 2.4. Dwa sp-grafy z n = 5, m = 7.
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Rysunek 2.5. Trzy sp-grafy z n = 5 zbudowane z operacj¡ jackknife.
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3. Implementacja grafów

Aby mo»liwe byªo wydajne i jednocze±nie czytelne uj¦cie prezentowa-
nych algorytmów oraz struktur w form¦ kodu j¦zyka Python potrzebna jest
elegancka i praktyczna implementacja biblioteki bazowej. Przede wszystkim
powinna ona ukrywa¢ przed u»ytkownikiem niepotrzebne szczegóªy technicz-
ne, wystawiaj¡c na pierwszy plan zrozumiaªy i intuicyjny interfejs. Pozwala
to zwi¦kszy¢ zwi¦zªo±¢ kodu i co najwa»niejsze lepiej skoncentrowa¢ si¦ na
specy�ce analizowanego problemu. Takie zaªo»enia speªnia pakiet graphtheory
wykorzystany w pracy [7].

3.1. Interfejs biblioteki

Struktura biblioteki zostaªa rozbita na klasy odpowiadaj¡ce zarówno po-
szczególnym elementom grafów, jak równie» samym algorytmom. Poni»ej
przedstawiono podstawowe klasy, które posªu»¡ do budowania bardziej zªo-
»onych implementacji algorytmów.

� Klasy Edge i UndirectedEdge reprezentuj¡ kraw¦dzie - odpowiednio skiero-
wane i nieskierowane. Pola source oraz target oznaczaj¡ ko«ce kraw¦dzi, a
ze zrozumiaªych powodów w przypadku klasy UndirectedEdge zaniedbuje-
my ukierunkowanie. Kraw¦dzie posiadaj¡ równie» wagi opisane przez pole
weight. Domy±lna waga kraw¦dzi wynosi 1. W praktyce wygodniejsze jest
u»ywanie klasy Edge nawet w kontek±cie grafów nieskierowanych.

� Klasa Graph opiera si¦ na sªowniku i w do±¢ ogólny sposób okre±la grafy
proste skierowane i nieskierowane. Klasa zawiera du»¡ liczb¦ u»ytecznych
metod uªatwiaj¡cych budowanie, analizowanie jak i wy±wietlanie grafów.
Wybór sªownikowego podej±cia do przechowywania informacji o budo-
wie grafu ª¡czy zalety list s¡siedztwa (oszcz¦dno±¢ pami¦ci) i macierzy
s¡siedztwa (szybki dost¦p do kraw¦dzi).

Je±li chodzi o sposób nazywania i pó¹niejszego odwoªywania si¦ do wierz-
choªków, to implementacja zostawia swobod¦ u»ytkownikowi biblioteki. Do-
zwolone s¡ liczby caªkowite, stringi i inne obiekty hashowalne.

Do budowania grafów u»ywa¢ b¦dziemy gªównie metod: graph.add_node(node),
graph.del_node(node), graph.add_edge(edge), graph.del_edge(edge), graph.copy().

Do przegl¡dania struktury grafu przydatne b¦d¡ metody iteruj¡ce po
wierzchoªkach, kraw¦dziach, s¡siadach: graph.iternodes(), graph.iteredges (),
graph.iterinedges (source), graph.iteroutedges(source), graph.iteradjacent(source).

Na potrzeby algorytmów dost¦pne s¡ równie» metody dynamicznie wyli-
czaj¡ce parametry grafu, np. graph.v() (liczba wierzchoªków), graph.e() (liczba
kraw¦dzi), graph.f() (liczba ±cian grafu planarnego), graph.degree(node) (stopie«
wierzchoªka).
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3.2. Przykªadowe obliczenia

Pierwszy przykªad pokazuje sesj¦ interaktywn¡ z obliczeniami dla pew-
nego grafu nieskierowanego.

Listing 3.1. Obliczenia dla grafu nieskierowanego.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from connected import i s_connected
>>> G = Graph (4)
>>> G. add_edge (Edge (1 , 2 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 3 ) )
>>> G. add_edge (Edge (2 , 4 ) )
>>> G. v ( )
4
>>> l i s t (G. i t e r nod e s ( ) )
[ 1 , 2 , 3 , 4 ]
>>> G. show ( )
1 : 2
2 : 1 3 4
3 : 2
4 : 2
>>> is_connected (G)
True

Nast¦pny przykªad pokazuje obliczenia dla pewnego sp-grafu.

Listing 3.2. Obliczenia dla sp-grafu.

# Utworzenie przypadkowego sp−gra fu .
>>> from spgen2 import make_random_spgraph
>>> G = make_random_spgraph (10)
# Wyznaczanie sp−t r e e .
>>> from sp t r e e3 import f ind_sptree
>>> from spnodes import btree_pr int
>>> T = f ind_sptree (G)
>>> btree_pr int (T)
# Ob l i c zan i e na jw iek s zego z b i o ru n i e z a l e zne go .
>>> from s p i s e t 1 import SPIndependentSet
>>> algor i thm = SPIndependentSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . independent_set
s e t ( . . . )
# Ob l i c zan i e na jmnie j s zego z b i o ru dominujacego .
>>> from spdset1 import SPDominatingSet
>>> algor i thm = SPDominatingSet (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . dominating_set
s e t ( . . . )
# Ob l i c zan i e na jmnie j s zego pokryc ia wierzcho lkowego .
>>> from spcover1 import SPNodeCover
>>> algor i thm = SPNodeCover (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . node_cover
s e t ( . . . )
# Ob l i c zan i e na jw iek s zego s ko j a r z en i a .
>>> from spmate1 import SPMatching
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>>> algor i thm = SPMatching (G, T)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . mate_set # zb i o r krawedz i
s e t ( . . . )
# Wyznaczanie ko lorowania wierzcho lkow .
>>> from sp co l o r1 import SPNodeColoring
>>> algor i thm = SPNodeColoring (G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i thm . c o l o r # d i c t
# Wyznaczanie PEO.
>>> from spgen2 import find_peo_spgraph
>>> peo = find_peo_spgraph (G) # l i s t
>>> print peo
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4. Algorytmy

Grafy szeregowo-równolegªe i grafy Halina s¡ przykªadami grafów o ogra-
niczonej szeroko±ci drzewowej. Mo»na to wykorzysta¢ do znalezienia wydaj-
nych algorytmów rozwi¡zuj¡cych problemy, które s¡ trudne w przypadku
ogólnych grafów. Zwykle stosowana jest technika programowania dynamicz-
nego.

W±ród problemów trudnych wyst¦puj¡ problemy o naturze lokalnej, dla
których poprawno±¢ rozwi¡zania mo»na sprawdzi¢ przegl¡daj¡c otoczenie
ka»dego wierzchoªka. Przykªadami s¡ problem najwi¦kszego zbioru niezale»-
nego, najmniejszego zbioru dominuj¡cego, najmniejszego pokrycie wierzchoª-
kowego, kolorowania wierzchoªków. Te problemy daj¡ si¦ efektywnie rozwi¡-
za¢ dla grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewowej. Wykorzystuje si¦ dekom-
pozycj¦ drzewow¡, albo specy�czne algorytmy dopasowane do danej rodziny
grafów. W tym rozdziale poka»emy przykªady takich algorytmów.

Istniej¡ problemy trudne o naturze globalnej, które równie» mo»na wy-
dajnie rozwi¡za¢ dla grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewowej. Przykªa-
dem jest problem komiwoja»era, który ma wydajne rozwi¡zanie dla grafów
Halina. Tutaj stosuje si¦ technik¦ programowania dynamicznego i trzeba ±le-
dzi¢ wszystkie sposoby, na które rozwi¡zania mog¡ przechodzi¢ przez worek
w drzewie dekompozycji. Istotna jest ograniczona liczba stanów, które trzeba
zapami¦ta¢ przy ka»dym worku.

Wreszcie istniej¡ problemy o naturze globalnej, które pozostaj¡ trudne
dla grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewowej. Jako cechy charakterystycz-
ne takich problemów wymienia si¦ (1) du»¡ liczb¦ mo»liwych stanów ka»dego
wierzchoªka, (2) zde�niowanie problemu dla kraw¦dzi zamiast dla wierzchoª-
ków, czy (3) istnienie oddziaªywa« w problemie nie uchwyconych przez model
grafu [26]. Jest to obszar aktywnych bada«.

4.1. Generowanie k-drzew przypadkowych

Do testowania algorytmów obliczaj¡cych m.in. szeroko±¢ drzewow¡ gra-
fu potrzebne s¡ grafy o znanych szeroko±ciach. Dlatego stworzono genera-
tor k-drzew przypadkowych. Aby otrzyma¢ cz¦±ciowe k-drzewo przypadko-

23

27:3429603900



we nale»y usuwa¢ kraw¦dzie k-drzewa z ustalonym prawdopodobie«stwem
0 ¬ p ¬ 1 [27].

Dane wej±ciowe: Dwie liczby naturalne, liczba wierzchoªków grafu n, sze-
roko±¢ drzewowa k < n.

Problem: Generowanie k-drzew przypadkowych.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia (k+1)-kliki z wierz-
choªków od n− k − 1 do n− 1. Nast¦pnie wybieramy przypadkow¡ k-klik¦ i
ª¡czymy j¡ z nowym wierzchoªkiem. Ten etap powtarzamy dla wierzchoªków
o numerach malej¡cych od n− k − 2 do 0.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu szacujemy na O(nk). Testy wy-
dajno±ciowe zostaªy opisane w dodatku A.4.

Uwagi: Ko«cowe k-drzewo ma uporz¡dkowanie eliminacji w postaci rosn¡-
cego ci¡gu wierzchoªków od 0 do n − 1. Warto jeszcze zwróci¢ uwag¦ na
sposób losowania k-kliki. Najpierw losowana jest du»a (k+ 1)-klika przy wy-
korzystaniu cz¦±ciowego uporz¡dkowania eliminacji. Nast¦pnie z du»ej kliki
jest losowana maªa k-klika przez usuni¦cie przypadkowego wierzchoªka.

Listing 4.1. Generator k-drzew przypadkowych.
def make_random_ktree (n , k ) :

"""Make a random k−t r e e wi th n v e r t i c e s . """
i f k >= n :

raise ValueError ( "bad k" )
graph = Graph (n)
i f n < 1 :

raise ValueError ( "bad n" )
e l i f n == 1 :

graph . add_node (0 )
else :

for node in xrange (n ) :
graph . add_node ( node )

# Make {n−k−1, . . . , n−1} in t o ( k+1)− c l i q u e in graph .
for source in xrange (n−k−1, n ) :

for t a r g e t in xrange (n−k−1, n ) :
i f source < ta rg e t :

graph . add_edge (Edge ( source , t a r g e t ) )
node = n−k−2
while node >= 0 :

# Wybor source z p r z e d z i a l u od node+1 do n−k−1.
# To j e s t j akby wybor duze j ( k+1)− k l i k i ,
source = random . cho i c e ( xrange ( node+1, n−k ) )
# Teraz zbieram w i e r z c h o l k i t e j k l i k i , a l e one maja byc
# wieks ze od source , w ieks ze numery !
ne ighbors = l i s t ( t a r g e t for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source )

i f source < ta rg e t )
ne ighbors . append ( source ) # c lo s ed neighborhood
# Z duze j ( k+1)− k l i k i wybieram mala k−k l i k e .
idx = random . randrange (0 , l en ( ne ighbors ) )
swap ( neighbors , idx , −1)
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ne ighbors . pop ( )
# Connect node to a l l nodes from ne ighbor s .
for t a r g e t in ne ighbors :

graph . add_edge (Edge ( node , t a r g e t ) )
node −= 1

return graph

4.2. Generowanie grafów szeregowo-równolegªych

Generator przypadkowych sp-grafów nieskierowanych stosuje w praktyce
de�nicj¦ III z rozdziaªu 2. Generator zostaª przygotowany w dwóch wer-
sjach. Pierwsza wersja [funkcja make_random_spgraph(n)] zwraca instancj¦ kla-
sy Graph. Druga wersja [funkcja make_random_sptree(n)] zwraca binarne sp-drzewo,
dokªadniej ª¡cze do korzenia. Druga wersja generatora jest wygodniejsza przy
testowaniu algorytmów rozwi¡zuj¡cych problemy trudne, je»eli algorytmy ko-
rzystaj¡ z rekurencyjnej budowy sp-grafów. Nie musimy wykonywa¢ etapu
przeksztaªcania sp-grafu na sp-drzewo.

Dane wej±ciowe: Liczba wierzchoªków grafu n > 1.

Problem: Generowanie przypadkowych sp-grafów nieskierowanych.

Opis algorytmu: Algorytm w pierwszej fazie wykonuje operacje z de�nicji
III na rosn¡cej li±cie kraw¦dzi. Ustalone jest ¹ródªo s = 0 i zlew t = n −
1. W ka»dym przebiegu p¦tli while przypadkowa kraw¦d¹ jest poddawana
losowej operacji z podanego zestawu, a przy tym kolejny wierzchoªek jest
doª¡czany do grafu. Operacja jackknife mo»e by¢ zastosowana jedynie wtedy,
gdy koniec wybranej kraw¦dzi jest zlewem.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu szacujemy na O(n), poniewa» p¦-
tla while wykona si¦ n−2 razy, a operacje w jednym przebiegu p¦tli zajmuj¡
staªy czas O(1). Liczba kraw¦dzi dodawanych do grafu jest rz¦du O(n). Testy
wydajno±ciowe zostaªy opisane w dodatku A.5.

Uwagi: Podany algorytm mo»e by¢ u»yty do generowania sp-grafów skie-
rowanych, nale»y jedynie usun¡¢ operacj¦ jackknife z zestawu losowanych
operacji.

Listing 4.2. Generator sp-grafów przypadkowych.
def make_random_spgraph (n ) :

"""Make a random sp−graph wi th n v e r t i c e s . """
i f n < 2 :

raise ValueError ( "bad n" )
graph = Graph (n)
for node in xrange (n ) :

graph . add_node ( node )
source = 0
s ink = n−1
edge_l i s t = [ Edge ( source , s ink ) ]
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node = n−2
while node > 0 :

# Losowanie krawedz i na k t o r e j b ed z i e operac ja .
i = random . randrange (0 , l en ( edge_l i s t ) )
swap ( edge_l i s t , i , −1)
edge = edge_l i s t [−1]
# Losowanie op e r a c j i .
i f edge . t a r g e t == s ink :

ac t i on = random . cho i c e ( [ " s e r i e s " , " p a r a l l e l " , " j a c kkn i f e " ] )
else :

a c t i on = random . cho i c e ( [ " s e r i e s " , " p a r a l l e l " ] )
i f ac t i on == " s e r i e s " :

edge_l i s t . pop ( )
edge_l i s t . append (Edge ( edge . source , node ) )
edge_l i s t . append (Edge ( node , edge . t a r g e t ) )

e l i f ac t i on == " p a r a l l e l " :
edge_l i s t . append (Edge ( edge . source , node ) )
edge_l i s t . append (Edge ( node , edge . t a r g e t ) )

e l i f ac t i on == " j a c kkn i f e " :
edge_l i s t . append (Edge ( edge . target , node ) )

node −= 1
for edge in edge_l i s t :

graph . add_edge ( edge )
return graph

4.3. Znajdowanie PEO dla grafu

szeregowo-równolegªego

Graf szeregowo-równolegªy jest cz¦±ciowym 2-drzewem i czasem potrzeb-
ne jest wyznaczenie peªnego 2-drzewa zawieraj¡cego dany sp-graf. Takie
peªne 2-drzewo jest grafem ci¦ciwowym i jest uzupeªnieniem ci¦ciwowym
(ang. chordal completion) danego sp-grafu. Przedstawimy algorytm [funk-
cja �nd_peo_spgraph()] wyznaczaj¡cy PEO tego peªnego 2-drzewa, które jest
grafem ci¦ciwowym [28]. PEO b¦dzie wykorzystane przy kolorowaniu wierz-
choªków sp-grafu.

Algorytm polega na sukcesywnym usuwaniu z grafu wierzchoªków stopnia
dwa (2-li±cie) i dodawaniu ich do listy wierzchoªków tworz¡cej PEO. Je»eli
dwaj s¡siedzi usuwanego wierzchoªka nie s¡ poª¡czeni kraw¦dzi¡, to dodajemy
tak¡ kraw¦d¹. Po usuni¦ciu wszystkich 2-li±ci mo»liwe s¡ trzy przypadki.

W pierwszym przypadku pozostanie jedna kraw¦d¹, a jej dwa ko«ce stop-
nia jeden wyznaczaj¡ ¹ródªo s i zlew t sp-grafu. Dany sp-graf nie zawiera
operacji jackknife. Wierzchoªki s i t b¦d¡ na ko«cu PEO.

W drugim przypadku pozostanie graf gwiazda z k > 3 wierzchoªkami.
Wtedy ±rodek gwiazdy stopnia k − 1 jest zlewem t, a jeden z jej ko«ców
stopnia jeden b¦dzie ¹ródªem s. Dany sp-graf zawiera k−2 operacje jackknife.
Wierzchoªki s i t b¦d¡ na ko«cu PEO.

Wreszcie trzeci przypadek to pozostanie innego zestawu wierzchoªków, co
oznacza, »e wej±ciowy graf nie jest sp-grafem. Warto zauwa»y¢, »e funkcja
�nd_peo_spgraph() mo»e by¢ u»yta do rozpoznawania sp-grafów.
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Przygotowali±my dwie implementacje algorytmu wyznaczaj¡cego PEO,
które ró»ni¡ si¦ sposobem zarz¡dzania zbiorem wierzchoªków stopnia 2 pod-
czas usuwania wierzchoªków z grafu. W pierwszej wersji wierzchoªki prze-
mieszczane s¡ mi¦dzy bukietami odpowiadaj¡cymi stopniom wierzchoªków.
W drugiej wersji monitoruje si¦ tylko zbiór wierzchoªków stopnia 2, ale trzeba
sprawdza¢, czy stopie« 2 jest dalej aktualny. Listing 4.3 prezentuje pierwsz¡
wersj¦. Zªo»ono±¢ algorytmu szacujemy na O(n), poniewa» przetwarzanie ka»-
dego wierzchoªka odbywa si¦ w staªym czasie. Testy wydajno±ciowe zostaªy
opisane w dodatku A.6.

Listing 4.3. Wyznaczanie PEO dla sp-grafów.

def find_peo_spgraph ( graph ) : # graph has to be connected
"""Find PEO fo r a supergraph (2− t r e e ) o f an sp−graph . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
order = l i s t ( ) # PEO of 2− t r e e
graph_copy = graph . copy ( )
degree_dict = d i c t ( ( node , graph . degree ( node ) )

for node in graph . i t e r nod e s ( ) ) # O(V) time
bucket = l i s t ( s e t ( ) for deg in xrange ( graph . v ( ) ) ) # O(V) time
for node in graph . i t e r nod e s ( ) : # wstawiam do kubelkow , O(V) time

bucket [ graph . degree ( node ) ] . add ( node )
# Dopoki sa w i e r z c h o l k i s t opn ia 2 wykonuj odrywanie .
deg = 2
while bucket [ deg ] :

source = bucket [ deg ] . pop ( )
order . append ( source )
node1 , node2 = l i s t ( graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( source ) )
edge = Edge ( node1 , node2 )
i f graph_copy . has_edge ( edge ) :

# Je z e l i ma krawedz , to t r z e b a poprawic s t opn i e wierzcholkow ,
# bo przy usuwaniu krawedz i przy source zmnie j s za s i e s t opn i e .
deg1 = degree_dict [ node1 ] # sta ry s t op i en
bucket [ deg1 ] . remove ( node1 )
bucket [ deg1 −1] . add ( node1 )
degree_dict [ node1 ] = deg1−1 # nowy s t op i en
deg2 = degree_dict [ node2 ] # sta ry s t op i en
bucket [ deg2 ] . remove ( node2 )
bucket [ deg2 −1] . add ( node2 )
degree_dict [ node2 ] = deg2−1 # nowy s t op i en

else : # tu nie t r z e b a poprawiac s t opn i
graph_copy . add_edge ( edge )

# Usuwamy krawedz ie z source .
graph_copy . del_edge (Edge ( source , node1 ) )
graph_copy . del_edge (Edge ( source , node2 ) )

# Sprawdzamy co z o s t a l o .
l en1 = len ( bucket [ 1 ] )
i f l en1 == 2 and l en ( order ) + len1 == graph . v ( ) :

# Zos ta l a jedna krawedz , dodajemy konce do PEO.
order . append ( bucket [ 1 ] . pop ( ) )
order . append ( bucket [ 1 ] . pop ( ) )

e l i f l en ( bucket [ l en1 ] ) == 1 and l en ( order ) + len1 + 1 == graph . v ( ) :
# Zos ta l a gwiazda , j e s t j a c k k n i f e .
while bucket [ 1 ] :

order . append ( bucket [ 1 ] . pop ( ) )
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order . append ( bucket [ l en1 ] . pop ( ) )
else :

raise ValueError ( "not an sp−graph" )
return order

4.4. Rozpoznawanie grafów szeregowo-równolegªych

Algorytm rozpoznawania sp-grafu dzieli si¦ na kilka etapów. W pierwszym
etapie nast¦puje redukcja danego grafu przez usuwanie 2-li±ci, analogicznie
jak w algorytmie wyznaczania PEO z funkcji �nd_peo_spgraph(). W drugim
etapie nast¦puje analiza pozostaªych wierzchoªków i doko«czenie redukcji do
postaci jednej kraw¦dzi. Je»eli badany graf nie jest sp-grafem, to algorytm
rzuca wyj¡tek.

W obu tych etapach na stosie zapisywane s¡ wykonywane operacje, usu-
wane wierzchoªki, oraz ich s¡siedzi. Dla operacji jackknife zapisujemy usu-
wany wierzchoªek, ¹ródªo i zlew (s¡ ju» rozpoznane na tym etapie).

W trzecim etapie algorytmu nast¦puje budowa sp-drzewa na bazie za-
pisanych wcze±niej operacji. Tutaj kod przypomina generator przypadko-
wego sp-drzewa z funkcji make_random_sptree(). Korze« sp-drzewa powstaje
z kraw¦dzi ª¡cz¡cej ¹ródªo i zlew. Dalej ze stosu pobierane s¡ kolejne zapisy
operacji. Pomocniczy sªownik tnode_dict zawiera tylko w¦zªy odpowiadaj¡ce
kraw¦dziom budowanego sp-grafu i pomaga znale¹¢ w¦zªy podlegaj¡ce prze-
ksztaªceniom. Na ko«cu zwracany jest korze« wyznaczonego sp-drzewa.

Zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmu szacujemy na O(n). Testy wydajno±ciowe
zostaªy opisane w dodatku A.7.

Listing 4.4. Rozpoznawanie sp-grafów.

def f ind_sptree ( graph ) : # graph has to be connected
"""Find an sp−t r e e f o r an sp−graph . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
graph_copy = graph . copy ( )
degree2 = se t ( node for node in graph . i t e r nod e s ( )

i f graph . degree ( node ) == 2) # ac t i v e nodes wi th degree 2
ca l l_s tack = [ ]
tnode_dict = d i c t ( )
# Etap I . Redukcja gra fu do krawedz i l u b gwiazdy .
# Dopoki sa w i e r z c h o l k i s t opn ia 2 wykonuj odrywanie .
while degree2 :

source = degree2 . pop ( )
i f graph_copy . degree ( source ) != 2 :

# Czasem s top i en w ie r z cho l ka moze s i e zmnie j s zyc !
continue

node1 , node2 = tup l e ( graph_copy . i t e r a d j a c e n t ( source ) )
edge = Edge ( node1 , node2 )
i f graph_copy . has_edge ( edge ) :

# Je z e l i ma krawedz , to t r z e b a poprawic s t opn i e wierzcholkow ,
# bo przy usuwaniu krawedz i przy source zmnie j s za s i e s t opn i e .
i f graph_copy . degree ( node1 ) == 3 :

degree2 . add ( node1 )
i f graph_copy . degree ( node2 ) == 3 :

28

32:5812135429



degree2 . add ( node2 )
ca l l_s tack . append ( ( " p a r a l l e l " , source , node1 , node2 ) )

else : # tu nie t r z e b a poprawiac s t opn i
graph_copy . add_edge ( edge )
ca l l_s tack . append ( ( " s e r i e s " , source , node1 , node2 ) )

# Usuwamy krawedz ie z source .
graph_copy . del_edge (Edge ( source , node1 ) )
graph_copy . del_edge (Edge ( source , node2 ) )

# Etap I I . Sprawdzamy co z o s t a l o .
degree1 = se t ( node for node in graph_copy . i t e r node s ( )

i f graph_copy . degree ( node ) == 1)
i f l en ( degree1 ) == 2 and l en ( ca l l_s tack ) + 2 == graph . v ( ) :

# Zos ta l a jedna krawedz , dodajemy konce do PEO.
node1 = degree1 . pop ( )
node2 = degree1 . pop ( )
root = Node ( node1 , node2 , " edge" )
tnode_dict [ ( node1 , node2 ) ] = root

e l i f l en ( ca l l_s tack ) + len ( degree1 ) + 1 == graph . v ( ) :
# Zos ta l a gwiazda , j e s t j a c k k n i f e .
# Szukam centrum gwiazdy .
for node in graph_copy . i t e r node s ( ) :

deg = graph_copy . degree ( node )
i f deg > 1 :

i f deg == len ( degree1 ) :
s ink = node # centum gwiazdy
break

else :
raise ValueError ( "not an sp−graph" )

# Trzeba u s t a l i c jedno ramie jako koniec , w parze do centrum .
source = degree1 . pop ( )
while degree1 :

ca l l_s tack . append ( ( " j a c kkn i f e " , degree1 . pop ( ) , source , s ink ) )
root = Node ( source , s ink , " edge" )
tnode_dict [ ( source , s ink ) ] = root

else :
raise ValueError ( "not an sp−graph" )

# Etap I I I . Budowa sp−t r e e na ba z i e c a l l_ s t a c k .
while ca l l_s tack :

act ion , node , node1 , node2 = ca l l_s tack . pop ( )
i f ( node1 , node2 ) in tnode_dict :

tnode = tnode_dict [ ( node1 , node2 ) ]
e l i f ( node2 , node1 ) in tnode_dict :

tnode = tnode_dict [ ( node2 , node1 ) ]
else :

raise ValueError ( "key not in tnode_dict " )
i f ac t i on == " s e r i e s " :

del tnode_dict [ ( tnode . source , tnode . t a r g e t ) ]
tnode . type = " s e r i e s "
tnode . l e f t = Node ( tnode . source , node , " edge" )
tnode . r i g h t = Node ( node , tnode . target , " edge" )
tnode_dict [ ( tnode . source , node ) ] = tnode . l e f t
tnode_dict [ ( node , tnode . t a r g e t ) ] = tnode . r i g h t

e l i f ac t i on == " p a r a l l e l " :
tnode . type = " p a r a l l e l "
tnode . l e f t = Node ( tnode . source , tnode . target , " edge" )
tnode . r i g h t = Node ( tnode . source , tnode . target , " s e r i e s " )
tnode . r i g h t . l e f t = Node ( tnode . source , node , " edge" )
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tnode . r i g h t . r i g h t = Node ( node , tnode . target , " edge" )
tnode_dict [ ( tnode . source , tnode . t a r g e t ) ] = tnode . l e f t
tnode_dict [ ( tnode . source , node ) ] = tnode . r i g h t . l e f t
tnode_dict [ ( node , tnode . t a r g e t ) ] = tnode . r i g h t . r i g h t

e l i f ac t i on == " j a c kkn i f e " :
tnode . type = " j a c kkn i f e "
tnode . l e f t = Node ( tnode . source , tnode . target , " edge" )
tnode . r i g h t = Node ( tnode . target , node , " edge" )
tnode_dict [ ( tnode . source , tnode . t a r g e t ) ] = tnode . l e f t
tnode_dict [ ( tnode . target , node ) ] = tnode . r i g h t

else :
raise ValueError ( "bad ac t i on " )

return root

4.5. Kolorowanie wierzchoªków grafu

szeregowo-równolegªego

Algorytm kolorowania wierzchoªków sp-grafu w pierwszym etapie spraw-
dza, czy sp-graf nie jest dwudzielny, co w przypadku grafu dwudzielnego od
razu daje 2-kolorowanie. Je»eli sp-graf nie jest dwudzielny, to wyznaczane jest
PEO 2-drzewa, którego podgrafem jest dany sp-graf. Przy okazji nast¦puje
rozpoznawanie sp-grafu. Nast¦pnie wierzchoªki sp-grafu s¡ 3-kolorowane za-
chªannie w kolejno±ci odwrotnej do PEO. Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu
jest liniowa O(n).

Listing 4.5. Kolorowanie wierzchoªków sp-grafu.
class SPNodeColoring :

"""Find sp−graph node co l o r i n g . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
i f not i s_connected ( graph ) :

raise ValueError ( " the graph i s not connected " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c o l o r = d i c t ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . _co l o r_ l i s t = [ Fa l se ] ∗ s e l f . graph . v ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
try :

a lgor i thm = BipartiteGraphBFS ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( )
s e l f . c o l o r = algor i thm . c o l o r

except ValueError :
order = find_peo_spgraph ( s e l f . graph )
for source in r eve r s ed ( order ) :

s e l f . _greedy_color ( source )

def _greedy_color ( s e l f , source ) :
"""Give node the sma l l e s t p o s s i b l e co l o r . """
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
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i f s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] i s not None :
s e l f . _co l o r_ l i s t [ s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] ] = True

for c in xrange ( s e l f . graph . v ( ) ) : # check c o l o r s
i f not se l f . _co l o r_ l i s t [ c ] :

s e l f . c o l o r [ source ] = c
break

for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :
i f s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] i s not None :

s e l f . _co l o r_ l i s t [ s e l f . c o l o r [ t a r g e t ] ] = Fal se
return c

4.6. Zbiór niezale»ny dla grafu szeregowo-równolegªego

Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla sp-grafu zadanego w po-
staci sp-drzewa. �atwo zauwa»y¢, »e dla sp-grafu rozwi¡zanie optymalne mo-
»e zawiera¢ lub mo»e nie zawiera¢ ka»dy z dwóch wyró»nionych wierzchoªków
s, t. W naturalny sposób powstaj¡ cztery klasy rozwi¡za«, które nale»y mo-
nitorowa¢ przy ª¡czeniu sp-grafów. Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia dla
rozwi¡zania zawieraj¡cego najwi¦kszy zbiór niezale»ny z danej kategorii.

� Rozwi¡zanie r00 - zbiór niezale»ny nie zawiera s, t.
� Rozwi¡zanie r01 - zbiór niezale»ny nie zawiera s i zawiera t.
� Rozwi¡zanie r10 - zbiór niezale»ny zawiera s i nie zawiera t.
� Rozwi¡zanie r11 - zbiór niezale»ny zawiera s, t.

Nale»y przygotowa¢ trzy tabliczki skªadania rozwi¡za«, odpowiadaj¡ce
trzem rodzajom poª¡cze«: równolegªemu (tabela 4.1), szeregowemu (tabe-
la 4.2), jackknife (tabela 4.3). Ko«cowe rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ jako
max{r00, r01, r10, r11}.

Tabela 4.1. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru niezale»nego (poª¡cze-
nie równolegªe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru niezale»nego.

równolegªe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y
r01, x r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y − 1
r11, x r11, x+ y − 2

Tabela 4.2. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru niezale»nego (poª¡cze-
nie szeregowe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru niezale»nego.

szeregowe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r01, x+ y
r01, x r00, x+ y − 1 r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y r11, x+ y
r11, x r10, x+ y − 1 r11, x+ y − 1
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Tabela 4.3. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru niezale»nego (poª¡cze-
nie jackknife). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru niezale»nego.

jackknife r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r00, x+ y
r01, x r01, x+ y − 1 r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y r10, x+ y
r11, x r11, x+ y − 1 r11, x+ y − 1

Listing 4.6. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

#!/ usr / b in /python

class SPIndependentSet :
"""Find a maximum independent s e t f o r sp−graphs . """

def __init__( s e l f , graph , root ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph # ser i e s−p a r a l l e l graph
s e l f . root = root # binary sp−t r e e
s e l f . independent_set = s e t ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
arg2 = s e l f . _v i s i t ( s e l f . root )
s e l f . independent_set . update (max( arg2 , key=len ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . independent_set )

def _compose_series ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r s e r i e s opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = max( r00a | r00b , r01a | r10b , key=len )
r01 = max( r00a | r01b , r01a | r11b , key=len )
r10 = max( r10a | r00b , r11a | r10b , key=len )
r11 = max( r10a | r01b , r11a | r11b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _compose_parallel ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r p a r a l l e l opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = r00a | r00b
r01 = r01a | r01b
r10 = r10a | r10b
r11 = r11a | r11b
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )
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def _compose_jackknife ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r j a c k k n i f e opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = max( r00a | r00b , r00a | r01b , key=len )
r01 = max( r01a | r10b , r01a | r11b , key=len )
r10 = max( r10a | r00b , r10a | r01b , key=len )
r11 = max( r11a | r10b , r11a | r11b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _vi s i t ( s e l f , node ) :
"""Travers ing pos torder . """
i f node . type == "edge" :

# r11 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r00 ) ,
# a l e t a k i e p r z y j e c i e upraszcza pr ze twarzan ie . .
# Kole jnosc ( r00 , r01 , r10 , r11 ) .
return ( s e t ( ) ,

s e t ( [ node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source ] ) ,
s e t ( ) )

arg1 = s e l f . _v i s i t ( node . l e f t )
arg2 = s e l f . _v i s i t ( node . r i g h t )
i f node . type == " s e r i e s " :

return se l f . _compose_series ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " p a r a l l e l " :

return se l f . _compose_parallel ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " j a c kkn i f e " :

return se l f . _compose_jackknife ( arg1 , arg2 )
else :

raise ValueError ( "bad node type" )

4.7. Zbiór dominuj¡cy dla grafu szeregowo-równolegªego

Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla sp-grafu zadanego
w postaci sp-drzewa. Mo»na zauwa»y¢, »e dla sp-grafu rozwi¡zanie opty-
malne mo»e zawiera¢ wierzchoªki s, t, albo rozwi¡zanie mo»e nie zawiera¢
tych wierzchoªków, ale b¦d¡ one zdominowane przez pewnego s¡siada. Oka-
zuje si¦, »e przy rozwi¡zaniach podproblemów potrzebne s¡ jeszcze formalnie
nieprawidªowe rozwi¡zania, w których wierzchoªki s, t nie s¡ zdominowane
i nie nale»¡ do zbioru dominuj¡cego. W ten sposób powstaje dziewi¦¢ klas
rozwi¡za«, które nale»y monitorowa¢ przy ª¡czeniu sp-grafów. Przyjmuje-
my nast¦puj¡ce oznaczenia dla rozwi¡zania zawieraj¡cego najmniejszy zbiór
dominuj¡cy z danej kategorii.

� Rozwi¡zanie r00 - zbiór dominuj¡cy nie zawiera s, t i nie s¡ one zdomi-
nowane.

� Rozwi¡zanie r01 - zbiór dominuj¡cy nie zawiera s, t, s nie jest zdomino-
wany, t jest zdominowany.

� Rozwi¡zanie r02 - zbiór dominuj¡cy zawiera t, s nie jest zdominowany.
� Rozwi¡zanie r10 - zbiór dominuj¡cy nie zawiera s, t, s jest zdominowany,

t nie jest zdominowany.
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� Rozwi¡zanie r11 - zbiór dominuj¡cy nie zawiera s, t, oba s¡ zdominowane.
� Rozwi¡zanie r12 - zbiór dominuj¡cy zawiera t, s jest zdominowany.
� Rozwi¡zanie r20 - zbiór dominuj¡cy zawiera s, t nie jest zdominowany.
� Rozwi¡zanie r21 - zbiór dominuj¡cy zawiera s, t jest zdominowany.
� Rozwi¡zanie r22 - zbiór dominuj¡cy zawiera s, t.

Nale»y przygotowa¢ trzy tabliczki skªadania rozwi¡za«, odpowiadaj¡ce
trzem rodzajom poª¡cze«: równolegªemu (tabela 4.4), szeregowemu (tabela
4.5), jackknife (tabela 4.6). Ko«cowe rozwi¡zanie wybieramy jako najlepsze
z poprawnych rozwi¡za«, wi¦c mo»na je zapisa¢ jako min{r11, r12, r21, r22}.

Tabela 4.4. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru dominuj¡cego (poª¡-
czenie równolegªe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru dominuj¡cego.

równo- r00 r01 r02 r10 r11 r12 r20 r21 r22
legªe y y y y y y y y y

r00 r00 r01 r10 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r01 r01 r01 r11 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r02 r02 r12
x x+ y − 1 x+ y − 1
r10 r10 r11 r10 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r11 r11 r11 r11 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r12 r12 r12
x x+ y − 1 x+ y − 1
r20 r20 r21
x x+ y − 1 x+ y − 1
r21 r21 r21
x x+ y − 1 x+ y − 1
r22 r22
x x+ y − 2
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Tabela 4.5. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru dominuj¡cego (poª¡-
czenie szeregowe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru dominuj¡cego. Wierz-
choªek na ª¡czeniu musi by¢ zdominowany lub w zbiorze dominuj¡cym.

szere- r00 r01 r02 r10 r11 r12 r20 r21 r22
gowo y y y y y y y y y

r00 r00 r01 r02
x x+ y x+ y x+ y
r01 r00 r01 r02 r00 r01 r02
x x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y
r02 r00 r01 r02
x x+ y − 1 x+ y − 1 x+ y − 1
r10 r10 r11 r12
x x+ y x+ y x+ y
r11 r10 r11 r12 r10 r11 r12
x x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y
r12 r10 r11 r12
x x+ y − 1 x+ y − 1 x+ y − 1
r20 r20 r21 r22
x x+ y x+ y x+ y
r21 r20 r21 r22 r20 r21 r22
x x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y x+ y
r22 r20 r21 r22
x x+ y − 1 x+ y − 1 x+ y − 1

Tabela 4.6. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla zbioru dominuj¡cego (poª¡-
czenie jackknife). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru dominuj¡cego.

jackknife r00 r01 r02 r10 r11 r12 r20 r21 r22
y y y y y y y y y

r00 r00 r00 r01 r01
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r01 r01 r01 r01 r01
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r02 r02 r02
x x+ y − 1 x+ y − 1
r10 r10 r10 r11 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r11 r11 r11 r11 r11
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r12 r12 r12
x x+ y − 1 x+ y − 1
r20 r20 r20 r21 r21
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r21 r21 r21 r21 r21
x x+ y x+ y x+ y x+ y
r22 r22 r22
x x+ y − 1 x+ y − 1

35

39:7740211684



Listing 4.7. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego.

#!/ usr / b in /python

class SPDominatingSet :
"""Find a minimum dominating s e t f o r sp−graphs . """

def __init__( s e l f , graph , root ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph # ser i e s−p a r a l l e l graph
s e l f . root = root # binary sp−t r e e
s e l f . dominating_set = s e t ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
arg2 = s e l f . _v i s i t ( s e l f . root )
r00 , r01 , r02 , r10 , r11 , r12 , r20 , r21 , r22 = arg2
s e l f . dominating_set . update (min ( r11 , r12 , r21 , r22 , key=len ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . dominating_set )

def _compose_series ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r s e r i e s opera t ion . """
r00a , r01a , r02a , r10a , r11a , r12a , r20a , r21a , r22a = arg1
r00b , r01b , r02b , r10b , r11b , r12b , r20b , r21b , r22b = arg2
r00 = min ( r00a | r10b , r01a | r00b , r01a | r10b , r02a | r20b , key=len )
r01 = min ( r00a | r11b , r01a | r01b , r01a | r11b , r02a | r21b , key=len )
r02 = min ( r00a | r12b , r01a | r02b , r01a | r12b , r02a | r22b , key=len )
r10 = min ( r10a | r10b , r11a | r00b , r11a | r10b , r12a | r20b , key=len )
r11 = min ( r10a | r11b , r11a | r01b , r11a | r11b , r12a | r21b , key=len )
r12 = min ( r10a | r12b , r11a | r02b , r11a | r12b , r12a | r22b , key=len )
r20 = min ( r20a | r10b , r21a | r00b , r21a | r10b , r22a | r20b , key=len )
r21 = min ( r20a | r11b , r21a | r01b , r21a | r11b , r22a | r21b , key=len )
r22 = min ( r20a | r12b , r21a | r02b , r21a | r12b , r22a | r22b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r02 , r10 , r11 , r12 , r20 , r21 , r22 )

def _compose_parallel ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r p a r a l l e l opera t ion . """
r00a , r01a , r02a , r10a , r11a , r12a , r20a , r21a , r22a = arg1
r00b , r01b , r02b , r10b , r11b , r12b , r20b , r21b , r22b = arg2
r00 = r00a | r00b
r01 = min ( r01a | r01b , r00a | r01b , r01a | r00b , key=len )
r02 = r02a | r02b
r10 = min ( r10a | r10b , r00a | r10b , r10a | r00b , key=len )
r11 = min ( r11a | r11b , r11a | r10b , r11a | r01b ,

r01a | r11b , r10a | r11b , r11a | r00b ,
r01a | r10b , r10a | r01b , r00a | r11b , key=len )

r12 = min ( r12a | r12b , r12a | r02b , r02a | r12b , key=len )
r20 = r20a | r20b
r21 = min ( r21a | r21b , r21a | r20b , r20a | r21b , key=len )
r22 = r22a | r22b
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
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return ( r00 , r01 , r02 , r10 , r11 , r12 , r20 , r21 , r22 )

def _compose_jackknife ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r j a c k k n i f e opera t ion . """
r00a , r01a , r02a , r10a , r11a , r12a , r20a , r21a , r22a = arg1
r00b , r01b , r02b , r10b , r11b , r12b , r20b , r21b , r22b = arg2
r00 = min ( r00a | r01b , r00a | r02b , key=len )
r01 = min ( r00a | r11b , r00a | r12b ,

r01a | r01b , r01a | r02b ,
r01a | r11b , r01a | r12b , key=len )

r02 = min ( r02a | r21b , r02a | r22b , key=len )
r10 = min ( r10a | r01b , r10a | r02b , key=len )
r11 = min ( r10a | r11b , r10a | r12b ,

r11a | r11b , r11a | r12b ,
r11a | r01b , r11a | r02b , key=len )

r12 = min ( r12a | r21b , r12a | r22b , key=len )
r20 = min ( r20a | r01b , r20a | r02b , key=len )
r21 = min ( r20a | r11b , r20a | r12b ,

r21a | r11b , r21a | r12b ,
r21a | r01b , r21a | r02b , key=len )

r22 = min ( r22a | r21b , r22a | r22b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r02 , r10 , r11 , r12 , r20 , r21 , r22 )

def _vi s i t ( s e l f , node ) :
"""Travers ing pos torder . """
i f node . type == "edge" :

# r01 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r22 ) ,
# r02 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r22 ) ,
# r10 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r22 ) ,
# r11 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r22 ) ,
# r20 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r22 ) ,
# a l e t a k i e p r z y j e c i e upraszcza pr ze twarzan ie . .
# Kole jnosc ( r00 , r01 , r02 , r10 , r11 , r12 , r20 , r21 , r22 ) .
return ( s e t ( ) ,

s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) )

arg1 = s e l f . _v i s i t ( node . l e f t )
arg2 = s e l f . _v i s i t ( node . r i g h t )
i f node . type == " s e r i e s " :

return se l f . _compose_series ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " p a r a l l e l " :

return se l f . _compose_parallel ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " j a c kkn i f e " :

return se l f . _compose_jackknife ( arg1 , arg2 )
else :

raise ValueError ( "bad node type" )
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4.8. Pokrycie wierzchoªkowe dla grafu

szeregowo-równolegªego

Wyznaczanie najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla sp-grafu za-
danego w postaci sp-drzewa. W tym przypadku podczas budowania opty-
malnych rozwi¡za« b¦dziemy rozwa»a¢ dwie sytuacje. Wierzchoªki s, t b¦d¡
nale»e¢ do szukanego pokrycia, albo nie b¦d¡ - pod warunkiem, »e wszystkie
ich s¡siednie wierzchoªki si¦ w nim znajd¡. Podczas skªadania rozwi¡za« nie
pojawi¡ si¦ rozwi¡zania lokalnie bª¦dne jak w innych przypadkach. Rozwa»a¢
b¦dziemy zatem 4 kategorie optymalnych rozwi¡za«.

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia dla rozwi¡zania zawieraj¡cego naj-
mniejsze pokrycie wierzchoªkowe z danej kategorii.

� Rozwi¡zanie r00 - pokrycie wierzchoªkowe nie zawiera s, t, ale zawiera
ich s¡siadów.

� Rozwi¡zanie r01 - pokrycie wierzchoªkowe zawiera t, ale nie zawiera s,
tylko jego s¡siadów.

� Rozwi¡zanie r10 - pokrycie wierzchoªkowe zawiera s i nie zawiera t, tylko
jego s¡siadów.

� Rozwi¡zanie r11 - pokrycie wierzchoªkowe zawiera s, t.

Nale»y przygotowa¢ trzy tabliczki skªadania rozwi¡za«, odpowiadaj¡ce
trzem rodzajom poª¡cze«: równolegªemu (tabela 4.7), szeregowemu (tabe-
la 4.8), jackknife (tabela 4.9). Ko«cowe rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ jako
min{r00, r01, r10, r11}.

Tabela 4.7. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla pokrycia wierzchoªkowego
(poª¡czenie równolegªe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru b¦d¡cego szu-

kanym pokryciem.

równolegªe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y
r01, x r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y − 1
r11, x r11, x+ y − 2

Tabela 4.8. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla pokrycia wierzchoªkowego
(poª¡czenie szeregowe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru b¦d¡cego szu-

kanym pokryciem.

szeregowe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r01, x+ y
r01, x r00, x+ y − 1 r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y r11, x+ y
r11, x r10, x+ y − 1 r11, x+ y − 1
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Tabela 4.9. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla pokrycia wierzchoªkowego
(poª¡czenie jackknife). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ zbioru b¦d¡cego szuka-

nym pokryciem.

jackknife r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r00, x+ y
r01, x r01, x+ y − 1 r01, x+ y − 1
r10, x r10, x+ y r10, x+ y
r11, x r11, x+ y − 1 r11, x+ y − 1

Listing 4.8. Wyznaczanie najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego.

#!/ usr / b in /python

class SPNodeCover :
"""Find a minimum ca r d i n a l i t y node cover f o r sp−graphs . """

def __init__( s e l f , graph , root ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph # ser i e s−p a r a l l e l graph
s e l f . root = root # binary sp−t r e e
s e l f . node_cover = s e t ( )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
arg2 = s e l f . _v i s i t ( s e l f . root )
s e l f . node_cover . update (min ( arg2 , key=len ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . node_cover )

def _compose_series ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r s e r i e s opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = min ( r00a | r00b , r01a | r10b , key=len )
r01 = min ( r00a | r01b , r01a | r11b , key=len )
r10 = min ( r10a | r00b , r11a | r10b , key=len )
r11 = min ( r10a | r01b , r11a | r11b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _compose_parallel ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r p a r a l l e l opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = r00a | r00b
r01 = r01a | r01b
r10 = r10a | r10b
r11 = r11a | r11b
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )
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def _compose_jackknife ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r j a c k k n i f e opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = min ( r00a | r00b , r00a | r01b , key=len )
r01 = min ( r01a | r10b , r01a | r11b , key=len )
r10 = min ( r10a | r00b , r10a | r01b , key=len )
r11 = min ( r11a | r10b , r11a | r11b , key=len )
# Powtarzajace s i e w i e r z c h o l k i same wypadna w zb io rach .
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _vi s i t ( s e l f , node ) :
"""Travers ing pos torder . """
i f node . type == "edge" :

# r00 f a k t y c z n i e j e s t niepoprawne ( to j e s t r11 ) ,
# a l e t a k i e p r z y j e c i e upraszcza pr ze twarzan ie . .
# Kole jnosc ( r00 , r01 , r10 , r11 ) .
return ( s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) ,

s e t ( [ node . t a r g e t ] ) ,
s e t ( [ node . source ] ) ,
s e t ( [ node . source , node . t a r g e t ] ) )

arg1 = s e l f . _v i s i t ( node . l e f t )
arg2 = s e l f . _v i s i t ( node . r i g h t )
i f node . type == " s e r i e s " :

return se l f . _compose_series ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " p a r a l l e l " :

return se l f . _compose_parallel ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " j a c kkn i f e " :

return se l f . _compose_jackknife ( arg1 , arg2 )
else :

raise ValueError ( "bad node type" )

4.9. Najwi¦ksze skojarzenie dla grafu

szeregowo-równolegªego

Wyznaczanie najwi¦kszego skojarzenia dla sp-grafu. Podobnie jak po-
przednio, przy ª¡czeniu rozwi¡za« cz¦±ciowych b¦dziemy rozwa»a¢ dwa przy-
padki. Ka»dy z wierzchoªków s, t b¦dzie skojarzony, albo nie b¦dzie skojarzo-
ny. W drugim przypadku dany nieskojarzony wierzchoªek b¦dzie mógª jeszcze
znale¹¢ si¦ w skojarzeniu w wyniku dalszego skªadania rozwi¡za«. Równie»
tym razem nie pojawi¡ si¦ cz¦±ciowe rozwi¡zania, które byªyby formalnie
niepoprawne.

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia dla rozwi¡zania b¦d¡cego maksy-
malnym skojarzeniem.

� Rozwi¡zanie r00 - wierzchoªki s, t nie s¡ skojarzone.
� Rozwi¡zanie r01 - wierzchoªek s nie jest skojarzony, wierzchoªek t jest

skojarzony.
� Rozwi¡zanie r10 - wierzchoªek s jest skojarzony, wierzchoªek t nie jest

skojarzony.
� Rozwi¡zanie r11 - oba wierzchoªki s, t s¡ skojarzone.
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Nale»y przygotowa¢ trzy tabliczki skªadania rozwi¡za«, odpowiadaj¡ce
trzem rodzajom poª¡cze«: równolegªemu (tabela 4.10), szeregowemu (tabe-
la 4.11), jackknife (tabela 4.12). Ko«cowe rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ jako
max{r00, r01, r10, r11}.

Tabela 4.10. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla maksymalnego skojarzenia
(poª¡czenie równolegªe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ skojarzenia.

równolegªe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r01, x+ y r10, x+ y r11, x+ y
r01, x r01, x+ y r11, x+ y
r10, x r10, x+ y r11, x+ y
r11, x r11, x+ y

Tabela 4.11. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla maksymalnego skojarzenia
(poª¡czenie szeregowe). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ skojarzenia.

szeregowe r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r01, x+ y r00, x+ y r01, x+ y
r01, x r00, x+ y r01, x+ y
r10, x r10, x+ y r11, x+ y r10, x+ y r11, x+ y
r11, x r10, x+ y r11, x+ y

Tabela 4.12. Tabliczka skªadania rozwi¡za« dla maksymalnego skojarzenia
(poª¡czenie jackknife). Liczby x, y oznaczaj¡ liczno±¢ skojarzenia.

jackknife r00, y r01, y r10, y r11, y
r00, x r00, x+ y r00, x+ y r01, x+ y r01, x+ y
r01, x r01, x+ y r01, x+ y
r10, x r10, x+ y r10, x+ y r11, x+ y r11, x+ y
r11, x r11, x+ y r11, x+ y

Listing 4.9. Wyznaczanie najwi¦kszego skojarzenia.
#!/ usr / b in /python

from edges import Edge

class SPMatching :
"""Find a maximum matching f o r sp−graphs . """

def __init__( s e l f , graph , root ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph # ser i e s−p a r a l l e l graph
s e l f . root = root # binary sp−t r e e
s e l f . mate_set = s e t ( ) # se t wi th mate edges
s e l f . mate = d i c t ( ( node , None ) for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0 # s i z e o f mate s e t
import sys
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
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sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( s e l f . graph . v ( ) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
arg2 = s e l f . _v i s i t ( s e l f . root )
s e l f . mate_set . update (max( arg2 , key=len ) )
for edge in s e l f . mate_set :

s e l f . mate [ edge . source ] = edge . t a r g e t
s e l f . mate [ edge . t a r g e t ] = edge . source

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . mate_set )

def _compose_series ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r s e r i e s opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = max( r00a | r00b , r01a | r00b , r00a | r10b , key=len )
r01 = max( r00a | r01b , r01a | r01b , r00a | r11b , key=len )
r10 = max( r10a | r00b , r11a | r00b , r10a | r10b , key=len )
r11 = max( r10a | r01b , r10a | r11b , r11a | r01b , key=len )
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _compose_parallel ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r p a r a l l e l opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = r00a | r00b
r01 = max( r00a | r01b , r01a | r00b , key=len )
r10 = max( r10a | r00b , r00a | r10b , key=len )
r11 = max( r00a | r11b , r01a | r10b , r10a | r01b , r11a | r00b , key=len )
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _compose_jackknife ( s e l f , arg1 , arg2 ) :
"""Compose r e s u l t s f o r j a c k k n i f e opera t ion . """
r00a , r01a , r10a , r11a = arg1
r00b , r01b , r10b , r11b = arg2
r00 = max( r00a | r00b , r00a | r01b , key=len )
r01 = max( r00a | r10b , r00a | r11b , r01a | r00b , r01a | r01b , key=len )
r10 = max( r10a | r00b , r10a | r01b , key=len )
r11 = max( r11a | r00b , r11a | r01b , r10a | r10b , r10a | r11b , key=len )
return ( r00 , r01 , r10 , r11 )

def _vi s i t ( s e l f , node ) :
"""Travers ing pos torder . """
i f node . type == "edge" :

# r01 , r10 f a k t y c z n i e sa niepoprawne ( to j e s t r00 ) ,
# a l e t a k i e p r z y j e c i e upraszcza pr ze twarzan ie . .
# Kole jnosc ( r00 , r01 , r10 , r11 ) .
i f node . source <= node . t a r g e t :

edge = Edge ( node . source , node . t a r g e t )
else :

edge = Edge ( node . target , node . source )
return ( s e t ( ) , s e t ( ) , s e t ( ) , s e t ( [ edge ] ) )

arg1 = s e l f . _v i s i t ( node . l e f t )
arg2 = s e l f . _v i s i t ( node . r i g h t )
i f node . type == " s e r i e s " :

return se l f . _compose_series ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " p a r a l l e l " :
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return se l f . _compose_parallel ( arg1 , arg2 )
e l i f node . type == " j a c kkn i f e " :

return se l f . _compose_jackknife ( arg1 , arg2 )
else :

raise ValueError ( "bad node type" )

4.10. Algorytmy równolegªe dla grafów

szeregowo-równolegªych

W niniejszej pracy rozwa»amy ró»ne algorytmy sekwencyjne. Warto za-
uwa»y¢, »e w literaturze badane s¡ równie» algorytmy równolegªe, przezna-
czone dla komputerów z wieloma jednostkami obliczeniowymi. Wykorzysty-
wane s¡ ró»ne modele pami¦ci.

W roku 1996 Bodlaender i de Fluiter [29] przedstawili algorytmy równo-
legªe do tworzenia drzewa dekompozycji dla grafu szeregowo-równolegªego.

4.11. Znajdowanie PEO dla grafu Halina

Graf Halina jest cz¦±ciowym 3-drzewem i czasem potrzebne jest wyzna-
czenie peªnego 3-drzewa (uzupeªnienia ci¦ciwowego) zawieraj¡cego dany graf.
Przedstawimy algorytm [funkcja �nd_peo_halin()] wyznaczaj¡cy PEO tego
peªnego 3-drzewa. Warto zwróci¢ uwag¦, »e problem jest trudniejszy ni» dla
cz¦±ciowych 2-drzew, poniewa» nie mo»na usuwa¢ z grafu dowolnych 3-li±ci.
Dozwolone jest usuwanie dwóch rodzajów 3-li±ci, tak aby zmniejszony graf
dalej byª grafem Halina.

Kolejno usuwane 3-li±cie s¡ dodawane do listy wierzchoªków tworz¡cej
PEO. Je»eli trzej s¡siedzi usuwanego wierzchoªka nie tworz¡ kliki (trójk¡-
ta), to uzupeªniamy odpowiednie kraw¦dzie. Usuwanie 3-li±ci ko«czymy na
etapie grafu K4, którego cztery wierzchoªki b¦d¡ na ko«cu PEO w dowolnej
kolejno±ci.

Pierwszy dozwolony rodzaj 3-li±ci do usuni¦cia to te le»¡ce na brzegu grafu
koªa lub wewn¡trz brzegu wachlarza. Te 3-li±cie nale»¡ do cyklu zewn¦trz-
nego grafu Halina. Niech v1 b¦dzie takim 3-li±ciem, jego s¡siedzi to v2, v3,
u, przy czym u jest centrum wachlarza, a v2, v3 le»¡ na cyklu zewn¦trznym.
Dodajemy kraw¦d¹ v2v3, oraz usuwamy kraw¦dzie v1v2, v1v3, v1u [potrzebny
rysunek].

Drugi dozwolony rodzaj 3-li±ci do usuni¦cia to centra maªych wachlarzy,
które maj¡ tylko dwa wierzchoªki na cyklu zewn¦trznym. Niech u1 b¦dzie
centrum maªego wachlarza, jego s¡siedzi to v1, v2, u2, przy czym u2 nie le-
»y na cyklu zewn¦trznym. Dodajemy kraw¦dzie v1u2, v2u2, oraz usuwamy
kraw¦dzie u1v1, u1v2, u1u2 [potrzebny rysunek].

Listing 4.10. Wyznaczanie PEO dla grafów Halina.
def f ind_peo_halin ( graph ) :

"""Find PEO fo r a supergraph (3− t r e e ) o f a Halin graph . """
pass
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5. Podsumowanie

Grafy szeregowo-równolegªe s¡ ciekaw¡ klas¡ grafów planarnych o szero-
ko±ci drzewowej co najwy»ej 2, czyli s¡ o jeden stopie« "grubsze" od drzew.
W pracy zebrano podstawowe informacje o tych grafach i przygotowano na-
rz¦dzia informatyczne do pracy z nimi.

W ramach pracy przygotowano generator k-drzew przypadkowych, oraz
generator sp-grafów nieskierowanych (w dwóch wersjach). Generator sp-grafów
w pierwszej wersji zwraca instancj¦ klasy Graph, a w drugiej wersji zwraca
sp-drzewo.

Zaimplementowano algorytm rozpoznawania sp-grafów nieskierowanych
i budowania sp-drzewa binarnego, algorytm wyznaczania PEO dla 2-drzewa
(grafu ci¦ciwowego) zawieraj¡cego dany sp-graf.

Zaimplementowano wydajne algorytmy rozwi¡zuj¡ce problemy z teorii
grafów, które s¡ trudne dla ogólnych grafów. W szczególno±ci rozwa»ono
problem najwi¦kszego zbioru niezale»nego, problem najmniejszego zbioru do-
minuj¡cego, problem najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego, problem naj-
wi¦kszego skojarzenia, problem kolorowania wierzchoªków. Struktura sp-grafów
pozwoliªa w wielu przypadkach na zastosowanie techniki programowania dy-
namicznego. W przypadku kolorowania wierzchoªków wykorzystano fakt, »e
sp-grafy s¡ 2-drzewami i mo»na byªo zastosowa¢ kolorowanie zachªanne bazu-
j¡ce na wyznaczonym PEO nadgrafu ci¦ciwowego. Dostajemy w ten sposób
3-kolorowanie wierzchoªkowe dla sp-grafów, co do których wiemy, »e nie s¡
dwudzielne.

Grafy Halina nale»¡ do grafów planarnych o szeroko±ci drzewowej równej
3, przez co s¡ "grubsze" od sp-grafów. W dalszym ci¡gu jednak pozwalaj¡ na
szybkie znajdowanie optymalnych rozwi¡za« dla wielu problemów trudnych
w ogólnym przypadku. Dla grafów Halina podano algorytm wyznaczania
PEO dla 3-drzewa (grafu ci¦ciwowego) zawieraj¡cego dany graf. Implemen-
tacje innych algorytmów mo»na znale¹¢ w osobnej pracy [25]. Ciekawe jest,
»e grafy Halina s¡ 3-kolorowalne wierzchoªkowo, z wyj¡tkiem grafów koªo-
wych o parzystej liczbie wierzchoªków. St¡d do kolorowania grafów Halina
nie wykorzystujemy PEO (bo daje 4 kolory), tylko specjalizowany algorytm.

Zaimplementowanym algorytmom towarzysz¡ testy jednostkowe wykona-
ne przy pomocy moduªu unittest . Rzeczywist¡ wydajno±¢ algorytmów spraw-
dzono z u»yciem moduªu timeit.
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A. Testy algorytmów

Peªne sprawdzenie implementacji ka»dego algorytmu powinno zawiera¢
testy poprawno±ci kodu (testy jednostkowe), a tak»e testy wydajno±ciowe,
które w gªównej mierze sprawdzaj¡ zale»no±¢ rzeczywistego czasu pracy algo-
rytmu od wielko±ci danych wej±ciowych. W naszych testach nie pomin¦lismy
równie» innego istotnego aspektu, jakim jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa.

Ten dodatek mimo wszystko najwi¦cej uwagi po±wi¦ca zªo»ono±ci czaso-
wej, poniewa» ze wzgl¦du na specy�k¦ problemów grafowych jest ona naj-
bardziej interesuj¡ca.

A.1. Struktura testów jednostkowych

W tym przypadku skupili±my si¦ na wery�kacji rezultatów wykonania po-
szczególnych algorytmów dla standardowych, jak równie» bardzo skrajnych
danych wej±ciowych. Dla jasno±ci - pod tym terminem rozumiemy grafy, w
których kluczowe parametry (okre±laj¡ce liczb¦ kraw¦dzi, wierzchoªków, po-
ª¡cze« okre±lonego typu) osi¡gaj¡ swoje maksymalne lub minimalne warto-
±ci. Przykªadem mo»e by¢ graf szeregowo-równolegªy skªadaj¡cy si¦ tylko ze
¹ródªa i uj±cia lub graf zbudowany tylko z poª¡cze« szeregowych.

Ka»dy z testów posiada podobn¡ struktur¦. Skªada si¦ z kilku (lub wi¦cej)
tzw. przypadków testowych przygotowuj¡cych grafy o ±ci±le zadanej budo-
wie. Pó¹niej uruchomiany jest aktualnie sprawdzany algorytm, po czym za
pomoc¡ asercji kontrolowany jest jego wynik.

Przykªadowy test jednostkowy pokazany jest na listingu A.1.

Listing A.1. Przykªadowy test jednostkowy.
#!/ usr / b in /python

import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
import un i t t e s t
from spdominat ingset import SPDominatingSet
from test_spgraph_factory import ∗

class TestDominatingSet ( u n i t t e s t . TestCase ) :

def initFromGraphInfo ( s e l f , graphInfo ) :
s e l f .G = graphInfo [ ' graph ' ]
s e l f .N = graphInfo [ ' s i z e ' ]
s e l f . root = graphInfo [ ' s p t r e e ' ]
s e l f . nodes = graphInfo [ ' nodes ' ]
s e l f . edges = graphInfo [ ' edges ' ]

def test_sp_dominating_set_small ( s e l f ) :
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s e l f . initFromGraphInfo ( prepareSmallGraph ( ) )
a lgor i thm = SPDominatingSet ( s e l f .G, s e l f . root )
a lgor i thm . run ( )
expected1 = se t ( [ 1 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . c a rd i n a l i t y , l en ( expected1 ) )
s e l f . a s se r tTrue ( a lgor i thm . dominating_set == expected1 )

def test_sp_dominating_set_small3 ( s e l f ) :
s e l f . initFromGraphInfo ( prepareSmallGraph3 ( ) )
a lgor i thm = SPDominatingSet ( s e l f .G, s e l f . root )
a lgor i thm . run ( )
expected1 = se t ( [ 1 , 2 ] )
expected2 = se t ( [ 1 , 3 ] )
expected3 = se t ( [ 1 , 4 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . c a rd i n a l i t y , l en ( expected1 ) )
s e l f . a s se r tTrue ( a lgor i thm . dominating_set == expected1

or a lgor i thm . dominating_set == expected2
or a lgor i thm . dominating_set == expected3 )

def test_sp_dominating_set_medium ( s e l f ) :
s e l f . initFromGraphInfo ( prepareMediumGraph ( ) )
a lgor i thm = SPDominatingSet ( s e l f .G, s e l f . root )
a lgor i thm . run ( )
expected = se t ( [ 8 , 5 , 6 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . c a rd i n a l i t y , l en ( expected ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . dominating_set , expected )

def test_sp_dominating_set_medium2 ( s e l f ) :
s e l f . initFromGraphInfo ( prepareMediumGraph2 ( ) )
a lgor i thm = SPDominatingSet ( s e l f .G, s e l f . root )
a lgor i thm . run ( )
expected = se t ( [ 2 , 6 ] )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . c a rd i n a l i t y , l en ( expected ) )
s e l f . a s s e r tEqua l ( a lgor i thm . dominating_set , expected )

i f __name__ == "__main__" :
un i t t e s t . main ( )

Fragment kodu generuj¡cego grafy wej±ciowe dla powy»szego testu przed-
stawia listing A.2.

Listing A.2. Generator grafów dla testu jednostkowego.
#!/ usr / b in /python
import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
from edges import Edge
from graphs import Graph
from spnodes import Node

. . .

def prepareSmallGraph2 ( ) :
# 0 s=0, t=1
# |
# 3−−1−−2
# |
# 4
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N = 5
G = Graph(N)
nodes = range (N)
edges = [ Edge (0 , 1 ) , Edge (1 , 2 ) , Edge (1 , 3 ) , Edge (1 , 4 ) ]
for node in nodes :

G. add_node ( node )
for edge in edges :

G. add_edge ( edge )
node1 = Node (0 , 1 , " edge" )
node2 = Node (1 , 2 , " edge" )
node3 = Node (1 , 3 , " edge" )
node4 = Node (1 , 4 , " edge" )
node5 = Node (0 , 1 , " j a c kkn i f e " , node1 , node2 )
node6 = Node (0 , 1 , " j a c kkn i f e " , node5 , node3 )
node7 = Node (0 , 1 , " j a c kkn i f e " , node6 , node4 )
root = node7

return {
' s i z e ' : N,
' graph ' : G,
' s p t r e e ' : root ,
' nodes ' : nodes ,
' edges ' : edges

}

def prepareSmallGraph3 ( ) :
# 0 s=0, t=4
# |
# 1
# | \
# 2 3
# | /
# 4
N = 5
G = Graph(N)
nodes = range (N)
edges = [ Edge (0 , 1 ) , Edge (1 , 2 ) , Edge (1 , 3 ) , Edge (2 , 4 ) , Edge (3 , 4 ) ]
for node in nodes :

G. add_node ( node )
for edge in edges :

G. add_edge ( edge )
node1 = Node (0 , 1 , " edge" )
node2 = Node (1 , 2 , " edge" )
node3 = Node (1 , 3 , " edge" )
node4 = Node (2 , 4 , " edge" )
node5 = Node (3 , 4 , " edge" )
node6 = Node (1 , 4 , " s e r i e s " , node2 , node4 )
node7 = Node (1 , 4 , " s e r i e s " , node3 , node5 )
node8 = Node (1 , 4 , " p a r a l l e l " , node6 , node7 )
node9 = Node (0 , 4 , " s e r i e s " , node1 , node8 )

root = node9

return {
' s i z e ' : N,
' graph ' : G,
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' s p t r e e ' : root ,
' nodes ' : nodes ,
' edges ' : edges

}

. . .

A.2. Struktura testów zªo»ono±ci pami¦ciowej

Z uwagi na specy�k¦ j¦zyka Python w zakresie zarz¡dzania pami¦ci¡ zba-
danie dokªadnego je wykorzystania nie jest zadaniem trywialnym. Wyniki,
które generuje test, prezentuj¡ jedynie szacunkowy obraz rzeczywistego wy-
korzystania zasobów podczas dziaªania algorytmu.

Dodatkowo je±li chodzi o algorytmy uruchamiane na zbudowanych sp-drze-
wach (takie jak np. SPNodeCover), to zu»ywaj¡ one minimaln¡ i tym samym
trudno mierzaln¡ ilo±¢ pami¦ci. Wynika to z faktu, »e sp-drzewa budowane s¡
w sposób zrównowa»ony, a zatem rekurencyjny algorytm odkªada na stosie
zbli»on¡ do logarytmicznej wzgl¦dem wierzchoªków liczb¦ wywoªa«. Wyniki
wykorzystania pami¦ci cz¦±ci algorytmów zostaªy doª¡czone do konkretnych
sekcji w dalszej cz¦±ci tego dodatku.

Testy skªadaj¡ si¦ z klasy bazowej oraz poszczególnych konkretnych klas,
które implementuj¡ metod¦ przygotowuj¡c¡ testowany algorytm. Schemat
wykonania peªnego testu zakªadaª wielokrotne uruchamianie kodu i stopnio-
we zwi¦kszanie liczby wierzchoªków. U»yta zostaªa biblioteka do mierzenia
wydajno±ci kodu memory_pro�ler [30].

Listing A.3. Klasa bazowa testów zªo»ono±ci pami¦ciowej.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
import abc
import gc
from memory_profi ler import p r o f i l e

fp = open ( ' memory_profi ler . l og ' , ' a ' )

class MemoryComplexityTest :

def __init__( s e l f , n ) :
s e l f . n = s e l f . arg_or_default (1 , n )

@abc . abstractmethod
def get_algorithm ( s e l f , nth ) :

return

def run ( s e l f ) :
gc . d i s a b l e ( )
s e l f . run_test ( )

@pro f i l e ( stream=fp )
def run_test ( s e l f ) :
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a lgor i thm = s e l f . get_algorithm ( s e l f . n )
a lgor i thm ( )

def arg_or_default (arg_num , de fau l t_va lue ) :
i f ( l en ( sys . argv ) > arg_num ) :

return i n t ( sys . argv [ arg_num ] )
else :

return defau l t_value

Listing A.4. Przykªadowy test wykorzystania pami¦ci.
#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
from memory_complexity_test import MemoryComplexityTest
from spgen2 import make_random_ktree

class KtreeStaticKMemoryTest (MemoryComplexityTest ) :

def __init__( s e l f ) :
MemoryComplexityTest . __init__( s e l f , 100)
s e l f . t i t l e = u"Znajdowanie k−drzew dla k=5"
s e l f . k = 5

def get_algorithm ( s e l f , nth ) :
i f ( nth <= s e l f . k ) :

return lambda : None
else :

return lambda : make_random_ktree ( nth , s e l f . k )

t e s t = KtreeStaticKMemoryTest ( )
t e s t . run ( )

A.3. Struktura testów zªo»ono±ci czasowej

Do peªnego potwierdzenia i zaprezentowania zakªadanej zªo»ono±ci cza-
sowej zaimplementowanych algorytmów analiza statyczna jest niewystarcza-
j¡ca. W zwi¡zku z tym zostaªy stworzone testy obliczaj¡ce faktyczny czas
wykonania kodu dla du»ych zada«.

Test uruchamia dany algorytm wielokrotnie dla rosn¡cych danych wej±cio-
wych i zapisuje wyniki tworz¡c funkcje warto±ci czasu wykonania algorytmu
od liczby wierzchoªków. Tym samym wyniki daj¡ si¦ naturalnie przedstawi¢
na wykresach. W celu zminimalizowania bª¦dów pomiaru test algorytmu zo-
staª powtórzony odpowiedni¡ liczb¦ razy dla tych samych danych, a czasy
wykonania u±rednione.

Listing A.5. Klasy pomocnicze do konwertowania argumentów i warto±ci wy-
ników.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
import abc
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import math

class CalculationMethod :

@abc . abstractmethod
def convert_arg ( s e l f , nth ) :

return

@abc . abstractmethod
def convert_value ( s e l f , va lue ) :

return

class LinearMethod ( CalculationMethod ) :

def __init__( s e l f , jump=1):
s e l f . jump = jump

def ca l cu la t e_xt ( s e l f , nth ) :
return nth ∗ s e l f . jump

def r e su l t_f rom_ca lcu la t ion ( s e l f , va lue ) :
return value

class ExponentialMethod ( CalculationMethod ) :

def convert_arg ( s e l f , nth ) :
return i n t (10∗∗ nth )

def convert_value ( s e l f , va lue ) :
return math . log10 ( va lue )

Test umo»liwia u»ycie dwóch metod wyliczania liczby wierzchoªków (li-
sting A.5): w sposób liniowy lub wykªadniczy. W szczególno±ci druga metoda
pozwala dobrze zaprezentowa¢ zachowanie algorytmu dla coraz wi¦kszych
danych. Odpowiednie u»ycie parametrów klasy pozwala uzyska¢ oczekiwan¡
dokªadno±¢ testu.

Listing A.6. Klasa bazowa testu badania czasu wykonania.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
import abc
import t ime i t
import PyGnuplot as gp
import numpy as np
import sys

class TimeComplexityTest :

def __init__( s e l f , method , start_n , stop_n , avg_runs=10, s t ep s =10):
s e l f . calculat ion_method = method
s e l f . start_n = s e l f . arg_or_default (1 , start_n )
s e l f . stop_n = s e l f . arg_or_default (2 , stop_n )
s e l f . runs_for_avg = avg_runs
s e l f . s t ep s = s t ep s
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@abc . abstractmethod
def get_algorithm ( s e l f , nth ) :

return

def run ( s e l f ) :
results_x , re su l t s_y = s e l f . c a l c u l a t e_ r e s u l t s ( )
gp . s ( [ np . array ( re su l t s_x ) , np . array ( re su l t s_y ) ] )

def c a l c u l a t e_ r e s u l t s ( s e l f ) :
r e su l t s_x = [ ]
r e su l t s_y = [ ]
for i in range ( s e l f . start_n ∗ s e l f . s teps , s e l f . stop_n∗ s e l f . s t ep s ) :

x_t = s e l f . calculat ion_method . convert_arg ( f l o a t ( i )/ s e l f . s t ep s )
a lgor i thm = s e l f . get_algorithm (x_t)
t imes = t ime i t . Timer ( a lgor i thm ) . repeat ( s e l f . runs_for_avg , 1)
y_tavg = sum( times )/ s e l f . runs_for_avg
resu l t s_x . append ( s e l f . calculat ion_method . convert_value (x_t ) )
re su l t s_y . append ( s e l f . calculat ion_method . convert_value ( y_tavg ) )

return results_x , re su l t s_y

def arg_or_default ( s e l f , arg_num , de fau l t_va lue ) :
i f ( l en ( sys . argv ) > arg_num ) :

return i n t ( sys . argv [ arg_num ] )
else :

return defau l t_value

Testy rozszerzaj¡ klas¦ bazow¡ TimeComplexityTest (listing A.6) i imple-
mentuj¡ metod¦ odpowiedzialn¡ za przygotowanie danych wej±ciowych i da-
nego algorytmu do testu. Jako przykªad zamie±cili±my klas¦ NodeCoverTimeTest

(listing A.7), która dotyczy algorytmu do wyznaczania pokrycia wierzchoª-
kowego z klasy SPNodeCover.

Listing A.7. Klasa testowa przygotowuj¡ca do testu konkretny algorytm.

#!/ usr / b in /python
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
import sys
sys . path . append ( ' . . / main ' )
from t ime_complexity_test import TimeComplexityTest
from calculat ion_methods import ExponentialMethod
from sp t r e e2 import f ind_sptree
from spgen2 import make_random_spgraph
from spcover import SPNodeCover

class NodeCoverTimeTest ( TimeComplexityTest ) :

def __init__( s e l f ) :
TimeComplexityTest . __init__( s e l f , ExponentialMethod ( ) , 2 , 3)

def get_algorithm ( s e l f , nth ) :
graph = make_random_spgraph ( nth )
sp t r e e = f ind_sptree ( graph )
a lgor i thm = SPNodeCover ( graph , sp t r e e )
return lambda : a lgor i thm . run ( )

t e s t = NodeCoverTimeTest ( )
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t e s t . run ( )

A.4. Testy generatora k-drzew

Testowanie generatora k-drzew, czyli funkcji make_random_ktree(). Spraw-
dzili±my czas generacji k-drzew o staªej szeroko±ci drzewowej i k-drzew o sze-
roko±ci rosn¡cej z liczb¡ wierzchoªków grafu. Dla k = 5 mamy rzadkie gra-
fy z |E| = 5n − 15 = O(n). Dla k = n/2 mamy g¦ste grafy z |E| =
n(3n − 2)/8 = O(n2). Rysunki A.1 i A.2 potwierdzaj¡ liniow¡ zªo»ono±¢
algorytmu O(V +E). Rysunek A.3 potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ pami¦ciow¡.
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Rysunek A.1. Generowanie k-drzewa przy k = 5.

A.5. Testy generatora grafów szeregowo-równolegªych

Testowanie generatora sp-grafów przypadkowych nieskierowanych. Funk-
cja make_random_spgraph() zwraca sp-graf w postaci instancji klasy Graph.
Funkcja make_random_sptree() zwraca sp-graf w postaci binarnego sp-drzewa.
Rysunek A.4 potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ algorytmu O(V ) dla wersji zwra-
caj¡cej instancj¦ klasy Graph.
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Rysunek A.2. Generowanie k-drzewa przy k = n/2.

A.6. Testy wyznaczania PEO dla grafów

szeregowo-równolegªych

Testowanie wyznaczania PEO dla 2-drzew zawieraj¡cych sp-grafy, czy-
li testowanie funkcji �nd_peo_spgraph(). Rysunek A.5 potwierdza zªo»ono±¢
algorytmu O(V ). Sprawdzane byªy sp-grafy przypadkowe i 2-drzewa przy-
padkowe.

A.7. Testy rozpoznawania grafów

szeregowo-równolegªych

Testowanie rozpoznawania sp-grafów i budowy sp-drzewa, czyli testowa-
nie funkcji �nd_sptree(). Rysunki A.6 i A.7 potwierdzaj¡ liniow¡ zªo»ono±¢
algorytmu O(V ). Sprawdzane byªy sp-grafy przypadkowe i 2-drzewa przy-
padkowe. Rysunek A.8 potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ pami¦ciow¡.

A.8. Testy kolorowania wierzchoªków grafów

szeregowo-równolegªych

Testowanie kolorowania wierzchoªków sp-grafów. Algorytm kolorowania
zawarty jest w klasie SPNodeColoring. Kolorowanie (rozpoznawanie) grafów
dwudzielnych byªo sprawdzane w przeszªo±ci i wiadomo, »e dziaªa w czasie
liniowym O(V +E). Z tego powodu w testach u»ywali±my jedynie sp-grafów,
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Rysunek A.3. Generowanie k-drzewa przy k = 5 (pami¦¢).

które nie s¡ dwudzielne. W praktyce ogromna wi¦kszo±¢ sp-grafów to nie
s¡ grafy dwudzielne. Rysunek A.9 potwierdza zªo»ono±¢ algorytmu O(V ).
Sprawdzane byªy sp-grafy przypadkowe i 2-drzewa przypadkowe.

A.9. Testy wyznaczania pokrycia wierzchoªkowego dla

grafów szeregowo-równolegªych

Testowanie wyznaczania najmniejszego pokrycia wierzchoªkowego dla sp-grafów.
Algorytm jest zawarty w klasie SPNodeCover. Na wej±cie algorytmu przeka-
zywano sp-graf w postaci sp-drzewa. Rysunek A.10 potwierdza zªo»ono±¢
algorytmu O(V ).

A.10. Testy wyznaczania najmniejszego zbioru

dominuj¡cego dla grafów szeregowo-równolegªych

Testowanie wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla sp-grafów.
Algorytm jest zawarty w klasie SPDominatingSet. Na wej±cie algorytmu prze-
kazywano sp-graf w postaci sp-drzewa. Rysunek A.11 potwierdza zªo»ono±¢
algorytmu O(V ).
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Rysunek A.4. Generowanie sp-grafu w postaci drzewa.

A.11. Testy wyznaczania najwi¦kszego zbioru

niezale»nego dla grafów szeregowo-równolegªych

Testowanie wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla sp-grafów.
Algorytm jest zawarty w klasie SPIndependentSet. Na wej±cie algorytmu prze-
kazywano sp-graf w postaci sp-drzewa. Rysunek A.12 potwierdza zªo»ono±¢
algorytmu O(V ).

A.12. Testy wyznaczania najwi¦kszego skojarzenia dla

grafów szeregowo-równolegªych

Testowanie wyznaczania najwi¦kszego skojarzenia dla sp-grafów. Algo-
rytm jest zawarty w klasie SPMatchingSet. Na wej±cie algorytmu przekazywano
sp-graf w postaci sp-drzewa. Rysunek A.13 potwierdza zªo»ono±¢ algorytmu
O(V ).

59:1053668716



-3.2

-3

-2.8

-2.6

-2.4

-2.2

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

ti
m
e
lo
g(
y
)

vertices log(x)

a = 0.9956
b = -5.0525

finding-peo(x)
f(x)=ax+b

Rysunek A.5. Wyznaczanie PEO dla sp-grafu.
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Rysunek A.7. Wyznaczanie sp-drzewa dla 2-drzewa.
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Rysunek A.8. Wyznaczanie sp-drzewa dla sp-grafu (pami¦¢).
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Rysunek A.9. Kolorowanie wierzchoªków sp-grafu.
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Rysunek A.10. Wyznaczanie pokrycia wierzchoªkowego.
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Rysunek A.11. Znajdowanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego.
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Rysunek A.12. Znajdowanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.
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Rysunek A.13. Znajdowanie najwi¦kszego skojarzenia.
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