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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algo-
rytmoéw zwiagzanych z triangulacja grafow. Triangulacja grafu G to inaczej
znajdowanie dopelnienia cieciwowego dla G, czyli grafu cieciwowego beda-
cego nadgrafem grafu G, z takim samym zbiorem wierzchotkéw jak graf G.
Istnieja rozne rodzaje triangulacji, jedne minimalizuja liczbe dodawanych
nowych krawedzi (problem najmniejszego wypelnienia), inne minimalizuja
rozmiar najwiekszej kliki w koricowym grafie cieciwowym (problem szerokosci
drzewowej). Rozwaza sie rowniez triangulacje minimalne, czyli niekoniecznie
najmniejsze, ale nie bedace podzbiorem innej triangulacji.

Zaimplementowane algorytmy mozna podzieli¢ na dwa rodzaje: algoryt-
my wyznaczania doskonatego uporzadkowania eliminacji (ang. perfect elimi-
nation ordering, PEO) dla wybranych klas graféow oraz algorytm stuzacy do
znajdowania minimalnej triangulacji dla grafu wejsciowego dowolnej klasy.
Znajomos¢ PEO wyznacza jednoznacznie zbiér nowych krawedzi dodanych
do poczatkowego grafu.

W ramach pracy zaimplementowano pie¢ algorytmoéw do wyznaczania
PEO dla klas grafow, dla ktorych ta operacje mozna zrealizowaé w czasie
wielomianowym z podaniem dokladnego rozwiazania. Sa to drzewa, grafy
zewnetrznie planarne i grafy maksymalnie zewnetrznie planarne, grafy per-
mutacji. Przedstawiono nowa implementacje algorytmu MCS do wyznaczania
PEO dla graféow cieciwowych, ktory jest podstawa dla wydajnego algoryt-
mu MCS-M wyznaczajacego triangulacje minimalne. Algorytm MCS-M jest
obecnie najlepszym znanym w literaturze.

Wszystkie algorytmy znajdujace si¢ w pracy zostaly przetestowane pod
katem poprawnosci oraz ztozonosci obliczeniowej z wykorzystaniem modutow
unittest oraz timeit dostepych w Bibliotece Standardowej jezyka Python.

Stowa kluczowe: triangulacja grafu, triangulacja minimalna, grafy cieci-
wowe, uzupelnienie cieciwowe, grafy przedziatowe, grafy permutacji, dekom-
pozycja drzewowa



English title: Triangulations of graphs

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms connected with triangu-
lations of graphs is presented. A triangulation of a graph G is finding a chordal
completion of G (or minimum fill-in) which is a chordal supergraph of G, on
the same vertex set. There are different types of triangulations. The number
of new edges added can be minimised (the minimum fill-in problem) or the
size of the maximum clique in the resulting chordal graph can be minimised
(the treewidth problem).

Implemented algorithms can be divided into two groups: algorithms for
finding a perfect elimination ordering (PEQO) for selected classes of graphs
and algorithm for computing a minimal triangulation for general graphs.
PEO determines a set of new edges added to the input graph.

For this thesis, we implemented five exact algorithms determing PEO for
graph classes, where it can be done in polynomial time. The types of graphs
are as follows: trees, outerplanar graphs, maximal outerplanar graphs, and
permutation graphs. New implementation of the MCS algorithm was created.
It is used to find PEO for chordal graphs and it is the starting point for later
developed MCS-M algorithm for determining minimal triangulations. The
MCS-M algorithm is currently the best algorithm known in the literature.

For all algorithms in this thesis corectness and real computational comple-
xity were tested using modules unittest and timeit available in The Python
Standard Library.

Keywords: graph triangulation, minimal triangulation, chordal graphs, chor-
dal completion, interval graphs, permutation graphs, tree decomposition
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy jest triangulacja graféw, nazywana inaczej znaj-
dowaniem dopehienia cieciwowego grafow (ang. chordal completion) [6]. Jest
to takie dodawanie nowych krawedzi do grafu nieskierowanego, aby utworzy¢
graf cieciwowy [7]. Mozna jeszcze wymagaé, aby koricowy graf cieciwowy byt
grafem przedzialowym, a wtedy méwimy o dopetnieniu przedzialowym (ang.
interval completion) [§].

Istnieja dwa podstawowe rodzaje triangulacji grafow. W pierwszym przy-
padku minimalizuje si¢ liczbe dodawanych nowych krawedzi, jest to problem
najmniejszego wypelnienia (ang. minimum fill-in problem). W drugim przy-
padku minimalizuje sie rozmiar najwickszej kliki w konicowym grafie cieci-
wowym, jest to problem wyznaczania szerokosci drzewowej (ang. treewidth
problem). Mozna jeszcze minimalizowaé rozmiar najwiekszej kliki w korico-
wym grafie przedzialowym, wtedy jest to problem wyznaczania szerokosci
ciezkowej (ang. pathwidth problem).

W roku 1981 Yannakakis pokazal, ze problem najmniejszego wypetnienia
jest NP-zupelny [9]. Podobnie w roku 1987 wykazano, ze problem okreslenia,
czy dany graf ma szeroko$é¢ drzewowsa co najwyzej k, jest NP-zupety [10].
W takiej sytuacji zwykle sa trzy kierunki dziatan. (1) Mozna szukaé¢ algoryt-
moéw doktadnych, ktore sa najmniej "wybuchowe", aby w rozsadnym czasie
rozwiazywaé coraz to wicksze instancje problemu. (2) Mozna szukaé szybkich
heurystyk znajdujacych rozwigzania przyblizone, przy czym pozadane jest
posiadanie oszacowan, jak daleko rozwiazanie przyblizone moze byé¢ oddalo-
ne od rozwiazania doktadnego. (3) Mozna szukaé rodzin grafow, dla ktorych
istnieja algorytmy doktadne dziatajace w czasie wielomianowym. W niniejszej
pracy zostana przedstawione wybrane rodziny graféw i odpowiednie dla nich
algorytmy.

Znajdowanie najmniejszych triangulacji (ang. minimum triangulations)
w sensie liczby krawedzi lub szerokosci drzewowej jest trudne, dlatego bada
sie takze triangulacje minimalne (ang. minimal triangulations) [11]. Triangu-
lacja najmniejsza jest minimalna, ale stwierdzenie odwrotne nie zawsze jest
prawdziwe. Triangulacja minimalna nie zawiera w sobie innej triangulacji
z mniejsza liczba krawedzi.

W problemach, ktére wynikaja z praktycznych zastosowan, zazwyczaj da-
zy sie wlasnie do zminimalizowania réznych parametrow triangulacji grafu.
Na przyktad problem znajdowania najmniejszej triangulacji, czyli problem
najmniejszego wypetnienia, znajduje uzytek w wielu dziedzinach: obliczenia
na macierzach rzadkich [13], [17], zarzadzanie bazami danych [I4], systemy
z baza wiedzy (ang. knowledge-based systems) [19], czy rozpoznawanie obra-
zow [16].



1.1. Cele pracy

Glownym celem pracy jest przedstawienie problemu triangulacji grafow
oraz implementacja wybranych algorytmoéw w jezyku Python. Sa to algoryt-
my wyznaczania PEO dla réznych klas grafow: drzew, graféow zewnetrznie
planarnych, czy graféw permutacji. Podanie PEO pozwala rozpoznaé¢ graf
cieciwowy, a dla ogdlnego grafu pozwala na wyznaczenie nowych krawedzi po-
trzebnych do utworzenia dopetnienia cieciwowego poczatkowego grafu. Stwo-
rzone na potrzeby pracy algorytmy postuza takze jako uzupetienie biblioteki
graphtheory [1].

1.2. Organizacja pracy

Rodzial [2] przedstawia podstawowe pojecia z teorii graféw, definicje gra-
fow cieciwowych i przedzialowych, a takze twierdzenia powiazane z proble-
mem triangulacji omawianym w ninjeszej pracy magisterskiej, jak dekompo-
zycja drzewowa, dekompozycja Sciezkowa, minimalne separatory wierzchot-
kow, itp. Znajduje sie tam takze sekcja dotyczaca problemu znajdowania
dopelnienia cieciwowego dla wybranych rodzin grafow wraz z przedstawie-
niem funkcji istniejacych w pakiecie graphtheory, a takze tych stworzonych
podczas pisania tej pracy algorytméw. W celu ilustracji niektérych proble-
mow wykonywano rysunki za pomoca pakietu NetworkX [3]. W rozdziale
znajduje si¢ implementacja algorytméw rozwigzujacych problem znajdowa-
nia PEO dla wybranych rodzin graféw. Dla kazdego algorytmu podano wy-
jasnienie jego dziatania, kod Zrodtowy, oraz informacje dotyczaca ztozonosci
obliczeniowej. W podsumowaniu 4| przedstawiono wyniki pracy oraz koricowe
wnioski. W pracy zamieszczono takze dodatek [A] zawierajacy opisy sposobu
testowania zaimplementowanych algorytmoéw oraz wykresy ich wydajnosci.



2. Teoria grafow

Przedstawimy podstawowe definicje i twierdzenia z teorii grafow, ktore
beda wykorzystywane w catej pracy.

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Graf nieskierowany G' = (V, F) jest to para uporzadkowana skta-
dajaca sie z niepustego zbioru wierzchotkow V(G) i zbioru krawedzi nieskie-
rowanych E(G). Krawedz nieskierowana mozna zdefiniowaé jako zbior dwoch
wierzchotkow ze zbioru V(G). Zwyczajowo oznaczamy liczbe wierzchotkow
przez n = |V(G)|, a liczbe krawedzi przez m = |E(G)|. N(v) to zbior sasia-
dow wierzchotka v. N{v] to domkniete sasiedztwo wierzchotka v, czyli suma

N(v) U{v}.

Definicja: Podgraf H grafu G to graf, ktory zawiera wybrane wierzchotki
grafu (G, oraz moze zawiera¢ niektore krawedzie taczace wybrane wierzchotki
w grafie G. Formalnie zapisujemy, ze V(H) C V(g) oraz E(H) C E(G). Ina-
czej mozna powiedzieé, ze graf H powstaje po usunieciu niektoérych wierzchot-
kow i krawedzi z grafu G. Usuwajac wierzcholek nalezy pamietaé¢ o usunieciu
wszystkich krawedzi incydentnych z danym wierzchotkiem. Nie wymaga sie,
by wszystkie krawedzie grafu G laczace wierzcholki znajdujace si¢ rowniez
w podgrafie H nalezaly do niego [12].

Definicja: Podgraf indukowany H, w przeciwieristwie do zwyktego podgra-
fu, wymaga aby krawedzie taczace wierzcholki znajdujace sie w V(G), a przy
tym nalezace do V(H), znalazty sie w podgrafie. Formalnie jest to graf H,
ktorego krawedzie spetniaja warunek F(H) = {vw € E(G) :v € V(H),w €
V(H)}.

Definicja: Klika to zbior wierzchotkow C' zawarty w V(G), dla ktorego kaz-
da para wierzchotkow jest potaczona krawedzia. Czasem przez klike rozumie
sie caly graf ze zbiorem wierzchotkow C', a wtedy na oznaczenie kliki z n
wierzchotkami uzywa sie oznaczenia jak dla graféw pelnych K,,. Inaczej moz-
na powiedzie¢, ze klika jest to podzbior zbioru wierzchotkow V(G), ktory
indukuje podgraf pelny. Rozmiarem kliki nazywamy liczbe wierzchotkow za-
wartych w klice. Klika maksymalna nie moze by¢ rozszerzona przez dodanie
kolejnego wierzchotka, w celu utworzenia wiekszej kliki. Klika najwieksza jest
to klika najliczniejsza, czyli w grafie nie istnieja kliki o wiekszej liczbie wierz-
chotkéw. Rozmiar najwiekszej kliki grafu G oznaczmy w(G).
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2.2. Grafy cieciwowe

Graf nieskierowany jest cieciwowy (ang. chordal), jezeli kazdy cykl in-
dukowany o dtugosci wiekszej lub réwnej cztery posiada cieciwe. Cieciwa to
krawedz taczaca dwa niesasiednie wierzchotki cyklu [7].

Wierzchotek simplicjalny v to wierzchotek, dla ktorego graf indukowany
przez Nv] jest klika. Kazdy graf cieciwowy posiada wierzchotek simplicjalny,
a po usunieciu tego wierzchotka otrzymujemy mniejszy graf cieciwowy. W ten
sposob usuwajac kolejne wierzchotki simplicjalne w coraz mniejszych grafach
cieciwowych zredukujemy poczatkowy graf do zbioru pustego. Ciag kolejno
usuwanych wierzchotkéw simplicjalnych tworzy doskonate uporzadkowanie
eliminacji (ang. perfect elimination ordering, PEO). Graf jest cieciwowy wte-
dy i tylko wtedy, gdy istnieje dla niego PEO. Warto zauwazy¢, ze dla danego
grafu cieciwowego moze istnieé¢ kilka réznych PEO. Druga uwaga to fakt, ze
bycie grafem cieciwowym jest wlasnoscia dziedziczna (ang. hereditary proper-
ty), czyli przenosi sie na podgrafy indukowane. Grafy cieciwowe byly badane
w pracy magisterskiej Matgorzaty Olak [23)].

2.3. Grafy przedzialowe

Definicja: Graf przedziatowy to graf nieskierowany, ktorego wierzchotki mo-
ga by¢ reprezentowane przez przedzialy na osi liczbowej w taki sposob, ze
dwa wierzchotki sa sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie przedzia-
ly na osi liczbowej maja niepuste przeciecie. Grafy przedzialowe moga by¢
scharakteryzowane na kilka sposobéw. Jedna z pierwszych charakteryzacji
podali w roku 1962 Lekkerkerker i Boland: grafy przedziatowe to grafy cieci-
wowe, ktore nie zawieraja trojek asteroidalnych [25]. Oznacza to, ze wybiera-
jac dowolne trzy wierzcholki grafu przedzialowego mozemy je uporzadkowaé
w taki sposob, ze kazda Sciezka od pierwszego do trzeciego wierzchotka bedzie
przechodzié¢ przez sasiedztwo drugiego wierzchotka. Grafy przedziatowe byty
badane w pracy magisterskiej Macieja Mularskiego [26].

2.4. Dekompozycja drzewowa

Definicja: Majac dany graf nieskierowany GG, dekompozycja drzewowa (ang.
tree decomposition, TD) jest to para (X,T), gdzie X = {Xj,..., X,,} jest
rodzing podzbioréw zbioru wierzchotkow V' oraz T jest drzewem, ktorego
wezly sa workami X; spelniajacymi nastepujace wtasciwosci:

1. Suma wszystkich workéw X; jest rowna V', to znaczy, ze kazdy wierzchotek
grafu jest zwigzany z co najmniej jednym weztem tego drzewa.

2. Dla kazdej krawedzi grafu vw, istnieje worek X; zawierajacy oba wierz-
chotki v oraz w. To oznacza, ze wierzchotki sasiaduja ze soba tylko wtedy,
gdy odpowiednie poddrzewa maja wspolny wezet.

3. Jezeli dwa worki X; oraz X; zawierajg wierzcholek v, wtedy wszystkie
worki X}, drzewa na $Sciezce pomiedzy X; oraz X; zawierajg takze ten
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wierzchotek (w drzewie istnieje doktadnie jedna $ciezka miedzy X; oraz
X;). Ta zaleznos¢ znana jest réwniez pod pojeciem koherencji.

Szerokoscia danej dekompozycji drzewowej nazywamy liczno$é¢ najwiekszego
worka minus jeden. Dla grafu G szeroko$¢ drzewowa (ang. treewidth) oznacza
sie przez tw(G) 1 jest to najmniejsza szerokosé ze wszystkich mozliwych de-
kompozycji drzewowych. Doktadne omoéwienie tematu dekompozycji drzewo-
wej wraz z przyktadami i zastosowaniami znajduje si¢ w pracy magisterskiej
Macieja Niezabitowskiego [24].

2.5. Dekompozycja Sciezkowa

Definicja: Dla danego grafu nieskierowanego G sekwencja (Xj, ..., X,.) pod-

zbiorow V(G) jest dekompozycja Sciezkowa (ang. path decomposition, PD)

grafu G, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

1. Suma wszystkich zbiorow X; rowna sie V(G). Zbiory X; nazywa sie wor-
kami.

2. Dla kazdej krawedzi vw € E(G), pewnien zbior X; (1 < i < r) zawiera
oba konce krawedzi v 1 w.

3. Dlal < i< j <k <r, X;NX, zawiera si¢ w X;. Inaczej mozna
powiedzie¢, ze dla kazdego wierzchotak v € V(G) worki X; zawierajace v
wystepuja obok siebie w sekwencji (Xi, ..., X;).

Definicja: Szerokoscig $ciezkowa grafu nieskierowanego G (ang. pathwidth)
jest najmniejsza liczba k > 0 taka, ze G posiada dekompozycje Sciezkowa
(X1,..., X;), przy czym |X;| < k + 1 dla kazdego 1 < i < r. Szerokosé
ciezkowa oznaczamy przez pw(G) = k.

2.6. Minimalne separatory wierzchotkéw

W badaniach nad wyznaczaniem szerokosci drzewowej graféw i wieloma
innymi problemami duza role odgrywaja minimalne separatory wierzchotkow
(ang. minimal vertex separators). Istnienie wydajnych algorytmow jest po-
wigzane z istnieniem separatoréw wierzchotkow o ograniczonym rozmiarze
lub wielomianowa liczba tych separatorow. W 1993 roku pokazano nawet, ze
jezeli dla pewnej rodziny graféw mamy algorytm wielomianowy wyznaczajacy
zbiér wszystkich minimalnych separatoréow, to istnieja algorytmy wielomia-
nowe rozwigzujace problem szerokosci drzewowej i problem najmniejszego
wypelnienia [27]. Ponizej przytoczymy definicje i najwazniejsze fakty doty-
czace separatorow.

Definicja: Mamy dany graf nieskierowany G. Podzbior S zawarty w V(G)
jest (u,v)-separatorem dla niesasiednich wierzchotkow u i v, jezeli usuniecie
S z grafu G rozdziela u i v, czyli wierzchotki znajda sie w réznych sktado-
wych spojnych grafu. Jezeli nie istnieje podzbior wtasciwy zbioru S, kto-
ry bytby réwniez (u,v)-separatorem, to wtedy S nazywamy minimalnym
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(u, v)-separatorem. Podzbior S nazywamy minimalnym separatorem, jezeli
jest (u,v)-separatorem dla pewnych niesasiednich wierzchotkow u i v.

Drzewa: W drzewach minimalne separatory to pojedyncze wierzchotki, kto-
re nie sa lisémi. Drzewo ma O(n) minimalnych separatorow.

Grafy cykliczne: W grafie cyklicznym C),, kazde dwa niesasiednie wierz-
cholki tworza minimalny separator. Mozna wybra¢ n(n — 3)/2 takich par,
wiec bedzie O(n?) minimalnych separatorow.

Grafy cieciwowe i grafy przedzialowe: W grafach cieciwowych kazdy
minimalny separator jest klika [28], a liczba minimalnych separatorow jest
rzedu O(n). Wiadomo, ze w grafach cieciwowych liczba klik maksymalnych
jest rzedu O(n). W drzewie dekompozycji kliki maksymalne staja sie wierz-
chotkami drzewa (workami), a minimalne separatory beda czescia wspolna
sasiednich workow.

Grafy permutacji: Rozwazmy model grafu permutacji z dwoma prostymi
rownoleglymi i odcinkami taczacymi punkty z taka sama etykieta, lezace na
obu prostych. Dwa wierzchotki niesasiednie odpowiadaja dwém odcinkom,
ktore nie przecinaja sie. Wobec tego prosta przechodzaca pomiedzy tymi
odcinkami przetnie odcinki tworzace pewien separator. W catym grafie mozna
zrobié¢ co najwyzej O(n?) roznych cie¢, a wiec liczba minimalnych separatorow
musi by¢ ograniczona przez O(n?).

Grafy kolowe (ang. circle graphs): Rozwazmy model grafu kotowego
z cieciwami na pewnym okregu. Dwa niesasiednie wierzchotki odpowiadaja
dwom cieciwom, ktore nie przecinaja sie. Wobec tego prosta przechodzaca po-
miedzy tymi cieciwami przetnie cieciwy tworzace pewien separator. W catym
grafie mozna zrobi¢ co najwyzej O(n?) réznych cieé, a wiec liczba minimal-
nych separatoréw musi by¢ ograniczona przez O(n?).

2.7. Minimalna i najmniejsza triangulacja

Definicja: Triangulacja najmniejsza (ang. minimum triangulation), nazy-
wana rowniez najmniejszym wypelieniem (ang. minimum fill-in), to taka
triangulacja, w ktorej w celu uzyskania grafu cieciwowego dodajemy jak naj-
mniejszg liczbe nowych krawedzi. Znajdowanie najmniejszej triangulacji jest
problemem NP-trudnym [I8]. Z drugiej strony, istnieje wiele waznych zasto-
sowan najmniejszej triangulacji, wiec w odpowiedzi na zapotrzebowanie na
rozwigzanie tego problemu rozwaza sie jego alternatywe, dla ktorej istnieja
algorytmy dziatajace w czasie wielomianowym - jest to triangulacja mini-
malna. Réznice miedzy triangulacja najmniejszg a minimalng przedstawia

rysunek 2.1]
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Definicja: Triangulacja minimalna (ang. minimal triangulation) jest rezul-
tatem dodania minimalnego zbioru krawedzi przy tworzeniu triangulacji da-
nego grafu [11]. Wiadomo, ze problem minimalnej triangulacji jest $cisle po-
wigzany z minimalnymi separatorami grafu wejéciowego. Minimalna triangu-
lacja jest uzyskiwana przez dodawanie krawedzi tylko do minimalnych sepa-
ratoréow, dopekiajac je w kliki. Minimalne separatory moga charakteryzowac
klasy grafow: jak pokazal Dirac [28], graf jest cieciwowy wtedy i tylko wtedy,
gdy jego minimalne separatory tworza klike [47].

PSP

Rysunek 2.1. Rozne rodzaje triangulacji na przykladzie danego grafu [1I]: a)

triangulacja nie-minimalna |[zbedna krawedz (3,4)], b) triangulacja najmniejsza, c)

triangulacja minimalna. Linie przerywane reprezentuja krawedzie dodawane przy
triangulacji.

Rozpatrywanymi w literaturze algorytmami wyznaczajacymi minimalng
triangulacje sa Lex M i MCS-M [19]. Algorytm Lex M [22], to rozbudo-
wana wersja algorytmu Lex-BFS - leksykograficzne przeszukiwanie wszerz
(ang. lexicographical breadth first search) stuzacego do rozpoznawania grafow
cieciowowych. Zarowno Lex-BFS jaki i Lex M uzywaja leksykograficznych
oznaczen dla wierzchotkéw jeszcze nieprzetworzonych. W miare kontynowa-
nia przetwarzania etykiety wierzchotkéw rosng, a kazda z nich potencjalnie
osigga dlugosé proporcjonalng do liczby wierzchotkow w grafie. Lex-BFS do-
daje do etykiet sasiadow przetwarzanego wierzchotka, podczas gdy Lex M
dodaje do etykiet zarowno sasiadow przetwarzanego wierzchotka jak i in-
ne wierzchotki osiaggalne po specjalnych rodzajach Sciezek z przetwarzanego
wierzchotka. Te specjalne rodzaje Sciezek sa doktadnie tymi Sciezkami, ktore
tworza wypelnienie, a etykiety Lex M sa dokladnie sasiadami o wyzszych nu-
merach w biezgcym wypelionym grafie. Proste rozszerzenie dodawania do
etykiet na podstawie osiagalnosci wzdtuz takich sciezek wypetnienia, a nie
tylko wzdtuz pojedynczych krawedzi skutkuje algorytmem dajacym wtasnie
minimalne triangulacje.

Koncepcje etykietowania przylegtego (ang. adjacency labelling concepts)
opracowane dla Lex-BFS okazaly si¢ kluczowe w zrozumieniu graféw cieci-
wowych i triangulacji. Tarjan i Yannakakis doszli pézniej do zaskakujacego
wniosku, ze w przypadkow rozpoznawania graféw cieciwowych znajomosé
konkretnych przetworzonych sasiadow (ich etykiet) nie jest konieczna, wy-
starczy zachowaé i poréwnac liczbe przetworzonych sasiadow [2I]. Bylo to
wazne osiggniecie skutkujace znacznie prostszg implementacja Lex-BFS, zna-
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na jako algorytm MCS - przeszukiwanie najwiekszej licznosci (ang. mazimum
cardinality search), ktorego implementacja i opis znajduje si¢ w rozdziale
Listing ukazuje sposob korzystania z funkcji find peo mcs.

# Wyznaczanie PEO dla grafu cieciwowego za pomoca MCS.
from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from mcs import find peo_ mecs

G = Graph()

edge list = [Edge( "AN "B ) ; Edge("B" ’ncu) , Edge( el ,"D") ’
Edge( ”AN , "D" ) , Edge ( "A" , HC” )]

for edge in edge list:
G.add edge(edge)

G.show ()

order = find peo mcs(G)

print (order)

Odkrycie to pozwolilo réwniez na znalezienie uproszczonego odpowied-
nika algorytmu Lex M do wyznaczania minimalnych triangulacji, rowniez
wykorzystujacego przeszukiwanie najwiekszej licznosci [I8]. Implementacja
oraz opis algorytmu MCS-M znajduje sie w rozdziale [3| Zaleznosci pomiedzy
algorytmami Lex-BFS, Lex M, MCS, oraz MCS-M ukazuje rysunek 2.2

Lex—-BFS > LEX M
(lexicographic labelling (lexicographic labelling
of neighbors) along paths)

| |
| 1

MCS U - MCS-M |
(cardinality labelling t (cardinality labelling :
of neighbors) i along paths) i

| 1

|

Rysunek 2.2. Zaleznos¢ pomiedzy algorytmami Lex-BFS, Lex M, MCS, oraz

MSC-M. Algorytmy po lewej stronie rysunku stuza do rozpoznawania graféw cieci-

wowych, algorytmy po prawej stronie stuzg to wyznaczanie minimalnej triangulacji
dowolnego grafu [18].

Ponizszy listing ukazuje sposob korzystania z klasy MCS M do zwracania
wyznaczonego PEO oraz krawedzi, ktore zostaly dodane do grafu w wyniku
procedury minimalnej triangulacji.

# Wyznaczanie minimalnej triangulacji dla ogolnego grafu.
from graphtheory.structures.edges import Edge
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from graphtheory.structures.graphs import Graph
from mcsmpeo import MCS M

G = Graph()
edge list = [Edge( AN ,"B") ’ Edge("B" ’ncu) , Edge( el ,"D") ’
Edge("D" ,"E"), Edge("A" ,"E")] # graf cykliczny C_ &
for edge in edge list:
G.add edge(edge)
G.show ()
algorithm = MCS M(G)
algorithm .run ()
print (algorithm .order) # PEO for minimal triangulation
print (algorithm .new edges)

2.8. Znajdowanie dopelnienia cieciwowego

Strukture grafu cieciwowego mozna opisaé¢ przez podanie PEO oraz drze-
wa dekompozycji zawierajacego wszystkie kliki maksymalne. Dla grafu, ktory
nie jest cieciwowy, mozna poda¢ PEO dopekienia cieciwowego, co jedno-
znacznie wyznacza zbior krawedzi dodanych do poczatkowego grafu. Ponizej
zestawimy narzedzia, ktorymi dysponujemy w pakiecie graphtheory do analizy
problemu dopelnienia cieciwowego dla réznych rodzin graféow.

2.8.1. Ogolne grafy

Dla ogoélnych graféw mozemy podaé cigg wierzchotkéw, ktory wyznaczy
jednoznacznie pewne dopelnienie cieciwowe za pomoca funkcji find _td _order().
W literaturze podano kilka heurystyk do znajdowania obiecujacych ciagow
wierzchotkow i szacowania szerokosci drzewowej. Jest to m.in. heurystyka naj-
mniejszego stopnia (gorne oszacowanie na szerokos$¢ drzewowa) i heurystyka
najwiekszego minimalnego stopnia (dolne oszacowanie na szerokosé¢ drzewo-

wa).

# Wyznaczanie drzewa dekompozycji (TD) dla ogolnych grafow.

from graphtheory.chordality.tdtools import find td order

from graphtheory.chordality.tdtools import find treewidth min deg
from graphtheory.chordality.tdtools import find treewidth mmd

# G is a general connected undirected graph.
# ’order’ is a selected sequence of mnodes.

assert len(order) =— G.v ()
T = find td_ order(G, order) # finding TD (heuristic)
treewidth = max(len(bag) for bag in T.iternodes()) — 1 # upper bound

# Finding ’order’
treewidth , order = find treewidth min deg(G) # upper bound for tw
treewidth , order = find treewidth mmd(G) # lower bound for tw
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2.8.2. Drzewa

Drzewa sa to grafy nieskierowane, ktére mozna zdefiniowa¢ na kilka spo-
sobow: (1) drzewo to graf spojny acykliczny; (2) drzewo to graf, w ktorym
kazde dwa rozne wierzcholki sa potaczone doktadnie jedna Sciezka prosta; (3)
drzewo to graf spojny, ktory po usunieciu dowolnej krawedzi przestaje by¢
spojny.

Drzewa sa w trywialny sposob cieciwowe, poniewaz nie posiadaja cykli.
Kazda krawedz drzewa stanowi klike K5 i to sa wszystkie kliki maksymal-
ne. Szerokos¢ drzewowa dla drzew wynosi jeden. Wierzchotki simplicjalne
to liscie, czyli wierzchotki stopnia 1. PEO dla drzewa mozna wyznaczy¢
algorytmem odrywania lisci, ktory jest takze podstawa algorytmu wyzna-
czania najwiekszego zbioru niezaleznego. W ramach tej pracy wyodrebniono
algorytm odrywania lisci do osobnej funkcji find _peo_tree(), zwracajacej PEO
dla drzewa. Listing przedstawia sposob korzystania z funkcji. Kod zrodtowy
funkeji jest opisany w rozdziale [3

# Wyznaczanie PEO dla drzewa.
from graphtheory.structures.factory import GraphFactory
from treepeo import find peo tree

gf = GraphFactory (Graph)

G = gf.make tree(n=10) # random tree
assert G.v() = G.e() + 1

peo = find peo_ tree(G) # list of nodes
assert len(peo) — G.v ()

Wiele drzew jest grafami przedziatlowymi, a wtedy ich szerokosé¢ sciezkowa
wynosi 1. Rysunek przedstawia najmniejsze drzewo, ktore nie jest prze-
dziatowe. Drzewo ma n = 7 wierzchotkow, a jego szerokosé sciezkowa wynosi
2. Na rysunku zaznaczono trzy wierzchotki, ktore tworza trojke asteroidalng.

Rysunek 2.5. Szerokosé¢ drzewowa dla drzewa [2.3] wynosi 1.

Algorytm liniowy wyznaczania szerokosci $ciezkowej dla drzew zostal po-
dany przez Scheffler [29)].
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Rysunek 2.3. Najmniejsze drzewo, ktore nie jest przedziatowe, z zaznaczonymi
wierzchotkami tworzacymi tréjke asteroidalng.

Rysunek 2.4. Szerokos¢ Sciezkowa dla drzewa [2.3| wynosi 2.



2.8.3. Grafy cieciwowe

Znalezienie PEO dla grafu nieskierowanego jest rozpoznaniem, ze dany
graf jest cieciwowy. Istnieja co najmniej trzy metody wyznaczania PEO: (1)
odrywanie wierzchotkéw simplicjalnych, (2) uzycie MCS (ang. mazimum car-
dinality search), (3) uzycie LexBFS (ang. lexicographic breadth-first search).
Nalezy zauwazy¢, ze dwie ostatnie metody wyznaczaja ciag wierzchotkow dla
dowolnego grafu i nalezy osobno potwierdzi¢, ze znaleziony ciag jest rzeczy-
wiscie PEO, a co za tym idzie, ze mamy graf cieciwowy.

# Wyznaczanie PEO i TD dla grafu cieciwowego.

from graphtheory.chordality.chordaltools import make random chordal

from graphtheory.chordality.peotools import find peo lex bfs
from graphtheory.chordality.peotools import find peo mcs
from graphtheory.chordality.peotools import is peol

from graphtheory.chordality.tdtools import find td chordal

G = make random chordal(n=10)

peo = find peo lex bfs(G) # if G is not chordal, then ’peo’ is not PEO
peo = find peo mcs(G) # if G is not chordal, then ’peo’ is not PFEO

assert is_ peol (G, peo) # testing PEO, O(V+E) time

T = find _td_chordal (G, peo) # finding a tree decomposition (TD)
assert isinstance (T, Graph)

assert T.v() = T.e() + 1 # tree

treewidth = max(len(bag) for bag in T.iternodes()) — 1

PP

NP-trudnym [36].

2.8.4. Grafy przedzialowe

Grafy przedzialowe sa cieciwowe, wiec mozna wyznaczy¢ pewne PEO i
drzewo dekompozycji metodami przygotowanymi dla graféw cieciwowych.
Niestety nie ma wtedy gwarancji, ze otrzymane drzewo dekompozycji be-
dzie grafem $ciezka. Musimy wiec postapi¢ inaczej. Z grafem przedziatowym
jest zwiazana jego reprezentacja przedzialowa, ktora mozna zakodowac jako
podwodjna permutacje. Dla kazdego wierzchotka grafu (przedziatu) ustalamy
etykiete, a nastepnie przechodzac wzdhuz prostej zapisujemy etykiete dla kaz-
dego poczatku lub konca przedziatu. Dla n przedziatow ciag etykiet bedzie
mial dtugosé 2n.

Jezeli dla grafu przedzialowego znana jest jego reprezentacja przedziato-
wa, to wtedy tatwo mozna wyznaczy¢ cigg klik maksymalnych, ktoére buduja
worki w dekompozycji Sciezkowej.

# Wyznaczanie PEO ¢ TD dla grafu przedzialowego.
# Graf przedzialowy dany jako podwojna permutacja.
from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.chordality.intervaltools import make tepee interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import find peo cliques

perm = make tepee interval(n=10) # generator grafu tepee
peo, cliques = find peo cliques (perm) # PEO and ordered cliques
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assert 2 x len(peo) =— len (perm)
pathwidth = max(len(c) for ¢ in cliques) — 1

# Wyznaczanie dekompozycji sciezkoweyj.
bags = [tuple(sorted(c)) for c in cliques]|
T = Graph(n=len (bags)) # path decomposition
for bag in bags:

T.add node(bag)
for i in range(len(bags)—1):

T.add edge(Edge(bags|[i], bags[i+1]))
assert T.v() = T.e() + 1  # tree

Jezeli dla grafu przedzialowego nie znamy jego reprezentacji przedzia-
towej, to wtedy ogdlnymi metodami dla graféw cieciwowych wyznaczamy
pewne PEO, wyznaczamy zbior klik maksymalnych, wyznaczamy uporzadko-
wanie klik maksymalnych, a stad mozna odczytac¢ reprezentacje przedzialows
i dekompozycje Sciezkows.

# Wyznaczanie PEO i TD dla grafu przedzialowego.

# Graf przedzialowy bez reprezentacji przedzialowej.

from graphtheory.chordality.peotools import find peo lex bfs

from graphtheory.chordality.peotools import find peo mcs

from graphtheory.chordality.peotools import is peol

from graphtheory.chordality.peotools import find all maximal cliques

# G is an interval graph.

peo = find peo lex bfs(G)

#peo = find _peo_ mes(G)

assert is_peol (G, peo)

cliques = find all maximal cliques(G, peo) # list of sets
pathwidth = max(len(c) for ¢ in cliques) — 1

# Porzadkowanie klik maksymalnych wg pracy mgr Macieja Mularskiego .

2.8.5. Grafy zewnetrznie planarne

Grafy zewnetrznie planarne sa podklasa graféw planarnych. Pierwsza
wzmianka o tych grafach pojawia sie w literaturze juz w 1969 roku, w ksigz-
ce [35]. Graf planarny mozemy nazwaé¢ zewnetrznie planarnym, jesli mozna
narysowac¢ go tak, by wszystkie jego wierzcholtki lezaly na tej samej Scianie,
a $ciane ta nazywamy wtedy Sciana zewnetrzng [33] [34]. Do tej pory w lite-
raturze nie pojawialy sie algorytmy majace na celu konkretnie wyznaczania
PEO dla tej klasy graféw. W ramach tej pracy, na podstawie algorytmu do
rozpoznawania grafow zewnetrznie planarnych poprzez kolorowanie krawedzi
zaproponowanego w pracy [32] przedstawiono taki algorytm. Listing przed-
stawia sposob korzystania z niego, a jego kod Zrédtowy oraz doktadny opis
znajduje sie w rozdziale [3]

# Wyznaczanie PEO dla grafu zewnetrznie planarnego.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.planarity.outerplanarpeo import OuterplanarPEO

# tworzenie wybranego grafu zewnetrznie planarnego
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N=29
G = Graph(n=N, directed=False)
nodes = range(N)
edges = [Edge(0, 1), Edge(0, 5), Edge(1l, 2), Edge(l, 3), Edge(1l, 4),
Edge(1, 5), Edge(2, 3), Edge(3, 4), Edge(4, 5)]
for node in nodes:
G.add_node(node)
for edge in edges:
G.add edge(edge)
# wyznaczanie PEO dla danego grafu
algorithm = OuterplanarPEO (self.G)
peo = algorithm .run()
print (peo)

W klasie graféw zewnetrznie planarnych mozemy wyznaczyé grafy mak-
symalnie zewnetrznie planarne. Sa to grafy zewnetrznie planarne z maksy-
malng mozliwg liczba krawedzi. Podobnie jak w ogdlniejszym przypadku gra-
fow zewnetrznie planarnych, tak i tutaj, algorytmoéw do wyznaczanie PEO
dla tej klasy graféw na prozno szukaé¢ w literaturze. Ze wzgledu na fakt,
ze w przeciwienstwie do graféw zewnetrznie planarnych grafy te sa w swej
naturze cieciwowe [30], skorzystano ze znacznie mniej ztozonego algorytmu,
by wyznacza¢ ich PEO. Listing prezentuje przyktad korzystania z wyzej wy-
mienionego algorymu, a jego kod zrodlowy oraz doktadny opis znajduje sie
w rozdziale Bl

# Wyznaczanie PEO dla grafu maksymalnie zewnetrznie planarnego.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.planarity.outerplanarpeo import MaximalOuterplanarPEO

# tworzenie wybranego grafu zewnetrznie planarnego
N =14
G = Graph (n=N)
E = [Edge(0, 1), Edge(0, 3), Edge(0, 2), Edge(1l, 3), Edge(2, 3)]
for node in range(N):
G.add_node(node)
for edge in E:
G.add edge(edge)
# wyznaczanie PEO dla danego grafu
algorithm = MaximalOuterplanarPEO (self.G)
peo = algorithm .run ()
print (peo)

2.8.6. Grafy szeregowo-réwnolegle

Grafy szeregowo-rownolegte (sp-grafy) to grafy nieskierowane planarne
z wyrdéznionymi dwoma wierzchotkami. Grafy te mozna wygenerowaé¢ reku-
rencyjnie za pomoca dwoch operacji: szeregowej i rownolegtej. Czasem do-
daje sie jeszcze trzecia operacje o nazwie jackknife. Analiza algorytmow dla
sp-grafow znajduje sie w pracy magisterskiej Konrada Gatuszki [37].

Kazdy sp-graf jest czesciowym 2-drzewem, a jego uzupelnienie cieciwowe
to pelne 2-drzewo o szerokosci drzewowej rownej 2. Algorytm znajdowania
PEO najpierw usuwa wszystkie wierzchotki stopnia 2. Jezeli sasiedzi usuwa-
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nego wierzchotka nie sa potaczeni krawedzia, to dodawana jest nowa krawedz
do uzupelnienia cieciwowego. Na koncu moze zdazy¢ sie jedna z trzech sytu-
acji. (1) Gdy pozostaje pojedyncza krawedz, to konce krawedzi sa ostatnimi
wierzchotkami w PEO. (2) Gdy pozostaje gwiazda, czyli graf K ,, p > 2,
to oznacza, ze sp-graf zostal zbudowany z uzyciem dodatkowej operacji jack-
knife. (3) Gdy pozostaje inny graf, to oznacza, ze wejsciowy graf nie byt
sp-grafem.

# Wyznaczanie PEO dla sp—grafu.

from graphtheory.seriesparallel.sptools import make random ktree
from graphtheory.seriesparallel.sptools import make random spgraph
from graphtheory.seriesparallel.sptools import find peo spgraph

# Generowanie sp—grafu.
G = make random spgraph(n=10) # random partial 2—tree
#G = make_random_ktree(n=10, k=2) # random 2—tree

# Wyznaczanie PEO.
peo = find peo spgraph(G) # list of nodes
print (peo)

2.8.7. Grafy Halina

Grafy Halina to grafy planarne badane przez niemieckiego matematyka
Rudolfa Halina w roku 1971. Od tego czasu utrzymuje sie spore zainteresowa-
nie tymi grafami. Analiza graféw Halina znajduje sie w pracy magisterskiej
Aleksandra Krawczyka [38]. Grafy Halina tworzy sie na bazie plaskiego ry-
sunku drzewa przez polaczenie lisci w cykl zewnetrzny, poruszajac sie zgodnie
z ruchem wskazowek zegara. Drzewo musi zawiera¢ co najmniej cztery wierz-
chotki i nie moze zawiera¢ wierzchotkow stopnia dwa.

Rozpoznawanie grafu Halina polega m.in. na wyznaczeniu zbioru wierz-
chotkéw nalezacych do cyklu zewnetrznego. Dalej korzystajac z tej informacji
mozna wyznaczy¢ PEO dopelnienia cieciwowego i drzewo dekompozycji. Sze-
rokoé¢ drzewowa graféow Halina wynosi 3, co mozna obliczy¢ na bazie drzewa
dekompozycji. Grafy Halina maja strukture rekurencyjna, co wykorzystuje
sie przy wyznaczaniu drzewa dekompozycji. Bazowe grafy Halina to grafy
kota W,,. Pozostate grafy Halina posiadaja dwa tzw. wachlarze. Redukujac
kolejne wachlarze mozna sprowadzi¢ kazdy graf Halina do pewnego grafu
kota.

# Wyznaczanie PEO i TD dla grafu Halina.

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.planarity.halintools import make halin

from graphtheory.planarity.halintools import make halin cubic

from graphtheory.planarity.halintools import make halin outer

from graphtheory.planarity.halintools import make halin cubic_ outer
from graphtheory.structures.factory import GraphFactory

from graphtheory.planarity.halinpeo import HalinGraphPEO

from graphtheory.planarity.halintd import HalinGraphTreeDecomposition

# Generowanie grafu Halina bez podawania cyklu zewnetrznego.
gf = GraphFactory (Graph)
#G = gf.make_wheel(n=10) # wheel graph W n
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#G = gf.make_mnecklace(n=10) # necklace graph, n even
#G = make_halin (n=7)
#G = make_halin_cubic(n=10) # cubic Halin graph, n even

# Generowanie grafu Halina ze zbiorem wierzcholkow nalezacych do cyklu.
G, outer = make halin outer(n=10)
#G, outer = make_halin_cubic_outer(n=10) # cubic Halin graph, n even

# Wyznaczanie PEO dla chordal completion.
algorithm = HalinGraphPEO (G, outer)
algorithm .run ()

print (algorithm . parent) # inner tree (dict)
print (algorithm . order) # PEO (list)

# Wyznaczanie TD.

algorithm = HalinGraphTreeDecomposition (G, outer)
algorithm .run ()

print (algorithm . parent) # inner tree (dict)
print (algorithm . order) # PEO (list)

print (algorithm . cliques) # list of sets

print (algorithm . td) # TD as a graph

assert algorithm.td.v() = algorithm.td.e() + 1  # tree
treewidth = max(len(bag) for bag in algorithm.td.iternodes()) — 1
assert treewidth =— 3

2.8.8. Grafy permutacji

Grafy permutacji to grafy, ktorych wierzchotki reprezentuja elementy per-
mutacji n liczb. Krawedzie tacza te pary wierzchotkéw, dla ktorych w permu-
tacji wystepuje inwersja. Grafy permutacji byty badane w pracy licencjackiej
Alberta Surmacza [39]. Dla grafu permutacji mozna poda¢ przydatny model
geometryczny z dwoma poziomymi prostymi rownoleglymi. Na gérnej prostej
zaznacza sie punkty z kolejnymi etykietami od 1 do n. Na dolnej prostej za-
znacza sie punkty z etykietami w kolejnosci wyznaczonej przez permutacje.
Punkty z tymi samymi etykietami taczy sie odcinkiem. Wtedy liczby tworzace
inwersje w permutacji odpowiadaja przecinajacym sie odcinkom.

Bodlaender, Kloks i Kratsch pokazali, ze w przypadku graféw permutacji
szerokos¢ Sciezkowa jest rowna szerokosci drzewowej, tw(G) = pw(G) [40).
Podano algorytm wyznaczajacy te wielkosci, ktory wykorzystuje minimalne
separatory i linie skanujace. Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(nk),
gdzie k = pw(QG).

W roku 2010 Meister podal algorytmy dziatajace w czasie liniowym na
wyznaczanie szerokosci drzewowej i najmniejsze wypelnienie dla graféw per-
mutacji [41].

W ramach pracy przygotowano algorytm zachtanny wyznaczajacy PEO
dla grafu permutacji lub dla jego dopelnienia cieciwowego, przy czym graf
musi by¢ podany w postaci permutacji n liczb. Algorytm zaimplementowa-
no w postaci klasy PermGraphPEO. Listing przedstawia sposéb korzystania
z klasy. Kod Zrédtowy klasy jest opisany w rozdziale

# Wyznaczanie PEO i TD dla grafu permutacji algorytmem zachlannym.
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from graphtheory.chordality.peotools import is peol

from graphtheory.chordality.tdtools import find td chordal

from graphtheory.permutations.permtools import make bipartite perm
from graphtheory.permutations.permtools import make star perm
from graphtheory.permutations.permtools import make path perm
from permpeo2 import PermGraphPEO

# Generowanie grafu permutacji w postaci permutacji liczb od 0 do n—1.
#perm = make_star_perm(n=10)  # make perm for K {1,n—1} graph, treewidth=1
#perm = make_path_perm(n=10) # make perm for P_n graph, treewidth=I

perm = make bipartite perm (p=4, q=5) # make perm for K {p,q} graph
algorithm = PermGraphPEO (perm)

algorithm .run ()

# algorithm .graph is a chordal completion

assert is_peol(algorithm .graph, algorithm.order) # testing PEO

print (algorithm .new edges)

print (algorithm . order) # PEO for chordal completion

T = find _td_chordal(algorithm .graph, algorithm.order) # finding TD
assert T.v() = T.e() + 1 # tree
treewidth = max(len(bag) for bag in T.iternodes()) — 1

2.8.9. Grafy bez tréjek asteroidalnych

Trojka asteroidalng (ang. asteroidal triple, AT) w grafie nazywamy trzy
parami niezalezne wierzcholtki, gdzie pomiedzy dowolnymi dwoma istnieje
$ciezka unikajaca sasiedztwa trzeciego wierzchotka [43]. Grafy bez trojek aste-
roidalnych (ang. AT-free graphs) zawieraja wazne rodziny grafow, takie jak
grafy przedziatowe, grafy permutacji, grafy trapezoidalne.

W roku 1996 Mohring pokazal, ze dla graféw bez AT minimalna (pod
wzgledem inkluzji) triangulacja prowadzi do grafow przedziatowych [42]. Ozna-
cza to, ze dla tych graféow szerokos$¢ drzewowa (ang. treewidth) jest row-
na szerokosci $ciezkowej (ang. pathwidth). Ponadto problem najmniejszego
wypelnienia pokrywa sie z problemem wyznaczania szerokosci drzewowej i
sciezkowej [44]. W grafie bez AT jedyne mozliwe cykle indukowane to Cj,
Cy i C5, poniewaz cykl Cy 1 wiekszy posiada AT. Mohring zrobit dowod nie
wprost, czyli dowod nie jest konstruktywny i nie podaje sposobu otrzymania
triangulacji minimalnej. Warto zauwazy¢, ze dodawanie nowych krawedzi do
grafu bez AT moze wytworzy¢ AT (rysunki i . Podobnie usuwanie
pewnych krawedzi z grafu bez AT moze wytworzy¢ AT (rysunki i .

2.8.10. Grafy kotowe

Uogdlnieniem grafow permutacji sa grafy koltowe (ang. circle graphs).
Mozna je opisa¢ jako grafy przecie¢ cieciw na okregu. Analiza graféow ko-
towych znajduje sie w pracy magisterskiej Alberta Surmacza [45]. W roku
1993 Kloks podal algorytm dzialajacy w czasie O(n?) na obliczanie szeroko-
$ci drzewowej grafu kotowego [46]. Metoda obliczania szerokosci drzewowej
wykorzystuje triangulacje pewnego wielokata zbudowanego na bazie danego
okregu z cieciwami.



Rysunek 2.6. Graf (drzewo) bez trojki asteroidalne;.

Rysunek 2.7. Graf z rysunku [2.6] z wytworzona trojka asteroidalna przez dodanie
krawedzi (2,4). Dodanie nowej krawedzi do grafu bez AT moze wytworzy¢ AT.
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Rysunek 2.8. Graf bez trojki asteroidalnej (graf Halina, $-prism).

Rysunek 2.9. Graf z rysunku z wytworzong trojka asteroidalng przez usuniecie
krawedzi (1,2), (1,3), (2,3). Usuniecie krawedzi z grafu bez AT moze wytworzy¢
AT.
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3. Algorytmy

W tym rozdziale przedstawione zostaly implementacje oraz opisy dzia-
tania algorytmoéow wraz z wyszczegdlnionymi danymi wejsciowymi, wyjscio-
wymi, oraz uwagami o ztozonosci obliczeniowej. Sg to algorytmy wyznacza-
nia PEO dla wybranych klas graféw, takich jak drzewa, grafy zewnetrznie
planarne, grafy maksymalnie zewnetrznie planarne, oraz grafy permutacji.
Wyodrebiono réwniez algorytm MCS-M wyznaczania PEO dla minimalnej
triangulacji dla graféw dowolnej klasy, a takze przedstawiono nowsa imple-
mentacje algorytmu MCS, na ktérym bazuje algorytm MCS-M.

3.1. Wyznaczanie PEO dla drzew

W tym rozdziale pokazemy algorytm wyznaczania PEO dla drzew me-
toda odrywania lisci, czyli weztéw o stopniu rownym 1. Odrywanie lisci jest
stosowane w kilku innych algorytmach dla drzew, np. przy wyznaczaniu naj-
wiekszego zbioru niezaleznego, najmniejszego zbioru dominujacego, czy przy
wyznaczaniu najmniejszego pokrycia wierzchotkowego.

Dane wejsciowe: Dowolne drzewo (graf nieskierowany spojny acykliczny).
Problem: Wyznaczanie PEO dla drzew metoda odrywania lisci.
Dane wyjsciowe: Lista wierzchotkow tworzaca PEO.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od sprawdzenia wszystkich wierz-
chotkéw danego grafu. Izolowane wezlty grafu wejsciowego - wezty o stopniu
rownym 0 (jesli takie istnieja) sa od razu dodawane do wyznaczanego PEO.
Liscie drzewa gromadzone sa w osobnej kolejce, a nastepnie dodawane do wy-
znaczanego PEQO, przy czym najpierw nastepuje redukcja stopnia wierzchot-
ka, z ktéorym dany lis¢ byl bezposrednio potaczony oraz usuniecie krawedzi
pomiedzy tymi wierzchotkami.

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w drzewie podanym na wejsciu. Ztozonos¢ pamieciowa algo-
rytmu to tez O(n), ze wzgledu na rozmiar kolejki i stownika degree _dict.

Uwagi: Jesli podany na wejsciu graf jest grafem skierowanym lub nie jest
drzewem, funkcja rzuca wyjatek ValueError z odpowiednim komunikatem. Im-
plementacja wykorzystuje deque z modutu collections do stworzenia szybkiej
kolejki FIFO. Stownik degree dict przechowuje informacje o stopniach wierz-
chotkéw drzewa, przy czym dane sa aktualizowane po kazdej operacji usu-
niecia liscia. Graf wejSciowy nie jest modyfikowany.
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Listing 3.1. Modut treepeo.
#1/usr/bin/env pythond

import collections
from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph

def find peo tree(graph):
- Finding PEO for a tree wusing leaves detaching method.
if graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is directed")
peo = |[]

# a dictionary with node degrees, O(n) time.
degree dict = dict ((node, graph.degree(node))
for node in graph.iternodes())

Q = collections .deque() # for leaves
# put leaves to the queue, O(n) time.
for node in graph.iternodes ():

nnin

if degree dict|[node|] = 0: # isolated mode from the beginning
peo . append (node)
if degree dict[node] = 1: # leaf

Q. append (node)
while len(Q) > 0:
source = Q. popleft ()
if degree dict[source] = O0:
peo.append (source)
continue
peo.append (source)
assert degree dict[source] =1
for target in graph.iteradjacent (source):
if degree dict|[target]| > O:
# remove the edge from source to target.
degree dict[target] —= 1
degree dict[source| —= 1
if degree dict|[target| =
Q.append (target)
break
if len(peo) != graph.v():
raise ValueError ("the graph is not a tree'")
return peo

1: # parent is a new leaf

3.2. Wyznaczanie PEO dla grafé6w zewnetrznie
planarnych

W celu znajdownia PEO dla graféw zewnetrznie planarnych zmodyfi-
kowano algorytm rozpoznawania tych graféow zaprezentowany w pracy [32].
Wykorzystywana jest tam metoda kolorowania krawedzi graféow i za kazdym
razem odrywane sg wierzchotki stopnia drugiego lub mniejszego. Fakt ten po-
zwala w tatwy sposob tworzy¢ liste wierzchotkow sktadajacych sie na PEO.
Autor artykutu dzieli krawedzie na 3 kolory: "cross", "out" oraz "bridge".
Krawedzie "cross" nie leza na Scianie zewnetrznej, krawedzie "out" lacza
Sciane wewnetrzna i zewnetrzna, a krawedzie "bridge" to wszystkie pozo-
state krawedzie. Wykorzystywane jest rowniez twierdzenie dotyczace grafow
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zewnetrznie planarnych, méwigce o tym, ze kazdy podgraf grafu zewnetrznie
planarnego jest zewnetrznie planarny.

Dane wejsciowe: Dowolny graf nieskierowany spojny.
Problem: Wyznaczanie PEO dla graféw zewnetrznie planarnych.

Dane wyjsciowe: Wartos¢ logiczna (True/False) stwierdzajaca, czy graf jest
zewnetrznie planarny, oraz wyznaczone PEO.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od sprawdzenia, czy liczba kra-
wedzi wynosi |E| = 2|V| — 3, gdzie |V| to liczba wierzchotkéw, oraz dokony-
wane jest poczatkowe kolorowanie wszystkich krawedzi na kolor "cross". Na-
stepnie rekurencyjnie redukowane sa wierzchotki stopnia co najwyzej 2 oraz
za kazdym razem aktualizowne sg kolory krawedzi incydentnych z usuwana.
Algorytm dziata do momentu, az wszystkie wierzchotki zostana zredukowane.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w grafie podanym na wejéciu. Ztozonos¢ pamieciowa algoryt-
mu to tez O(n), ze wzgledu na rozmiar kolejki przechowujacej wierzchotki
stopnia co najwyzej drugiego, oraz stownika przechowujacego pary: krawedz
i odpowiadajacy jej kolor.

Uwagi: Jesli podany na wejsciu graf jest grafem skierowanym funkcja rzuca
wyjatek ValueError z odpowiednim komunikatem.

Listing 3.2. Modul outerplanarpeo.
#!/usr/bin/env python3

import sys

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.connectivity.connected import is connected

class OuterplanarPEO:
" Quterplanar graphs detection. """
def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
if not is connected(graph):
raise ValueError("the graph is not connected")
self.graph = graph
self. graph copy = self.graph.copy()

nmnn

self.color = None # cross, out, bridge
self.outerplanar = None
self.peo = []

def run(self):
"rErecutable pseudocode.
nedges = self.graph.e() # O(n) time

ninmn
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if nedges > 2 % self.graph.v() — 3:
self.outerplanar = False
return False
# color all edges.
self.color = dict((edge, "cross") for edge in self.graph.iteredges())
# find wvertices of degree < 3.
M = set(v for v in self.graph.iternodes ()
if self.graph.degree(v) <= 2)
self.outerplanar = True

while len(M) > 0 and self.outerplanar:
u = M. pop ()
self.peo.append(u)
Nu = self. graph copy.degree(u)

if Nu = 0:
pass
elif Nu — 1:
edge = next(self. graph copy.iteroutedges(u))
assert edge.source — u
self. graph copy.del mnode(u)
if self. graph copy.degree(edge.target) — 2:
M. add (edge . target)
nedges — 1
elif Nu — 2:
edgel, edge2 = list(self. graph copy.iteroutedges(u))
self. graph copy.del node(u)
colorl = self.find color(edgel)
color2 = self.find_color(edge2)
if edgel.target > edge2.target:
edge3 = Edge(edge2.target , edgel.target)
else:
edge3 = Edge(edgel.target, edge2.target)

if self. graph copy.has edge(edge3):
for edge in self. graph copy.iteroutedges (edge3.source):

if edge.target — edge3.target:
edge3 = edge
break
nedges —— 2
if self. graph copy.degree(edge3.source) — 2:
M. add (edge3.source)
if self. graph copy.degree(edge3.target) — 2:
M. add (edge3. target)
if colorl in ("cross", "out") and color2 in ("cross", "out"):
if self.color[edge3] = "cross":
self.color[edge3] = "out"
elif self.color[edge3] — "out":
self.color[edge3| = "bridge"
elif self.color[edge3] = "bridge":
self.outerplanar = False
else:
self.outerplanar = False
else:
self. graph copy.add edge(edge3)
nedges — 1
if colorl in ("cross", "out") and color2 in ("cross", "out"):
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self.color[edge3] = "out"

else:
self.color[edge3] = "bridge"
assert self. graph copy.e() =— nedges
if self.outerplanar:
self.outerplanar = (nedges =— 0)

return self.outerplanar, self.peo

def find color(self, edge):
"mrEind color of edge. """
if edge.source > edge.target:
edge = Tedge
return self.color[edge]

3.3. Wyznaczanie PEO dla grafé6w maksymalnie
zewnetrznie planarnych

Grafy maksymalnie zewnetrznie planarne sa podklasa graféw zewnetrznie
planarnych. Ze wzgledu na ich wtasciwosci, wyznaczanie PEO dla tej pod-
klasy graféw mozna przeprowadzi¢ w sposdb znacznie bardziej uproszczony
w stosunkéw do ogdélnych graféow zewnetrznie planarnych. Jak przedstawiono
w pracy [30], graf maksymalnie zewnetrznie planarny jest cieciowy i moz-
na dla niego przeprowadzi¢ eliminacje wierzchotkéw simplicjalnych, ktora
jest rownoczesnie eliminacjg wierzchotkoéw drugiego stopnia. Eliminujac ta-
ki wierzchotek rozbijamy trojkat usuwajac z niego wierzchotek, ktory nie
ma sasiadow na zewnatrz tego trojkata. Taki rodzaj eliminacji wierzchotkdw
nazwano trojkatnym uporzadkowaniem eliminacji (ang. triangle elimination
ordering). Ponizej przedstawiono modyfikacje algorytmu zaproponowanego
w pracy [31], rozpoznajacego, czy graf jest maksymalnie zewnetrznie planar-
ny, oraz dodano do niego wyznaczanie PEQ.

Dane wejsciowe: Dowolny graf nieskierowany spojny.

Problem: Wyznaczanie PEO dla graféw maksymalnie zewnetrznie planar-
nych.

Dane wyjsciowe: Wyznaczone PEO dla danego grafu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od sprawdzenia, czy liczba kra-
wedzi wynosi m = 2n—3, gdzie n to liczba wierzchotkoéw. Nastepnie tworzymy
poczatkows liste wierzchotkow drugiego stopnia. Usuwamy kolejno wierzchot-
ki drugiego stopnia, jednoczesnie aktualizaujac zawierajaca je liste o nowo
powstajace wierzchotki tego typu. Podczas dziatania algorytmu korzystamy
z faktu, ze jesli dana krawedZ spina wiecej niz dwa trojkaty, to albo graf
nie moze byé¢ planarny, albo wszystki wierzchotki nie moga leze¢ na jego
zewnetrznej Scianie [31].
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Ztozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n), gdzie n to liczba
wierzchotkéw w grafie podanym na wejsciu. Ztozonos¢ pamieciowa algoryt-
mu to tez O(n), ze wzgledu na rozmiar kolejki przechowujacej wierzchotki
drugiego stopnia.

Uwagi: Jesli podany na wejsciu graf jest grafem skierowanym, to funkcja
rzuca wyjatek ValueError z odpowiednim komunikatem. Odpowiednie komu-
nikaty rzucane sg takze, gdy podany na wejsciu graf posiada nieodpowied-
nig liczbe krawedzi - nie spetnia definicji zewnetrznej planarnosci, oraz gdy
w trakcie dziatania algorytmu zostanie dowiedziony fakt, ze nie jest on grafem
maksymalnie zewnetrznie planarnym.

Listing 3.3. Modul maxouterplanar.
#!/usr /bin/env python3

from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph

class MaximalOuterplanarPEO:
" Mazimal outerplanar graphs detection. """
def  init (self, graph):
"""The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self. graph copy = self.graph.copy() # O(n) time
self.outerplanar = None
self.order = |[]

nnn

def run(self):

"rErecutable pseudocode.

if self.graph.e() != 2 % self.graph.v() — 3: # O(n) time
raise ValueError("incorrect edge count")

deg2 = list (v for v in self.graph.iternodes()
if self.graph.degree(v) =— 2)

if len(deg2) < 2: # for single triangle there are 3 such wveritces
raise ValueError("not enough 2—vertices")

ninmn

# we create a set of edges that commect neighbours of vertex
# form deg2 we will check if an egde is mot a part of a few
# triangles it can only be part of mazimum two triangles
pairs = set ()

self.order.extend (deg2)

while self. graph copy.v() > 2:
v = deg2.pop()
wl, w2 = list (self. graph copy.iteradjacent (v))
self. graph copy.del node(v)
if self. graph copy.degree(wl) — 2:
deg2 . append (wl)
self.order.append(wl)
if self. graph copy.degree(w2) =— 2:
deg2 . append (w2)
self.order.append (w2)
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edge = Edge(wl, w2) if wl < w2 else Edge(w2, wl)
if edge in pairs:
raise ValueError("three triangles at the edge")
pairs.add(edge)
if not self. graph copy.has edge(edge):
raise ValueError("graph is not maximal outerplanar")
if len(deg2) < 2:
raise ValueError ("remowing node leaves non—maximal outerplanar™)
# we only have last edge remaining
assert self. graph copy.v() =— 2
self.outerplanar = True
return self.order

3.4. Wyznaczanie PEO dla graféw permutacji
algorytmem zachlannym

Algorytm bazuje na obserwacji, ze grafy permutacji, ktére nie sg cieci-
wowe, moga posiada¢ tylko indukowane cykle o dtugosci 4 (podgrafy Cy).
Wobec tego wystarczy dla kazdego takiego cyklu dodaé¢ cieciwe, aby graf
uczyni¢ cieciwowym. Moze sie jednak zdarzy¢, ze rozne cykle maja wspolne
wierzchotki, a co za tym idzie, jedna krawedZ moze by¢ cieciwa wspolng
dla wielu cykli. Chcemy minimalizowaé liczbe nowych krawedzi dodawanych
do grafu, wiec algorytm na kazdym etapie wybiera krawedzie wspoélne dla
najwiekszej liczby cykli. Wymaga to dynamicznego aktualizowania danych
o cyklach i cieciwach.

Problem na tym etapie przypomina kolorowanie wierzchotkow grafu al-
gorytmem SL (Smallest Last), gdzie usuwanie z grafu wierzchotka o naj-
mniejszym stopniu wymagato aktualizacji danych o stopniach pozostatych
wierzchotkow grafu. Zastosujemy podobne grupowanie cieciw w bukiety ze
wzgledu na liczbe pokrytych cykli. Po wykorzystaniu cieciwy nalezy usunaé
z danych pokryte cykle i odpowiednio przesuna¢ pewne cieciwy do bukietow
z mniejsza liczba pokrywanych cykli.

Dane wejsSciowe: Spojny graf permutacji G dany jako permutacja n liczb
(lista Pythona).

Problem: Wyznaczanie PEO dla grafu permutacji G lub dla jego dopetnie-
nia cieciwowego.

Dane wyjsciowe: PEO, lista dodanych krawedzi, dopelnienie cieciwowe
grafu G (graf abstrakcyjny).

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od sprawdzenia spéjnosci grafu
w czasie O(n) i od utworzenia grafu abstrakcyjnego w czasie O(n?). Spraw-
dzamy istnienie PEO i jezeli graf jest cieciwowy, to algorytm koriczy prace.

W przeciwnym wypadku nastepuje sprawdzenie wystepowania induko-
wanych cykli Cy, wykorzystujemy wszystkie 4-elementowe kombinacje bez
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powtorzen ze zbioru n-elementowego. Dla kazdego znalezionego cyklu Cy
zapisujemy jego dwie mozliwe cieciwy, a z drugiej strony, kazdej cieciwie
przyporzadkowujemy zbiér pokrywanych cykli.

W nastepnym etapie zachtannie wybieramy cieciwy pokrywajace najwiek-
sza liczbe cykli i dodajemy je do powstajacego dopelnienia cieciwowego. Na
koricu wyznaczamy PEO dopehienia cieciwowego.

Ztozonosé: Ztozonosé czasowa algorytmu jest zdeterminowana przez po-
szukiwanie cykli Cy, sprawdzenie wszystkich kombinacji zajmuje czas O(n?).
Liczba znalezionych cykli zalezy od rodzaju grafu i moze by¢ rzedu O(n?) dla
graféw pelnych dwudzielnych K, ,. Z kolei liczba ci¢ciw jest najwyzej rzedu
O(n?), bo tyle jest mozliwych par wierzcholkow.

Uwagi: Ze wzgledu na zlozonoéé czasowa i pamigciowa rzedu O(n?) algo-
rytm zachltanny moze byé¢ uzyteczny jedynie dla niezbyt duzych graféow per-
mutacji, rzedu kilkuset wierzchotkow. Przyktadowo dla grafu pelnego dwu-
dzielnego K50 50 obliczenia zajmuja okoto 11s, a zajmowana pamiec to 1.4G'B.

Listing 3.4. Modut permpeo.
#1/usr/bin/env python3

import itertools
from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.permutations.permtools import perm is connected

from graphtheory.permutations.permtools import make abstract perm graph

from graphtheory.permutations.permtools import make bipartite perm
from graphtheory.chordality.peotools import find peo lex bfs
from graphtheory.chordality.peotools import is peol, is peo2

class PermGraphPEO:
"hEinding a chordal completion for permutation graphs. """
def  init  (self, perm):
"""The algorithm initialization .
self.perm = perm
self .n = len(self.perm)
if not perm is connected(self.perm): # O(n) time
raise ValueError("perm is not connected")
self.graph = make abstract perm graph(self.perm)
self .new edges = []
self.order = None

nnn

def run(self):
"rErecutable pseudocode.
self.order = find peo lex bfs(self.graph)

ninmn

if is peol(self.graph, self.order): # skipping chordal graphs

print ("perm graph is chordal")
return

cycle2chord = dict ()

chord2cycle = dict ()

# looking for 4 numbers creating induced graph C 4

for (i,j,k,r) in itertools.combinations(range(self.n), 4):

if self.perm[k] < self.perm[r] < self.perm[i] < self.perm][]j]:
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cycle = (self.perm|[i],self.perm|[k],self.perm[j],self.perm|[r])

chordl = Edge(self.perm|[i], self.perm[j])
chord2 = Edge(self.perm[k]|, self.perm|[r])
cycle2chord [cycle] = {chordl, chord2}
if chordl in chord2cycle:
chord2cycle [chordl].add(cycle)
else:
chord2cycle [chordl] = {cycle}
if chord2 in chord2cycle:
chord2cycle [chord2].add(cycle)
else:
chord2cycle [chord2] = {cycle}

# taking chords that cover most cycles
n_cycles = len(cycle2chord)
bucket = list (set() for chord in range(n cycles+1))
for chord in chord2cycle:
bucket [len (chord2cycle [chord])].add(chord)

maxi = n_cycles
while True: # in one step we can delete a few cycles
while not bucket|[maxi]: # looking for not empty bucket
maxi —= 1

chordl = bucket [maxi]. pop () # taking the chord
# giving back the chord for further usefullness
bucket [maxi|.add(chordl)
self.new edges.append(chordl)
# deleting covered cycles
for cycle in tuple(chord2cycle[chordl]):
for chord2 in cycle2chord[cycle]:
k = len(chord2cycle [chord2])
chord2cycle [chord2|.remove(cycle)
bucket [k].remove(chord2)
bucket [k—1].add (chord?2)
del cycle2chord|[cycle]
del chord2cycle[chordl]
if not cycle2chord:

assert all(len(chord2cycle|chord]) =— 0
for chord in chord2cycle)
break

# creating a chordal completion.
for edge in self.new edges:
self.graph.add edge(edge)
self.order = find peo_ lex bfs(self.graph)
assert is_ peol(self.graph, self.order)

3.5. Wyznaczanie PEO dla grafow cieciwowych
algorytmem MCS

Algorytm MCS to ulepszona wersja algorytmu Lex-BFS, shuzaca do spraw-
dzania, czy graf jest cieciwowy, oraz do wyznaczania PEO dla graféw cieciwo-
wych [I8]. Stanowi on baze do prezentowanego w nastepnej sekcji algorytmu
MCS-M. Algorytm wykorzystuje idee najwickszej licznosci.
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Dane wejsciowe: Dowolny graf nieskierowany.
Problem: Wyznaczenie PEO dla grafow cieciwowych.
Dane wyjsciowe: Wyznaczone PEO dla grafu podanego na wejsciu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od zainicjalizowania etykiet dla
wszystkich wierzchotkéw wartoscig 0. Na samym poczatku, z uwagi na fakt,
ze wszystkie wierzcholki maja ta sama wartosé etykiety, mozemy wybraé do-
wolny wierzchotek jako startowy. Wybrany wierzchotek dodajemy do PEO i
usuwamy z grafu. Nastepnie etykiety wszystkich sasiadéw danego wierzchotka
sa zwickszane o 1. W kolejnych iteracjach za kazdym razem wybierany jest
wierzchotek, ktéory w danym momencie ma najwicksza etykiete. Jesli kilka
wierzchotkéw ma najwieksza licznosé, to mozemy wybra¢ dowolny z nich. Z
uwagi na fakt, ze autorzy pracy [2I] wybieraja wierzchotki od korica, w wy-
konanej implementacji na koncu nastepuje odwrocenie elementéow w liscie
przechowujacej PEO.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi (n?), gdzie n to liczba
wierzchotkéw grafu wejsciowego. Mamy zewnetrzna petle wykonujaca sie n
razy, a wewnatrz petli wystepuje liniowe wyszukiwanie wierzchotka o naj-
wiekszej etykiecie. Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu wynosi (n+m) ze wzgle-
du na stworzenie kopii grafu. Dodatkowo wykorzystywana jest pamie¢ O(n)
na stownik z etykietami i na PEO.

Uwagi: Nowa implementacja algorytmu MCS jest blizsza pseudokodowi pre-
zentowanemu w literaturze. Wierzchotki nieprzetworzone znajduja sie w ko-
pii grafu H, ktora jest redukowana przez usuwanie kolejnych wierzchotkéw.
W efekcie otrzymano kod dziatajacy szybciej niz poprzednia implementacja
o takiej samej zlozonosci O(n?). Szczegolowy opis testow zlozonosei czasowej
znajduje si¢ w rodziale [A]

Listing 3.5. Modul mespeo.
#1/usr/bin/env python3

from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph

try:
range = Xrange

except NameError: # Python 8
pass

def find peo mcs3(graph):
" Einding PEO in a chordal graph wusing MCS, O(n~2) time."""
if graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is directed")
order = list () # PEO
H = graph.copy ()
visited degree = dict ((node, 0) for node in graph.iternodes())
for step in range(graph.v()):
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source = max(H.iternodes (), key=visited degree.  getitem _
order .append (source)
# update visited degree.
for target in H.iteradjacent (source):
visited degree[target]| += 1
H.del node(source)
order.reverse ()
return order

3.6. Wyznaczanie triangulacji minimalnej graféw
algorytmem MCS-M

Algorytm MCS-M to rozbudowana wersja algorytmu MCS, ktéra rozwi-
ja idee znajdowania PEO na podstawie najwiekszej licznosci i dodaje do
niej aspekt badania, oprocz sasiadow przetwarzanego wierzchotka, innych
wierzchotkéw osiggalnych po specjalnych rodzajach $ciezek z przetwarzanego
wierzchotka [18].

Dane wejsciowe: Dowolny graf nieskierowany.
Problem: Wyznaczenie triangulacji minimalnej dla dowolnych grafow.

Dane wyjsciowe: Wyznaczone PEO triangulacji minimalnej grafu podane-
go na wejsciu.

Opis algorytmu: Algorytm na starcie ustawia etykiety wszystkich wierz-
chotkéw na zero. Nastepnie w kazdym obiegu petli zewnetrznej przetwarzany
jest jeden wierzchotek grafu startowego i zaliczany do PEO. Niech wybra-
nym wierzchotkiem bedzie v. W wewnetrznej petli przetwarzane sa wszyst-
kie wierzcholki nie zaliczone do PEO i tworzony jest zbior S wierzchotkow
przeznaczonych do uaktualnienia etykiety. Do zbioru S zaliczamy wszyst-
kich nieprzetworzonych sasiadéow wierzchotka v oraz takie wierzchotki u, do
ktorych prowadzi specjalna Sciezka. Wazny jest warunek, ze wszystkie wierz-
chotki na Sciezce maja etykiete mniejsza niz u. Okazuje sie, ze wierzchotki u
potaczone specjalna Sciezka z v, generuja nowe krawedzie (v, u), ktore buduja
dopeienie cigciwowe startowego grafu.

Zlozonosé: Teoretyczna czasowa ztozonosé obliczeniowa algorytmu MCS-M
wynosi O(nm), poniewaz w kazdym obiegu petli zewnetrznej przetwarzane
sa wszystkie krawedzie grafu zbudowanego na wierzchotkach nie zaliczonych
do PEO w czasie O(m).

Uwagi: W naszej implementacji wyznaczanie zbioru S realizowane jest w me-
todzie visit (). Metoda wykorzystuje schemat dzialania algorytmu BFS, jed-
nak do kolejki wielokrotnie trafiaja te wierzchotki, dla ktorych zostaje zna-
leziona lepsza Sciezka, z wierzchotkami o mniejszych etykietach. Dla Sciezek
definiujemy wage rowna najwickszej etykiecie wierzchotka na $ciezce. Z tego
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powodu ztozonos$é obliczeniowa metody visit () jest gorsza niz O(m), testy
wskazuja na O(n?).

Pierwszym sposobem na poprawe zlozonosci metody visit () jest zastoso-
wanie kolejki priorytetowej, jak w algorytmie Dijkstry znajdowania najkrot-
szych $ciezek z jednego Zrodia. Wtedy z kolejki pobierane beda wierzchotki,
do ktorych prowadzi najlepsza Sciezka o najmniejszej wadze i nie bedzie wielo-
krotnego przetwarzania wierzchotkow. Spodziewana ztozono$¢ metody visit ()
wyniesie O(mlogn) lub O(n?).

Drugi spos6b na poprawe ztozonosci metody visit () bazuje na obserwacji,
ze wagi $ciezek nie sa dowolne, ale sa liczbami catkowitymi w przedziale od
0 do n. Wg literatury w takiej sytuacji mozna osiagna¢ ztozonos¢ O(m) dla
algorytmu Dijkstry [47].

Listing 3.6. Modul mesmpeo.
#!1/usr/bin/env pythond

import collections

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph
from graphtheory.chordality.peotools import is peol

try:
range = Xrange

except NameError: # Python 8
pass

class MCS M:
" Einding PEO of a chordal completion wusing MCS-M. """

def init  (self, graph):

"""The algorithm initialization. """

if graph.is directed ():

raise ValueError("the graph is directed")
self.graph = graph
self . H = self.graph.copy() # O(V+E) time
self .new edges = [] # storing added edges
self.order = [] # storing PEO
self . visited degree = dict ((node, 0)

for node in self.graph.iternodes()) # O(V) time

def run(self):
"rErecutable pseudocode. """
for step in range(self.graph.v()):
source = max(self H.iternodes(),
key=self.visited degree. getitem ) # O(V) time
self.order.append(source)
update = self.visit (source)
# Update visited degree.
for target in update:
self.visited degree[target] += 1
edge = Edge(source, target)
if not self.graph.has edge(edge):

self .new edges.append(edge) # there is no need to add to H

self .H.del node(source)
self.order.reverse () # O(V) time
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# creating a chordal completion.
for edge in self.new edges:
self.graph.add edge(edge)
# PEO already determined
assert is peol(self.graph, self.order) # O(V+E) time

def visit(self, node):

" Processing a vertex. """

queue = collections.deque() # local wvariable within method
parent = dict () # local variable within method
parent [node| = None # before queue.append

queue . append (node)

# dict for mazr weight in the path

D = dict((target, 0) for target in self.H.iternodes())
S = set () # nodes to update

# first loop, after it S is the same as in MCS

for target in self.H.iteradjacent (node):
queue . append (target) # local variable within method
S.add(target) # every mneighbour of source is added to S
parent [target| = node
D[target]| = self.visited degree[target]

while len(queue) > 0:

source = queue.popleft ()
for target in self.H.iteradjacent (source):
if target — node:
continue
if target not in parent: # target was not met
parent [ target] = source # before queue.append

queue . append (target)
if self.visited degree[target]| > D[source]:
S.add(target)

D[target]| = self.visited degree[target |
else:
D[target]| = D[source]
else: # target was met on a different path

if self.visited degree|[target]| > D[source]|: # better path
S.add(target)
D[target]| = self.visited degree[target]
# going further this path
queue.append (target)

elif D[target]| > D[source]:
D[target] = D[source] # correcting
queue . append (target)

return S




4. Podsumowanie

W pracy zostaly przedstawione zagadnienia dotyczace triangulacji gra-
fow, czyli dodawania do danego grafu nowych krawedzi w celu otrzymania
grafu cieciwowego. Opisano wyznaczanie doskonalego uporzadkowania elimi-
nacji dla wybranych klas graféw oraz przedstawiono sposéb uzycia funkcji
wyznaczajacych PEQO, zaréwno tych uprzednio znajdujacych sie w pakiecie
graphtheory [1], jak i tych zaimplementowanych na potrzeby tej pracy. Wyzna-
czone PEO okresla strukture graféw cieciwowych, a dla innych grafow okre-
sla strukture dopelnienia cieciwowego. Zwrocono réwniez uwage na roéznice
miedzy triangulacja najmniejsza a triangulacja minimalna. Tylko triangula-
cja najmniejsza jest zawsze optymalnym rozwiazaniem problemu szerokosci
drzewowej czy problemu najmniejszego wypekienia. Triangulacja minimalna
moze nie by¢ optymalnym rozwiazaniem, ale zwykle daje sie szybko wyzna-
czy¢, co moze by¢ wazne w zastosowaniach.

W ramach pracy zaimplementowano pie¢ algorytmow wyznaczania PEO
dla klas grafow, dla ktorych ta operacje mozna zrealizowaé¢ w czasie wielomia-
nowym z podaniem doktadnego rozwiazania. Sa to drzewa, grafy zewnetrznie
planarne, grafy maksymalnie zewnetrznie planarne, grafy permutacji. Podano
nowa implementacje algorytmu MCS do wyznaczania PEO dla graféow cieci-
wowych, ktory jest podstawa algorytmu MCS-M do wyznaczania triangulacji
minimalnych. Algorytm MCS-M jest chyba najszybszym sposrod opisanych
w literaturze.

Podczas implementacji wyzej wymienionych algorytméw zwracano szcze-
gblna uwage na ich ztozono$é obliczeniowa, czasowa oraz pamieciowa. Po-
prawno$¢ algorytmow testowano z pomoca modutu unittest, natomiast prak-
tyczna ztozonosé obliczeniowa testowano przy pomocy modutu timeit.

Wykonane implementacje algorytméw wzbogaca zbiér algorytmoéw do-
stepnych w pakiecie graphtheory [1]. Pakiet moze by¢ wykorzystywany do nauki
algorytmow ze wzgledu na czytelny kod w jezyku Python, bliski pseudoko-
dowi. Z drugiej strony, implementacje czasem uzupetniajg brakujace elemen-
ty z pseudokodu i pozwalaja wykonaé¢ praktyczne obliczenia dla probleméw
Sredniej wielkosci.
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A. Testy algorytmow

Implementacje algorytméw przedstawionych w rozdziale [3| niniejszej pra-
cy zostaly przetestowane zaréwno pod katem poprawnosci, jak i praktycznej
wydajnosci, do czego uzyto narzedzi dostepnych w jezyku Python. W celu
sprawdzenia poprawnosci, dla kazdego algorytmu napisano testy jednostko-
we przy uzycu modulu unittest [4]. Do wyznaczenia ztozonosci obliczeniowej
postuzono sie natomiast modutem timeit [5], przy czym dla kazdego badanego
przyktadu wykonywano za kazdym razem 3 proby, a nastepnie brano srednig
z nich.

A.1. Test wyznaczania PEO dla drzew metoda
odrywania lidci

Algorytm przetestowano przy uzyciu dostepnej w pakiecie graphtheory kla-
sy GraphFactory, oraz nalezacej do niej funkcji make tree(), ktora generuje loso-
we drzewa o zadanej liczbie wierzchotkéw. Wspolezynnik a = 0.941(84) [A.1
potwierdza liniowa ztozonos$é obliczeniowa przedstawionego algorytmu.

A.2. Test wyznaczania PEO dla graféw zewnetrznie
planarnych

Algorytm przetestowano przy uzyciu dostepnej w pakiecie graphtheory kla-
sy GraphFactory, oraz nalezacej do niej funkcji make cyclic(), ktéra generuje
grafy cykliczne o zadanej liczbie wierzchotkoéw. Grafy cykliczne C), to naj-
prostsze grafy zewnetrznie planarne o szerokosci drzewowej 2. Wspotezynnik
a = 0.932(53) potwierdza liniowa zlozonosé obliczeniowa przedstawione-
go algorytmu.

A.3. Test wyznaczania PEO dla grafé6w maksymalnie
zewnetrznie planarnych

Algorytm przetestowano przy uzyciu dostepnej w pakiecie graphtheory kla-
sy MaximalOuterplanarGenerator, ktora generuje losowe grafy zewnetrznie pla-
narne o zadanej liczbie wierzchotkéw. Wspotezynnik a = 1.036(59) po-
twierdza liniowa ztozonos¢ obliczeniowa przedstawionego algorytmu.
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log(time [s])

Rysunek A.1. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania PEO dla drzew metoda

Wyznaczanie PEO dla drzew metoda odrywania lisci
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a=0.941727 +/-0.084091
b =-5.489574 +/-0.278899
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odrywania lisci. Potwierdzona ztozonosé O(n).

Wyznaczanie PEO dla graféw zewnetrznie planarnych
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Rysunek A.2. Wykres

wydajnosci algorytmu wyznaczania PEO dla grafow zew-

netrznie planarnych. Potwierdzona zlozonosé O(n).
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A.4. Test wyznaczania PEO dla graféow permutacji
algorytmem zachtannym

Algorytm przetestowano przy uzyciu funkcji dostepnych w pakiecie graphtheory.
Do wykonania kazdego z testéow wykorzystano najpierw funkcje generujaca
make_bipartite perm(), ktora zwraca permutacje o zadanej liczbie wierzchot-
kow dla grafu pelnego dwudzielnego, a nastepnie funkcje make abstract perm graph()
w celu utworzenia abstrakcyjnego grafu permutacji, na podstawie zadanej
permutacji. Wspoltezynnik a = 3.64(22) potwierdza ztozono$¢ obliczenio-
wa na poziomie O(n*).

A.5. Test wyznaczania PEO dla graféw cieciwowych
algorytmem MCS

Algorytm przetestowano przy uzyciu funkcji dostepnych w pakiecie graphtheory.
Do wykonania pierwszego z testéow uzyto funkcji make random chordal(), ge-
nerujacej losowe grafy cieciwowe o zadanej liczbie wierzchotkéw. Do wykona-
nia drugiego z testow uzyto funkcji make random ktree(), generujacej losowe
k-drzewa o zadanej liczbie wierzchotkéw. Wspotezynnik a = 1.123(98) dla
losowych grafow cieciwowych oraz wspotczynnik a = 1.992(59) dla loso-
wych k-drzew potwierdzaja zlozonosé¢ obliczeniowa na poziomie O(n?).

A.6. Test wyznaczania minimalnej triangulacji grafow
algorytmem MCS-M

Algorytm przetestowano przy uzyciu funkcji dostepnych w pakiecie graphtheory
nalezacych do klasy GraphFactory. Do wykonania pierwszego z testow uzyto
funkcji make bipartite(), generujacej losowe grafy dwudzielne. Do wykonania
drugiego z testow uzyto funkcji make grid(), generujacej losowe grafy typu
krata (ang. grid graph). Wspotezynnik a = 1.186(41) dla losowych grafow
dwudzielnych oraz wspoélezynnik a = 0.763(80) dla losowych grafow
krata pokazuja ztozonos$é obliczeniowa zblizona do O(nm), ale dla ge-
stych graféw dwudzielnych wida¢ dodatkowy czynnik wynikajacy z niezbyt
wydajnego wyszukiwania $ciezek.



Wyznaczanie PEO dla graféw maksymalnie zewnetrznie planarnych

T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
14" data =

-1.6 - fit
a =1.035792 +/- 0.058912
b =-5.029269 +/- 0.157344

-
(0]
T

log(time [s])
NONN
o N
I I I

N
o
T

3.4 I I I I I I I I I
1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6

log(n)

Rysunek A.3. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania PEO dla graféw mak-
symalnie zewnetrznie planarnych. Potwierdzona ztozonosé O(n).

PEO for perm graph
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Rysunek A.4. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania PEO dla grafow per-
mutacji algorytmem zachtannym. Potwierdzona ztozonogé O(n?).
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MCS
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Rysunek A.5. Wykres wydajnosci algorytmu MCS dla losowych grafow cieciwo-
wych. Potwierdzona ztozonogé O(n?).
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Rysunek A.6. Wykres wydajnosci algorytmu MCS dla losowych k-drzew. Potwier-
dzona ztozonogé O(n?).
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Rysunek A.7. Wykres wydajnosci algorytmu MCS-M dla graféw pelnych dwu-
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Rysunek A.8. Wykres wydajnosci algorytmu MCS-M dla graféow typu krata. Zto-
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