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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algoryt-
moéw zwiazanych z wielokatami monotonicznymi. Wielokat jest monotoniczny
wzgledem prostej L, jezeli kazda prosta prostopadla do L przecina wielokat
co najwyzej dwa razy. Kazdy wielokat monotoniczny jest prosty, a kazdy
wielokat wypukty jest monotoniczny wzgledem dowolnego kierunku.

W pracy przedstawiono, dziatajacy w czasie liniowym, algorytm rozpo-
znawania wielokatow y-monotonicznych i x-monotonicznych, przy czym wy-
znaczane sa dwa tancuchy wierzchotkéow zgodne z kierunkiem monotoniczno-
Sci. Te tancuchy wierzchotkéow pozwalaja na sprawdzanie nalezenia punktu do
wielokata w czasie logarytmicznym. Najistotniejszym elementem pracy by-
ta triangulacja wielokatow w czasie liniowym. Powstaly dwie implementacje
triangulacji wachlarzowej wielokata wypuktego, gdzie dopuszczono istnienie
kolejnych wspotiniowych wierzchotkow. Przedstawiony zostatl réwniez algo-
rytm triangulacji wielokata y-monotonicznego.

W implementacji wykorzystano biblioteke planegeometry, ktéra udostep-
nia implementacje podstawowych obiektéw geometrycznych, takich jak punkt,
trojkat 1 wielokat. W klasie Polygon poprawiono metode poréwnujaca wielo-
katy, tak aby wynik nie zalezatl od wyboru pierwszego wierzchotka i orientacji
wierzcholkéw. Algorytmy zostaly przetestowane pod wzgledem poprawnosci
i rzeczywistej ztozonosci obliczeniowej.

Stowa kluczowe: wielokaty, wielokaty monotoniczne, wielokaty wypukte,
triangulacja wielokata, triangulacja wachlarzowa, nalezenie punktu do wielo-
kata



English title: Monotone polygons in computational geometry

Abstract

Python implementation of selected algorithms for monotone polygons is pre-
sented. A polygone is monotone with respect to a straight line L, if every
line orthogonal to L intersects this polygon at most twice. Every monotone
polygon is simple and every convex polygon is monotone with respect to any
straight line.

Linear time recognition algorithms for y-monotone and x-monotone po-
lygons are presented, where boundaries are decomposed into two monotone
polygonal chains. These chains allow us to answer point in polygon queries in
logarithmic time. The most important element of the work is polygon trian-
gulation. Two implementations of a fan triangulation of convex polygons are
created, where neighboring collinear vertices are possible. The problem of an
y-monotone polygon triangulation is also presented.

We used the planegometry library, because implementations of some basic
geometric objects were available (points, triangles, polygons). The polygon
comparison was improved and the result is correct regardless of the direction
and order of points on the list. All algorithms were tested with respect to
correctness and real computational complexity.

Keywords: polygons, monotone polygons, convex polygons, polygon trian-
gulation, fan triangulation, point in polygon query
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa wielokaty monotoniczne na plaszczyznie
[1]. Jest to ciekawa rodzina wielokatéw, bedaca ogniwem posrednim mie-
dzy wielokatami wypuklymi, a ogolnymi wielokatami prostymi. Sciste defi-
nicje tych rodzin wielokatow zostana podane w rozdziale [2, natomiast tu-
taj podamy przyktady wielokatow z kilku rodzin na rysunkach
Wielokat na rysunku jest monotoniczny wzgledem prostej pionowej
(y-monotoniczny), poniewaz kazda prosta pozioma przecina go co najwyzej
w dwoch punktach.

Wielokaty monotoniczne maja duze znaczenie w geometrii obliczeniowej
ze wzgledu na istnienie szybkich algorytmoéw dla pewnych probleméw geome-
trycznych, takich jak triangulacja wielokata, testowanie czy punkt nalezy do
wielokata, itp. W pewnych sytuacjach skomplikowane wielokaty lepiej jest
podzieli¢ na prostsze obiekty, ktore nie wymagaja zlozonych struktur da-
nych. Ogolny wielokat mozna podzieli¢ na wielokaty wypukle (np. trojkaty,
trapezy), albo na mniejsza liczbe wielokatoéw monotonicznych.

Naszym celem jest zebranie dostepnych informacji o wielokatach mono-
tonicznych, oraz implementacja wybranych algorytméw z nimi zwigzanych.
Do implementacji algorytmow zostal wybrany jezyk Python [2] ze wzgledu
na czytelna sktadnie i bogata biblioteke standardowa. Podstawowe obiekty
geometryczne (punkt, odcinek, wielokat, trojkat) zostaly wezesniej zaimple-
mentowane w pakiecie planegeometry rozwijanym na Wydziale FAIS [3]. Ni-
niejsza praca bedzie wzbogaceniem pakietu o nowe funkcjonalnosci. W pracy
korzystano z kilku podrecznikéw poswieconych geometrii obliczeniowej, m.in.
[4], [5], a takze z innych materiatow.

Praca zostala zorganizowana w nastepujacy sposob. Rozdzial [2| zawiera
definicje potrzebnych obiektéw i poje¢ z geometrii obliczeniowej. Rozdziat
skupia sie na interfejsie uzytkownika i sposobie korzystania z kodu. Rozdziat
prezentuje algorytmy zwiazane z wielokatami. Rozdziat o[ podsumowuje pra-
ce. Dodatek [A] zawiera testy przygotowanych algorytmow.
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2. (Geometria obliczeniowa

Rozdzial zawiera podstawowe definicje i twierdzenia z geometrii oblicze-
niowej wykorzystywane w pracy.

2.1. Wielokaty

Definicja: Wielokqt (ang. polygon) jest to figura plaska ograniczona przez
skoniczona liczbe odcinkow (bokow, krawedzi) [6]. Koniec jednego odcinka jest
poczatkiem nastepnego odcinka. Korice odcinkéw stykaja sie w wierzchotkach
wielokata.

Definicja: Wielokqt prosty (ang. simple polygon) jest to wielokat, ktory nie
ma przecinajacych sie bokow i nie ma dziur [7]. W wierzchotkach wielokata
spotykaja sie doktadnie dwie krawedzie. Jezeli wielokat ma n wierzchotkow,
to ma rowniez n krawedzi.

Definicja: Wielokgt wypukty (ang. convex polygon) jest to wielokat prosty,
ktorego dwa dowolne punkty mozna potaczyé odcinkiem zawartym w catosci
w wielokacie [8]. Czes¢ wspolna wielokatow wypuktlych jest wielokatem wypu-
ktym. Wielokat wypukly nie moze mie¢ katow wewnetrznych rozwartych, co
mozna sprawdzi¢ w czasie O(n). Jezeli wszystkie katy wewnetrzne sa mniejsze
od 180 stopni, to wielokat jest $cisle wypukly. Jezeli wielokat prosty nie jest
wypukly, to nazywamy go wklestym (ang. concave).

2.2. Wielokaty monotoniczne

Definicja: Wielokqt monotoniczny (ang. monotone polygon) jest to wielokat
P na ptaszczyznie, dla ktorego mozna wskazac prosta L taka, ze kazda prosta
prostopadla do niej przecina wielokat w najwyzej dwoch punktach (silna
monotonicznosé). Definicja moze by¢ rozszerzona na wielokaty posiadajace
krawedzie prostopadte do L (staba monotonicznosé) [I].

W roku 1981 Preparata i Supowit opisali algorytm rozpoznawania, czy
wielokat prosty jest monotoniczny, przy czym algorytm znajdowal wszystkie
kierunki monotonicznosci [9]. Algorytm opiera si¢ na analizie ciagu katow
tworzonych przez kolejne skierowane boki wielokata z pewnym wybranym
kierunkiem na plaszczyznie. Ztozonosé czsowa algorytmu wynosi O(n).
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2.3. Triangulacja wielokatow

Definicja: Triangulacja wielokgta (ang. polygon triangulation) jest to po-
dzial wielokata prostego na trojkaty, przy czym wierzchotkami trojkatow sa
wierzchotki wielokata, a dwa trojkaty moga mie¢ wspolny tylko wierzchotek
lub bok [10]. Kazdy wielokat prosty posiada triangulacje. Jezeli wielokat ma
n wierzchotkéw, to w wyniku triangulacji powstana n — 2 trojkaty.

Definicja: Triangulacja wachlarzowa (ang. fan triangulation) polega na wy-
borze wierzchotka wielokata i rysowaniu przekatnych do wszystkich innych
niesasiednich wierzchotkow [11]]. Nie kazdy wielokat mozna podzieli¢ na troj-
katy w ten sposob. Jest to mozliwe przykladowo dla wielokatow wypuktych,
wielokatow wklestych z jednym wklestym wierzchotkiem (z tego wierzchotka
nalezy rysowaé cieciwy).

Triangulacja redukuje ztozone ksztatty do kolekcji prostych trojkatow,
ktore sa latwiejsze do przetwarzania. Stad triangulacja jest pierwszym kro-
kiem w wielu ztozonych algorytmach.

Przyklad: Straznicy w galerii. Problem galerii sztuki przedstawiony zo-
stal pierwszy raz przez Victora Klee. Przedstawia on wielokat prosty jako gale-
rie sztuki, w ktérym chcemy rozmiesci¢ jak najmniejszg liczbe straznikow, tak
aby kazda z czesci galerii byta strzezona. Wierzchotki wielokata odpowiadaja
w tym przypadku straznikom galerii.



3. Implementacja

Praca powstala dzieki wykorzystaniu biblioteki planegeometry rozwijane;j
na Wydziale FAIS Uniwersytetu Jagielloniskiego. W tym rozdziale przedsta-
wimy struktury danych wykorzystane w pracy, oraz przyktadowe uzycia al-
gorytmow.

3.1. Struktury danych

Tworzac algorytmy zawarte w tej pracy, korzystaliémy z kilku struktur
danych dostepnych w pakiecie planegeometry. Byly one niezbedne i bardzo
utatwity przechowywanie informacji potrzebnych w implementacji. Ponizej
zostang krotko opisane.

3.1.1. Punkt

Punkt jest to instancja klasy Point. Pozwala na przechowywanie dwoéch
wartosci wspotrzednych okreslajacych potozenie w uktadzie kartezjanskim.

3.1.2. Trojkat

Trojkat jest to instancja klasy Triangle, przechowuje trzy obiekty klasy
Point, ktore przedstawiaja trzy wierzchotki trojkata (nie moga by¢ one wspot-
liniowe).

3.1.3. Kolekcja trojkatow

Instancja klasy TriangleCollection zawiera pewna liczbe trojkatow (obiektow
klasy Triangle). W pracy stuzyta nam do przechowywania trojkatéow powsta-
tych w wyniku triangulacji wielokata.

3.1.4. Wielokat

Wielokat jest to instancja klasy Polygon. Wewnetrznie zawiera liste punk-
tow (obiekty klasy Point), ktorych musi by¢ minimum trzy. W klasie ulepszono
metode poréwnujaca wielokaty. Listy punktow reprezentujace wielokaty mo-
ga by¢ utozone w réznych orientacjach i moga zaczynaé¢ sie od dowolnego
wierzchotka.

Listing 3.1. Poréwnywanie wielokatéow z modutu polygons.

>>> from polygons import Polygon

>>> from points import Point

# Stworzenie pierwszego wielokata.

>>> pl = Polygon(Point(2, 3), Point(1, 4), Point(3, 8), Point(8, 9),
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Point(8, 4), Point(5, 2), Point(3, 2))

# Stworzenie drugiego wielokata.

>>> p2 = Polygon(Point(8, 4), Point(8, 9), Point(3, 8), Point(1, 4),
Point(2, 3), Point(3, 2), Point(5, 2))

# Sprawdzenie, czy wielokaty sa takie same.

>>> pl == p2

True

3.2. Przykladowe uzycie algorytmow

Korzystajac z sesji interaktywnych pokazemy, jak nalezy korzystac¢ z przy-
gotowanych implementacji algorytmow.

3.2.1. Rozpoznawanie wielokata y-monotonicznego

Algorytm pozwala nam na sprawdzenie, czy wielokat jest y-monotoniczny,
a jesli tak, to czy jest to staba czy silna monotoniczno$é. Jednoczesnie pod-
czas dziatania algorytmu powstaja dwie listy punktow, dzielace wielokat na
prawy i lewy tancuch. Wielokat testowany w tej sesji interaktywnej przed-
stawiony zostal na rysunku [4.1{

Listing 3.2. Korzystanie z klasy YMonotone z modutu ymonotone.

>>> from ymonotone import YMonotone

>>> from points import Point

# Stworzenie listy punktow wielokata.

>>> points = [Point(9, 4), Point(7, 6), Point(11, 7), Point(9, 8), Point(7, 11),
Point(5, 9), Point(3, 8), Point(4, 7), Point(2, 5), Point(6, 3), Point(8, 1), Point(10, 2)]
>>> ym = YMonotone(points)

# Uruchomienie algorytmu.

>>> ym.run()

# Sprawdzenie czy wielokat jest y—monotoniczny.

>>> ym.is_monotone

True

# Sprawdzenie czy jest to slaba monotonicznosc.

>>> ym.poor_monotonicity

False

# Lewy lancuch punktow.

>>> ym.left chain

[Point(7, 11), Point(5, 9), Point(3, 8), Point(4, 7), Point(2, 5), Point(6, 3), Point(8, 1)
# Prawy lancuch punktow.

>>> ym.right chain

[Point(7, 11), Point(9, 8), Point(11, 7), Point(7, 6), Point(9, 4), Point(10, 2), Point(8, 1)]

3.2.2. Nalezenie punktu do wielokata monotonicznego

Metoda wykorzystuje dwa taricuchy (lewy oraz prawy) punktow wielokata
i sprawdza, czy dany punkt lezy miedzy nimi. Wielokat testowany w tej sesji
interaktywnej przedstawiony zostal na rysunku (4.4}
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Listing 3.3. Uzycie metody _ contains 7z modulu ymonotone.

>>> from ymonotone import YMonotone

>>> from points import Point

# Stworzenie listy punktow wielokata.

>>> points = [Point(4, 5), Point(3, 6), Point(5, 8), Point(7, 7), Point(6, 6),
Point(7, 5), Point(8, 3), Point(6, 1), Point(2, 3), Point(2, 4)]
# Rozpoznanie wielokata y—monotonicznego.

>>> ym = YMonotone(points)

>>> ym.run()

# Sprawdzenie, czy punkt lezy wewnatrz wielokata.

>>> Point(6, 3) in ym

True

>>> Point(2, 7) in ym

False

3.2.3. Triangulacja wachlarzowa wielokata wypuklego - pomijanie
punktéw wspoétliniowych

Algorytm wykonuje triangulacje wachlarzows wielokata wypuktego. Spraw-
dza, czy wsrod wierzchotkow wielokata znajdujag sie punkty wspotliniowe,
jesli tak, omija je. Trojkaty powstate w wyniku triangulacji przechowywuje
w TriangleCollection. Wielokat, na ktorym zostata przeprowadzona triangulacja
wachlarzowa z pominieciem punktéw wspotliniowych, znajduje sie na rysun-

ku [4.5]

Listing 3.4. Klasa FanTriangulation2 z modutu fan _triangulation2.

>>> from fan_triangulation2 import FanTriangulation2

>>> from points import Point

# Stworzenie listy punktow wielokata.

>>> points = [Point(9, 2), Point(10, 3), Point(10, 5), Point(9, 6),

Point(8, 7), Point(7, 8), Point(5, 8), Point(3, 8),

Point(2, 4), Point(3, 3), Point(4, 2), Point(8, 1)]

>>> ft = FanTriangulation2(points)

# Uruchomienie algorytmu.

>>> ft.run()

# Kolekcja trojkatow powstalych w wyniku algorytmu.

>>> print(ft.tc)

{Triangle(10, 3, 2, 4, 4, 2), Triangle(10, 3, 7, 8,
5

, 8), Triangle(10, 3, 3, 8, 2, 4),
Triangle(10, 3, 4, 2, 8, 1), Triangle(10, 3, 10, 5, 7, 8

3
7,8)}

3.2.4. Triangulacja wachlarzowa wielokata wypuklego -
uwzglednienie punktéw wspoétliniowych

Algorytm wykonuje triangulacje wachlarzows wielokata wypuklego. Jesli
na bokach wielokata znajduja sie punkty wspotliniowe, sa one brane pod uwa-
ge w triangulacji. Trojkaty powstate w wyniku triangulacji przechowywuje
w TriangleCollection. Wielokat, na ktérym zostata przeprowadzona triangulacja
wachlarzowa, znajduje sie na rysunku [4.7}
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Listing 3.5. Klasa FanTriangulationl z modutu fan _triangulationl.

>>> from fan_triangulationl import FanTriangulationl

>>> from points import Point

# Stworzenie listy punktow wielokata.

>>> points = [Point(15, 2), Point(12, 4), Point(9, 6), Point(6, 8),

Point(3, 10), Point(3, 2), Point(10, 2), Point(12, 2)]

>>> ft = FanTriangulationl(points)

# Uruchomienie algorytmu.

>>> ft.run()

# Kolekcja trojkatow powstalych w wyniku algorytmu.

>>> print(ft.tc)

{Triangle(6, 8, 3, 10, 3, 2), Triangle(12, 4, 10, 2, 12, 2), Triangle(12, 4, 9, 6, 3, 2),
Triangle(9, 6, 6, 8, 3, 2), Triangle(12, 4, 3, 10, 3, 2), Triangle(12, 4, 12, 2, 15, 2),
Triangle(12, 4, 3, 2, 10, 2)}

3.2.5. Triangulacja wielokata y-monotonicznego

Algorytm wykonuje triangulacje wielokata y-monotonicznego. Trojkaty
powstate w wyniku triangulacji przechowywuje w TriangleCollection. Wielo-
kat, na ktorym zostata przeprowadzona triangulacja, jest przedstawiony na

rysunku [£.8]

Listing 3.6. Klasa MonotoneTriangulation z modutu triangulationl.

>>> from triangulationl import MonotoneTriangulation

>>> from points import Point

# Stworzenie listy punktow wielokata.

>>> points = [Point(0, 0), Point(7, 1), Point(7, 4), Point(5, 6),
Point(4, 7), Point(3, 9), Point(7, 11), Point(6, 14), Point(3, 17),
Point(4, 14), Point(3, 12), Point(1, 10), Point(0, 8)]

>>> mt = MonotoneTriangulation(points)

# Uruchomienie algorytmu.

>>> mt.run()

# Kolekcja trojkatow powstalych w wyniku algorytmu.

>>> print(mt.tc)
{Triangle(4, 7, 0, 8,
Triangle(3, 9, 1, 10, 7, 11), Triangle(3, 12, 6, 14, 4, 14), Triangle(7, 11, 3, 12, 6, 14),
Triangle(5, 6, 4, 7, 0, 8), Triangle(1, 10, 7, 11, 3, 12), Triangle(6, 14, 4, 14, 3, 17),
Triangle(0, 8, 3, 9, 1, 10), Triangle(0, 0, 7, 1, 0, 8)}

3,9), Triangle(7, 1, 7, 4, 0, 8), Triangle(7, 4, 5, 6, 0, 8),




4. Algorytmy

W tym rozdziale skupimy sie na przedstawieniu kilku istotnych algoryt-
mow w geometrii obliczeniowej. Pomagaja nam one poznawaé¢ wielokaty i wy-
konywaé na nich uzyteczne operacje.

4.1. Ulepszenia pakietu planegeometry

Podczas pracy nad algorytmami dzialajacymi na wielokatach powstato
kilka ulepszent kodu biblioteki planegeometry.

— Do struktury danych TriangleCollection dodano zabezpieczenie przed dwu-
krotnym dodaniem tego samego trojkata do kolekcji. Ponadto strukture
oparto na zbiorach, a nie na listach, przez co wyszukiwanie i usuwanie
danego trojkata zajmuje staty czas O(1).

— Wielokaty sa reprezentowane przez klase Polygon, ktéra wewnetrznie prze-

chowuje liste wierzchotkow wielokata. Pojawia sie tu dowolnosé wybo-
ru pierwszego wierzchotka wielokata oraz kierunku obiegania wielokata.
Ta dowolnos¢ nie byta pierwotnie uwzgledniona w metodzie poroéwnyw-
nia wielokatow (polygonl == polygon2). Poréwnywanie wielokatow zostato
poprawione.
Nowy algorytm poréwnywania wielokatow wstepnie sprawdza dlugosci
obu list L i M z punktami, a nastepnie znajduje potozenie ¢ punktu L|0]
na liscie M. W celu wykrycia orientacji drugiego wielokata nastepuje po-
rOwnanie punktu L[1] z punktami M[i—1] oraz MJi+1]. Dalej porownywa-
ne sa nastepne punkty listy L z punktami listy M, zgodnie z orientacja.
W przypadku wykrycia niezgodnosci na jednym z etapow algorytmu, od
razu zwracana jest warto$é False. W przeciwnym wypadku, zwracana jest
wartos¢ True.

Listing 4.1. Modut polygons, poréwnywanie wielokatow.

def  eq_ (sell, other):
" Comparison of polygons (polygonl == polygon2).
n = len(self.point _list)
if len(other.point_list) != n:
return False
first i = None

nnn

for i in range(n):
if self.point_list[0] == other.point _list[i]:
first i=1i
break
if first i is None:
return False
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if self.point_list[1] == other.point_list|(first _i+n—1) % n]:
for i in range(2, n):
if self.point _list[i] != other.point_list[(first _i+n—i) % n]:
return False
clif self.point_list[1] == other.point list[(first i+1) % nl:
for i in range(2, n):
if self.point_list[i] != other.point list[(first i+i) % n]:
return False
else:
return False
return True

4.2. Rozpoznawanie wielokagta wypuktego

W celu sprawdzenia, czy wielokat jest wypukly, wykorzystujemy metode
polygon.is_ convex() z biblioteki planegeometry. Na wstepie metoda ta sprawdza,
czy wielokat jest prosty. Jezeli tak, algorytm poprzez orientacje sprawdza
kazdy z wierzchotkow wielokata. Gdy zaden z wierzchotkéw nie jest wkle-
sty, metoda zwraca True. Oznacza to, ze wielokat jest wypukly. Ztozonosé
obliczeniowa algorytmu wynosi O(n).

4.3. Rozpoznawanie wielokata monotonicznego

Z definicji podanej na poczatku pracy wiemy, ze wielokat mozna nazwaé
monotonicznym, jezeli istnieje kierunek monotonicznosci. Takim kierunkiem
monotoniczno$ci nazywamy prosta L, a kazda prosta do niej prostopadta
przecina wielokat w maksymalnie dwoch punktach. Taki przypadek jest na-
zywany silng monotonicznoscia. Moze sie réowniez zdarzy¢ tak, ze wielokat
posiada krawedz prostopadta do prostej L. Wtedy wielokat rowniez nazywa-
my monotonicznym, ale jest to staba monotonicznosé.

Ze wzgledu na to, ze znalezienie kierunku monotonicznosci dla dowolnego
wielokata jest trudnym zadaniem, w mojej pracy skupitam sie na monotonicz-
nosci wzgledem osi X i Y. Tym sposobem, powstaly dwa algorytmy spraw-
dzajace, czy wielokat jest y-monotoniczny lub x-monotoniczny lub nie jest
monotoniczny wzgledem zadnej z tych osi. Algorytm dla y-monotonicznosci
jest kluczowy w pracy, poniewaz zostanie on wykorzystany w kolejnych al-
gorytmach omoéwionych w tym dokumencie. Ponizej opisze szczegétowo ten
problem.

4.3.1. Wielokat y-monotoniczny
Dane wejsSciowe: Lista punktow wielokata (obiekty klasy Point).

Dane wyj$ciowe: Dwie wartosci boolean (pierwsza moéwi nam, czy wielo-
kat jest monotoniczny, a druga, czy monotonicznosé jest silna), oraz listy
odpowiadajgce prawemu i lewemu tancuchowi punktow wielokata.
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Problem: Sprawdzenie, czy wielokat jest monotoniczny wzgledem osi Y.

Opis algorytmu: Pierwszy z algorytmoéw skupia sie na osi Y, jest ona dla
nas w tym przypadku kierunkiem monotonicznosci. Zalezy nam na sprawdze-
niu kolejnych wierzchotkow wielokata. Zaczynamy wiec od znalezienia dwoch
punktéw - jednego polozonego najwyzej (najwicksza wartosé y) oraz drugie-
go potozonego najnizej (najnizsza wartos¢ y). Oczywiscie moze pojawié sie
sytuacja, w ktorej wiecej niz jeden punkt bedzie mial okreslong wartosé y.
W takim przypadku algorytm wybiera pierwszy w kolejnosci punkt spetnia-
jacy podany warunek.

Po znalezieniu dwoch najbardziej wysunietych punktow tworzymy dwie
listy punktow, odpowiadajace lewemu oraz prawemu lancuchowi wierzchot-
kow wielokata. Poczatkiem obu tancuchow jest punkt potozony najwyzej.
Nastepnie sprawdzamy oba tancuchy. Wartosci y w kazdym z tanicuchow nie
powinny rosngé¢ wraz z poruszaniem sie po nim. Jezeli w jakim$ przypadku
warto$¢ y punktu pli + 1] bedzie wieksza od wartosci y punktu pli], mamy
do czynienia z wielokatem, ktéry nie jest monotoniczny wzgledem osi Y.

Podczas sprawdzania listy punktow, algorytm poréwnujac kolejne warto-
§ci y, znajduje rowniez takie p[i] i p[i+1], ktorych y sa takie same. Oczywiscie
tylko jezeli wielokat takie posiada. W takiej sytuacji, zwracana po wykonaniu
algorytmu wartosS¢ poor monotonicity wynosi True.

Rozpatrzymy teraz trzy mozliwe przypadki dla podanego problemu.

Pierwszy z nich to wielokat silnie monotoniczny wzgledem osi Y (rys. [4.1)).
Jak widzimy, nie posiada on dwoch kolejnych punktow takich, ze wartosci
y dla pli] i p[i + 1] sa sobie rowne, wiec jest to silna monotonicznosé.

Kolejny wielokat jest rowniez monotoniczny, lecz jest to staba monoto-
nicznos¢. Jak wida¢ na rysunku [£.2] posiada on dwie pary punktow, ktorych
wartosci y sa takie same. Gdyby$my poprowadzili linie prostopadite do osi vy,
dwie z tych linii pokrylyby dwie krawedzie tego wielokata.

Ostatni jest wielokat, ktory nie jest monotoniczny (rys. [4.3)). Prowadzac
linie prostopadie do osi y, w kilku miejscach przecietyby one wielokat na
czterech krawedziach.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n).

Uwagi: Opisany wyzej algorytm sprawdza monotonicznosé jedynie wzgle-
dem jednego kierunku monotonicznosci. Wiec moze istnie¢ inny kierunek
monotoniczosci, dla ktorego wielokat okreslony przez nas jako niemonoto-
niczny jest monotoniczny. Dlatego idealnym rozwigzaniem jest znalezienie
takiego kierunku monotonicznodci, dla ktoérego wielokat jest monotoniczny.

16



12

(7, 11)

Rysunek 4.1. Przyktad wielokata silnie monotonicznego wzgledem osi Y.
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Rysunek 4.2. Przyktad wielokata stabo monotonicznego wzgledem osi Y.
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(6, 9) (8, 9)

Rysunek 4.3. Przyktad wielokata niemonotonicznego wzgledem osi Y.

Listing 4.2. Modut ymonotone.

#1/usr/bin/python
try:

integer types = (int, long)
except NameError: # Python 3

integer types = (int,)
Xrange = range

import bisect
from geomtools import orientation
from points import Point

class YMonotone:

def _init__ (self, point_list):

if len(point_ list) < 3:
raise ValueError("minimum 3 points")

self.point_list = point_list
self.n = len(point _list)
self.poor monotonicity = False
self.is__monotone = True
selfleft chain = ]
self.right  chain = ||
self.sorted left = ||
self.sorted _right = ||
self.keys _left = ||

18
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selfkeys right = ||

def run(self):
self.find _chains()
self.check monotonicity()
self.sorted left = self.left chain.copy()
self.sorted right = self.right chain.copy()
self.sorted left.reverse()
self.sorted _right.reverse()
self.keys_left = [p.y for p in self.sorted left]
self.keys right = [p.y for p in self.sorted _right|

def find _chains(self):
i_max = max(xrange(self.n), key=lambda i:
(self.point _list[i].y, self.point _list[i].x))
i_min = min(xrange(self.n), key=lambda i:
(self.point _list[i].y, self.point_list[i].x))

for i in xrange(self.n):
j = (i_max + i) % self.n
sell.left _chain.append(self.point list[j])
ifj==1 min:
break
for i in xrange(self.n):
j=(_min + i) % self.n
sell.right _chain.append(self.point _list[j])
ifj==1_ max:
break
self.right _chain.reverse()

orient = orientation(self.right chain|1], self.right chain|0],
self.left _chain[1])
if orient < O:
self.left chain, self.right chain = self.right chain, self.left chain

def check monotonicity (self):
for i, point in enumerate(self.left chain):
ifi ==
continue
if point.y == self.left chain[i — 1].y:
self.poor _monotonicity = True
if point.y > self.left chain[i — 1].y:
self.is_monotone = False
for i, point in enumerate(self.right _chain):
ifi==
continue
if point.y == sell.right chain[i — 1].y:
self.poor monotonicity = True
elif point.y > self.right chainf[i — 1].y:
self.is_ monotone = False

Podczas pracy zostal stworzony réwniez algorytm rozpoznawania wieloka-
ta x-monotonicznego. Ze wzgledu na podobienistwo oraz identyczny schemat,
jak w przypadku algorytmu sprawdzania y-monotonicznosci, jego doktadny
opis zostal pominiety.
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4.4. Nalezenie punktu do wielokata monotonicznego

Ponizszy algorytm pozwoli nam sprawdzi¢, czy punkt nalezy do wieloka-
ta y-monotonicznego. Podczas sprawdzania monotonicznos$ci w poprzednim
rozdziale, wyznaczyliSmy dwa taricuchy punktéw - lewy oraz prawy. Wy-
korzystamy je teraz do sprawdzenia potozenia punktu wzgledem wielokata.
Pozwoli to wykonaé test w czasie O(logn).

Dane wejsciowe: Dwa lancuchy punktow wielokata (prawy i lewy) oraz
punkt, ktory chcemy sprawdzié.

Dane wyjsciowe: Wartos¢ True lub False méwigca nam, czy punkt nalezy
do wielokata.

Problem: Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wielokata y-monotonicznego.

Opis algorytmu: Pierwszym krokiem algorytmu jest sprawdzenie, czy po-
dany punkt lezy ponad najwyzej potozonym wierzchotkiem wielokata, ewen-
tualnie ponizej tego potozonego na dole. Wystarczy zrobi¢ poréwnanie z pierw-
szym i ostatnim punktem dowolnego tancucha. W ten sposéb szybko wyklu-
czymy punkt lezacy poza wielokatem.

Nastepnie wykorzystamy modut bisect. Postuzy nam on do szybkiego spraw-
dzenia (w czasie logarytmicznym), na wysokosci jakiej wspotrzednej y lezy
testowany punkt. Modul ten wykorzystuje posortowana tablice i sprawdza,
w ktérym miejscu powinien by¢ wstawiony element, aby zachowac¢ uporzadko-
wana postac tablicy. W obu tancuchach znajdujemy pary sasiednich punktow,
ktorych wspotrzedna y ogranicza wspotrzedna y danego punktu.

Podany punkt bedzie nalezal do wielokata, jezeli znajduje sie na prawo
od lewego taricucha i na lewo od prawego tancucha. Mozna to sprawdzi¢
badajac orientacje trojki punktow, dwoch punktow nalezacych do tancucha
i podanego punktu.

Przyktadowe potlozenie punktéw wewnatrz wielokata y-monotonicznego
i poza nim, zostato przedstawione na rysunku [4.4]

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu wynosi O(logn). Kluczowe jest
przygotowanie posortowanych list wspotrzednych y punktéw z obu tancu-
chéw na etapie rozpoznawania wielokata monotonicznego, tak aby zapytanie
o polozenie punktu mogto korzysta¢ jedynie z bisekc;ji.
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Rysunek 4.4. Punkty lezace wewnatrz i poza wielokatem y-monotonicznym.

Listing 4.3. Modut ymonotone contains.

def  contains __ (self, point):
""Test if a point is in a polygon in O(log n) time.
if not isinstance(point, Point):
raise ValueError("This is not a point.")

nin

if point.y > self.left _chain|0].y or point.y < self.left chain|—1].y:
return False

li = bisect.bisect(self.keys left, point.y)
a = self.sorted left]li]
b = self.sorted left[li — 1]
if orientation(a, b, point) < 0:
return False

li = bisect.bisect(self.keys right, point.y)
a = self.sorted _right[li]
b = self.sorted right[li — 1]
if orientation(a, b, point) > 0:
return False

return True

Algorytm sprawdzenia czy punkt nalezy do wielokata zostal zaimplemen-
towany réwniez w wersji dla wielokata x-monotonicznego. Jego doktadny opis
zostal jednak pominiety w pracy ze wzgledu na duze podobienistwo do po-
WYyZSzego rozwigzania.
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4.5. Triangulacja wachlarzowa wielokata wypuktego

Triangulacja wachlarzowa jest jedna z prostszych metod triangulacji wie-
lokata. Jednak moze by¢ ona stosowana jedynie w przypadku wielokatow
wypuktych. Nasz algorytm pozwoli na sprawdzenie, czy wielokat jest wypu-
kty. Ta opcja jest mozliwa do pominiecia poprzez przekazanie w argumencie
funkcji wartosci False. Nastepnie wykonujemy triangulacje wachlarzows wie-
lokata.

Najistotniejsze w tym algorytmie jest rozpatrzenie wielokatow, ktore po-
siadaja punkty wspotliniowe. Przygotowano dwie rézne implementacje trian-
gulacji. W pierwszej triangulacji punkty wspotliniowe zostana pominiete, be-
dzie to czysta triangulacja wachlarzowa. Natomiast w drugiej implementacji
wszystkie punkty beda one uwzglednione w triangulacji i kazdy punkt wie-
lokata bedzie wierzchotkiem jakiego$ trojkata w triangulacji.

4.5.1. Pomijanie punktéw wspélliniowych
Dane wejsciowe: Lista punktow wielokata (obiekty klasy Point).

Dane wyjsciowe: Zbior trojkatow (obiekty klasy Triangle) przechowywa-
nych wewnatrz instancji klasy TriangleCollection.

Problem: Wykonanie czystej triangulacji wachlarzowej wielokata wypukte-
go przy wykluczeniu punktow lezacych przy katach wewnetrznych réwnych
180 stopni.

Opis algorytmu: W pierwszej implementacji algorytmu skupiamy sie na
sytuacji, w ktorej wielokat zawiera katy wewnetrzne mniejsze oraz réwne
180 stopni. W tym przypadku katy pominiemy punkty lezace przy przy ka-
tach wewnetrznych rownych 180 stopni. Skupimy sie wylacznie na katach
wewnetrznych mniejszych niz 180 stopni.

Na poczatku, po wywotaniu metody run(), przeprowadzona jest wstep-
na walidacja danych wejéciowych. Sprawdzamy, czy lista wprowadzonych
punktéw zawiera co najmniej trzy obiekty klasy Point. Opcjonalnie mozemy
sprawdzi¢ rowniez, czy wielokat jest wypukty (warunek konieczny do prze-
prowadzenia triangulacji wachlarzowej). W obu przypadkach niepowodzenia
zostanie rzucony wyjatek ValueError.

Kolejnym krokiem jest usuniecie z listy punktow wspotliniowych. Gdy
lista jest juz wyczyszczona, przechodzimy do wykonywania triangulacji. Two-
rzymy obiekt klasy TriangleCollection, w ktorym beda przechowywane powstate
w wyniku dziatania algorytmu trojkaty. Lista p[] zawiera kolejne wierzchotki
wielokata. Pierwszy wierzcholek na liscie p[0] bedzie baza triangulacji wa-
chlarzowej. Kazdy powstaty trojkat przechowujemy w obiekcie klasy Triangle.
W przypadku kazdego trojkata, pierwszym wierzchotkiem jest nasz punkt
p[0], czyli baza triangulacji.

Kazdy trojkat budujemy z trzech punktow: p[0], p[i+1], p[i+2]. Przyjmu-
jac n jako liczbe punktéw na lidcie, poszukujemy n — 2 trojkatow. Wynikiem
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Rysunek 4.5. Triangulacja wachlarzowa z pominieciem punktéw wspotliniowych.

naszego algorytmu jest kolekcja TriangleCollection, zawierajaca powstale troj-
katy.

Powyzszy algorytm przetestujemy dla wielokata foremnego, zbudowanego
z dwunastu punktow, przy czym pie¢ z nich jest punktami wspotliniowy-
mi. Na rysunku sa one zaznaczone kolorem niebieskim. Pozostale osiem
punktow (zaznaczonych kolorem czerwonym) zostalo uzyte do triangulacji
wachlarzowej i sa one wierzchotkami trojkatow.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n).

Uwagi: Przedstawiony w tym rozdziale algorytm triangulacji wachlarzowej
bierze pod uwage jedynie najprostszy sposoéb podziatu wielokata. Pomija on
punkty wspotliniowe, ktore czasem sa rownie istotne. Dlatego w kolejnej im-
plementacji takie punkty réwniez zostana wykorzystane w algorytmie. Kazdy
punkt z listy bedzie wierzchotkiem jakiego$ trojkata.

Listing 4.4. Modut fan_triangulation?2.

#1/usr/bin/python

from polygons import Polygon

from trianglecollections import TriangleCollection
from triangles import Triangle

from geomtools import orientation
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class FanTriangulation2:

def  init  (self, points list):
if len(points_ list) < 3:
raise ValueError("Minimum 3 points.")
self.points_list = points_ list
self.collinear points = ||
self.points = []
self.tc = TriangleCollection()

def run(self, test is convex=True):
"I Checking if the polygon is conver.
if test _is_convex:
polygon = Polygon(*self.points_list)
if not polygon.is _convex():
raise ValueError("The polygon is not convex.")
return self.triangulation()

nnin

def triangulation(self):
"rA fan triangulation of a convex polygon.
for i in range(len(self.points_ list)):
a = self.points_list[i % len(self.points_list)]
b = sell.points_list[(i + 1) % len(sclf.points_list)]
¢ = self.points_list[(i 4+ 2) % len(sclf.points_ list)]
if orientation(a, b, ¢) ==
self.collinear _points.append(b)
else:
self.points.append(b)

ninn

a = self.points|0]

for number in range(len(self.points) — 2):
b = self.points[number + 1]
¢ = self.points[number + 2]
triangle = Triangle(a, b, c)
self.tc.insert(triangle)

4.5.2. Uwzglednienie punktéw wspoéltliniowych

W tym rozdziale rozpatrzymy triangulacje wielokata, ktora uwzglednia
punkty wspotliniowe. Kazdy wierzchotek wielokata bedzie nalezal do co naj-
mniej jednego z powstatych trojkatow. Przykladem figury bedzie prostokat,
w ktorym dodano dodatkowe punkty na poszczegolnych bokach. Innym przy-
padkiem bedzie trojkat z dodatkowymi punktami na bokach.

Dane wejsSciowe: Lista punktow wielokata (obiekty klasy Point).

Dane wyjsciowe: Zbior trojkatow (obiekty klasy Triangle) przechowywa-
nych wewnatrz instancji klasy TriangleCollection.

Problem: Wykonanie uogélnionej triangulacji wachlarzowej wielokata wy-
puklego z uwzglednieniem punktow lezacych przy katach wewnetrznych row-
nych 180 stopni.
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Opis algorytmu: Pierwszym krokiem algorytmu jest sprawdzenie, czy wie-
lokat jest wypukty. Wielokat posiadajacy chociaz jeden kat wklesty nie moze
by¢ podzielony na trojkaty za pomoca triangulacji wachlarzowe;j.

Na wstepie sprawdzamy, czy wielokat posiada jedynie trzy wierzchotki.
Jesli tak, to triangulacja koriczy si¢ na tym etapie i wynikiem jej, jest trojkat
o danych trzech wierzchotkach.

Trudnym przypadkiem takiej triangulacji jest wielokat bedacy trojkatem,
ktory posiada dodatkowe punkty wspotliniowe na jednym boku. W takiej sy-
tuacji musimy znalez¢ odpowiedni wierzchotek, z ktérego mozemy rozpoczaé
algorytm triangulacji. Sprawdzamy wiec kolejno po trzy punkty z listy i szu-
kamy p|i] takiego, ze kat p[i] wynosi 180°, a kat punktu p[i — 1] jest mniejszy
niz 180°. Po znalezieniu takiego wierzchotka musimy przesuna¢ nasza liste
punktow tak, aby pierwszy z nich byl wyznaczonym wcze$niej wierzchotkiem
wielokata p[0]. Jezeli nie ma w wielokacie wierzchotka z katem rownym 180°,
wtedy nie robimy zadnych zmian na tym etapie. Teraz mozemy przejs¢ do
gtownej czesci algorytmu.

Na poczatku rozpatrujemy punkty znajdujace sie po prawej stronie od
znalezionego wczesniej wierzchotka. Przyjmijmy, ze rozmiar listy z punkta-
mi to points size. Tworzymy trojkaty, gdzie wierzchotkiem a za kazdym ra-
zem bedzie p[0]. Natomiast punkty b oraz ¢ to odpowiednio p[points_size — 1]
1 p[points_ size — 2].

Robimy tak do momentu, az orientacja punktéw c, p[points _size — 3| oraz
p[0] bedzie rowna 0, czyli beda to punkty wspotliniowe. Wtedy przechodzimy
do tworzenia trojkatow takich, ze punktem a bedzie za kazdym razem zapa-
mietany z ostatniej iteracji punkt ¢ - p[j]. Natomiast punkty b i ¢ to kolejne
punkty p[j — 1] oraz p[j — 2]. W taki sposob otrzymujemy kolekcje trojkatow
powstalych w wyniku triangulacji wachlarzowe;j.

Na rysunku [4.6] przedstawiona zostala triangulacja nietypowego prostoka-
ta, posiadajacego dodatkowe punkty wspotliniowe na poszczegolnych bokach.
Natomiast na rysunku triangulacja nietypowego trojkata, réwniez z do-
datkowymi punktami wspo6tliniowymi na bokach.

Ztozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n).

Listing 4.5. Modut fan_triangulation].

#1/usr/bin/python

from geomtools import orientation

from polygons import Polygon

from trianglecollections import TriangleCollection
from triangles import Triangle

class FanTriangulationl:

def  init  (self, points_list):
self.points = points_list
self.tc = TriangleCollection()
self.size = len(self.points)
if len(points_ list) < 3:
raise ValueError("Minimum 3 points.")
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def run(self, test_is convex=True):
if test _is_convex:
polygon = Polygon (kself.points)
if not polygon.is _convex():
raise ValueError("The polygon is not convex.")
return self.triangulation()

def triangulation(self):
if self.size ==
t = Triangle(*self.points)
self.te.insert(t)
return

idx =0
for i in range(self.size):
if orientation(self.points|i],
self.points[(i + 1) % self.size],
self.points[(i + 2) % self.size]) == 0:
idx = (i + 1) % self.size
break

p_list = list(self.points)
while p_list[0] != self.points[idx]:
p_list.append(p list.pop(0))

a = p_list]0]
i=0
for i in range(self.size, 0, —1):
if orientation(p_list[(i — 2) % self.size],
p_list[(i — 3) % sclf.size], a) 1= 0:
b =p list[(i — 1) % self.size]
¢ = p_list[(i — 2) % self.size]
i=1i
triangle = Triangle(a, b, ¢)
sell.tc.insert(triangle)
else:
break

a = p_ list[(j — 2) % self.size]

for i in range(j — 3, 0, —1):
b = p_list[i % self.size]
¢ = p_list[(i — 1) % self.size]
triangle = Triangle(a, b, c)
self.tc.insert(triangle)

26

30:6301513508



(2, 5) (5, 5)
5.0 -

4.5 1
4.0 1 'l

> 3.5 1

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Rysunek 4.6. Triangulacja wachlarzowa prostokata z dodatkowymi punktami
wspotliniowymi na bokach.
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Rysunek 4.7. Triangulacja wachlarzowa trojkata z dodatkowymi punktami wspot-
liniowymi na bokach.
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4.6. Triangulacja wielokata monotonicznego

W tym rozdziale oméwimy dokladnie algorytm triangulacji wielokata
y-monotonicznego. Kierunkiem monotonicznosci w tym przypadku bedzie
o8 Y. Wynikiem dziatania programu jest kolekcja trojkatow.

Dane wejsciowe: Lista punktow wielokata (obiekty klasy Point).

Dane wyjsciowe: Zbior trojkatow (obiekty klasy Triangle) przechowywa-
nych wewnatrz instancji klasy TriangleCollection.

Problem: Triangulacja wielokata monotonicznego (algorytm zachtanny).

Opis algorytmu: W algorytmie bedziemy postugiwac sie stosem, ktéry po-
stuzy nam do przechowywania punktéw, na ktoérych aktualnie bedziemy pra-
cowac.

Danymi wejSciowymi jest lista punktow (obiekty klasy Point). Wywotu-
jemy metode run, ktora zawiera caly kod potrzebny do otrzymania rozwia-
zania. Najpierw szukamy dwoch najbardziej wysunietych punktow wielokata
- jednego na gorze (najwieksza warto$é¢ y), drugiego na dole (najmniejsza
wartosé y).

Kolejnym krokiem jest podzial listy punktow na dwa tancuchy, lewy oraz
prawy. Potrzebne sa one do poruszania sie po wielokacie w kolejnych etapach
algorytmu. Od tego momentu wszystkie wierzchotki przechowujemy na jednej
liscie p[], wraz z informacja do ktorego taricucha naleza. Lista zostata posor-
towana od najwiekszej do najmniejszej wartosci y. W przypadku punktow
lezacych na tej samej wspotrzednej y, sa one segregowane wedhug rosnacego x.
Numerem 0 oznaczamy tancuch lewy, a numerem 1 tanicuch prawy.

Nastepnie wrzucamy na stos dwa pierwsze punkty z listy: p[0] i p[1], oraz
rozpoczynamy petle po pozostatych indeksach listy (od drugiego). Do dal-
szych krokow algorytmu potrzebujemy dwoch punktow. Pierwszy z nich to
punkt o aktualnym indeksie, natomiast drugim punktem jest ostatni element
stosu.

Dalszy etap algorytmu opiera si¢ na poréwnywaniu tancuchéw kolejnych
par punktéw. W jednym z przypadkéw punkty leza na tych samych tancu-
chach, a w drugim na réznych.

Teraz rozpatrzymy pierwszy z warunkéw: punkty leza na réznych tancu-
chach. Jesli rozmiar stosu jest wiekszy niz jeden, zdejmujemy jego ostatni
element, ktory jest dla nas point2. Punkt pierwszy, czyli pointl, to punkt o ak-
tualnym indeksie iteracji. Ostatnim, trzecim punktem point3 jest koncowy
element stosu. Z wyznaczonych trzech punktéw powstaje jeden z trojkatow
triangulacji.

Wierzchotek wielokata z najwieksza wartoscia y, czyli point2, zostal wy-
korzystany do zbudowania trojkata i w takiej sytuacji nie moze by¢ wykorzy-
stany kolejny raz do budowy kolejnego trojkata. Zdejmujemy wiec ten punkt
ze stosu. Jedli po tym kroku nasz stos jest pusty, wrzucamy na niego dwa
punkty, tworzace diagonale (bok powstalego trojkata).
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Drugim warunkiem jest nalezenie punktéow do tego samego lancucha.
Zdejmujemy ostatni punkt ze stosu i przechowujemy go w point2. Nastepnie
ponownie potrzebujemy ostatniego elementu ze stosu, bedzie to point3. W ko-
lejnym kroku sprawdzamy orientacje na podstawie tancucha wyznaczonego
na poczatku pointl. Jesli dany punkt lezy na lewym tancuchu, orientacja wy-
nosi —1, gdy na prawym to +1. Teraz obliczamy orientacje trzech wybranych
wezesniej punktoéw: pointl, point2 i point3, oraz poréwnujemy ja z orientacja
dla point1.

Jesli wyznaczone orientacje sa roézne, to z punktéw: pointl, point2 i point3
tworzymy trojkat, a point2 zdejmujemy ze stosu, poniewaz zostaje on odciety
w wyniku stworzenia trojkata. Nowa diagonale tworza punkty: pointl i point3.
Jesli w danym momencie algorytmu stos nie jest pusty, to do point3 przypisu-
jemy wartos$¢ ostatniego punktu ze stosu. Nastepnie na stos wrzucamy point2
oraz punkt z listy o aktualnym indeksie petli.

Ostatnim etapem algorytmu jest rozpatrywanie ostatniego punktu wielo-
kata, ktory jest dolnym zakoniczeniem obu tanicuchow punktow. W tej sytuacji
point1 jest ostatni punkt z listy, a point2 zdjety ze stosu konicowy element. Gdy
wyznaczymy juz te dwa punkty, sprawdzamy, czy na stosie nadal sa jakies
elementy. Jesli tak, przypisujemy do point3 ostatni zdjety element ze stosu.
7 tych wyznaczonych trzech punktéw, powstaje ostatni trojkat w triangulacji.

Na rysunku przedstawiony zostal wielokat y-monotoniczny, do trian-
gulacji ktorego wszystkie kroki powyzszego algorytmu zostaty wykorzystane.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n).

Listing 4.6. Modutl triangulation.

#1/usr/bin/python

try:
integer types = (int, long)
except NameError: # Python 3
integer types = (int,)
xXrange = range

from points import Point

from triangles import Triangle

from trianglecollections import TriangleCollection
from geomtools import orientation

class Chain:
LEFT =0
RIGHT =1

class MonotoneTriangulation:

""" Triangulation of a strictly y—monotone polygon in O(n) time. """
def _init__ (self, point_list):

self.point list = point list

self.n = len(self.point _list)

self.tc = TriangleCollection()

self.ulist = [|

self.stack = ||
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self.i max = None
selfi min = None

def run(self):
self.merge chains()
self.stack.append(self.ulist[0])
self.stack.append(self.ulist[1])
for i in xrange(2, self.n — 1):
pointl, chainl = self.ulist[i]
point2, chain2 = self.stack[—1]

if chainl != chain2:
while len(self.stack) > 1:
point2, chain2 = self.stack.pop()
point3, chain3 = self.stack[—1]
triangle = Triangle(pointl, point2, point3)
self.tc.insert(triangle)
point2, chain2 = self.stack.pop()
assert len(self.stack) == 0
sell.stack.append(self.ulist[i — 1])
self.stack.append(self.ulist|i])

else:
point2, chain2 = self.stack.pop()
point3, chain3 = self.stack[—1]
if chainl == Chain.LEFT:
orient = —1
else:
orient = +1
while orientation(pointl, point2, point3) == orient:
triangle = Triangle(point1, point2, point3)
self.tc.insert(triangle)
point2, chain2 = self.stack.pop()
if len(self.stack) == 0:
break
else:
point3, chain3 = self.stack[—1]
self.stack.append((point2, chain2))
self.stack.append (self.ulist[i])

assert len(self.stack) >= 2
pointl, chainl = self.ulist[self.n — 1]
point2, chain2 = self.stack.pop()
while len(self.stack) > 0:
point3, chain3 = self.stack.pop()
triangle = Triangle(pointl, point2, point3)
sell.tc.insert(triangle)
point2 = point3

def merge chains(self):
selfi max = max(xrange(self.n), key=lambda i: (self.point_ list[i].y))
self.i_min = min(xrange(self.n), key=lambda i: (self.point_list[i].y))
left chain = |]
right _chain = []
for i in xrange(self.n):
j = (selfi_max + 1) % self.n
if j == self.i_min:
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break
left chain.append(self.point_list[j])
for i in xrange(self.n):
j = (selfi_min + i) % self.n
if j == self.i max:
break
right _chain.append(self.point _ list|j])
right _chain.reverse()
self.ulist.extend ((point, Chain.LEFT) for point in left chain)
self.ulist.extend ((point, Chain.RIGHT) for point in right chain)
self.ulist.sort(key=lambda item: (item[0].y, —item[0].x), reverse=True)

17.5 A (3.17)
15.0
12.5
10.0
7.5
5.0

2.5

00+ &

Rysunek 4.8. Triangulacja wielokata y-monotonicznego.



5. Podsumowanie

Celem powyzszej pracy byto przedstawienie wybranych algorytméow zwig-
zanych z wielokatami monotonicznymi, ze wzgledu na ich ciekawe wtasciwosci
i rozne praktyczne zastosowania. Szczegdlnie istotne jest istnienie sybkich
algorytmow rozwiazujacych rézne problemy z geometrii obliczeniowej.

W pracy przygotowano implementacje rozpoznajace wielokat y-monoto-
niczny i x-monotoniczny w czasie O(n). Rozpoznawanie wiaze si¢ z wyzna-
czeniem dwoch tancuchow wierzchotkow zgodnych z kierunkiem monotonicz-
nosci. Lancuchy te pozwalaja na sprawdzanie nalezenie punktu do wielokata
monotonicznego w czasie O(logn). Przy lokalizacji potozenia badanego punk-
tu wzgledem tancucha wykorzystuje sie metode bisekc;ji.

W kolejnych czesciach pracy przedstawione zostaly trzy sposoby triangu-
lacji wielokata. Dla kazdej z ponizszych triangulacji, czas dziatania jest rzedu
O(n).

— Pierwsza z nich to triangulacja wachlarzowa wielokata wypuktego, ktora
pomija punkty wspotliniowe lezace na bokach danej figury.

— Druga triangulacja to triangulacja wachlarzowa wielokata wypuktlego,
uwzgledniajaca punkty wspotliniowe.

— Ostatnia implementacja pokazuje triangulacje wielokata y-monotonicznego.

Powstatly w pracy kod w jezyku Python, zostal przetestowany pod wzgle-
dem poprawnosci zaimplementowanych algorytmoéw (modut unittest) oraz cza-
su ich wykonywania (modul timeit). Kod dziala poprawnie w Pythonie 2.7
i Pythonie 3.
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A. Testy algorytmow

W tym rodziale przedstawimy wyniki testow wydajnosciowych, ktore zo-
staly wykonane w celu potwierdzenia ztozono$ci obliczeniowej omoéwionych
wezesniej algorytmow. W opisach wynikow testéow n oznacza liczbe wierz-
chotkéw wielokata.

A.1. Sprawdzanie monotonicznosci wielokata.

Testy wydajnosciowe przeprowadzone z uzyciem algorytméw sprawdza-
jacych, czy wielokat jest y-monotoniczny lub x-monotoniczny, potwierdzaja

ztozonosé O(n). Widzimy to na wykresach oraz [A.2]

A.2. Triangulacja wachlarzowa wielokata wypuktego.

Testy wydajnosciowe przeprowadzone z uzyciem algorytméw wykonuja-
cych triangulacje wachlarzowa wielokata wypuklego, potwierdzaja ztozonosé

O(n). Widzimy to na wykresach oraz [A.4]

A.3. Triangulacja wielokata y-monotonicznego.

Testy wydajnosciowe przeprowadzone z uzyciem algorytmu wykonujace-
go triangulacje wielokata y-monotonicznego, potwierdzaja ztozonosé O(n).

Widzimy to na wykresie [A.5]
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Wykres wydajnosci algorytmu sprawdzania czy wielokat jest

y-monotoniczny. Wspolezynnik a = 0.932(42) potwierdza zlozonosé implementacji
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Wykres wydajnosci algorytmu sprawdzania czy wielokat jest

x-monotoniczny. Wspolezynnik a = 0.928(47) potwierdza zlozonos¢ implementacji

O(n).
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Rysunek A.3. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji wachlarzowej z uwzgled-
nieniem punktéow wspotliniowych. Wspotezynnik a = 0.991(19) potwierdza ztozo-
nos$¢ implementacji O(n).
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Rysunek A.4. Wykres wydajnosci algorytmu triangulacji wachlarzowej z pominie-
ciem punktow wspotliniowych. Wspotezynnik a = 0.930(39) potwierdza ztozonosé
implementacji O(n).
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Rysunek  A.5. Wykres wydajno$ci  algorytmu triangulacji  wielokata
y-monotonicznego. Wspotczynnik a = 0.980(16) potwierdza zlozonosé imple-
mentacji O(n).
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