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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych rodza-
jów drzew binarnych. Opisano podstawowe operacje na binarnych drzewach
poszukiwa«, takie jak dodawanie nowego w¦zªa, usuwanie w¦zªa, wyszuki-
wanie elementu o danym kluczu, wyszukiwanie elementu o najwi¦kszym lub
najmniejszym kluczu, wyszukiwanie nast¦pnika lub poprzednika danego ele-
mentu. Pokazano najwa»niejsze metody przechodzenia przez drzewo: inorder,
preorder, postorder, poziomami.

Binarne drzewa poszukiwa« s¡ podstawow¡ struktur¡ u»ywan¡ do zaim-
plementowania zbiorów dynamicznych, których elementy maj¡ by¢ wyszuki-
wane przez swój klucz. Operacje wyszukiwania s¡ wydajne dla drzew zrów-
nowa»onych, ale nie zawsze tak musi by¢. Z tego powodu w pracy przedsta-
wiono zmody�kowane drzewa, z usprawnieniami poprawiaj¡cymi wydajno±¢
podstawowych operacji. Drzewa czerwono-czarne i drzewa AVL utrzymuj¡
si¦ w postaci w przybli»eniu zrównowa»onej dzi¦ki dodatkowemu atrybuto-
wi doª¡czonemu do w¦zªa. Drzewa splay natomiast poprawiaj¡ dost¦p do
najcz¦±ciej u»ywanych elementów przez przemieszczenie ich bli»ej korzenia.

W pracy zostaª równie» zaprezentowany algorytm DSW, który ka»de bi-
narne drzewo poszukiwa« wydajnie sprowadza do postaci zrównowa»onej. Dla
czterech wymienionych rodzajów drzew przygotowano kod zarówno w podej-
±ciu obiektowym (hierarchie klas drzewowych), jak i w podej±ciu z funkcjami
(zestawy funkcji przypominaj¡cych pseudokod). Caªy kod zostaª pokryty te-
stami jednostkowymi, dodano tak»e testy porównuj¡ce zachowanie ró»nych
rodzajów drzew.

Sªowa kluczowe: binarne drzewo poszukiwa«, drzewo czerwono-czarne, drze-
wo AVL, drzewo splay, algorytm DSW, rotacje drzewa, przechodzenie drzewa
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English title: Python implementation of binary trees

Abstract

Python implementation of selected binary trees is presented. Basic operations
supported by binary search trees are described: insertion of a node, deletion
of a node, searching for a speci�c key, �nding minimum or maximum node,
�nding the successor or the predecessor of a current node. Main tree traversal
methods are shown: inorder, preorder, postorder, level-order.

Binary search trees are basic structures used to implement dynamic sets
of items that allow �nding an item by its key. Searching is e�cient only for
balanced trees but for real data a tree may become unbalanced. That is why
three modi�ed kinds of trees are also shown. Red-black trees and AVL trees
use an additional node attribute to ensure that trees remain approximately
balanced. Splay trees improve access to frequently used nodes, they are placed
near the root of the tree.

The DSW algorithm is also presented, because this is a method for e�-
ciently balancing binary search trees. Two implementations for every kind of
binary search tree were prepared. In an object-oriented approach a tree class
hierarchy is created. In a procedural approach a set of functions similar to
pseudocode was used. All source code has been covered by unit test scripts.
At the end a comparison between di�erent types of binary search trees is
presented which may be useful for the reader to decide what type of trees
are best in speci�c situations.

Keywords: binary search tree, red-black tree, AVL tree, splay tree, DSW
algorithm, tree rotations, tree traversal
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1. Wst¦p

Drzewa binarne s¡ jedn¡ z podstawowych struktur danych spotykanych
w informatyce, obok tablic i list powi¡zanych. Sªu»¡ do reprezentowania i
przetwarzania zbiorów dynamicznych, czyli zbiorów, które mog¡ zmienia¢
si¦ w czasie. Element zbioru dynamicznego jest reprezentowany przez w¦-
zeª drzewa. W¦zeª drzewa posiada wyró»niony atrybut, nazywany kluczem,
który sªu»y do wyszukiwania elementów. Oprócz klucza w¦zeª mo»e zawie-
ra¢ dodatkowe dane zwi¡zane z kluczem, oraz ª¡cza do innych w¦zªów albo
dodatkowe pomocnicze atrybuty.

Celem pracy jest implementacja w j¦zyku Python [1] wybranych rodzajów
drzew binarnych. Pierwszym powodem jest zastosowanie powstaªego kodu
w edukacji. J¦zyk Python pozwala tworzy¢ czytelny kod obiektowy, który
jest nazywany wykonywalnym pseudokodem. Mo»na obja±nia¢ konstrukcj¦
drzew u»ywaj¡c kodu w Pythonie, a ponadto kod mo»na wykona¢ i bada¢
efekty jego dziaªania. Drugim powodem jest wygoda i szybko±¢ u»ycia Py-
thona w prototypowaniu, w tworzeniu eksperymentalnego kodu do nowych
zastosowa«. Drzewa binarne cz¦sto s¡ podstaw¡ do tworzenia nowych struk-
tur danych, przez dodanie nowych operacji i dodatkowych atrybutów. Jest
to nazywane wzbogacaniem struktur danych do nowych zastosowa«. Nie za-
wsze jest to ªatwe, poniewa» nie mo»na pogorszy¢ wydajno±ci standardowych
operacji na drzewie binarnym [2], [3].

Drzewa binarne maj¡ bardzo szerokie zastosowanie w informatyce, jak i
poza t¡ dziedzin¡. Mog¡ by¢ u»ywane mi¦dzy innymi do indeksowania pól
baz danych [4], [5], oraz przy ka»dym innym zastosowaniu, w którym dane
s¡ cz¦sto wyszukiwane i przydaje si¦ szybki dost¦p do elementów, w algoryt-
mach sortowania [6], a tak»e parserach [7], [8]. Procesy decyzyjne, przebiegi
dowolnych dziaªa« mog¡ zosta¢ przedstawione za pomoc¡ drzewa binarnego,
gdy» ka»dy w¦zeª na ±cie»ce od korzenia do li±ci mo»e sªu»y¢ do podj¦cia
pewnego wyboru [9]. W formatach bezstratnej kompresji obrazu i d¹wi¦ku,
np. JPEG czy MP3 powszechnie stosuje si¦ kody Hu�mana [10], których
wyznaczanie bazuje na drzewie binarnym. Drzewa binarne s¡ wydajne, w
bibliotece standardowej C++ takie struktury jak mapy czy zbiory opieraj¡
si¦ na implementacji drzew czerwono-czarnych [11]. Ciekawym i u»ytecznym
zastosowaniem drzew binarnych w gra�ce komputerowej jest drzewo BSP,
które sªu»y do podziaªu pªaszczyzny i opiera si¦ na podobnych zasadach jak
drzewo BST. Struktura ta pozwala w stosownie szybkim czasie narysowa¢
wszystkie ±ciany dla zamkni¦tych obszarów w scenerii gry komputerowej tak,
aby byªy widoczne dla obserwatora [12], [13].

Tre±¢ pracy jest zorganizowana w nast¦puj¡cy sposób. Rozdziaª 1 zawie-
ra krótkie wprowadzenie do tematu drzew binarnych, cele pracy i przykªady
zastosowa« drzew binarnych. Rozdziaª 2 wprowadza podstawowe poj¦cia i

6
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operacje stosuj¡ce si¦ do dowolnych drzew binarnych. W rozdziale 3 opisa-
ne zostaªy binarne drzewa poszukiwa«. Procedury z tego rozdziaªu s¡ wy-
korzystane w wi¦kszo±ci funkcji zaprezentowanych w dalszych rozdziaªach,
opisuj¡cych zmody�kowane binarne drzewa poszukiwa«. Rozdziaª 4 przed-
stawia podstawowe funkcje w drzewach czerwono-czarnych. W rozdziale 5
zawarte zostaªy implementacje stosowane w drzewach AVL. W rozdziale 6
znajduje si¦ opis drzew splay. Rozdziaª 7 przedstawia podsumowanie caªej
pracy. W dodatku A zostaªy zebrane klasy dla w¦zªów drzew, a mianowicie
podstawowy w¦zeª u»yty w implementacji drzew BST oraz splay, a tak»e kla-
sy w¦zªów drzewa RBT oraz AVL. Dodatek B zawiera porównanie operacji
stosowanych w poszczególnych drzewach pod k¡tem czasowym w zale»no±ci
od liczby w¦zªów, a tak»e zestawienie wysoko±ci zbudowanych drzew.
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2. Drzewa binarne

W tym rozdziale przedstawimy zaªo»enia implementacyjne drzew binar-
nych, oraz zestaw funkcji dziaªaj¡cych dla dowolnych drzew binarnych.

2.1. Implementacja drzew

Podstawowy w¦zeª drzewa binarnego reprezentuje klasa Node. Oprócz
ª¡czy do rodzica (node.parent), lewego dziecka (node. left) i prawego dziecka
(node.right), zawiera atrybut node.data, który jest kluczem wyszukiwania. W¦-
zªy s¡ przygotowywane poza drzewami i mog¡ zawiera¢ jeszcze inne dane
zwi¡zane z kluczem.

Specy�czne drzewa binarne mog¡ korzysta¢ z dodatkowych atrybutów.
Przez dziedziczenie z klasy Node otrzymujemy klasy w¦zªów dla innych drzew.
Wszystkie klasy dla w¦zªów przechowywane s¡ w module treenodes. Kod ¹ró-
dªowy klas reprezentuj¡cych w¦zªy drzew binarnych przedstawiono w dodat-
ku A.

2.2. Przechodzenie przez drzewo

Drzewo binarne nie jest struktur¡ liniow¡ jak listy, czy macierze jedno-
wymiarowe, dlatego po w¦zªach drzewa mo»na si¦ przemieszcza¢ na wiele
sposobów. Najwa»niejsze sposoby przechodzenia przez drzewo binarne (ang.
tree traversal) s¡ nast¦puj¡ce [14]:

� Metoda preorder (w¦zeª, lewe, prawe).
� Metoda inorder (lewe, w¦zeª, prawe).
� Metoda postorder (lewe, prawe, w¦zeª).
� Metoda przechodzenia poziomami (ang. level-order).

Listing 2.1 przedstawia rekurencyjne funkcje realizuj¡ce przechodzenie
przez drzewo trzema pierwszymi metodami. Funkcje zwracaj¡ odpowiednie
listy kluczy odwiedzanych elementów.

Listing 2.1. Przechodzenie drzewa binarnego.
def btree_inorder ( top ) :

i f top i s None :
return [ ]

o rder = [ ]
order . extend ( btree_inorder ( top . l e f t ) )
order . append ( top . data )
order . extend ( btree_inorder ( top . r i g h t ) )
return order

8
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def btree_preorder ( top ) :
i f top i s None :

return [ ]
o rder = [ ]
order . append ( top . data )
order . extend ( btree_preorder ( top . l e f t ) )
order . extend ( btree_preorder ( top . r i g h t ) )
return order

def btree_postorder ( top ) :
i f top i s None :

return [ ]
o rder = [ ]
order . extend ( btree_postorder ( top . l e f t ) )
order . extend ( btree_postorder ( top . r i g h t ) )
order . append ( top . data )
return order

Przechodzenie przez drzewo metod¡ preorder mo»na zrealizowa¢ niereku-
rencyjnie za pomoc¡ stosu. Z kolei zamiana stosu na kolejk¦ pozwala uzyska¢
przechodzenie poziomami.

2.3. Wyznaczanie parametrów drzewa binarnego

Drzewa binarne maj¡ struktur¦ rekurencyjn¡, dlatego algorytmy reku-
rencyjne maj¡ z reguªy bardzo prost¡ posta¢. Z drugiej strony, dla du»ych
drzew przy algorytmach rekurencyjnych istnieje zagro»enie przekroczenia li-
mitu gª¦boko±ci rekurencji.

Listing 2.2. Liczba w¦zªów drzewa binarnego.
def btree_count ( top ) :

i f top i s None :
return 0

return btree_count ( top . l e f t ) + 1 + btree_count ( top . r i g h t )

Listing 2.3. Wysoko±¢ drzewa binarnego.
def btree_height ( top ) :

i f top i s None :
return 0

l e f t = btree_height ( top . l e f t )
r i g h t = btree_height ( top . r i g h t )
return 1 + max( l e f t , r i g h t )

Gª¦boko±¢ danego wierzchoªka de�niujemy jako liczb¦ kroków na ±cie»ce
do korzenia drzewa. Wykorzystywane jest ª¡cze do rodzica parent.

Listing 2.4. Gª¦boko±¢ wierzchoªka w drzewie binarnym.
def btree_depth ( node ) :

depth = 0
while node . parent :

node = node . parent
depth += 1

return depth

9
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2.4. Rotacje drzewa

Na dowolnym drzewie binarnym mo»na wykona¢ operacj¦ rotacji drzewa,
która zmienia lokaln¡ struktur¦ drzewa. Zwykle o rotacjach mówi si¦ w kon-
tek±cie drzew BST, dlatego omówienie rotacji znajduje si¦ w rozdziale 3.

2.5. Korzystanie z drzew binarnych

Przykªadowa sesja interaktywna.

>>> from bst import BinarySearchTree
>>> from rbt import RedBlackTree
>>> from av l import AVLTree
>>> from sp lay import SplayTree
>>> from t r eenodes import ∗
>>> T = BinarySearchTree ( )
>>> for x in [ 5 , 25 , 10 , 50 , 40 , 30 , 15 , 20 , 70 , 9 0 ] :

T. i n s e r t (Node (x ) )
>>> print T # wypisanie drzewa

90
70

50
40

30
25

20
15

10
5

>>> T. i t e r a t i v e_s ea r ch (70)
Node (70)
>>> root = T. i t e r a t i v e_s ea r ch (5 )
>>> print root
5
>>> T. find_min ( root )
Node (5 )
>>> T. find_max ( root )
Node (90)
>>> T. preorder ( root )
[ 5 , 25 , 10 , 15 , 20 , 50 , 40 , 30 , 70 , 90 ]
>>> T. ino rde r ( root )
[ 5 , 10 , 15 , 20 , 25 , 30 , 40 , 50 , 70 , 90 ]
>>> T. pos to rder ( root )
[ 2 0 , 15 , 10 , 30 , 40 , 90 , 70 , 50 , 25 , 5 ]
>>> T. tree_he ight ( root )
5
>>> node = T. search ( root , 25)
>>> print node
25
>>> T. d e l e t e ( node )
Node (30)
>>> print T

90
70

50

10
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40
30

20
15

10
5
>>> n = T. number_of_nodes ( )
>>> print n
9
>>> T. crea te_per f e c t_tree (n)
>>> print T

90
70

50
40

30
20

15
10

5

>>> T = AVLTree ( )
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 3 ) )
AVLNode(3 , ba lance=0)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 9 ) )
AVLNode(3 , ba lance=1)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 7 ) )
AVLNode(7 , ba lance=0)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 1 ) )
AVLNode(7 , ba lance=−1)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 2 ) )
AVLNode(7 , ba lance=−1)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 8 ) )
AVLNode(7 , ba lance=0)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 6 ) )
AVLNode(7 , ba lance=−1)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 4 ) )
AVLNode(7 , ba lance=−1)
>>> T. i n s e r t (AVLNode( 5 ) )
AVLNode(7 , ba lance=−1)
>>> print T

9(−1)
8(0)

7(−1)
6(−1)

5(0)
4(0)

3(0)
2(0)

1(0)

>>> T. i t e r a t i v e_s ea r ch (3 )
AVLNode(3 , ba lance=0)
>>> node = T. i t e r a t i v e_s ea r ch (3 )
>>> T. d e l e t e ( node )
AVLNode(4 , ba lance=0)
>>> print T
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9(−1)
8(0)

7(−1)
6(−1)

5(0)
4(0)

2(−1)
1(0)

>>> T = RedBlackTree ( )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 1 ) )
RBTNode(1 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 2 ) )
RBTNode(1 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 3 ) )
RBTNode(2 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 4 ) )
RBTNode(2 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 5 ) )
RBTNode(2 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 6 ) )
RBTNode(2 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 8 ) )
RBTNode(2 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 9 ) )
RBTNode(4 , c o l o r=None )
>>> T. i n s e r t (RBTNode( 7 ) )
RBTNode(4 , c o l o r=None )

>>> T. i t e r a t i v e_s ea r ch (4 )
RBTNode(4 , c o l o r=None )
>>> node = T. i t e r a t i v e_s ea r ch (3 )
>>> T. d e l e t e ( node )

>>> T = SplayTree ( )
>>> for x in [ 3 , 4 , 6 , 7 ] :

T. i n s e r t (Node (x ) )
>>> node = T. i t e r a t i v e_s ea r ch (6 )
>>> T. d e l e t e ( node )
Node (7 )
>>> print T
7

4
3
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3. Binarne drzewa poszukiwa«

Binarne drzewo poszukiwa« (ang. binary search tree, BST ) jest to drzewo
binarne, w którym lewe poddrzewo ka»dego w¦zªa zawiera wyª¡cznie ele-
menty o kluczach mniejszych ni» klucz w¦zªa, za± prawe poddrzewo zawiera
wyª¡cznie elementy o kluczach nie mniejszych ni» klucz w¦zªa [15].

Nast¦puj¡ce operacje dla drzewa BST maj¡ zªo»ono±¢ czasow¡O(h), gdzie
h to wysoko±¢ drzewa: wyszukiwanie dowolnego klucza, wyszukiwanie naj-
mniejszego klucza, wyszukiwanie najwi¦kszego klucza, znajdowanie nast¦pni-
ka, znajdowanie poprzednika [2]. Drzewo zrównowa»one (ang. balanced tree)
ma najmniejsz¡ mo»liw¡ wysoko±¢ h ∼ log2 n, a wtedy operacje wyszukiwa-
nia lub wstawiania danych zajmuj¡ czas O(log n) (tabela 3.1).

3.1. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie

Listing 3.1 przedstawia rekurencyjn¡ i iteracyjn¡ wersj¦ algorytmu wy-
szukiwania dowolnego klucza w drzewie BST [15]. Funkcje zwracaj¡ w¦zeª
zawieraj¡cy poszukiwany klucz lub warto±¢ None.

Listing 3.1. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie BST.
def bst_search ( root , data ) :

i f root i s None or root . data == data :
return root , root

e l i f data < root . data :
_, node = bst_search ( root . l e f t , data )
return root , node

else : # data > top . data
_, node = bst_search ( root . r i ght , data )
return root , node

def bs t_i t e ra t ive_search ( root , data ) :
top = root
while top and top . data != data :

i f data < top . data :
top = top . l e f t

else : # data > top . data
top = top . r i g h t

Tabela 3.1. Zªo»ono±¢ obliczeniowa drzew BST.

BST Average Worst case
Space O(n) O(n)
Search O(log n) O(n)
Insert O(log n) O(n)
Delete O(log n) O(n)
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return root , top

3.2. Wyszukiwanie najmniejszego i najwi¦kszego klucza

w drzewie

Funkcje zwracaj¡ w¦zeª zawieraj¡cy poszukiwany klucz lub rzucaj¡ wy-
j¡tek ValueError dla pustego drzewa [15].

Listing 3.2. Wyszukiwanie najmniejszego klucza w drzewie BST.
def bst_find_min ( top ) :

i f top i s None :
raise ValueError ( "empty t r e e " )

while top . l e f t :
top = top . l e f t

return top

Listing 3.3. Wyszukiwanie najwi¦kszego klucza w drzewie BST.
def bst_find_max ( top ) :

i f top i s None :
raise ValueError ( "empty t r e e " )

while top . r i g h t :
top = top . r i g h t

return top

3.3. Wyszukiwanie nast¦pnika i poprzednika w drzewie

Nast¦pnik (ang. successor) danego w¦zªa jest w¦zªem, który jest odwie-
dzany jako nast¦pny w przypadku przechodzenia drzewa metod¡ inorder [15].
Poprzednik (ang. predecessor) danego w¦zªa jest w¦zªem, który byª odwiedza-
ny jako poprzedni w przypadku przechodzenia drzewa metod¡ inorder [15].
W celu wyznaczenia nast¦pnika lub poprzednika danego w¦zªa w drzewie
BST nie trzeba przeprowadza¢ »adnych porówna« kluczy.

Przy wyznaczaniu nast¦pnika danego w¦zªa mog¡ wyst¡pi¢ dwa przypad-
ki:
1. Istnieje prawe poddrzewo danego w¦zªa. Wtedy nast¦pnikiem jest naj-

mniejszy w¦zeª w prawym poddrzewie.
2. Nie istnieje prawe poddrzewo danego w¦zªa. Wtedy nast¦pnikiem jest

w¦zeª b¦d¡cy najni»szym (w sensie wysoko±ci w drzewie) przodkiem w¦zªa
odniesienia, dla którego dany w¦zeª le»y w lewym poddrzewie.

Analogiczne dwa przypadki wystepuj¡ przy wyznaczaniu poprzednika danego
wezªa, ale wtedy sprawdzane jest istnienie lewego poddrzewa danego w¦zªa.
Funkcje wyznaczaj¡ce nast¦pnika i poprzednika korzystaj¡ z ª¡cza do rodzica.

Listing 3.4. Wyszukiwanie nast¦pnika w drzewie BST.
def bst_f ind_successor ( root , node ) :

i f root i s None or node i s None :
return None

14
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i f node . r i g h t :
return bst_find_min ( node . r i g h t )

# Nie i s t n i e j e prawe poddrzewo d la node .
s u c c e s s o r = node . parent
while s u c c e s s o r and node == suc c e s s o r . r i g h t :

node = suc c e s s o r
su c c e s s o r = suc c e s s o r . parent

return s u c c e s s o r

Listing 3.5. Wyszukiwanie poprzednika w drzewie BST.
def bst_f ind_predecessor ( root , node ) :

i f root i s None or node i s None :
return None

i f node . l e f t :
return bst_find_max ( node . l e f t )

# Nie i s t n i e j e lewe poddrzewo d la node .
predec e s s o r = node . parent
while predec e s s o r and node == predec e s so r . l e f t :

node = predec e s s o r
p r edec e s s o r = predec e s so r . parent

return predec e s s o r

3.4. Wstawianie w¦zªa

Nowe w¦zªy wstawiane do drzewa BST b¦d¡ li±¢mi tego drzewa [15]. Zwra-
cany jest nowy korze« poddrzewa. W naszej implementacji nowy w¦zeª jest
tworzony poza drzewem BST instrukcj¡ new_node = Node(data), gdzie data b¦-
dzie kluczem wyszukiwania.

Listing 3.6. Wstawianie elementu do drzewa BST.
def bs t_ in s e r t_re cu r s i v e l y ( root , top , new_node ) :

i f root i s None : # puste drzewo , koniec r e ku r en c j i
# Czyszczen ie l a c z d l a new_node .
new_node . parent = None
new_node . l e f t = None
new_node . r i g h t = None
return new_node , new_node

i f new_node . data < top . data :
i f top . l e f t :

root , _ = bs t_ in s e r t_re cu r s i v e l y ( root , top . l e f t , new_node)
else : # koniec r e ku r en c j i

top . l e f t = new_node
new_node . parent = top
new_node . l e f t = None
new_node . r i g h t = None

else :
i f top . r i g h t :

root , _ = bs t_ in s e r t_re cu r s i v e l y ( root , top . r i ght , new_node)
else : # koniec r e ku r en c j i

top . r i g h t = new_node
new_node . parent = top
new_node . l e f t = None
new_node . r i g h t = None
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return root , new_node

def b s t_ in s e r t_ i t e r a t i v e l y ( root , new_node ) :
parent = None
node = root
while node :

parent = node
i f new_node . data < node . data :

node = node . l e f t
else : # wieks ze l u b rowne na prawo

node = node . r i g h t
# new_node wstawiamy pon i z e j parent .
i f parent : # w srodku drzewa

i f new_node . data < parent . data :
parent . l e f t = new_node

else :
parent . r i g h t = new_node

else : # pus te drzewo
root = new_node

# Czyszczen ie l a c z d l a new_node .
new_node . parent = parent
new_node . l e f t = None
new_node . r i g h t = None
return root , new_node

3.5. Usuwanie w¦zªa

Przy usuwaniu danego w¦zªa z drzewa BST nale»y wyró»ni¢ trzy przy-
padki [2].

1. Dany w¦zeª nie ma synów. Wtedy w¦zeª mo»na bez problemu usun¡¢,
w jego ojcu ª¡cze ustawiamy na None.

2. Dany w¦zeª ma jednego syna. Wtedy podnosimy syna na pozycj¦ danego
w¦zªa, aktualizuj¡c ª¡cze w ojcu usuwanego w¦zªa.

3. Dany w¦zeª node ma dwóch synów. Je»eli w¦zeª node.right nie ma lewego
syna, to podnosimy node.right na miejsce node. Je»eli w¦zeª node.right ma
lewego syna, to w tej gaª¦zi znajduje si¦ nast¦pnik w¦zªa node. Musimy
zast¡pi¢ nast¦pnik przez jego prawego syna, a potem zast¡pi¢ node przez
nast¦pnik.

W implementacji wykorzystana jest funkcja bst_transplant(), która wstawia
jedno poddrzewo w miejsce drugiego w jego ojcu [2].

Listing 3.7. Usuwanie elementu z drzewa BST.
def bst_transp lant ( root , f i r s t , second ) : # zwraca ( root , second )

# Zastepowanie poddrzewa f i r s t p r z e z poddrzewo second .
# Nie ma tu a k t u a l i z a c j i second . l e f t i second . r i g h t .
i f f i r s t . parent i s None :

root = second
i f root :

root . parent = None
return root , second

e l i f f i r s t == f i r s t . parent . l e f t :
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f i r s t . parent . l e f t = second
else :

f i r s t . parent . r i g h t = second
i f second : # second moze byc None

second . parent = f i r s t . parent
return root , second

def bst_de lete ( root , node ) :
# Zwraca roo t i weze l , k t o ry pr ze sun i e s i e na mie j sce node .
i f root i s None or node i s None :

return root , None
i f node . l e f t i s None :

return bst_transp lant ( root , node , node . r i g h t )
e l i f node . r i g h t i s None :

return bst_transp lant ( root , node , node . l e f t )
else : # node . l e f t i node . r i g h t n i epus t e

y = bst_find_min ( node . r i g h t )
i f y . parent != node :

root , _ = bst_transp lant ( root , y , y . r i g h t )
y . r i g h t = node . r i g h t
i f y . r i g h t :

y . r i g h t . parent = y
root , _ = bst_transp lant ( root , node , y )
y . l e f t = node . l e f t
y . l e f t . parent = y
return root , y

3.6. Rotacje drzewa

Rotacja drzewa (ang. tree rotation) jest operacj¡ na drzewie BST, któ-
ra zmienia jego lokaln¡ struktur¦ bez zmiany kolejno±ci elementów, przy
przechodzeniu przez drzewo BST metod¡ inorder [16]. Wyró»nia si¦ dwie
symetryczne operacje: rotacja w prawo (listing 3.8) i rotacja w lewo (li-
sting 3.9). Obie funkcje zwracaj¡ korze« drzewa, nowy korze« poddrzewa
i dziaªaj¡ w staªym czasie. Rotacje drzewa s¡ wykorzystywane w drzewach
czerwono-czarnych, drzewach AVL, drzewach splay i drzewcach (ang. treaps).

Je»eli w danej implementacji w¦zeª nie posiada ª¡cza do rodzica, to z po-
danych funkcji nale»y usun¡¢ instrukcje korzystaj¡ce z atrybutu parent. Po-
nadto nale»y upewni¢ si¦, »e ojciec wierzchoªka top, je±li istnieje, wskazuje
po rotacji na nowy korze« poddrzewa.

Listing 3.8. Rotacja w prawo w drzewie binarnym.
def ro ta t e_r ight ( root , top ) :

i f top . l e f t i s None : # nie ma r o t a c j i
return root , top

node = top . l e f t
top . l e f t = node . r i g h t
i f node . r i g h t :

node . r i g h t . parent = top
node . parent = top . parent
i f top . parent i s None :

root = node # top b y l korzeniem
e l i f top == top . parent . r i g h t :
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Rysunek 3.1. Przedstawione z lewej strony poddrzewo pod wpªywem wykonania
operacji prawej rotacji na w¦¹le y przeksztaªca si¦ w poddrzewo przedstawione z
prawej strony. Z kolei poddrzewo z prawej strony, po poddaniu w¦zªa x operacji
lewej rotacji, przeksztaªca si¦ w poddrzewo z lewej strony. α, β, γ symbolizuj¡

dowolne poddrzewa [2].

top . parent . r i g h t = node
else :

top . parent . l e f t = node
node . r i g h t = top
top . parent = node
return root , node

Listing 3.9. Rotacja w lewo w drzewie binarnym.
def r o t a t e_ l e f t ( top ) :

i f top . r i g h t i s None : # nie ma r o t a c j i
return root , top

node = top . r i g h t
top . r i g h t = node . l e f t
i f node . l e f t :

node . l e f t . parent = top
node . parent = top . parent
i f top . parent i s None :

root = node # top b y l korzeniem
e l i f top == top . parent . l e f t :

top . parent . l e f t = node
else :

top . parent . r i g h t = node
node . l e f t = top
top . parent = node
return root , node

3.7. Algorytm DSW

Drzewo BST mo»na doprowadzi¢ do postaci zrównowa»onej za pomoc¡
algorytmu DSW (Day, Stout, Warren) [17]. Wtedy wysoko±¢ drzewa zmniej-
sza si¦ do warto±ci O(log n). Algorytm wykorzystuje rotacje drzewa, które nie
zmieniaj¡ kolejno±ci odwiedzania w¦zªów przy przechodzeniu drzewa metod¡
inorder.
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W literaturze wymienia si¦ dwa powody, dla których warto pami¦ta¢ o al-
gorytmie DSW [17]. Po pierwsze, algorytm jest przydatny w sytuacji, gdy na
pocz¡tku przetwarzania buduje si¦ caªe drzewo BST, a nast¦pnie jest tylko
faza wyszukiwania kluczy. Po drugie, podczas kursu struktur danych, algo-
rytm DSW jest naturalnym ogniwem przy przej±ciu od zwykªych drzew BST
do drzew samoorganizuj¡cych si¦, gdzie pojawiaj¡ si¦ rotacje drzewa.

Dane wej±ciowe: Drzewo BST.

Problem: Zrównowa»enie drzewa BST.

Opis algorytmu: Algorytm w pierwszej fazie zamienia drzewo w list¦ (kr¦-
gosªup) przez wielokrotne rotacje prawe. W drugiej fazie algorytm przywraca
ksztaªt drzewa przez wielokrotne rotacje lewe.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n). Dodatkowe zasoby
pami¦ci potrzebne do wykonania algorytmu s¡ staªe. Wnioskujemy, »e algo-
rytm DSW jest optymalny ze wzgl¦du na czas i na zu»yt¡ pami¦¢.

Listing 3.10. Moduª dsw.
#!/ usr / b in /python
from math import pow, f l o o r , l og
def bst_create_backbone ( root , top ) :

parent = top
l e f t_ ch i l d = None
while parent :

l e f t_ ch i l d = parent . l e f t
i f l e f t_ ch i l d :

root , _ = bst_rotate_r ight ( root , parent )
parent = l e f t_ ch i l d

else :
parent = parent . r i g h t

return root

def bst_create_per fect_tree ( root , n ) :
"""Time comp lex i t y o f DSW algor i thm : O(n) """
root = bst_create_backbone ( root , root )
m = int (pow(2 , f l o o r ( l og (n+1, 2 ) ) ) − 1)
root = bst_make_rotations ( root , n−m)
while m > 1 :

m = m // 2 # j e s l i chcemy i terowac w make_rotations po m,
# to m musi byc ca l k ow i t e

root = bst_make_rotations ( root , m)
return root

def bst_make_rotations ( root , x ) :
p = root
for i in range ( x ) :

i f p :
root , _ = bst_rotate_le f t ( root , p )
i f p . parent :

p = p . parent . r i g h t
return root
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4. Drzewa czerwono-czarne

Drzewo czerwono-czarne (ang. red-black tree, RBT ) [18] to binarne drze-
wo poszukiwa«, którego w¦zeª to podstawowy w¦zeª drzewa BST wzbogacony
o informacj¦ o kolorze. Kolor w¦zªa mo»e by¢ czerwony lub czarny, wi¦c na
informacj¦ o kolorze wystarczy przeznaczy¢ jeden bit. Informacja o kolorze
w¦zªa pomaga utrzymywa¢ drzewo w postaci w przybli»eniu zrównowa»onej,
co z kolei prowadzi do szybkich operacji na drzewie, nawet w przypadku pe-
symistycznym. Oprócz wªasno±ci drzew BST, drzewo czerwono-czarne musi
speªnia¢ dodatkowe warunki czerwono-czarne [2]:

1. Ka»dy w¦zeª jest czerwony lub czarny.
2. Korze« jest czarny.
3. Ka»dy li±¢ jest czarny [tu li±¢ jest rozumiany jako puste ª¡cze].
4. Je±li w¦zeª jest czerwony, to jego synowie musz¡ by¢ koloru czarnego.
5. Ka»da ±cie»ka z ustalonego w¦zªa do li±cia liczy tyle samo czarnych w¦-

zªów.

Operacja wyszukiwania klucza jest taka sama jak dla drzew BST. W algo-
rytmie dodawania i usuwania w¦zªa u»yte s¡ operacje rotacji wykorzystywane
przy implementacji algorytmu DSW dla drzew BST.

W roku 2008 Sedgewick wprowadziª prostsz¡ wersj¦ drzew RBT o na-
zwie LLRBT (ang. left-leaning red-black trees), gdzie wykorzystano pewn¡
swobod¦ wyst¦puj¡c¡ w implementacji.

4.1. Przywrócenie wªasno±ci drzewa RBT po

wstawieniu w¦zªa

Wp¦tli rozwa»anych jest sze±¢ przypadków, z których trzy s¡ symetryczne
w stosunku do pozostaªych trzech [2].

Przypadek 1: Wstawiony w¦zeª, jego rodzic oraz wujek s¡ koloru czerwo-
nego. W tym przypadku nale»y pokolorowa¢ wujka i rodzica z na czarno, a
dziadka na czerwono. W kolejnym kroku p¦tli przechodzimy poziom wy»ej,
»eby sprawdzi¢, czy pradziadek w¦zªa z nie jest koloru czerwonego [2].

Tabela 4.1. Zªo»ono±¢ obliczeniowa drzew RBT.

RBT Average Worst case
Space O(n) O(n)
Search O(log n) O(log n)
Insert O(log n) O(log n)
Delete O(log n) O(log n)
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Rysunek 4.1. Przypadek 1 procedury przywracania wªasno±ci drzew RBT po wsta-
wieniu w¦zªa: (a) z jest prawym synem; (b) z jest lewym synem [2].

Przypadki 2 i 3: Wujek z ma kolor czarny. Przypadek 2 zachodzi, gdy
nowy w¦zeª to prawe dziecko swojego rodzica, za± przypadek 3, gdy nowy
w¦zeª to lewe dziecko swojego rodzica. W przypadku 2 stosujemy lew¡ rotacj¦
i otrzymujemy sytuacj¦ z przypadku 3. W przypadku 3 kolorujemy rodzica
nowego w¦zªa na czarno, a dziadka na czerwono i wykonujemy praw¡ rotacj¦.
W tym miejscu dziaªanie p¦tli ko«czy si¦, gdy» kolor rodzica nowego w¦zªa
jest czarny [2].

Rysunek 4.2. Przypadki 2 i 3 procedury przywracania wªasno±ci drzew RBT po
wstawieniu w¦zªa [2].

Listing 4.1. Przywrócenie wªasno±ci drzewa RBT po wstawieniu w¦zªa.
def rbt_insert_f ixup ( root , new_node ) :

while new_node != root and new_node . parent . c o l o r == RED:
# j e z e l i r od z i c wstawionego wez la j e s t czarny ,
# to wlasnosc drzewa z o s t a l a zachowana − nie wchodzimy do p e t l i

# j e z e l i r od z i c wstawionego wez la j e s t czerwony ,
# to wlasnosc nr 5 z o s t a l a naruszona − t r z e ba ja przywroc ic
i f new_node . parent == new_node . parent . parent . l e f t :

unc le = new_node . parent . parent . r i g h t
i f unc le and unc le . c o l o r == RED: # Przypadek 1 − czerwony wujek

new_node . parent . c o l o r = BLACK
uncle . c o l o r = BLACK
new_node . parent . parent . c o l o r = RED
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new_node = new_node . parent . parent
else : # Przypadek 2 l ub 3

i f new_node == new_node . parent . r i g h t : # Przypadek 2
# wujek czarny , new_node to prawe dz i e cko rodz i ca
new_node = new_node . parent
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , new_node)

# Przypadek 3 − wujek czarny , new_node to
# lewe dz i e cko rodz i ca
new_node . parent . c o l o r = BLACK
new_node . parent . parent . c o l o r = RED
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , new_node . parent . parent )

else : # Przypadki l u s t r z an e
unc le = new_node . parent . parent . l e f t
i f unc le and unc le . c o l o r == RED: # Przypadek 1 l u s t r z any

new_node . parent . c o l o r = BLACK
uncle . c o l o r = BLACK
new_node . parent . parent . c o l o r = RED
new_node = new_node . parent . parent

else : # Przypadek 2 l ub 3 − l u s t r z an e
i f new_node == new_node . parent . l e f t :

# Przypadek 2 l u s t r z any
new_node = new_node . parent
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , new_node)

# Przypadek 3 l u s t r z any
new_node . parent . c o l o r = BLACK
new_node . parent . parent . c o l o r = RED
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , new_node . parent . parent )

root . c o l o r = BLACK
return root

4.2. Wstawianie w¦zªa

Przy wstawianiu w¦zªa do drzewa RBT wykorzystywana jest funkcja
wstawiania do drzewa BST. Kolor dodanego w¦zªa jest ustawiony na czer-
wony. Je»eli rodzic wstawionego w¦zªa jest czarny, to wªasno±ci drzewa RBT
zostaªy zachowane. W przeciwnym przypadku wªasno±¢ nr 4 zostaªa naru-
szona i nale»y j¡ przywróci¢, co nast¦puje w bst_insert_�xup.

Listing 4.2. Wstawianie elementu do drzewa RBT.

def rbt_insert_ ( root , new_node ) :
# poczatkowo wstawiamy weze l j ak do drzewa BST
root , _ = bs t_ in s e r t_ i t e r a t i v e l y ( root , new_node)
# ko l o r nowo dodanego wez la ustawiamy na czerwony
new_node . c o l o r = RED
# przywrocenie w la s c iwosc i drzewa r b t
root = rbt_insert_f ixup ( root , new_node)
return root , new_node
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4.3. Przywrócenie wªasno±ci drzewa RBT po usuni¦ciu

w¦zªa

Procedura ta zªo»ona z przekolorowania w¦zªów i rotacji ma na celu przy-
wróci¢ wªasno±ci drzewa czerwono-czarnego po usuni¦ciu elementu. W p¦tli
while mamy do czynienia z 8 przypadkami (4 z nich s¡ symetryczne do 4
pozostaªych w zale»no±ci od tego, czy rozwa»any w funkcji wezeª jest lewym
czy prawym dzieckiem swojego rodzica) [2].

Przypadek 1: Je»eli brat usuni¦tego w¦zªa jest czerwony, to dokonywana
jest zamiana kolorów pomi¦dzy w¦zªem brata i rodzica usuwanego w¦zªa oraz
lewa rotacja. Przypadek ten przeksztaªca si¦ w przypadek 2, 3 lub 4.

Przypadek 2: Je»eli brat usuni¦tego w¦zªa i jego synowie s¡ koloru czar-
nego, to w celu naprawy wªasno±ci drzewa brat jest kolorwany na czerwono.
Je±li przypadek 2 nast¡piª po przej±ciu z przypadku 1, to p¦tla si¦ ko«-
czy, gdy» rozwa»any w¦zeª kolorowany jest na czerwono i wªasno±ci drzewa
czerwono-czarnego s¡ przywrócone.

Przypadek 3: Brat usuni¦tego w¦zªa i jego prawy syn s¡ koloru czarnego, a
lewy syn ma kolor czerwony poprzez zamian¦ koloru lewego syna i usuni¦tego
w¦zªa oraz praw¡ rotacj¦ zostaje przeksztaªcony w przypadek 4.

Przypadek 4: Brat usuni¦tego w¦zªa jest czarny, a prawy syn czerwony.
Poprzez przekolorwanie odpowiednich w¦zªów i lew¡ rotacj¦ wªasno±ci drzewa
zostaj¡ przywrócone i p¦tla si¦ ko«czy.

Listing 4.3. Przywrócenie wªasno±ci drzewa RBT po usuni¦ciu w¦zªa.
def rbt_delete_f ixup ( root , node , node_parent , y_is_le f t ) :

while node != root and ( node i s None or node . c o l o r == BLACK) :
w = None
i f y_is_le f t :

w = node_parent . r i g h t
i f w and w. c o l o r == RED:

# Przypadek 1 − b ra t usun ie t ego wez la j e s t czerwony
w. c o l o r = BLACK
node_parent . c o l o r = RED
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , node_parent )
w = node_parent . r i g h t

i f w and ( (w. l e f t i s None and w. r i g h t i s None) or \
(w. l e f t and w. l e f t . c o l o r == BLACK and \
w. r i g h t and w. r i g h t . c o l o r == BLACK) ) :
# Przypadek 2 − b ra t usun ie t ego wez la
# i j ego synowie sa c zarn i
w. c o l o r = RED
node = node_parent

e l i f w:
i f w. r i g h t i s None or w. r i g h t . c o l o r == BLACK:

# Przypadek 3 − b ra t usun ie t ego wez la
# i j ego prawy syn sa czarni , lewy syn czerwony
w. l e f t . c o l o r = BLACK
w. c o l o r = RED
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Rysunek 4.3. Operacja przywrócenia wªasno±ci drzewa RBT. Czarne w¦zªy s¡
koloru czarnego, ciemnoszare - czerwonego, jasnoszare - mog¡ by¢ czerwone lub
czarne (kolor ten ustala si¦ w pó¹niejszych przypadkach/przebiegach p¦tli). (a)
Przypadek 1; (b) Przypadek 2; (c) Przypadek 3; (d) Przypadek 4. Symetryczna

sytuacja gdy x jest prawym dzieckiem i y lewym dzieckiem [2].

root , _ = bst_rotate_r ight ( root , w)
w = node_parent . r i g h t

# Przypadek 4 − b ra t usun ie t ego wez la j e s t
# czarny , prawy syn czerwony
w. c o l o r = node_parent . c o l o r
node_parent . c o l o r = BLACK
i f w. r i g h t :

w. r i g h t . c o l o r = BLACK
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , node_parent )
node = root # aby zakonczyc p e t l e
node_parent = None

else : # w nie i s t n i e j e
node = root # aby wyjsc z p e t l i

else : # Przypadki l u s t r z an e
w = node_parent . l e f t
i f w and w. c o l o r == RED: # Przypadek 1

w. c o l o r = BLACK
node_parent . c o l o r = RED
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root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node_parent )
w = node_parent . l e f t

i f w and ( (w. l e f t i s None and w. r i g h t i s None) or \
(w. l e f t and w. l e f t . c o l o r == BLACK and \
w. r i g h t and w. r i g h t . c o l o r == BLACK) ) :
# Przypadek 2
w. c o l o r = RED
node = node_parent
i f node == node_parent . l e f t :

y_is_le f t = True
else :

y_is_le f t = Fal se
e l i f w:

i f w. l e f t . c o l o r i s BLACK: # Przypadek 3
w. r i g h t . c o l o r = BLACK
w. c o l o r = RED
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , w)
w = node_parent . l e f t

# Przypadek 4
w. c o l o r = node_parent . c o l o r
node_parent . c o l o r = BLACK
i f w. l e f t :

w. l e f t . c o l o r = BLACK
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node_parent )
node = root # aby wyjsc z p e t l i
node_parent = None

else : # w nie i s t n i e j e
node = root # aby wyjsc z p e t l i

i f node : # wazne przy usuwaniu roo t
node . c o l o r = BLACK

return root

4.4. Usuwanie w¦zªa

Procedura ta to niewielka mody�kacja algorytmu usuwania w¦zªa z drze-
wa BST, po której nast¦puje przywrócenie wªasno±ci drzewa czerwono-czarnego
po usuni¦ciu w¦zªa [2]. Funkcja zwraca korze« i w¦zeª zast¦puj¡cy usuwany
w¦zeª.

Listing 4.4. Usuwanie elementu z drzewa RBT.
def rbt_de lete ( root , node ) :

i f node i s None :
return None

y = node
y_or ig ina l_co lor = y . c o l o r
y_is_le f t = Fal se
i f y . parent :

i f y == y . parent . l e f t :
y_is_le f t = True

i f node . l e f t i s None :
x = node . r i g h t
temp = x
i f x :

x . parent = y . parent
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x_parent = y . parent
root , _ = bst_transp lant ( root , node , node . r i g h t )

e l i f node . r i g h t i s None :
x = node . l e f t
temp = x
i f x :

x . parent = y . parent
x_parent = y . parent
root , _ = bst_transp lant ( root , node , node . r i g h t )

else :
y = bst_find_min ( node . r i g h t )
temp = y
y_or ig ina l_co lor = y . c o l o r
x = y . r i g h t
i f y . parent == node :

i f x :
x . parent = y . parent

x_parent = y . parent
else :

root , _ = bst_transp lant ( root , y , y . r i g h t )
y . r i g h t = node . r i g h t
i f y . r i g h t :

y . r i g h t . parent = y
root , _ = bst_transp lant ( root , node , y )
y . l e f t = node . l e f t
y . c o l o r = node . c o l o r
i f y . l e f t :

y . l e f t . parent = y
i f y i s None or y_or i g in i a l_co l o r == BLACK:

root = rbt_delete_f ixup ( root , x , x_parent , y_is_le f t )
return root , temp
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5. Drzewa AVL

Drzewo AVL (ang. AVL tree) to drzewo BST, w którym dla ka»dego w¦zªa
wysoko±¢ jego poddrzew dla lewego i prawego potomka ró»ni si¦ co najwy»ej
o 1. W¦zeª drzewa AVL to w¦zeª drzewa BST z dodatkowym atrybutem
balance, którym jest wspóªczynnik wywa»enia (ang. balance factor), czyli ró»-
nica wysoko±ci lewego i prawego poddrzewa. W drzewie AVL warto±¢ tego
wspóªczynnika mo»e wynosi¢ −1, 0 lub +1. Kiedy wspóªczynnik przybiera
warto±¢ mniejsz¡ ni» −1 lub wi¦ksz¡ ni» +1 konieczne jest równowa»enie
drzewa. Operacje wstawiania i usuwania w¦zªa bazuj¡ na wersji tych procedur
z drzewa BST. Wyszukiwanie w drzewie AVL nie ró»ni si¦ od wyszukiwania
w drzewie BST [19].

5.1. Operacja rebalance

Operacja rebalance to procedura polegaj¡ca na wykonaniu sekwencji kro-
ków, których celem jest przywrócenie wªasno±ci drzewa AVL. Wªasno±ci te
mog¡ zosta¢ zaburzone po wstawieniu w¦zªa lub usuni¦ciu go z prawego lub
lewego poddrzewa. W ka»dym z tych przypadków, po osi¡gni¦ciu przez jaki±
w¦zeª (y) wspóªczynnika wywa»enia równego −2 lub +2, mo»liwe s¡ kolejne
dwa przypadki: wspóªczynnik wywa»enia jednego z potomków (prawego lub
lewego) w¦zªa y mo»e wynosi¢ −1 lub +1 i wymagaj¡ one pojedynczej lub
podwójnej rotacji.

W przypadku, gdy y ma wspóªczynnik wywa»enia równy −2, za± jego
lewy potomek ma wspóªczynnik równy −1, konieczna jest prawa rotacja y.

W przypadku, gdy y ma wspóªczynnik wywa»enia równy−2, za± jego lewy
potomek (x) ma wspóªczynnik równy +1, konieczna jest podwójna rotacja:
lewa rotacja w¦zªa x, a nast¦pnie prawa rotacja w¦zªa y.

Tabela 5.1. Zªo»ono±¢ obliczeniowa drzew AVL.

AVL Average Worst case
Space O(n) O(n)
Search O(log n) O(log n)
Insert O(log n) O(log n)
Delete O(log n) O(log n)
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Rysunek 5.1. Przypadek 1 operacji rebalance w drzewie AVL: y.balance = −2,
y. left .balance = −1 [20].

Rysunek 5.2. Przypadek 2 operacji rebalance w drzewie AVL: y.balance = −2,
y. left .balance = +1 [20].

Listing 5.1 przedstawia realizacj¦ operacji rebalance, czli równowa»enie
drzewa AVL [20].

Listing 5.1. Operacja rebalance w drzewie AVL.
def avl_rebalance ( node ) : # rownowazenie drzewa

# metoda uzywana w metodach i n s e r t i d e l e t e
w = None
i f y . balance == −2:

# przy i n s e r t nowy weze l wstawiony j e s t do lewego poddrzewa ,
# przy d e l e t e weze l u sun ie ty z prawego poddrzewa
x = y . l e f t
w = x . r i g h t
i f x . balance == −1: # przypadek 1 : ba lance −1

w = x
x . balance = 0
y . balance = 0
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , y )

else : # przypadek 2 : ba lance +1
w = x . r i g h t
root , _ = bst_rotate_le f t ( root , x )
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , y )
i f w. balance == −1:

x . ba lance = 0
y . balance = +1

e l i f w. balance == 0 :
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x . balance = 0
y . balance = 0

else : # w. ba lance == +1
x . balance = −1
y . ba lance = 0

w. balance = 0
e l i f y . balance == +2:

# przy i n s e r t nowy weze l wstawiony j e s t do prawego poddrzewa ,
# przy d e l e t e weze l u sun ie ty z lewego poddrzewa
x = y . r i g h t
w = y . l e f t
i f x . balance == +1: # przypadek 1 l u s t r z any : ba lance +1

w = x
x . balance = 0
y . balance = 0
root , _ = bst_rotate_le f t ( root , y )

else : # przypadek 2 l u s t r z any : ba lance −1
w = x . l e f t
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , x )
root , _ = bst_rotate_le f t ( root , y )
i f w. balance == +1:

x . ba lance = 0
y . balance = −1

e l i f w. balance == 0 :
x . ba lance = 0
y . balance = 0

else : # w. ba lance == +1
x . balance = +1
y . balance = 0

w. balance = 0
return root

5.2. Operacja update

Operacja update sªu»y do zaktualizowania wspóªczynnika wywa»enia po
dodaniu w¦zªa do drzewa AVL.W¦zeª y to ostatnio odwiedzony w¦zeª o wspóª-
czynniku wywa»enia ró»nym od zera na drodze od korzenia do nowego w¦zªa.
Niektóre ¹ródªa podaj¡, »e aktualizacji przy wstawieniu nale»y dokona¢ od
wstawionego w¦zªa a» do korzenia, ale nie jest to konieczne. Listing 5.2 przed-
stawia operacj¦ aktualizowania wspóªczynników wywa»enia po wstawieniu
w¦zªa do drzewa AVL [20].

Listing 5.2. Operacja update w drzewie AVL.

def avl_update ( node , y ) : # ak t u a l i z a c j a wspo lczynnika ba lance
while node != y :

parent = node . parent
i f parent . l e f t == node :

parent . ba lance −= 1
else :

parent . ba lance += 1
node = parent
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5.3. Wstawianie w¦zªa

Na listingu 5.3 przedstawiona jest iteracyjna wersja algorytmu wstawiania
w¦zªa do drzewa AVL. Najpierw ma miejsce iteracyjne wstawienie do drzewa
BST, a po nim operacje update oraz rebalance. Funkcja zwraca korze« oraz
nowy w¦zeª [20].

Listing 5.3. Wstawianie w¦zªa do drzewa AVL.
def av l_ inse r t ( top , new_node ) :

# poczatkowo wstawiamy weze l j ak do drzewa BST
root , _ = bs t_ in s e r t_ i t e r a t i v e l y ( root , new_node)
y = new_node
while y != root : # poszuk iwanie o s t a t n i o odwiedzonego wezla ,

# k torego ba lance j e s t rozny 0
# potrzebny do metody update
# j e s t to poziom , do k torego
# ( przechodzac od nowo wstawionego wez la do gory )
# na l e zy zaak tua l i z owac wspo lczynnik ba lance

y = y . parent
i f y . balance : # rozny od 0

break

# wywolanie metody update oraz reba lance
avl_update (new_node , y )
root = avl_rebalance ( root , y )
return root , new_node

5.4. Usuwanie w¦zªa

Listing 5.4 przedstawia algorytm usuwania w¦zªa z drzewa AVL. Na po-
cz¡tku nale»y znale¹¢ nast¦pnik usuwanego w¦zªa, nast¦pnie wezeª zostaje
usuni¦ty algorytmem z drzewa BST. Po tej operacji nale»y zbalansowa¢ drze-
wo, je±li warunki zostaªy naruszone - w przeciwie«stwie do operacji avl_insert,
nale»y to zrobi¢ na caªej drodze od w¦zªa, który zast¡piª usuwany a» do
korzenia, pami¦taj¡c o wcze±niejszej aktualizacji wspóªczynnika wywa»enia
ka»dego odwiedzonego w¦zªa. Operacja rebalance po usuni¦ciu w¦zªa jest
to»sama z operacj¡ rebalance po wstawieniu nowego w¦zªa. Funkcja zwraca
korze« oraz w¦zeª zast¦puj¡cy usuni¦ty w¦zeª [20].

Listing 5.4. Usuwanie w¦zªa z drzewa AVL.
def av l_de le te ( root , node ) :

i f node i s None :
return node

u = bst_f ind_successor ( root , node )
# poczatkowo usuwamy jak z drzewa BST
root , _ = bst_de lete ( root , node )
# nas tepn ie na l e zy zba lansowac drzewo
# j e s l i warunek drzewa AVL z o s t a l naruszony
succ = bst_f ind_successor ( root , node ) # potr zeba zaak tua l i z owac
# ba lance nastepnika , gdyz pr zemie sc i s i e on na s c i e z k e
# od usun ie t ego wez la do korzen ia
i f succ :

succ . ba lance = btree_height ( succ . r i g h t ) − \
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btree_height ( succ . l e f t )
q = node . parent
i f u :

u . ba lance = btree_height (u . r i g h t ) − btree_height (u . l e f t )
i f q i s None :

q = u
while q :

q . ba lance = btree_height ( q . r i g h t ) − btree_height (q . l e f t )
root = avl_rebalance ( root , q )
q = q . parent

i f u :
return root , u

return root , None
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6. Drzewa splay

Drzewo splay (ang. splay tree), drzewo rozchylane, drzewo Sleatora-Tarjana
to samoorganizuj¡ce si¦ binarne drzewo poszukiwa« [21]. W¦zeª drzewa splay
nie potrzebuje »adnych dodatkowych danych, jest to podstawowy w¦zeª z drze-
wa BST. Wykonywanie podstawowych operacji (wstawianie, wyszukiwanie,
usuwanie) na tym drzewie wi¡»e si¦ z wywoªaniem procedury splay, która
przemieszcza wybrany w¦zeª w gór¦ do korzenia. Operacja splay powoduje,
»e cz¦±ciej u»ywane w¦zªy s¡ umieszczone bli»ej korzenia [22].

6.1. Operacja splay

Operacja splay to procedura polegaj¡ca na wykonaniu sekwencji kroków,
z których ka»dy przybli»a element, na którym zostaªa ona wykonana, do
korzenia. Wyró»niamy trzy przypadki kroków tej procedury, ka»dy z nich
polega na wykonaniu pojedynczej lub podwójnej rotacji - kroki te nazywane
s¡ zig, zig-zig, oraz zig-zag.

Operacja zig: W¦zeª x ma rodzica, ale nie ma dziadka - w tym przypadku
wykonujemy rotacj¦ rodzica - praw¡ je±li x jest lewym dzieckiem y, lew¡ je±li
x jest prawym dzieckiem y.

Operacja zig-zig: W¦zeª x i jego rodzic y s¡ oboje lewymi lub oboje pra-
wymi dzie¢mi swoich rodziców - w tym przypadku wykonujemy podwójn¡
rotacj¦: prawej dziadka i prawej rodzica je±li wspomniane w¦zªy s¡ lewymi
dzie¢mi, lewej dziadka i lewej rodzica w przeciwnym przypadku.

Operacja zig-zag: Jeden z w¦zªów x i y jest lewym dzieckiem, a drugi
prawym - w tym przypadku wykonujemy podwójnej rotacji: lewej i prawej
rodzica x, je±li x jest prawym dzieckiem y, prawej i lewej rodzica x w prze-
ciwnym przypadku.

Tabela 6.1. Zªo»ono±¢ obliczeniowa drzew splay.

Splay Average Worst case
Space O(n) O(n)
Search O(log n) O(n)
Insert O(log n) O(n)
Delete O(log n) O(n)
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Rysunek 6.1. Operacja zig w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna sytu-
acja, gdy x jest pocz¡tkowo lewym dzieckiem y [22].

Rysunek 6.2. Operacja zig-zig w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna
sytuacja, gdy x i y s¡ lewymi dzie¢mi [22].

Listing 6.1 przedstawia operacj¦ splay w drzewie splay [22].

Listing 6.1. Operacja splay w drzewie splay.
def splay_splay ( root , node ) :

while True : #przesuwamy weze l do korzen ia
i f node . parent i s None : # node j e s t j u z rootem

break

# ZIG − node nie ma dz iadka
i f node . parent . parent i s None : # ojcem node j e s t korzen − ZIG

i f node . parent . l e f t == node :
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node . parent )

else :
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , node . parent )

break # po powyzszych ro t ac j a ch node ju z j e s t korzeniem
# ZIG−ZIG node i j e go rod z i c sa obo je lewymi dz iecmi l u b obo je
# prawymi dz iecmi swoich rodzicow
i f node . parent . parent . l e f t == node . parent and \

node . parent . l e f t == node : # prawy ZIG−ZIG
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node . parent . parent )
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Rysunek 6.3. Operacja zig-zag w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna
sytuacja, gdy x jest prawym dzieckiem i y lewym dzieckiem [22].

root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node . parent )
continue

i f node . parent . parent . r i g h t == node . parent and \
node . parent . r i g h t == node : # lewy ZIG−ZIG

root , _ = bst_rota te_le f t ( root , node . parent . parent )
root , _ = bst_rota te_le f t ( root , node . parent )
continue

# ZIG−ZAG − j eden sposrod node i j e go rodz i ca j e s t lewym dz ieck iem
# a drug i prawym
i f node . parent . r i g h t == node : # lewy ZIG , prawy ZAG

root , _ = bst_rotate_le f t ( root , node . parent )
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node . parent )

else : # prawy ZIG , lewy ZAG
root , _ = bst_rotate_r ight ( root , node . parent )
root , _ = bst_rotate_le f t ( root , node . parent )

return root

6.2. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie

Listing 6.2 przedstawia iteracyjn¡ wersj¦ algorytmu wyszukiwania do-
wolnego klucza w drzewie splay. Skªada si¦ on z wyszukiwania iteracyjnego
w drzewie BST, wzbogaconego o ª¡cze do rodzica rozwa»anego w danym
momencie w¦zªa. Je±li w¦zeª zostanie znaleziony w drzewie, to nast¦pnie jest
na nim wykonywana operacja splay, w przeciwnym przypadku poddajemy
operacji splay li±¢, na którym zako«czyªo si¦ nieudane wyszukiwanie. Funkcja
zwraca korze« drzewa [22].

Listing 6.2. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie splay.

def splay_search ( root , data ) :
i f root :

parent = None
node = root
while node and node . data != data :

parent = node
i f data < node . data :
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node = node . l e f t
else : # data > node . data

node = node . r i g h t
i f node : # weze l o zadanym k luc zu j e s t w drzewie

root = splay_splay ( root , node )
else : # wez la o zadanym k luc zu nie ma w drzewie

root = splay_splay ( root , parent )
return root # j e s l i drzewo j e s t pus te

6.3. Wstawianie w¦zªa

Listing 6.3 przedstawia iteracyjn¡ wersj¦ algorytmu wstawiania w¦zªa do
drzewa splay. Skªada si¦ on z iteracyjnego wstawienia do drzewa BST, po któ-
rym nast¦puje operacja splay na wstawionym w¦¹le. Funkcja zwraca korze«
drzewa i wstawiony w¦zeª [22].

Listing 6.3. Wstawianie w¦zªa do drzewa splay.
def sp lay_inse r t ( root , new_node ) :

# poczatkowo wstawiamy weze l j ak do drzewa BST
root , _ = bst_inse r t ( root , new_node)
# nas tepn ie wykonujemy metode sp l ay
root = splay_splay ( root , new_node)
return root , new_node

6.4. Usuwanie w¦zªa

Listing 6.4 przedstawia algorytm usuwania w¦zªa z drzewa splay. Je±li
usuwany w¦zeª znajduje si¦ w drzewie, to najpierw wykonywana jest na nim
operacja splay 6.1, a nast¦pnie w¦zeª ten zostaje usuni¦ty algorytmem z drze-
wa BST i zwrócony przez metod¦. W przeciwnym wypadku zostaje zwrócona
warto±¢ None [21].

Listing 6.4. Usuwanie w¦zªa z drzewa splay.
def sp lay_de le te ( root , node ) :

i f node :
root = splay_splay ( root , node )
root , _ = bst_de lete ( root , node )
return root , root

return root , node
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7. Podsumowanie

W ramach pracy przygotowano implementacje w j¦zyku Python dla czte-
rech rodzajów drzew binarnych. Podstawowym rodzajem drzew s¡ drzewa
BST, na których mo»na wykonywa¢ operacje wstawiania, usuwania, wyszu-
kiwania elementów, oraz wyszukiwania poprzednika, nast¦pnika, elementu
najmniejszego i najwi¦kszego. Je»eli drzewa BST s¡ zrównowa»one, to poda-
ne operacje s¡ realizowane wydajnie. W pesymistycznych przypadkach tak
nie jest, dlatego nast¦pne trzy rodzaje drzew wprowadzaj¡ ró»ne mody�ka-
cje poprawiaj¡ce sytuacj¦. Mamy drzewa czerwono-czarne, drzewa AVL, oraz
drzewa splay.

W pracy przygotowano dwa rodzaje implementacji dla ka»dego rodzaju
drzew. Pierwsza implementacja to cztery klasy, po jednej dla ka»dego rodzaju
drzewa binarnego. Klasa BinarySearchTree jest klas¡ bazow¡ dla pozostaªych
trzech klas: RedBlackTree, AVLTree, SplayTree. W kodzie obiektowym ªatwo mo»-
na prze±ledzi¢ jakie zmiany wprowadza nowy rodzaj drzewa, a które operacje
s¡ dziedziczone bez zmian.

Druga implementacja to zestaw funkcji, które w zamierzeniu maj¡ zast¦-
powa¢ typowy pseudokod z podr¦czników informatyki. Nazwy funkcji ma-
j¡ odpowiedni przedrostek, stanowi¡cy rodzaj przestrzeni nazw dla ka»dego
rodzaju drzewa. Tutaj równie» mo»na ªatwo prze±ledzi¢ pochodzenie danej
operacji na drzewie binarnym.

Oba rodzaje implementacji zostaªy pokryte testami jednostkowymi z u»y-
ciem standardowego moduªu unittest .

Przygotowane implementacje mog¡ zosta¢ wzbogacone tak, aby pomóc
w rozwi¡zywaniu innych problemów. Przykªadowo drzewa czerwono-czarne
mog¡ sta¢ si¦ baz¡ dla struktury danych umo»liwiaj¡cej wyznaczanie staty-
styk pozycyjnych na zbiorze dynamicznym. Ta struktura danych nosi nazw¦
drzewa statystyk pozycyjnych [2]. Drzewa czerwono-czarne s¡ tak»e u»ywane
do stworzenia drzew przedziaªowych, które implementuj¡ operacje na dyna-
micznych zbiorach przedziaªów na osi liczbowej [2]. Mo»emy przykªadowo
szybko znajdowa¢ przedziaªy maj¡ce cz¦±¢ wspóln¡ z danym przedziaªem.
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A. Klasy dla w¦zªów drzew

Moduª treenodes zawiera klasy reprezentuj¡ce w¦zªy dla ró»nych rodzajów
drzew binarnych opisywanych w pracy. W przypadku drzew czerwono-czarnych
skorzystano z moduªu termcolor do kolorowania w¦zªów przy ich wy±wietlaniu
na konsoli. Zawarto±¢ staªych RED, BLACK dobrano tak, aby dobrze wspóª-
pracowaªy z moduªem termcolor.

Listing A.1. Moduª treenodes.
#!/ usr / b in /python

from te rmco lor import co l o r ed

class Node :

def __init__( s e l f , data=None , l e f t=None , r i g h t=None , parent=None ) :
s e l f . data = data
s e l f . l e f t = l e f t
s e l f . r i g h t = r i gh t
s e l f . parent = parent

def __str__( s e l f ) :
return str ( s e l f . data )

RED, BLACK = ' red ' , None

class RBTNode(Node ) :

def __init__( s e l f , data=None , l e f t=None , r i g h t=None , parent=None , c o l o r=RED) :
Node . __init__( s e l f , data , l e f t , r i ght , parent )
s e l f . c o l o r = co l o r

def __str__( s e l f ) :
return co l o r ed (Node .__str__( s e l f ) , s e l f . c o l o r )

class AVLNode(Node ) :

def __init__( s e l f , data=None , l e f t=None , r i g h t=None , parent=None , ba lance =0):
Node . __init__( s e l f , data , l e f t , r i ght , parent )
s e l f . ba lance = balance #−1,0,+1

def __str__( s e l f ) :
return " {}({}) " . format ( s e l f . data , s e l f . ba lance )
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B. Testy algorytmów

Na wykresie B.1 przedstawiona jest zale»no±¢ czasu od ilo±ci w¦zªów pod-
czas tworzenia drzew, gdy dane posortowane s¡ rosn¡co. Algorytm DSW
zwi¦ksza czas tworzenia drzewa BST, ale zyskujemy na szybko±ci innych ope-
racji, które mo»na wykona¢ na drzewie. Najszybciej budowane jest drzewo
splay, za± drzewa RBT i AVL powstaj¡ w czasie okoªo dwa razy dªu»szym.

Na wykresie B.2 przedstawiona jest wysoko±¢ drzew zbudowanych z da-
nych posortowanych rosn¡co. W tym zestawieniu drzewa BST i splay wypa-
daj¡ fatalnie, s¡ mocno niezrównowa»one, czego nale»aªo oczekiwa¢. Mimo
niewielkiej ró»nicy w wysoko±ci tworzonych drzew, drzewa RBT wypadaj¡
odrobin¦ sªabiej na tle idealnych drzew BST i AVL.

Na wykresie B.3 przedstawiona jest zale»no±¢ czasu od liczby w¦zªów
podczas tworzenia drzew z danych w kolejno±ci losowej. Wida¢ ponownie, »e
wywoªanie algorytmu DSW zwi¦ksza czas tworzenia drzewa BST. Najdªu»ej
s¡ budowane drzewa splay, za± czasy dla drzew RBT i AVL ponownie s¡
porównywalne.

Na wykresie B.4 przedstawiona jest wysoko±¢ drzew zbudowanych z da-
nych uªo»onych w kolejno±ci losowej. W tym zestawieniu drzewa BST i drzewa
splay ponownie wypadaj¡ najgorzej. Tym razem idealne drzewo BST w ka»-
dym z przypadków ma najmniejsz¡ wysoko±¢. Drzewa RBT i AVL s¡ mniej
wi¦cej porównywalne pod tym wzgl¦dem, przy czym lekk¡ przewag¦ maj¡
drzewa AVL.

W tabeli B.1 zaprezentowano czasy trzykrotnego wyszukania tego samego
wylosowanego klucza (27). W drzewie jest 1000 w¦zªów. Dane przed wstawie-
niem do drzewa byªy uporz¡dkowane rosn¡co. Iteracyjne czasy dla BST +
DSW oraz RBT s¡ podobne (korzystaj¡ z tej samej funkcji), z czego mo»na
wnioskowa¢, »e s¡ najlepiej zbalansowane dla takich danych. Wyra¹nie wi-
da¢, »e pierwsze wyszukanie w drzewie splay trwa znacznie dªu»ej ni» drugie
i trzecie, kiedy to szukany klucz znajduje si¦ w korzeniu.

W tabeli B.2 zaprezentowano czasy trzykrotnego wyszukania tego samego
wylosowanego klucza (579). W drzewie jest 1000 w¦zªów. Dane przed wsta-
wieniem do drzewa byªy uªo»one losowo. Z porównania danych wynika, »e dla
danych uªo»onych losowo drzewo BST staªo si¦ caªkiem dobrym drzewem.
Dla takich danych drzewa RBT i AVL w wyszukiwaniu iteracyjnym daj¡
podobne wyniki. Znowu zauwa»alna jest ró»nica mi¦dzy czasem pierwszego
wyszukania klucza, a drugim i trzecim wyszukaniem w drzewie splay.
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Rysunek B.1. Zale»no±¢ czasu od liczby w¦zªów podczas tworzenia drzew, gdy
dane s¡ posortowane rosn¡co.

Rysunek B.2. Wysoko±¢ drzew zbudowanych z danych posortowanych rosn¡co.
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Rysunek B.3. Zale»no±¢ czasu od liczby w¦zªów podczas tworzenia drzew, gdy
dane s¡ w kolejno±ci losowej.

Rysunek B.4. Wysoko±¢ drzew zbudowanych z danych w kolejno±ci losowej.
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Tabela B.1. Trzykrotne wyszukanie tego samego wylosowanego klucza (912) - dane
przed wstawieniem do drzewa byªy uporz¡dkowane. W drzewie jest 1000 w¦zªów.

Dane w tabeli s¡ podane w mikrosekundach.

BST (rekurencja) 793 625 609
BST (iteracja) 2057 2293 2211
BST + DSW (rekurencja) 8 154 11
BST + DSW (iteracja) 27 27 36
RBT (rekurencja) 7 27 7
RBT (iteracja) 113 42 81
AVL (rekurencja) 35 47 21
AVL (iteracja) 105 19 103
splay 1102 12 15

Tabela B.2. Trzykrotne wyszukanie tego samego wylosowanego klucza (579) - dane
przed wstawieniem do drzewa zostaªy pomieszane. W drzewie jest 1000 w¦zªów.

Dane w tabeli s¡ podane w mikrosekundach.

BST (rekurencja) 28 13 22
BST (iteracja) 62 66 57
BST + DSW (rekurencja) 10 13 26
BST + DSW (iteracja) 50 33 34
RBT (rekurencja) 25 58 25
RBT (iteracja) 46 50 61
AVL (rekurencja) 70 38 70
AVL (iteracja) 47 71 83
splay 257 18 18
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