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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych rodza-
jow drzew binarnych. Opisano podstawowe operacje na binarnych drzewach
poszukiwan, takie jak dodawanie nowego wezta, usuwanie wezta, wyszuki-
wanie elementu o danym kluczu, wyszukiwanie elementu o najwiekszym lub
najmniejszym kluczu, wyszukiwanie nastepnika lub poprzednika danego ele-
mentu. Pokazano najwazniejsze metody przechodzenia przez drzewo: inorder,
preorder, postorder, poziomami.

Binarne drzewa poszukiwan sa podstawowsq struktura uzywang do zaim-
plementowania zbioréw dynamicznych, ktérych elementy maja by¢ wyszuki-
wane przez swoj klucz. Operacje wyszukiwania sg wydajne dla drzew zrow-
nowazonych, ale nie zawsze tak musi by¢. Z tego powodu w pracy przedsta-
wiono zmodyfikowane drzewa, z usprawnieniami poprawiajacymi wydajnosé
podstawowych operacji. Drzewa czerwono-czarne i drzewa AVL utrzymuja
sie w postaci w przyblizeniu zrownowazonej dzieki dodatkowemu atrybuto-
wi dotaczonemu do wezta. Drzewa splay natomiast poprawiaja dostep do
najczesciej uzywanych elementoéw przez przemieszcezenie ich blizej korzenia.

W pracy zostal rowniez zaprezentowany algorytm DSW, ktory kazde bi-
narne drzewo poszukiwan wydajnie sprowadza do postaci zréwnowazonej. Dla
czterech wymienionych rodzajow drzew przygotowano kod zaré6wno w podej-
$ciu obiektowym (hierarchie klas drzewowych), jak i w podejsciu z funkcjami
(zestawy funkcji przypominajacych pseudokod). Caty kod zostal pokryty te-
stami jednostkowymi, dodano takze testy poréwnujace zachowanie réznych
rodzajow drzew.

Stowa kluczowe: binarne drzewo poszukiwan, drzewo czerwono-czarne, drze-
wo AVL, drzewo splay, algorytm DSW, rotacje drzewa, przechodzenie drzewa



English title: Python implementation of binary trees

Abstract

Python implementation of selected binary trees is presented. Basic operations
supported by binary search trees are described: insertion of a node, deletion
of a node, searching for a specific key, finding minimum or maximum node,
finding the successor or the predecessor of a current node. Main tree traversal
methods are shown: inorder, preorder, postorder, level-order.

Binary search trees are basic structures used to implement dynamic sets
of items that allow finding an item by its key. Searching is efficient only for
balanced trees but for real data a tree may become unbalanced. That is why
three modified kinds of trees are also shown. Red-black trees and AVL trees
use an additional node attribute to ensure that trees remain approximately
balanced. Splay trees improve access to frequently used nodes, they are placed
near the root of the tree.

The DSW algorithm is also presented, because this is a method for effi-
ciently balancing binary search trees. Two implementations for every kind of
binary search tree were prepared. In an object-oriented approach a tree class
hierarchy is created. In a procedural approach a set of functions similar to
pseudocode was used. All source code has been covered by unit test scripts.
At the end a comparison between different types of binary search trees is
presented which may be useful for the reader to decide what type of trees
are best in specific situations.

Keywords: binary search tree, red-black tree, AVL tree, splay tree, DSW
algorithm, tree rotations, tree traversal
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1. Wstep

Drzewa binarne sa jedng z podstawowych struktur danych spotykanych
w informatyce, obok tablic i list powigzanych. Stuza do reprezentowania i
przetwarzania zbiordw dynamicznych, czyli zbiorow, ktore moga zmieniaé
sic w czasie. Element zbioru dynamicznego jest reprezentowany przez we-
zel drzewa. Wezel drzewa posiada wyrézniony atrybut, nazywany kluczem,
ktory stuzy do wyszukiwania elementéw. Oprocz klucza wezel moze zawie-
ra¢ dodatkowe dane zwigzane z kluczem, oraz tacza do innych weztéw albo
dodatkowe pomocnicze atrybuty.

Celem pracy jest implementacja w jezyku Python [1] wybranych rodzajow
drzew binarnych. Pierwszym powodem jest zastosowanie powstatego kodu
w edukacji. Jezyk Python pozwala tworzy¢ czytelny kod obiektowy, ktory
jest nazywany wykonywalnym pseudokodem. Mozna objasniaé¢ konstrukcje
drzew uzywajac kodu w Pythonie, a ponadto kod mozna wykonaé¢ i bada¢
efekty jego dzialania. Drugim powodem jest wygoda i szybkos¢ uzycia Py-
thona w prototypowaniu, w tworzeniu eksperymentalnego kodu do nowych
zastosowan. Drzewa binarne czesto sa podstawa do tworzenia nowych struk-
tur danych, przez dodanie nowych operacji i dodatkowych atrybutow. Jest
to nazywane wzbogacaniem struktur danych do nowych zastosowan. Nie za-
wsze jest to tatwe, poniewaz nie mozna pogorszy¢ wydajnosci standardowych
operacji na drzewie binarnym [2], [3].

Drzewa binarne maja bardzo szerokie zastosowanie w informatyce, jak i
poza ta dziedzina. Moga by¢ uzywane miedzy innymi do indeksowania pol
baz danych [4], [B], oraz przy kazdym innym zastosowaniu, w ktorym dane
sg czesto wyszukiwane i przydaje sie szybki dostep do elementow, w algoryt-
mach sortowania [6], a takze parserach [7], [8]. Procesy decyzyjne, przebiegi
dowolnych dzialan mogg zostaé¢ przedstawione za pomoca drzewa binarnego,
gdyz kazdy wezel na $ciezce od korzenia do lisci moze stuzyé¢ do podjecia
pewnego wyboru [9]. W formatach bezstratnej kompresji obrazu i dzwieku,
np. JPEG czy MP3 powszechnie stosuje sie kody Huffmana [10], ktorych
wyznaczanie bazuje na drzewie binarnym. Drzewa binarne sg wydajne, w
bibliotece standardowej C++ takie struktury jak mapy czy zbiory opieraja
sie na implementacji drzew czerwono-czarnych [11]. Ciekawym i uzytecznym
zastosowaniem drzew binarnych w grafice komputerowej jest drzewo BSP,
ktore stuzy do podziatu ptaszczyzny i opiera sie na podobnych zasadach jak
drzewo BST. Struktura ta pozwala w stosownie szybkim czasie narysowaé
wszystkie §ciany dla zamknietych obszaréw w scenerii gry komputerowej tak,
aby byty widoczne dla obserwatora [12], [13].

Tre$¢ pracy jest zorganizowana w nastepujacy sposob. Rozdzial [ zawie-
ra krotkie wprowadzenie do tematu drzew binarnych, cele pracy i przyktady
zastosowan drzew binarnych. Rozdzial [2| wprowadza podstawowe pojecia i



operacje stosujace sie do dowolnych drzew binarnych. W rozdziale [3| opisa-
ne zostaly binarne drzewa poszukiwain. Procedury z tego rozdziatu sa wy-
korzystane w wiekszosci funkcji zaprezentowanych w dalszych rozdziatach,
opisujacych zmodyfikowane binarne drzewa poszukiwan. Rozdzial [4] przed-
stawia podstawowe funkcje w drzewach czerwono-czarnych. W rozdziale
zawarte zostaly implementacje stosowane w drzewach AVL. W rozdziale [
znajduje sie opis drzew splay. Rozdzial [7| przedstawia podsumowanie calej
pracy. W dodatku [A] zostaly zebrane klasy dla weztow drzew, a mianowicie
podstawowy wezet uzyty w implementacji drzew BST oraz splay, a takze kla-
sy weztow drzewa RBT oraz AVL. Dodatek [B| zawiera poréwnanie operacji
stosowanych w poszczegélnych drzewach pod katem czasowym w zaleznosci
od liczby wezlow, a takze zestawienie wysokosci zbudowanych drzew.



2. Drzewa binarne

W tym rozdziale przedstawimy zaltozenia implementacyjne drzew binar-
nych, oraz zestaw funkcji dzialajacych dla dowolnych drzew binarnych.

2.1. Implementacja drzew

Podstawowy wezel drzewa binarnego reprezentuje klasa Node. Oprocz
taczy do rodzica (node.parent), lewego dziecka (node.left) i prawego dziecka
(node.right ), zawiera atrybut node.data, ktory jest kluczem wyszukiwania. We-
zlty sa przygotowywane poza drzewami i moga zawiera¢ jeszcze inne dane
zwigzane z kluczem.

Specyficzne drzewa binarne moga korzysta¢ z dodatkowych atrybutow.
Przez dziedziczenie z klasy Node otrzymujemy klasy weztow dla innych drzew.
Wszystkie klasy dla weztow przechowywane sa w module treenodes. Kod Zro-
dlowy klas reprezentujacych wezly drzew binarnych przedstawiono w dodat-

ku [Al

2.2. Przechodzenie przez drzewo

Drzewo binarne nie jest strukturg liniowa jak listy, czy macierze jedno-
wymiarowe, dlatego po weztach drzewa mozna sie przemieszcza¢ na wiele
sposobow. Najwazniejsze sposoby przechodzenia przez drzewo binarne (ang.
tree traversal) sa nastepujace [14]:

— Metoda preorder (wezel, lewe, prawe).

— Metoda inorder (lewe, wezel, prawe).

— Metoda postorder (lewe, prawe, wezel).

— Metoda przechodzenia poziomami (ang. level-order).

Listing przedstawia rekurencyjne funkcje realizujace przechodzenie
przez drzewo trzema pierwszymi metodami. Funkcje zwracaja odpowiednie
listy kluczy odwiedzanych elementow.

Listing 2.1. Przechodzenie drzewa binarnego.

def btree inorder(top):

if top 1is None:

return []
order = []
order.extend (btree inorder (top.left))
order .append(top.data)
order.extend (btree inorder (top.right))
return order



def btree preorder(top):
if top is None:
return []
order = []
order .append(top.data)
order.extend (btree preorder(top.left))
order.extend (btree preorder(top.right))
return order

def btree postorder(top):
if top 1is None:
return []
order = []
order.extend (btree postorder (top.left))
order.extend (btree postorder(top.right))
order .append(top.data)
return order

Przechodzenie przez drzewo metoda preorder mozna zrealizowa¢ niereku-
rencyjnie za pomocg stosu. Z kolei zamiana stosu na kolejke pozwala uzyskaé¢
przechodzenie poziomami.

2.3. Wyznaczanie parametréw drzewa binarnego

Drzewa binarne maja strukture rekurencyjna, dlatego algorytmy reku-
rencyjne maja z reguty bardzo prosta postac. 7 drugiej strony, dla duzych
drzew przy algorytmach rekurencyjnych istnieje zagrozenie przekroczenia li-
mitu gtebokosci rekurencji.

Listing 2.2. Liczba weztéw drzewa binarnego.

def btree count(top):
if top is None:
return 0
return btree count(top.left) + 1 + btree count(top.right)

Listing 2.3. Wysoko$¢ drzewa binarnego.

def btree height(top):
if top is None:
return 0
left = btree height(top.left)
right = btree height (top.right)
return 1 + max(left , right)

Gtebokos¢ danego wierzchotka definiujemy jako liczbe krokéw na Sciezce
do korzenia drzewa. Wykorzystywane jest tacze do rodzica parent.

Listing 2.4. Glebokos¢ wierzchotka w drzewie binarnym.
def btree depth(node):

depth = 0

while node.parent:
node = node.parent
depth +=1

return depth




2.4. Rotacje drzewa

Na dowolnym drzewie binarnym mozna wykonaé¢ operacje rotacji drzewa,
ktora zmienia lokalng strukture drzewa. Zwykle o rotacjach mowi sie w kon-
tekscie drzew BST, dlatego omowienie rotacji znajduje sie w rozdziale

2.5. Korzystanie z drzew binarnych

Przyktadowa sesja interaktywna.

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

from
from
from
from
from

bst import BinarySearchTree
rbt import RedBlackTree

av]l import AVLTree

splay import SplayTree
treenodes import =

T = BinarySearchTree ()

>>> for x in [5, 25, 10, 50, 40, 30, 15, 20, 70, 90]:
T.insert (Node(x))
>>> print T # wypisanie drzewa
90
70
50
40
30
25
20
15
10
5

>>> T.iterative search (70)
Node(70)
>>> root = T.iterative_search (5)
>>> print root

5

>>> T.find_min(root)
Node (5)
>>> T.find_max(root)
Node (90)
>>> T.preorder(root)

[5, 25, 10, 15, 20, 50, 40, 30, 70, 90]
>>> T.inorder (root)

10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 70, 90]
>>> T.postorder (root)

[5,

[20,

15,

10, 30, 40, 90, 70, 50, 25, 5]

>>> T.tree height (root)

5

>>> node = T.search(root, 25)
>>> print node

25

>>> T.delete (node)
Node(30)
>>> print T

50

90
70

10



40
30
20
15
10
5
>>> n = T.number of nodes()
>>> print n
9
>>> T.create_perfect_tree(n)
>>> print T
90
70
50
40
30
20
15
10
5

>>> T = AVLTree()
>>> T.insert (AVLNode(3))
AVLNode(3, balance=0)
>>> T.insert (AVLNode(9))
AVLNode(3, balance=1)
>>> T.insert (AVLNode (7))
AVLNode(7, balance=0)
>>> T.insert (AVLNode(1))
AVLNode(7, balance=-1)
>>> T.insert (AVLNode(2))
AVLNode(7, balance=-1)
>>> T.insert (AVLNode(8))
AVLNode(7, balance=0)
>>> T.insert (AVLNode(6))
AVLNode(7, balance=-1)
>>> T.insert (AVLNode(4))
AVLNode(7, balance=-1)
>>> T.insert (AVLNode(5))
AVLNode(7, balance=-1)
>>> print T

9(-1)

>>> T.iterative _search (3)
AVLNode(3, balance=0)

>>> node = T.iterative_search (3)
>>> T.delete (node)

AVLNode(4, balance=0)

>>> print T



>>> T = RedBlackTree ()
>>> T.insert (RBTNode(1))
RBTNode(1, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(2))
RBTNode(1, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(3))
RBTNode(2, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(4))
RBTNode(2, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(5))
RBTNode(2, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(6))
RBTNode(2, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(8))
RBTNode(2, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(9))
RBTNode(4, color=None)
>>> T.insert (RBTNode(7))
RBTNode(4, color=None)

>>> T.iterative search (4)
RBTNode(4, color=None)

>>> node = T.iterative_search (3)
>>> T.delete (node)

>>> T = SplayTree ()

>>> for x in [3, 4, 6, 7]:
T.insert (Node(x))

>>> node = T.iterative_search (6)

>>> T.delete (node)

Node (7)

>>> print T

7

4




3. Binarne drzewa poszukiwan

Binarne drzewo poszukiwari (ang. binary search tree, BST) jest to drzewo
binarne, w ktéorym lewe poddrzewo kazdego wezta zawiera wytacznie ele-
menty o kluczach mniejszych niz klucz wezta, zas prawe poddrzewo zawiera
wylacznie elementy o kluczach nie mniejszych niz klucz wezta [15].

Nastepujace operacje dla drzewa BST maja ztozonosé czasowa O(h), gdzie
h to wysokos¢ drzewa: wyszukiwanie dowolnego klucza, wyszukiwanie naj-
mniejszego klucza, wyszukiwanie najwickszego klucza, znajdowanie nastepni-
ka, znajdowanie poprzednika [2]. Drzewo zréownowazone (ang. balanced tree)
ma najmniejsza mozliwa wysokos¢ h ~ log, n, a wtedy operacje wyszukiwa-
nia lub wstawiania danych zajmuja czas O(logn) (tabela [3.1]).

3.1. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie

Listing przedstawia rekurencyjng i iteracyjna wersje algorytmu wy-
szukiwania dowolnego klucza w drzewie BST [I5]. Funkcje zwracaja wezel
zawierajacy poszukiwany klucz lub warto$¢ None.

Listing 3.1. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie BST.

def bst search(root, data):

if root is None or root.data =— data:
return root, root

elif data < root.data:
_, node = bst_search(root.left , data)
return root , node

else: # data > top.data
_, node = bst_search(root.right, data)
return root , node

def bst iterative search(root, data):
top = root
while top and top.data != data:
if data < top.data:
top = top.left
else: # data > top.data
top = top.right

Tabela 3.1. Zlozono$¢ obliczeniowa drzew BST.

BST Average | Worst case
Space | O(n) O(n)

Search | O(logn) | O(n)
Insert | O(logn) | O(n)
Delete | O( O(n)




return root, top

3.2. Wyszukiwanie najmniejszego i najwiekszego klucza
w drzewie

Funkcje zwracaja wezel zawierajacy poszukiwany klucz lub rzucaja wy-
jatek ValueError dla pustego drzewa [15].

Listing 3.2. Wyszukiwanie najmniejszego klucza w drzewie BST.
def bst find min(top):
if top 1is None:
raise ValueError ("empty tree")
while top.left:
top = top.left
return top

Listing 3.3. Wyszukiwanie najwickszego klucza w drzewie BST.

def bst find max(top):
if top is None:
raise ValueError ("empty tree")
while top.right:
top = top.right
return top

3.3. Wyszukiwanie nastepnika i poprzednika w drzewie

Nastepnik (ang. successor) danego wezta jest weztem, ktory jest odwie-
dzany jako nastepny w przypadku przechodzenia drzewa metoda inorder [15].
Poprzednik (ang. predecessor) danego wezla jest weztem, ktory byt odwiedza-
ny jako poprzedni w przypadku przechodzenia drzewa metoda inorder [15].
W celu wyznaczenia nastepnika lub poprzednika danego wezla w drzewie
BST nie trzeba przeprowadza¢ zadnych poréwnan kluczy.

Przy wyznaczaniu nastepnika danego wezla moga wystapi¢ dwa przypad-
ki:

1. Istnieje prawe poddrzewo danego wezta. Wtedy nastepnikiem jest naj-
mniejszy wezet w prawym poddrzewie.

2. Nie istnieje prawe poddrzewo danego wezta. Wtedy nastepnikiem jest
wezel bedacy najnizszym (w sensie wysokosci w drzewie) przodkiem wezla
odniesienia, dla ktérego dany wezet lezy w lewym poddrzewie.

Analogiczne dwa przypadki wystepuja przy wyznaczaniu poprzednika danego

wezla, ale wtedy sprawdzane jest istnienie lewego poddrzewa danego wezta.

Funkcje wyznaczajace nastepnika i poprzednika korzystaja z tacza do rodzica.

Listing 3.4. Wyszukiwanie nastepnika w drzewie BST.

def bst find successor(root, node):
if root 1s None or node is None:
return None
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if node.right:
return bst

find min(node.right)

# Nie istnieje prawe poddrzewo dla node.

successor = node.parent
while successor and node = successor.right:
node = successor

successor =
return successor

successor .parent

Listing 3.5. Wyszukiwanie poprzednika w drzewie BST.

def bst find predecessor(root, node):

if root 1is None
return None
if node.left :

or node is None:

return bst find max(node.left)

# Nie istnieje 1
predecessor = no

ewe poddrzewo dla mnode.
de.parent

while predecessor and node = predecessor.left:
node = predecessor
predecessor = predecessor.parent

return predecess

or

3.4. Wstawianie wezla

Nowe wezty wstawiane do drzewa BST beda lisémi tego drzewa [15]. Zwra-
cany jest nowy korzen poddrzewa. W naszej implementacji nowy wezel jest
tworzony poza drzewem BST instrukcja new node = Node(data), gdzie data be-
dzie kluczem wyszukiwania.

Listing 3.6. Wstawianie elementu do drzewa BST.

def bst insert recursively(root, top, new_ mnode):

if root is None:
# Czyszczemni
new_node. par
new_node. lef
new_node.rig

# puste drzewo, koniec rekurencji
e lacz dla new node.

ent = None
t — None
ht = None

return new node, new node

if new mnode.data
if top.left:
root ,
else: # koni
top.left
new_node
new_node
new_node

else:

< top.data:

_ = bst_insert recursively (root, top.left , new node)

ec rekurencyi
= new_node

.parent = top
.left = None
.right = None

if top.right:

root, _
else: # koni
top.righ
new_node
new_node
new_node

= bst_insert recursively (root, top.right, new_ node)
ec rekurencyji
t = new_node
.parent = top
.left = None
.right = None
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return root, new node

def bst insert iteratively (root, new node):
parent = None
node = root
while node:
parent = node
if new node.data < node.data:
node = node. left
else: # wieksze lub rowne na prawo
node = node.right
# new_node wstawiamy ponizej parent.

if parent: # w srodku drzewa
if new node.data < parent.data:
parent.left = new node
else:
parent.right = new_node
else: # puste drzewo
root = new_node
# Czyszczenie lacz dla new_node.
new node.parent = parent
new_node. left = None
new node.right = None

return root, new_node

3.5. Usuwanie wezla

Przy usuwaniu danego wezla z drzewa BST nalezy wyr6zni¢ trzy przy-
padki [2].

1. Dany wezet nie ma synéw. Wtedy wezel mozna bez problemu usunaé,
w jego ojcu tacze ustawiamy na None.

2. Dany wezel ma jednego syna. Wtedy podnosimy syna na pozycje danego
wezla, aktualizujac tacze w ojcu usuwanego wezta.

3. Dany wezel node ma dwoch synow. Jezeli wezel node.right nie ma lewego
syna, to podnosimy node.right na miejsce node. Jezeli wezet node.right ma
lewego syna, to w tej gatezi znajduje sie nastepnik wezla node. Musimy
zastapi¢ nastepnik przez jego prawego syna, a potem zastapi¢ node przez
nastepnik.

W implementacji wykorzystana jest funkcja bst_transplant(), ktora wstawia
jedno poddrzewo w miejsce drugiego w jego ojcu [2].

Listing 3.7. Usuwanie elementu z drzewa BST.

def bst_ transplant(root, first , second): # zwraca (root, second)

# Zastepowanie poddrzewa first przez poddrzewo second.
# Nie ma tu aktualizacji second.left i second.right.
if first.parent is None:

root = second

if root:

root . parent = None

return root, second

elif first — first.parent.left:
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first .parent.left = second

else:
first .parent.right = second

if second: # second moze byc None
second . parent = first.parent

return root, second

def bst delete(root, node):
# Zwraca root 1 wezel, ktory przesunie sie ma miejsce mode.
if root is None or node is None:
return root, None
if node.left is None:
return bst transplant (root, node, node.right)
elif node.right is None:
return bst transplant (root, node, node.left)
else: # mode. left 1 node.right mniepuste
y = bst_ find min(node.right)
if y.parent != node:
root, = bst_ transplant(root, y, y.right)
y.right = node.right
if y.right:
y.right.parent =y
root, = bst_ transplant(root, node, y)
y.left = node.left
y.left .parent =y
return root, y

3.6. Rotacje drzewa

Rotacja drzewa (ang. tree rotation) jest operacja na drzewie BST, kto-
ra zmienia jego lokalng strukture bez zmiany kolejnosci elementéw, przy
przechodzeniu przez drzewo BST metoda inorder [16]. Wyrdznia sie dwie
symetryczne operacje: rotacja w prawo (listing i rotacja w lewo (li-
sting . Obie funkcje zwracaja korzen drzewa, nowy korzenn poddrzewa
i dzialaja w stalym czasie. Rotacje drzewa sa wykorzystywane w drzewach
czerwono-czarnych, drzewach AVL, drzewach splay i drzewcach (ang. treaps).

Jezeli w danej implementacji wezet nie posiada tacza do rodzica, to z po-
danych funkcji nalezy usungé¢ instrukcje korzystajace z atrybutu parent. Po-
nadto nalezy upewni¢ sie, ze ojciec wierzchotka top, jesli istnieje, wskazuje
po rotacji na nowy korzen poddrzewa.

Listing 3.8. Rotacja w prawo w drzewie binarnym.

def rotate right (root, top):
if top.left is None: # nie ma rotacji
return root, top
node = top.left
top.left = node.right
if node.right:
node.right . parent = top
node.parent — top.parent
if top.parent is None:
root = node # top byl korzeniem
elif top =— top.parent.right:
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Rysunek 3.1. Przedstawione z lewej strony poddrzewo pod wpltywem wykonania

operacji prawej rotacji na wezle y przeksztalca sie w poddrzewo przedstawione z

prawej strony. Z kolei poddrzewo z prawej strony, po poddaniu wezta x operacji

lewej rotacji, przeksztatca sie w poddrzewo z lewej strony. «, 3, v symbolizuja
dowolne poddrzewa [2].

top.parent.right = node
else:

top.parent.left = node
node.right = top
top.parent = node
return root, node

Listing 3.9. Rotacja w lewo w drzewie binarnym.

def rotate left (top):
if top.right is None: # nie ma rotacji
return root, top
node = top.right
top.right = node.left
if node.left :
node. left . parent = top
node.parent = top.parent
if top.parent is None:
root = node # top byl korzeniem
elif top =— top.parent.left:
top.parent.left = node
else:
top.parent.right = node
node.left = top
top.parent = node
return root, node

3.7. Algorytm DSW

Drzewo BST mozna doprowadzi¢ do postaci zrownowazonej za pomoca
algorytmu DSW (Day, Stout, Warren) [I7]. Wtedy wysokosé¢ drzewa zmniej-
sza sie do wartosci O(logn). Algorytm wykorzystuje rotacje drzewa, ktore nie
zmieniaja kolejnosci odwiedzania weztéw przy przechodzeniu drzewa metoda
wnorder.
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W literaturze wymienia sie dwa powody, dla ktorych warto pamietac o al-
gorytmie DSW [17]. Po pierwsze, algorytm jest przydatny w sytuacji, gdy na
poczatku przetwarzania buduje sie cale drzewo BST, a nastepnie jest tylko
faza wyszukiwania kluczy. Po drugie, podczas kursu struktur danych, algo-
rytm DSW jest naturalnym ogniwem przy przejsciu od zwyktych drzew BST
do drzew samoorganizujacych sie, gdzie pojawiaja sie rotacje drzewa.

Dane wej$ciowe: Drzewo BST.
Problem: Zrownowazenie drzewa BST.

Opis algorytmu: Algorytm w pierwszej fazie zamienia drzewo w liste (kre-
gostup) przez wielokrotne rotacje prawe. W drugiej fazie algorytm przywraca
ksztalt drzewa przez wielokrotne rotacje lewe.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n). Dodatkowe zasoby
pamieci potrzebne do wykonania algorytmu sa state. Wnioskujemy, ze algo-
rytm DSW jest optymalny ze wzgledu na czas i na zuzyta pamiec.

Listing 3.10. Modul dsw.

#!/usr/bin/python
from math import pow, floor , log
def bst create backbone(root, top):
parent = top
left child = None
while parent:
left child — parent.left
if left child:
root, = bst_rotate right(root, parent)
parent = left child
else:
parent = parent.right
return root

def bst create perfect tree(root, n):
""" Time complexity of DSW algorithm: O(n) """

root = bst_create backbone(root, root)
m = int (pow(2, floor(log(n+1, 2))) — 1)
root = bst_ make rotations(root, n-m)

while m > 1:
m=m // 2 # jesli chcemy iterowac w make_rotations po m,
# to m musi byc calkowite
root = bst make rotations(root, m)
return root

def bst make rotations(root, x):

p = root
for i in range(x):
if p:
root, = bst_ rotate left(root, p)
if p.parent:

p = p.parent.right
return root




4. Drzewa czerwono-czarne

Drzewo czerwono-czarne (ang. red-black tree, RBT) [18] to binarne drze-
wo poszukiwan, ktérego wezel to podstawowy wezet drzewa BST wzbogacony
o informacje o kolorze. Kolor wezta moze by¢ czerwony lub czarny, wiec na
informacje o kolorze wystarczy przeznaczyé¢ jeden bit. Informacja o kolorze
wezla pomaga utrzymywaé drzewo w postaci w przyblizeniu zréwnowazonej,
co z kolei prowadzi do szybkich operacji na drzewie, nawet w przypadku pe-
symistycznym. Oprécz wlasnosci drzew BST, drzewo czerwono-czarne musi
spelia¢ dodatkowe warunki czerwono-czarne [2):

Kazdy wezet jest czerwony lub czarny.

Korzen jest czarny.

Kazdy 1is¢ jest czarny [tu lis¢ jest rozumiany jako puste tacze].

Jesli wezel jest czerwony, to jego synowie musza by¢ koloru czarnego.
Kazda $ciezka z ustalonego wezta do liscia liczy tyle samo czarnych we-
ztow.

O W=

Operacja wyszukiwania klucza jest taka sama jak dla drzew BST. W algo-
rytmie dodawania i usuwania wezta uzyte sa operacje rotacji wykorzystywane
przy implementacji algorytmu DSW dla drzew BST.

W roku 2008 Sedgewick wprowadzil prostsza wersje drzew RBT o na-
zwie LLRBT (ang. left-leaning red-black trees), gdzie wykorzystano pewna
swobode wystepujaca w implementacji.

4.1. Przywroécenie wlasnosci drzewa RBT po
wstawieniu wezla

W petli rozwazanych jest szes¢ przypadkow, z ktorych trzy sa symetryczne
w stosunku do pozostatych trzech [2].

Przypadek 1: Wstawiony wezel, jego rodzic oraz wujek sa koloru czerwo-
nego. W tym przypadku nalezy pokolorowa¢ wujka i rodzica z na czarno, a
dziadka na czerwono. W kolejnym kroku petli przechodzimy poziom wyzej,
zeby sprawdzié¢, czy pradziadek wezta z nie jest koloru czerwonego [2].

Tabela 4.1. Zlozonosé obliczeniowa drzew RBT.

RBT | Average | Worst case
Space | O(n) O(n)

Search | O(logn) | O(logn)
Insert | O(logn) | O(logn)
Delete | O(logn) | O(logn)
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Rysunek 4.1. Przypadek 1 procedury przywracania wtasnosci drzew RBT po wsta-
wieniu wezla: (a) z jest prawym synem; (b) z jest lewym synem [2].

Przypadki 2 i 3: Wujek 2z ma kolor czarny. Przypadek 2 zachodzi, gdy
nowy wezel to prawe dziecko swojego rodzica, zas przypadek 3, gdy nowy
wezel to lewe dziecko swojego rodzica. W przypadku 2 stosujemy lewa rotacje
i otrzymujemy sytuacje z przypadku 3. W przypadku 3 kolorujemy rodzica
nowego wezta na czarno, a dziadka na czerwono i wykonujemy prawa rotacje.
W tym miejscu dzialanie petli konczy sie, gdyz kolor rodzica nowego wezta
jest czarny [2].

Case 2 Case 3

Rysunek 4.2. Przypadki 2 i 3 procedury przywracania wtasnosci drzew RBT po
wstawieniu wezta [2].

Listing 4.1. Przywrécenie wlasnosci drzewa RBT po wstawieniu wezla.

def rbt insert fixup(root, new mnode):

while new node != root and new node.parent.color — RED:
# jezeli rodzic wstawionego wezla jest czarny,
# to wlasnosc drzewa zostala zachowana — mnie wchodzimy do petli

# jezeli rodzic wstawionego wezla jest czerwony,
# to wlasnosc nr 5 zostala naruszona — trzeba ja przywrocic
if new node.parent = new_node.parent.parent.left:
uncle = new_node.parent.parent.right
if uncle and uncle.color = RED: # Przypadek 1 — czerwony wujek
new node.parent.color = BLACK
uncle.color = BLACK
new node.parent.parent.color = RED
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new node = new_node.parent.parent
else: # Przypadek 2 lub 3

if new node = mnew_ node.parent.right: # Przypadek 2
# wujek czarny, new_mnode to prawe dziecko rodzica
new_ node = new_node.parent
root, = bst rotate left(root, new node)

# Przypadek 3 — wujek czarny, mnew_node to

# lewe dziecko rodzica

new node.parent.color = BLACK

new node. parent.parent.color = RED

root, = bst_rotate right(root, new node.parent.parent)

else: # Przypadki lustrzane
uncle = new_node.parent.parent.left
if uncle and uncle.color = RED: # Przypadek 1 lustrzany
new node.parent.color = BLACK
uncle . color = BLACK
new node. parent.parent.color = RED
new node = new_ node.parent.parent
else: # Przypadek 2 lub 3 — lustrzane
if new _node = new_ node.parent.left :
# Przypadek 2 lustrzany
new node = new_node.parent
root, = bst_ rotate right(root, new node)
# Przypadek 8 lustrzany
new _node.parent.color = BLACK
new node. parent.parent.color = RED

root, = bst rotate left(root, new node.parent.parent)

root .color = BLACK
return root

4.2. Wstawianie wezla

Przy wstawianiu wezta do drzewa RBT wykorzystywana jest funkcja
wstawiania do drzewa BST. Kolor dodanego wezta jest ustawiony na czer-
wony. Jezeli rodzic wstawionego wezta jest czarny, to wtasnosci drzewa RBT
zostaly zachowane. W przeciwnym przypadku wtasno$é nr 4 zostata naru-
szona i nalezy ja przywrocic, co nastepuje w bst_insert fixup.

Listing 4.2. Wstawianie elementu do drzewa RBT.

def rbt_ insert (root, new_ node):
# poczatkowo wstawiamy wezel jak do drzewa BST
root, = bst_insert iteratively(root, new_ node)
# kolor nowo dodanego wezla ustawiamy na czerwony
new_node. color = RED
# przywrocenie wlasciwosci drzewa rbt
root = rbt_insert fixup(root, new_ node)
return root, new_node
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4.3. Przywroécenie wlasnosci drzewa RBT po usunieciu
wezla

Procedura ta zlozona z przekolorowania weztow i rotacji ma na celu przy-
wroci¢ wlasnoscei drzewa czerwono-czarnego po usunieciu elementu. W petli
while mamy do czynienia z 8 przypadkami (4 z nich sa symetryczne do 4
pozostatych w zaleznosci od tego, czy rozwazany w funkcji wezet jest lewym
czy prawym dzieckiem swojego rodzica) [2].

Przypadek 1: Jezeli brat usunietego wezta jest czerwony, to dokonywana
jest zamiana koloréw pomiedzy wezlem brata i rodzica usuwanego wezta oraz
lewa rotacja. Przypadek ten przeksztatca sie w przypadek 2, 3 lub 4.

Przypadek 2: Jezeli brat usunietego wezta i jego synowie sa koloru czar-
nego, to w celu naprawy wtasnosci drzewa brat jest kolorwany na czerwono.
Jesli przypadek 2 nastapit po przejsciu z przypadku 1, to petla sie koni-
czy, gdyz rozwazany wezel kolorowany jest na czerwono i wtasnosci drzewa
CZErwono-czarnego sg przywrocone.

Przypadek 3: Brat usunictego wezta i jego prawy syn sa koloru czarnego, a
lewy syn ma kolor czerwony poprzez zamiane koloru lewego syna i usunietego
wezlta oraz prawa rotacje zostaje przeksztatcony w przypadek 4.

Przypadek 4: Brat usunictego wezla jest czarny, a prawy syn czerwony.
Poprzez przekolorwanie odpowiednich wezlow i lewa rotacje wlasnosci drzewa
zostaja przywrocone i petla sie konczy.

Listing 4.3. Przywro6cenie wlasnosci drzewa RBT po usunieciu wezta.

def rbt delete fixup(root, node, node parent, y is left):
while node != root and (node is None or node.color = BLACK):
w = None
if y_is left:
w = node_ parent.right
if w and w.color =— RED:

# Przypadek 1 — brat usunietego wezla jest czerwony

w.color = BLACK
node parent.color = RED
root, = bst rotate left(root, node parent)
w = node parent.right
if w and ((w.left is None and w.right is None) or \
(w.left and w.left.color = BLACK and \
w.right and w.right.color = BLACK)):
# Przypadek 2 — brat usunietego wezla
# 1 jego synowie Sa czarni
w.color = RED
node = node_parent
elif w:
if w.right is None or w.right.color = BLACK:
# Przypadek 8 — brat usunietego wezla

# 1 jego prawy Ssyn sa czarni, lewy syn czerwony

w.left .color = BLACK
w.color = RED
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(a)

(b)

(c)

(d)

Case 1

Case 2

Case 3

Case 4

o B y o new x = T.root

Rysunek 4.3. Operacja przywrocenia wtasnosci drzewa RBT. Czarne wezly sa
koloru czarnego, ciemnoszare - czerwonego, jasnoszare - moga by¢ czerwone lub
czarne (kolor ten ustala sie w pozniejszych przypadkach/przebiegach petli). (a)
Przypadek 1; (b) Przypadek 2; (c) Przypadek 3; (d) Przypadek 4. Symetryczna

sytuacja gdy x jest prawym dzieckiem i y lewym dzieckiem [2].

root, = bst_ rotate_ right(root, w)
w = node_parent.right
# Przypadek 4 — brat usunietego wezla jest
# czarny, prawy Syn czerwony
w.color = node_ parent.color
node parent.color = BLACK
if w.right:
w.right.color = BLACK
root, = bst_ rotate left(root, node parent)
node = root # aby zakonczyc petle
node parent = None
else: # w nie istnieje
node = root # aby wyjsc z petli
else: # Przypadki lustrzane
w = node parent.left
if w and w.color = RED: # Przypadek 1
w.color = BLACK
node parent.color = RED
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root, = bst_rotate right(root, node parent)
w = node parent.left
if w and ((w.left is None and w.right is None) or \
(w.left and w.left.color = BLACK and \
w.right and w.right.color = BLACK)):
# Przypadek 2
w.color = RED
node = node_ parent
if node = node parent.left:
y _is_left = True
else:
y _is_left = False
elif w:
if w.left.color is BLACK: # Przypadek 3
w.right.color = BLACK
w.color = RED
root, = bst rotate left(root, w)
w = node parent.left
# Przypadek /4
w.color = node_ parent.color
node parent.color = BLACK
if w.left:
w.left .color = BLACK
root, = bst_ rotate right(root, node parent)
node = root # aby wyjsc z petli
node parent = None
else: # w nie istnieje
node = root # aby wyjsc z petli
if node: # wazne przy usuwaniuv ToO0t
node. color = BLACK
return root

4.4. Usuwanie wezla

Procedura ta to niewielka modyfikacja algorytmu usuwania wezta z drze-
wa BST, po ktorej nastepuje przywrdcenie wlasnosci drzewa czerwono-czarnego

po usunieciu wezta [2]. Funkcja zwraca korzen i wezel zastepujacy usuwany
wezel.

Listing 4.4. Usuwanie elementu z drzewa RBT.

def rbt delete(root, node):
if node is None:
return None
y = node
y original color = y.color
y _is_left = False
if y.parent:
if y = y.parent.left:
y is left = True
if node.left is None:
x = node.right
temp = x
if x:
X.parent = y.parent
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X _parent — y.parent

root, = bst_ transplant (root, node, node.right)
elif node.right is None:

x = node. left

temp = x

if x:

X.parent = y.parent
X _ parent — y.parent
root, = bst_ transplant (root, node, node.right)
else:
y = bst_find min(node.right)
temp =y
y original color = y.color
x = y.right
if y.parent == node:
if x:
X.parent = y.parent
X _parent — y.parent
else:
root, = bst_transplant(root, y, y.right)
y.right node.right
if y.right:
y.right .parent =y
root, = bst_ transplant(root, node, y)
y.left = node.left
y.color = node. color
if y.left:
y.left .parent =y
if y is None or y originial color = BLACK:
root = rbt delete fixup(root, x, x parent, y is left)
return root, temp




5. Drzewa AVL

Drzewo AVL (ang. AVL tree) to drzewo BST, w ktorym dla kazdego wezta
wysokosé jego poddrzew dla lewego i prawego potomka rézni sie co najwyzej
o 1. Wezet drzewa AVL to wezel drzewa BST z dodatkowym atrybutem
balance, ktorym jest wspdtczynnik wywazenia (ang. balance factor), czyli roz-
nica wysokosci lewego i prawego poddrzewa. W drzewie AVL warto$¢ tego
wspotczynnika moze wynosi¢é —1, 0 lub +1. Kiedy wspotczynnik przybiera
warto$¢ mniejsza niz —1 lub wieksza niz +1 konieczne jest réwnowazenie
drzewa. Operacje wstawiania i usuwania wezta bazuja na wersji tych procedur

z drzewa BST. Wyszukiwanie w drzewie AVL nie rézni sie od wyszukiwania
w drzewie BST [19].

5.1. Operacja rebalance

Operacja rebalance to procedura polegajaca na wykonaniu sekwencji kro-
kow, ktorych celem jest przywrocenie wtasnosci drzewa AVL. Wlasnosci te
moga zosta¢ zaburzone po wstawieniu wezta lub usunieciu go z prawego lub
lewego poddrzewa. W kazdym z tych przypadkéw, po osiagnieciu przez jakis
wezel (y) wspolezynnika wywazenia rownego —2 lub +2, mozliwe sa kolejne
dwa przypadki: wspotezynnik wywazenia jednego z potomkow (prawego lub
lewego) wezta y moze wynosi¢ —1 lub +1 i wymagaja one pojedynczej lub
podwdjnej rotacji.

W przypadku, gdy y ma wspotczynnik wywazenia rowny —2, za$ jego
lewy potomek ma wspolczynnik rowny —1, konieczna jest prawa rotacja y.

W przypadku, gdy y ma wspotezynnik wywazenia rowny —2, zas jego lewy
potomek (x) ma wspolczynnik réwny +1, konieczna jest podwojna rotacja:
lewa rotacja wezta x, a nastepnie prawa rotacja wezta y.

Tabela 5.1. Zlozonosé¢ obliczeniowa drzew AVL.

AVL Average | Worst case
Space | O(n) O(n)

Search | O(logn) | O(logn)
Insert | O(logn) | O(logn)
Delete | O(logn) | O(logn)
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Rysunek 5.1. Przypadek 1 operacji rebalance w drzewie AVL: y.balance = —2,
y. left .balance = —1 [20].
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w
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Rysunek 5.2. Przypadek 2 operacji rebalance w drzewie AVL: y.balance = —2,
y. left .balance = +1 [20].

Listing przedstawia realizacje operacji rebalance, czli rownowazenie
drzewa AVL [20].

Listing 5.1. Operacja rebalance w drzewie AVL.

def avl rebalance(node): # rownowazenie drzewa
# metoda uzywana w metodach insert i delete
w = None
if y.balance =— —-2:
# przy insert nowy wezel wstawiony jest do lewego poddrzewa,
# przy delete wezel usuniety z prawego poddrzewa

x = y.left
w = x.right
if x.balance = —1: # przypadek 1: balance —1
W= X
x.balance = 0
y.balance = 0
root, = bst_rotate right(root, y)

else: # przypadek 2: balance +1
w = x.right

root, = bst_ rotate left(root, x)
root, = bst_ rotate right(root, y)
if w.balance = —1:

x.balance = 0

y.balance = +1
elif w.balance =— 0:
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x.balance = 0
y.balance = 0

else: # w.balance == +1
x.balance = —1
y.balance = 0
w.balance = 0
elif y.balance =— +2:

# przy insert nowy wezel wstawiony jest do prawego poddrzewa,
# przy delete wezel usuniety z lewego poddrzewa

x = y.right
w = y.left
if x.balance = +1: # przypadek 1 lustrzany: balance +1
W= X
x.balance = 0
y.balance = 0
root, = bst_ rotate left(root, y)

else: # przypadek 2 lustrzany: balance —1
w = x.left

root, = bst_ rotate right(root, x)
root, = bst_ rotate left(root, y)
if w.balance — +1:

x.balance = 0

y.balance = —1
elif w.balance = O0:

x.balance = 0
y.balance = 0
else: # w.balance == +1
x.balance = +1
y.balance = 0
w.balance = 0
return root

5.2. Operacja update

Operacja update stuzy do zaktualizowania wspolczynnika wywazenia po
dodaniu wezta do drzewa AVL. Wezel y to ostatnio odwiedzony wezel o wspol-
czynniku wywazenia réznym od zera na drodze od korzenia do nowego wezta.
Niektore 7zrodta podaja, ze aktualizacji przy wstawieniu nalezy dokonaé¢ od
wstawionego wezta az do korzenia, ale nie jest to konieczne. Listing [5.2] przed-
stawia operacje aktualizowania wspotczynnikéw wywazenia po wstawieniu
wezta do drzewa AVL [20].

Listing 5.2. Operacja update w drzewie AVL.

def avl update(node, y): # aktualizacja wspolczynnika balance
while node != y:

parent = node.parent
if parent.left =— node:
parent .balance — 1
else:
parent .balance += 1
node = parent
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5.3. Wstawianie wezla

Na listingu przedstawiona jest iteracyjna wersja algorytmu wstawiania
wezta do drzewa AVL. Najpierw ma miejsce iteracyjne wstawienie do drzewa
BST, a po nim operacje update oraz rebalance. Funkcja zwraca korzen oraz

nowy wezet [20].

Listing 5.3. Wstawianie wezta do drzewa AVL.

def avl insert(top, new node):
# poczatkowo wstawiamy wezel jak do drzewa BST

root, = bst_insert iteratively(root, new_ node)
y = new_node
while y != root: # poszukiwanie ostatnio odwiedzonego wezla,

# ktorego balance jest rozny 0
# potrzebny do metody update
# jest to poziom, do ktorego
# (przechodzac od nowo wstawionego wezla do gory)
# nalezy zaaktualizowac wspolczynnik balance
y — y.parent
if y.balance: # rozny od 0
break
# wywolanie metody update oraz rebalance
avl _update (new_node, y)
root = avl rebalance(root, y)
return root, new_node

5.4. Usuwanie wezla

Listing przedstawia algorytm usuwania wezta z drzewa AVL. Na po-
czatku nalezy znalez¢ nastepnik usuwanego wezla, nastepnie wezel zostaje
usuniety algorytmem z drzewa BST. Po tej operacji nalezy zbalansowaé drze-
wo, jesli warunki zostaly naruszone - w przeciwienstwie do operacji avl_insert,
nalezy to zrobi¢ na catej drodze od wezta, ktory zastgpit usuwany az do
korzenia, pamietajac o wczesniejsze] aktualizacji wspolczynnika wywazenia
kazdego odwiedzonego wezta. Operacja rebalance po usunieciu wezla jest
tozsama z operacja rebalance po wstawieniu nowego wezta. Funkcja zwraca
korzeri oraz wezel zastepujacy usuniety wezel [20)].

Listing 5.4. Usuwanie wezta z drzewa AVL.

def avl delete(root, node):
if node is None:
return node
u = bst_ find successor(root, node)
# poczatkowo wusuwamy jak 2z drzewa BST
root, = bst_delete(root, node)
# nastepnie nalezy zbalansowac drzewo
# jesli warunek drzewa AVL zostal naruszony
succ = bst_find successor(root, node) # potrzeba zaaktualizowac
# balance nastepnika , gdyz przemiesci sie on na sciezke
# od usunietego wezla do korzenia
if succ:
succ.balance = btree height(succ.right) — \
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btree height (succ.left)
q = node.parent
if u:
u.balance = btree height (u.right) — btree height (u.left)
if q is None:

q=u

while q:
q.balance = btree height(q.right) — btree height(q.left)
root = avl rebalance(root, q)

q = (q.parent
if u:

return root, u
return root, None




6. Drzewa splay

Drzewo splay (ang. splay tree), drzewo rozchylane, drzewo Sleatora-Tarjana
to samoorganizujace sie binarne drzewo poszukiwan [21]. Wezet drzewa splay
nie potrzebuje zadnych dodatkowych danych, jest to podstawowy wezel z drze-
wa BST. Wykonywanie podstawowych operacji (wstawianie, wyszukiwanie,
usuwanie) na tym drzewie wigze sie z wywolaniem procedury splay, ktora
przemieszcza wybrany wezel w gore do korzenia. Operacja splay powoduje,
ze czescie] uzywane wezly sa umieszezone blizej korzenia [22].

6.1. Operacja splay

Operacja splay to procedura polegajaca na wykonaniu sekwencji krokow,
z ktorych kazdy przybliza element, na ktéorym zostata ona wykonana, do
korzenia. Wyrdzniamy trzy przypadki krokow tej procedury, kazdy z nich
polega na wykonaniu pojedynczej lub podwo6jnej rotacji - kroki te nazywane
sa 219, 21g-2ig, Oraz 21g-2a4.

Operacja zig: Wezel x ma rodzica, ale nie ma dziadka - w tym przypadku
wykonujemy rotacje rodzica - prawa jesli x jest lewym dzieckiem y, lewg jesli
x jest prawym dzieckiem y.

Operacja zig-zig: Wezet x i jego rodzic y s3 oboje lewymi lub oboje pra-
wymi dzie¢mi swoich rodzicéw - w tym przypadku wykonujemy podwdjng
rotacje: prawej dziadka i prawej rodzica jesli wspomniane wezty sa lewymi
dzie¢mi, lewej dziadka i lewej rodzica w przeciwnym przypadku.

Operacja zig-zag: Jeden z wezléow x i y jest lewym dzieckiem, a drugi
prawym - w tym przypadku wykonujemy podwojnej rotacji: lewej i prawej
rodzica x, jesli x jest prawym dzieckiem y, prawej i lewej rodzica x w prze-
ciwnym przypadku.

Tabela 6.1. Zlozonosé¢ obliczeniowa drzew splay.

Splay | Average | Worst case
Space | O(n) O(n)
Search | O(logn) | O(n)
Insert | O(logn) | O(n)
o( O(n)

Delete n




(a) (b)

Rysunek 6.1. Operacja zig w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna sytu-
acja, gdy x jest poczatkowo lewym dzieckiem y [22].

Rysunek 6.2. Operacja zig-zig w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna
sytuacja, gdy x iy sa lewymi dzie¢mi [22].

Listing [6.1] przedstawia operacje splay w drzewie splay [22].

Listing 6.1. Operacja splay w drzewie splay.
def splay splay(root, node):
while True: #przesuwamy wezel do korzenia

if node.parent is None: # node jest juz rootem
break

# ZIG — node nie ma dziadka
if node.parent.parent is None: # ojcem mnode jest korzen — ZIG

if node.parent.left = node:

root, — bst_rotate right(root, node.parent)
else:

root, = bst_rotate left(root, node.parent)

break # po powyzszych rotacjach node juz jest korzeniem
# ZIG-ZIG mnode i jego rodzic sa oboje lewymi dziecmi lub oboje
# prawymi dziecmi swoich rodzicow

if node.parent.parent.left — node.parent and \
node. parent.left = node: # prawy ZIG-ZIG
root, = bst_ rotate right(root, node.parent.parent)
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(b)

Rysunek 6.3. Operacja zig-zag w drzewie splay: (a) przed; (b) po. Symetryczna
sytuacja, gdy x jest prawym dzieckiem i y lewym dzieckiem [22].

root, = bst_ rotate right(root, node.parent)
continue
if node.parent.parent.right =— node.parent and \
node. parent .right = node: # lewy ZIG-ZIG
root, = bst rotate left(root, node.parent.parent)
root, = bst rotate left(root, node.parent)
continue

# ZIG—ZAG — jeden sposrod node i jego rodzica jest lewym dzieckiem

# a drugi prawym
if node.parent.right = node: # lewy ZIG, prawy ZAG

root, = bst rotate left(root, node.parent)

root , = bst_rotate right(root, node.parent)
else: # prawy ZIG, lewy ZAG

root, = bst_rotate right(root, node.parent)

root, = bst rotate left(root, node.parent)

return root

6.2. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie

Listing przedstawia iteracyjna wersje algorytmu wyszukiwania do-
wolnego klucza w drzewie splay. Sktada sie on z wyszukiwania iteracyjnego
w drzewie BST, wzbogaconego o lacze do rodzica rozwazanego w danym
momencie wezta. Jesli wezel zostanie znaleziony w drzewie, to nastepnie jest
na nim wykonywana operacja splay, w przeciwnym przypadku poddajemy
operacji splay li$¢, na ktorym zakonczyto sie nieudane wyszukiwanie. Funkcja
zwraca korzen drzewa [22].

Listing 6.2. Wyszukiwanie dowolnego klucza w drzewie splay.

def splay search(root, data):
if root:
parent = None
node = root
while node and node.data != data:
parent = node
if data < node.data:
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node = node. left
else: # data > node.data
node = node.right
if node: # wezel o zadanym kluczu jest w drzewie
root = splay splay(root, node)
else: # wezla o zadanym kluczu nie ma w drzewie
root = splay splay(root, parent)
return root # jesli drzewo jest puste

6.3. Wstawianie wezla

Listing przedstawia iteracyjna wersje algorytmu wstawiania wezta do
drzewa splay. Sktada sie on z iteracyjnego wstawienia do drzewa BST, po kto-
rym nastepuje operacja splay na wstawionym wezle. Funkcja zwraca korzen
drzewa i wstawiony wezel [22].

Listing 6.3. Wstawianie wezta do drzewa splay.

def splay insert(root, new_ node):
# poczatkowo wstawiamy wezel jak do drzewa BST

root, = bst insert(root, new_ node)
# mastepnie wykonujemy metode splay
root = splay splay(root, new_ node)

return root, new_node

6.4. Usuwanie wezla

Listing przedstawia algorytm usuwania wezta z drzewa splay. Jesli
usuwany wezel znajduje sie w drzewie, to najpierw wykonywana jest na nim
operacja splay [6.1] a nastepnie wezel ten zostaje usuniety algorytmem z drze-
wa BST i zwrocony przez metode. W przeciwnym wypadku zostaje zwrocona
wartos¢ None [21].

Listing 6.4. Usuwanie wezta z drzewa splay.

def splay delete(root, node):

if node:
root = splay splay(root, node)
root, = bst_ delete(root, node)

return root, root
return root, node




7. Podsumowanie

W ramach pracy przygotowano implementacje w jezyku Python dla czte-
rech rodzajow drzew binarnych. Podstawowym rodzajem drzew sa drzewa
BST, na ktorych mozna wykonywaé¢ operacje wstawiania, usuwania, wyszu-
kiwania elementow, oraz wyszukiwania poprzednika, nastepnika, elementu
najmniejszego i najwiekszego. Jezeli drzewa BST sa zrownowazone, to poda-
ne operacje sg realizowane wydajnie. W pesymistycznych przypadkach tak
nie jest, dlatego nastepne trzy rodzaje drzew wprowadzaja rézne modyfika-
cje poprawiajace sytuacje. Mamy drzewa czerwono-czarne, drzewa AVL, oraz
drzewa splay.

W pracy przygotowano dwa rodzaje implementacji dla kazdego rodzaju
drzew. Pierwsza implementacja to cztery klasy, po jednej dla kazdego rodzaju
drzewa binarnego. Klasa BinarySearchTree jest klasa bazowa dla pozostatych
trzech klas: RedBlackTree, AVLTree, SplayTree. W kodzie obiektowym tatwo moz-
na przesledzi¢ jakie zmiany wprowadza nowy rodzaj drzewa, a ktore operacje
sg dziedziczone bez zmian.

Druga implementacja to zestaw funkcji, ktore w zamierzeniu maja zaste-
powaé typowy pseudokod z podrecznikéow informatyki. Nazwy funkcji ma-
ja odpowiedni przedrostek, stanowiacy rodzaj przestrzeni nazw dla kazdego
rodzaju drzewa. Tutaj réwniez mozna tatwo przesledzi¢ pochodzenie danej
operacji na drzewie binarnym.

Oba rodzaje implementacji zostaly pokryte testami jednostkowymi z uzy-
ciem standardowego modulu unittest.

Przygotowane implementacje moga zosta¢ wzbogacone tak, aby pomoc
w rozwiazywaniu innych probleméw. Przyktadowo drzewa czerwono-czarne
moga stac sie baza dla struktury danych umozliwiajacej wyznaczanie staty-
styk pozycyjnych na zbiorze dynamicznym. Ta struktura danych nosi nazwe
drzewa statystyk pozycyjnych |2]. Drzewa czerwono-czarne sa takze uzywane
do stworzenia drzew przedziatowych, ktére implementuja operacje na dyna-
micznych zbiorach przedzialow na osi liczbowej [2]. Mozemy przyktadowo
szybko znajdowaé przedzialy majace czesé¢ wspélna z danym przedziatem.
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A. Klasy dla wezléw drzew

Modut treenodes zawiera klasy reprezentujace wezty dla réznych rodzajow
drzew binarnych opisywanych w pracy. W przypadku drzew czerwono-czarnych
skorzystano z modutu termcolor do kolorowania weztow przy ich wyswietlaniu
na konsoli. Zawarto$¢ staltych RED, BLACK dobrano tak, aby dobrze wspol-
pracowaly z modutem termcolor.

Listing A.1. Modut treenodes.

#!1/usr/bin/python
from termcolor import colored

class Node:

def  init (self, data=None, left=None, right=None, parent=None):
self.data = data
self.left = left
self.right = right
self.parent = parent

def  str (self):

return str(self.data)
RED, BLACK = ’red’, None
class RBTNode(Node):

def  init (self, data—None, left=None, right=None, parent—=None, color=RED):
Node. init _ (self, data, left , right, parent)
self.color = color

def  str (self):

return colored (Node. _str(self), self.color)

class AVLNode(Node):

def  init (self, data=None, left=None, right=None, parent=None, balance=0):
Node. init__ (self, data, left, right, parent)
self.balance = balance #—1,0,+1

def st (self):

return " {}({})" .format (self.data, self.balance)
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B. Testy algorytméw

Na wykresie |B.1| przedstawiona jest zaleznos¢ czasu od ilosci weztéw pod-
czas tworzenia drzew, gdy dane posortowane sa rosnaco. Algorytm DSW
zwieksza czas tworzenia drzewa BST, ale zyskujemy na szybkosci innych ope-
racji, ktore mozna wykonaé¢ na drzewie. Najszybciej budowane jest drzewo
splay, za$ drzewa RBT i AVL powstaja w czasie okoto dwa razy dtuzszym.

Na wykresie przedstawiona jest wysokosé¢ drzew zbudowanych z da-
nych posortowanych rosngco. W tym zestawieniu drzewa BST i splay wypa-
daja fatalnie, sa mocno niezréwnowazone, czego nalezato oczekiwaé. Mimo
niewielkiej r6znicy w wysokosci tworzonych drzew, drzewa RBT wypadaja
odrobine stabiej na tle idealnych drzew BST i AVL.

Na wykresie |B.3| przedstawiona jest zaleznos¢ czasu od liczby weztow
podczas tworzenia drzew z danych w kolejnosci losowej. Wida¢ ponownie, ze
wywotanie algorytmu DSW zwieksza czas tworzenia drzewa BST. Najdtuzej
sa budowane drzewa splay, zas czasy dla drzew RBT i AVL ponownie sg
porownywalne.

Na wykresie przedstawiona jest wysokosé¢ drzew zbudowanych z da-
nych utozonych w kolejnosci losowej. W tym zestawieniu drzewa BST i drzewa
splay ponownie wypadaja najgorzej. Tym razem idealne drzewo BST w kaz-
dym z przypadkéw ma najmniejsza wysokosé. Drzewa RBT i AVL sg mniej
wiecej porownywalne pod tym wzgledem, przy czym lekka przewage maja
drzewa AVL.

W tabeli zaprezentowano czasy trzykrotnego wyszukania tego samego
wylosowanego klucza (27). W drzewie jest 1000 weztéw. Dane przed wstawie-
niem do drzewa byly uporzadkowane rosnaco. Iteracyjne czasy dla BST +
DSW oraz RBT sa podobne (korzystaja z tej samej funkeji), z czego mozna
wnioskowaé, ze sa najlepiej zbalansowane dla takich danych. Wyraznie wi-
dac, ze pierwsze wyszukanie w drzewie splay trwa znacznie dtuzej niz drugie
i trzecie, kiedy to szukany klucz znajduje sie w korzeniu.

W tabeli zaprezentowano czasy trzykrotnego wyszukania tego samego
wylosowanego klucza (579). W drzewie jest 1000 wezlow. Dane przed wsta-
wieniem do drzewa byly utozone losowo. Z poréwnania danych wynika, ze dla
danych utozonych losowo drzewo BST stalo sie catkiem dobrym drzewem.
Dla takich danych drzewa RBT i AVL w wyszukiwaniu iteracyjnym daja
podobne wyniki. Znowu zauwazalna jest réznica miedzy czasem pierwszego
wyszukania klucza, a drugim i trzecim wyszukaniem w drzewie splay.
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Dane posortowane rosngco

0,05 = BST

= BST+DSW
= RBT

- AVL

= SPLAY

czas

100 200 300 400 500

liczba wezlow

Rysunek B.1. Zaleznos¢ czasu od liczby weztéw podczas tworzenia drzew, gdy
dane sg posortowane rosnaco.
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Rysunek B.2. Wysokos¢ drzew zbudowanych z danych posortowanych rosnaco.
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Dane losowe

0,02 = BST
= BST+DSW
= RBT
0,015 - AVL
= SPLAY

0,01

Cczas

0,005

liczha weziow

Rysunek B.3. Zaleznos¢ czasu od liczby weztéw podczas tworzenia drzew, gdy
dane sa w kolejnosci losowej.
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Rysunek B.4. Wysokos¢ drzew zbudowanych z danych w kolejnodci losowe;.
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Tabela B.1. Trzykrotne wyszukanie tego samego wylosowanego klucza (912) - dane
przed wstawieniem do drzewa byly uporzadkowane. W drzewie jest 1000 weztow.
Dane w tabeli sa podane w mikrosekundach.

BST (rekurencja) 793 | 625 | 609
BST (iteracja) 2057 | 2293 | 2211
BST + DSW (rekurencja) | 8 154 | 11
BST + DSW (iteracja) 27 |27 | 36

RBT (rekurencja) 7 27 |7
RBT (iteracja) 113 | 42 81
AVL (rekurencja) 35 A7 21
AVL (iteracja) 105 |19 103
splay 110212 | 15

Tabela B.2. Trzykrotne wyszukanie tego samego wylosowanego klucza (579) - dane
przed wstawieniem do drzewa zostaly pomieszane. W drzewie jest 1000 wezlow.
Dane w tabeli sg podane w mikrosekundach.

BST (rekurencja) 28 | 13|22
BST (iteracja) 62 | 66 | 57
BST + DSW (rekurencja) | 10 | 13 | 26
BST + DSW (iteracja) 50 | 33| 34

RBT (rekurencja) 25 |58 |25
RBT (iteracja) 46 | 50 | 61
AVL (rekurencja) 70 | 38|70
AVL (iteracja) 47 | 71183
splay 257 | 18 | 18
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