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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wybranych algoryt-
mów dla problemu kliki. Powstaªo szereg narz¦dzi pomocniczych potrzebnych
do wydajnego dziaªania algorytmów wyszukuj¡cych kliki. Zaimplementowano
generatory zbioru pot¦gowego, wszystkich klik, wszystkich klik z k wierzchoª-
kami, wszystkich trójk¡tów w gra�e. S¡ dost¦pne dwa sposoby wyznaczania
wspóªczynnika klastrowania sieci. Ulepszono cztery algorytmy wyznaczania
maksymalnego zbioru niezale»nego (mo»na ustala¢ wierzchoªek startowy).

Zaimplementowano algorytmy wyznaczania kliki maksymalnej lub naj-
wi¦kszej: prosty algorytm sprawdzaj¡cy wszystkie kliki, algorytm rosn¡cej
kliki, algorytm zbiorów niezale»nych, algorytm Boppany i Halldorssona.

Zaimplementowano cztery wersje algorytmu Brona-Kerboscha do znajdo-
wania klik maksymalnych: wersj¦ klasyczn¡, dwa warianty z punktem podzia-
ªu (punkt przypadkowy, punkt o najwi¦kszym stopniu), oraz wersj¦ z upo-
rz¡dkowaniem degeneracji.

Wszystkie algorytmy posiadaj¡ testy jednostkowe, a dla wybranych algo-
rytmów sprawdzono ich praktyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

Sªowa kluczowe: grafy, problem kliki, klika maksymalna, klika najwi¦ksza,
zbiór niezale»ny, zbiór pot¦gowy
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English title: Study of the clique problem with Python

Abstract

Python implementation of selected graph algorithms for the clique problem
is presented. A few tools are created that are used in fast clique �nding
algorithms. Generators for a power set, all cliques, all cliques with k nodes,
and all triangles are implemented. Two methods for �nding a clustering coef-
�cient are available. Four algorithms for �nding a maximal independent set
are improved (the starting node can be set).

Several algorithms for �nding maximal or maximum cliques are imple-
mented: a simple algorithm checking all cliques, the algorithm with a growing
clique, the independent sets algorithm, and the Boppana and Halldorsson
algorithm.

Four versions of the Bron-Kerbosh algorithm for �nding maximal cliques
are implemented: the classic version, two variants involving a pivot vertex
(a random pivot, a maximum degree pivot), and the version with the dege-
neracy ordering.

All algorithms have own unit tests and for some algorithms the real com-
putational complexity was checked.

Keywords: graphs, clique problem, maximal clique, maximum clique, in-
dependent set, power set
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest problem kliki [1]. Jest to w istocie rodzina
problemów zwi¡zanych z wyszukiwaniem w danym gra�e podgrafu b¦d¡cego
grafem peªnym. Do tej rodziny problemów nale»¡ mi¦dzy innymi:
� Znajdowanie najwi¦kszej kliki, czyli kliki o najwi¦kszej liczbie wierzchoª-

ków.
� Znajdowanie kliki o najwi¦kszej wadze w gra�e wa»onym Tutaj ka»dy

wierzchoªek grafu (rzadziej kraw¦d¹) ma przyporz¡dkowan¡ wag¦.
� Wypisywanie wszystkich klik maksymalnych, czyli klik nie zawieraj¡cych

si¦ w wi¦kszej klice.
� Wypisywanie jednej lub wszystkich klik o rozmiarze k.
Problem kliki znajduje swoje zastosowanie w badaniach sieci spoªeczno±cio-
wych, w bioinformatyce, czy w chemii obliczeniowej. W samej teorii grafów
rozmiar najwi¦kszej kliki jest dolnym ograniczeniem na liczb¦ chromatyczn¡
grafu.

Problem kliki jest klasycznym problemem NP-zupeªnym, czyli prawie nie
ma szans na znalezienie dla niego algorytmu o zªo»ono±ci wielomianowej.
W ogólnym przypadku znane s¡ ró»ne algorytmy o zªo»ono±ci wykªadniczej,
natomiast dla pewnych szczególnych rodzin grafów znaleziono algorytmy wie-
lomianowe.

1.1. Cele pracy

Celem pracy jest implementacja ró»nych algorytmów zwi¡zanych z pro-
blemem kliki, a tak»e sprawdzenie ich wydajno±ci dla ró»nego rodzaju grafów.
Do zapisu algorytmów zostaª u»yty j¦zyk Python [2]. Zalet¡ u»ycia tego j¦-
zyka jest bogata biblioteka standardowa, mnogo±¢ dost¦pnych dodatkowych
moduªów, czytelna i zwi¦zªa skªadnia. Kod programu w j¦zyku Python ma
form¦ bardzo zbli»on¡ do pseudokodu. Cecha ta pozwala skupi¢ si¦ na al-
gorytmie oraz sposobie jego dziaªania, zamiast na rozszyfrowywaniu skªadni
oraz mechanizmów u»ytego j¦zyka programowania.

1.2. Organizacja pracy

Tre±¢ pracy jest zorganizowana w nast¦puj¡cy sposób. Rozdziaª 1 zawiera
krótkie wprowadzenie i cele pracy. Rozdziaª 2 wprowadza podstawowe poj¦-
cia z teorii grafów, z których korzystano w dalszej cz¦±ci pracy. Rozdziaª 3
opisuje implementacj¦ w j¦zyku Python najwa»niejszych struktur grafowych.
Najwi¦kszy w pracy rozdziaª 4 po±wi¦cony jest algorytmom grafowym zwi¡-
zanym z problemem kliki. Zaprezentowano równie» du»y zestaw pomocni-
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czych funkcji do wyznaczania ró»nych zestawów obiektów (zbiory pot¦gowe,
kliki). Rozdziaª 5 zawiera podsumowanie pracy. W dodatku A zebrano wyniki
testów zaimplementowanych algorytmów.
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2. Teoria grafów

Teoria grafów to dziaª matematyki oraz informatyki zajmuj¡cy si¦ ba-
daniem wªa±ciwo±ci grafów [3], [4], [5]. Informatyka w du»ej mierze zajmuje
si¦ tworzeniem algorytmów pozwalaj¡cych okre±li¢ ró»ne wªa±ciwo±ci bada-
nego grafu. Algorytmy te sªu»¡ do rozwi¡zywania wielu praktycznych zada«,
cz¦sto w bardzo szerokim zakresie dziedzin, takich jak m.in.: ekonomia, so-
cjologia, bankowo±¢, czy problemów zwi¡zanych z optymalizacj¡. Ju» w 1736
Leonhard Euler badaª zagadnienia zwi¡zane z grafami, byªo to zagadnienie
mostów królewieckich.

2.1. Grafy skierowane i nieskierowane

Grafem prostym (ang. simple graph) nazywamy uporz¡dkowan¡ par¦ wierz-
choªków G = (V,E), w skªad której wchodzi zbiór wierzchoªków V , oraz zbiór
kraw¦dzi E wyznaczaj¡cych poª¡czenia pomi¦dzy wierzchoªkami. Multigrafy

mog¡ zawiera¢ p¦tle przy wierzchoªkach i kraw¦dzie równolegªe (kraw¦dzie
ª¡cz¡ce te same dwa wierzchoªki).

Graf skierowany (ang. directed graph) jest to rodzaj grafu, którego zbiór
kraw¦dzi zawiera kraw¦dzie skierowane. Jest dobrze okre±lony wierzchoªek
pocz¡tkowy i wierzchoªek ko«cowy. Kraw¦dzie skierowane w gra�e mog¡ sªu-
»y¢ do ukazania kierunku poruszania si¦ pomi¦dzy wierzchoªkami, kierunku
przepªywu danych, itp.

Graf nieskierowany (ang. undirected graph) jest to graf, którego zbiór kra-
w¦dzi zawiera kraw¦dzie nieskierowane. Mówimy, »e dwa wierzchoªki nale»¡-
ce do kraw¦dzi s¡ s¡siednie. Istnieje mo»liwo±¢ przechodzenia przez kraw¦d¹
w obu kierunkach.

Stopie« wierzchoªka w gra�e nieskierowanym jest to liczba kraw¦dzi spo-
tykaj¡cych si¦ w danym wierzchoªku. P¦tla wªasna przy wierzchoªku liczy
si¦ podwójnie. W gra�e skierowanym mo»na wyró»ni¢ stopie« wychodz¡cy i
stopie« przychodz¡cy.

2.2. Kliki

Dla grafu nieskierowanego G = (V,E) okre±lamy klik¦ jako podzbiór zbio-
ru wierzchoªków V , który indukuje podgraf b¦d¡cy grafem peªnym. Klika
maksymalna (ang. maximal clique) nie jest podzbiorem wi¦kszej kliki. Kli-
ka najwi¦ksza (ang. maximum clique) jest to klika o najwi¦kszej liczno±ci
w gra�e. Rozmiar najwi¦kszej kliki w gra�e G (ang. clique number) oznacza
si¦ przez ω(G) [6]. Termin klika pochodzi z artykuªu wykorzystuj¡cego grafy
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peªne w sieciach spoªeczno±ciowych do opisu klik ludzi, czyli grupy ludzi
znaj¡cych siebie nawzajem [7].

Problem znalezienia najwi¦kszej kliki jest w ogólno±ci NP-zupeªny. Jed-
nak dla pewnych rodzin grafów istniej¡ rozwi¡zania wielomianowe. S¡ to
przykªadowo grafy dwudzielne, grafy regularne, grafy planarne [8]. Dla tych
rodzin grafów istnieje ograniczenie na mo»liwy rozmiar najwi¦kszej kliki.

2.3. Zbiory niezale»ne

Dla grafu nieskierowanego G = (V,E) okre±lamy zbiór niezale»ny (ang.
independent set) jako podzbiór zbioru wierzchoªków V , w którym »adna para
wierzchoªków nie jest poª¡czona kraw¦dzi¡ [9]. Maksymalny zbiór niezale»ny
(ang. maximal independent set) nie jest podzbiorem innego zbioru nieza-
le»nego. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny (ang. maximum independent set) jest
zbiorem niezale»nym o najwi¦kszej liczno±ci w gra�e.

Zbiór niezale»ny jest przeciwie«stwem kliki. Wierzchoªki zbioru niezale»-
nego w gra�e G tworz¡ klik¦ w dopeªnieniu grafu (ang. complement graph),
czyli w gra�e Ḡ. St¡d problem znalezienia najwi¦kszego zbioru niezale»nego
jest równowa»ny problemowi znalezienia najwi¦kszej kliki.

Warto zauwa»y¢, »e problem kliki i problem zbioru niezale»nego maj¡ inne
wªa±ciwo±ci, kiedy zaw¦zimy si¦ do pewnych rodzin grafów. Przykªadowo dla
grafów planarnych problem kliki mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie wielomiano-
wym [10], podczas gdy problem zbioru niezale»nego pozostaje NP-trudny.

2.4. Grafy planarne

Graf planarny (ang. planar graph) jest to graf, który mo»e by¢ nary-
sowany na pªaszczy¹nie tak, »e jego kraw¦dzie nie b¦d¡ si¦ przecina¢ [11].
Twierdzenie Kuratowskiego (1930) mówi, »e grafy planarne nie mog¡ zwiera¢
podgrafu homeomor�cznego z grafem peªnym K5, ani z grafem dwudzielnym
peªnym K3,3. St¡d mo»na wywnioskowa¢, »e najwi¦ksze mo»liwe kliki w gra-
fach planarnych b¦d¡ odpowiadaªy grafowi peªnemu K4.

2.5. Grafy doskonaªe

Graf doskonaªy (ang. perfect graph) jest to graf w którym liczba chroma-
tyczna ka»dego podgrafu indukowanego jest równa rozmiarowi najwi¦kszej
kliki tego podgrafu [12]. Dla grafów doskonaªych problem kliki ma rozwi¡za-
nie dziaªaj¡ce w czasie wielomianowym. Przykªadowe klasy grafów doskona-
ªych:

� grafy dwudzielne (ang. bipartite graphs),
� grafy kraw¦dziowe uzyskane z grafów dwudzielnych,
� grafy przedziaªowe (ang. interval graphs) [13],
� grafy ci¦ciwowe (and. chordal graphs).
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3. Implementacja grafów

Kod w j¦zyku Python w naszej pracy powstaª przy wykorzystaniu biblio-
teki grafowej rozwijanej w Instytucie Fizyki UJ [14]. Konieczne okazaªo si¦
rozszerzenie interfejsu grafów o now¡ metod¦ complement(), która zwraca do-
peªnienie danego grafu. Metod¦ wykorzystano do wyznaczania maksymalnej
kliki w gra�e. Drugie rozszerzenie interfejsu grafów to metoda subgraph(nodes),
która zwraca podgraf indukowany. Dalej przedstawimy najwa»niejsze cechy
biblioteki.

11

15:2106174572



3.1. Grafowe struktury danych

Poni»ej poka»emy jak zaimplementowano wybrane obiekty grafowe w roz-
wijanej bibliotece grafowej.

Wierzchoªek: Obiekt hashowalny.

Kraw¦d¹: Instancja klasy Edge.

Graf: Instancja klasy Graph.

Multigraf: Instancja klasy MultiGraph.

Algorytm: Klasa z typowymi metodami __init__ do inicjalizacji danych i
run do wªa±ciwej pracy. Wyniki dziaªania algorytmu s¡ zapisane w odpowied-
nich atrybutach klasy.

Drzewo rozpinaj¡ce: Instancja klasy Graph lub sªownik parent z (node, node)
lub (node, None) dla korzenia.

Klika: Zbiór wierzchoªków clique lub sªownik z (node, bool).

Zbiór niezale»ny: Zbiór wierzchoªków independent_set lub sªownik z (node, bool).

Pokrycie wierzchoªkowe: Zbiór wierzchoªków node_cover lub sªownik z
(node, bool).

Pokrycie kraw¦dziowe: Zbiór kraw¦dzi edge_cover, ale edge.source < edge.target.

Skojarzenie: Zbiór kraw¦dzi lub sªownik mate z (node, node) lub (node, None).
Inna mo»liwo±¢ to sªownik mate z (node, edge) (kraw¦d¹ do drugiego wierzchoª-
ka z pary) lub (node, None).

Kolorowanie wierzchoªków: Sªownik color z (node, int) lub (node, None)

przy braku koloru. Kolory s¡ numerowane od 0 w gór¦.

Kolorowanie kraw¦dzi: Sªownik color z (edge, int) lub (edge, None) przy
braku koloru, ale edge.source < edge.target. Kolory s¡ numerowane od 0 w gó-
r¦. Dla multigrafów kraw¦dzie musz¡ by¢ unikalne, tzn. przy kraw¦dziach
równolegªych musz¡ by¢ ró»nice w atrybucie edge.weight.
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3.2. Przykªadowe obliczenia

Przykªadowa sesja interaktywna.

>>> from edges import Edge
>>> from graphs import Graph
>>> from f a c t o r y import GraphFactory
>>> graph_factory = GraphFactory (Graph )
>>> G = graph_factory .make_random(10 , False , 0 . 5 )

# Wyznaczanie k l i k i maksymalnej .
>>> from maximalc l ique import MaximalClique
>>> algor i thm = MaximalClique (G)
>>> algor i tm . run ( )
>>> algor i tm . c l i q u e # k l i k a maksymalna

# Algorytm Boppany i Ha l ldorssona .
>>> from i s e t ramsey import MaximalCliqueRamsey
>>> algor i thm = MaximalCliqueRamsey ( s e l f .G)
>>> algor i thm . run ( )
>>> algor i tm . c l i q u e # k l i k a maksymalna

# Algorytm Brona−Kerboscha .
>>> from bronkerbosch import Class icBronKerbosch
>>> algor i thm = Class icBronKerbosch (G)
>>> algor i tm . run ( )
>>> algor i tm . c l i q u e s # l i s t a k l i k maksymalnych
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4. Algorytmy

W pewnych algorytmach zwi¡zanych z klikami zachodzi potrzeba gene-
rowania zbioru pot¦gowego dla danego zbioru wierzchoªków grafu. Dlatego
w ramach pracy stworzono funkcje realizuj¡ce to zadanie.

4.1. Wyznaczanie zbioru pot¦gowego

Zbiór pot¦gowy 2X (ang. power set) jest to zbiór wszystkich podzbio-
rów danego zbioru X [15]. Je»eli X jest zbiorem n-elementowym, to zbiór
pot¦gowy ma 2n elementów, st¡d oznaczenie symboliczne 2X .

Przy tworzeniu zbioru pot¦gowego wygodnie jest operowa¢ zbiorem w po-
staci listy Pythona. W zastosowaniach zwykle nie potrzebujemy od razu caªe-
go zbioru pot¦gowego, tylko chcemy przetwarza¢ po kolei wszystkie podzbio-
ry. Optymalnym rozwi¡zaniem jest iterator po podzbiorach iter_power_set().
Warto zwróci¢ uwag¦ na jego struktur¦ rekurencyjn¡, która prawie odtwarza
matematyczn¡ de�nicj¦ zbioru pot¦gowego. Przykªady innych implementacji
w j¦zyku Python mo»na znale¹¢ w serwisie Rosetta Code [16]. Istotnie ró»nym
podej±ciem jest wykorzystanie reprezentacji binarnej ró»nych podzbiorów da-
nego zbioru.

Listing 4.1. Moduª powersets.
#!/ usr / b in /python

import sys

def i ter_power_set (L ) :
"""Generuje w s z y s t k i e podzb iory danego z b i o ru . """
# Glebokosc r e ku r en c j i rowna s i e l en (L ) .
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( l en (L) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )
i f l en (L) == 0 :

yield [ ]
else :

item = [L [ 0 ] ]
for subset in i ter_power_set (L [ 1 : ] ) :

yield subset
yield subset + item

4.2. Wyznaczanie wszystkich klik

Sprawdzenie, czy dany zbiór k wierzchoªków tworzy klik¦ jest proste, mo»-
na to zrobi¢ w czasie O(k2). Zadanie to realizuje funkcja is_clique().
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Listing 4.2. Funkcja testuj¡ca klik¦.

from edges import Edge

def i s_c l i qu e ( graph , nodes ) :
""" Sprawdzenie czy z b i o r wierzcho lkow tworzy k l i k e . """
i f l en ( nodes ) == 0 : # zb i o r pus ty to nie k l i k a

return False
for node1 in nodes :

for node2 in nodes :
i f node1 < node2 :

i f not graph . has_edge (Edge ( node1 , node2 ) ) :
return False

return True

Najprostszy algorytm siªowy wyznaczania wszystkich klik polega na testo-
waniu wszystkich elementów zbioru pot¦gowego zbudowanego na bazie zbioru
wszystkich wierzchoªków grafu. W naszej implementacji generator wszystkich
klik korzysta z generatora zbioru pot¦gowego. Zªo»ono±¢ czasow¡ szacujemy
na O(2nn2).

Listing 4.3. Generator wszystkich klik w gra�e.

def i t e r_a l l_ c l i q u e s ( graph ) :
"""Generator ws z y s t k i c h k l i k w g r a f i e . """
for nodes in i ter_power_set ( l i s t ( graph . i t e r nod e s ( ) ) ) :

i f i s_c l i qu e ( graph , nodes ) :
yield s e t ( nodes )

4.3. Wyznaczanie wszystkich klik z k wierzchoªkami

W pewnych sytuacjach potrzebna jest znajomo±¢ wszystkich klik zawiera-
j¡cych dokªadnie k wierzchoªków. W naszej implementacji korzystamy z ge-
neratora kombinacji k-elementowych z biblioteki standardowej Pythona. Zªo-
»ono±¢ czasowa wynosi O(n) dla k = 1, O(m) dla k = 2, oraz O(nkk2) dla
k > 2.

Listing 4.4. Generator wszystkich klik z k wierzchoªkami.

import i t e r t o o l s

def i t e r_k_c l iques ( graph , k ) :
"""Generator k l i k z k wierzcho lkami . """
i f k == 1 :

for node in graph . i t e r nod e s ( ) :
yield s e t ( [ node ] )

e l i f k == 2 :
for edge in graph . i t e r e d g e s ( ) :

yield s e t ( [ edge . source , edge . t a r g e t ] )
else :

for nodes in i t e r t o o l s . combinat ions ( graph . i t e r nod e s ( ) , k ) :
i f i s_c l i qu e ( graph , nodes ) :

yield s e t ( nodes )
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4.4. Wyznaczanie wszystkich trójk¡tów w gra�e

Przydatnym narz¦dziem mo»e by¢ generator trójk¡tów, czyli klik z trzema
wierzchoªkami, zawieraj¡cych dany wierzchoªek. W naszej implementacji ko-
rzystamy z generatora kombinacji 2-elementowych z biblioteki standardowej
Pythona. Zªo»ono±¢ czasowa jest szacowana na O(∆2).

Warto zauwa»y¢, »e dla ka»dego grafu grafu planarnego mo»na otrzy-
ma¢ graf topologiczny, czyli reprezentacj¦ grafu z wyznaczon¡ kolejno±ci¡
s¡siadów ka»dego wierzchoªka. Korzystaj¡c z grafu topologicznego mo»na
wyznaczy¢ wszystkie trójk¡ty zawieraj¡ce dany wierzchoªek w czasie O(∆).

Listing 4.5. Generator wszystkich trójk¡tów.

import i t e r t o o l s

def i t e r_ t r i a n g l e s ( graph , node ) :
"""Generator t ro j ka tow zawiera jacych node . """
for nodes in i t e r t o o l s . combinat ions (

( edge . t a r g e t for edge in graph . i t e r ou t edg e s ( node ) ) , 2 ) :
t r i a n g l e = s e t ( nodes )
t r i a n g l e . add ( node )
i f i s_c l i qu e ( graph , t r i a n g l e ) :

yield t r i a n g l e

4.5. Wyznaczanie trójk¡tów w gra�e planarnym

W gra�e planarnym wszystkie trójk¡ty mo»na znale¹¢ w czasie liniowym
[18], [19]. Wykorzystuje si¦ algorytm DFS.

4.6. Wyznaczanie liczby trójk¡tów z macierzy

s¡siedztwa

Jednym jest sposobów zapisu struktury grafu jest kwadratowa macierz
s¡siedztwa A = [aij], gdzie indeksy i, j numeruj¡ wierzchoªki, aij zawiera
liczb¦ kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªki i-ty z j-tym [4]. Podana de�nicja sto-
suje si¦ do grafów prostych i multigrafów, skierowanych i nieskierowanych.
Wybrane informacje zawarte w macierzy s¡siedztwa [4]:

� Je»eli macierz A jest symetryczna, to graf jest nieskierowany.
� Je»eli aii = 0 dla ka»dego i, to graf nie ma p¦tli wªasnych.
� Je»eli macierz A zawiera tylko liczby 0 i 1, to w gra�e nie wyst¦puj¡

kraw¦dzie równolegªe.
� Dla grafu prostego nieskierowanego, stopie« i-tego wierzchoªka jest równy

sumie warto±ci elementów i-tego wiersza lub i-tej kolumny.
� Dla grafu prostego skierowanego, stopie« wyj±ciowy i-tego wierzchoªka

jest równy sumie warto±ci elementów i-tego wiersza.
� Dla grafu prostego skierowanego, stopie« wej±ciowy i-tego wierzchoªka

jest równy sumie warto±ci elementów i-tej kolumny.
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� Je»eli B = [bij] = A2 dla grafu prostego nieskierowanego, to (1) bii równa
si¦ stopniowi i-tego wierzchoªka, (2) bij (i ró»ne od j) równa si¦ liczbie
±cie»ek o dªugo±ci 2 od i do j.

� Je»eli B = [bij] = A2 dla grafu prostego skierowanego, to (1) bii równa
si¦ liczbie par kraw¦dzi antyrównolegªych incydentnych z i-tym wierz-
choªkiem, (2) bij (i ró»ne od j) równa si¦ liczbie ±cie»ek skierowanych o
dªugo±ci 2 od i do j.

� Je»eli C = [cij] = A3 dla grafu prostego, to cii równa si¦ liczbie cykli skie-
rowanych o dªugo±ci 3 (trójk¡ty), przechodz¡cych przez i-ty wierzchoªek.
W gra�e nieskierowanym interesuj¡ nas cykle nieskierowane, czyli liczba
trójk¡tów w cii b¦dzie podwojona. Trzeba pami¦ta¢, »e ka»dy trójk¡t
przechodzi przez trzy wierzchoªki, czyli jest wzi¦ty pod uwag¦ w trzech
ró»nych elementach cii.

Wªasno±ci macierzy C = A3 wykorzystamy do stworzenia przydatnego
algorytmu.

Dane wej±ciowe: Graf prosty skierowany lub nieskierowany.

Problem: Wyznaczenie liczby trójk¡tów zawieraj¡cych dowolny wierzchoªek
grafu i liczby wszystkich trójk¡tów w gra�e.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna si¦ od stworzenia macierzy A, po-
niewa» reprezentacja grafu jest ukryta za interfejsem. Je»eli mamy na wej±ciu
graf wa»ony podany w reprezentacji macierzy s¡siedztwa, to i tak musimy
zbudowa¢ macierz zero-jedynkow¡. Nast¦pnie w potrójnej p¦tli po wierzchoª-
kach wykonywane s¡ dziaªania odpowiadaj¡ce mno»eniu macierzy.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu jest O(V 3), ze wzgl¦du na potrój-
na p¦tl¦ po wierzchoªkach grafu. Zªo»ono±¢ pami¦ciowa grafu jest szacowana
na O(V 2), ze wzgl¦du na tworzenie macierzy A. W naszej implementacji
sªownikowej macierzy A przechowujemy tylko niezerowe elementy, co daje
zªo»ono±¢ pami¦ciow¡ O(E).

Uwagi: Algorytm zostaª wykorzystany przy tworzeniu jednej z wersji funkcji
obliczaj¡cej wspóªczynnik klastrowania.

Listing 4.6. Moduª triangles .
#!/ usr / b in /python

class TriangleMatr ix :
"""Finding t r i a n g l e s in O(V∗∗3) time . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
# Graf moze byc skierowany lub niesk ierowany .
s e l f . graph = graph
# Przygotowanie macierzy sa s i ed z twa 0−1.
# Przechowujemy t y l k o j edynk i w s lowniku a .
s e l f . a = d i c t ( )
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for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
s e l f . a [ source ] = d i c t ( )

for edge in s e l f . graph . i t e r e d g e s ( ) : # O(E) time
s e l f . a [ edge . source ] [ edge . t a r g e t ] = 1
i f not se l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

s e l f . a [ edge . t a r g e t ] [ edge . source ] = 1
# Elementy d iagona lne macierzy A∗∗3.
# s e l f . t r i a n g l e [ node ] zawiera l i c z b e t ro j ka tow przy node .
s e l f . t r i a n g l e = d i c t ( ( node , 0)

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) : # O(V∗∗3) time

for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . t r i a n g l e [ node ] += (
s e l f . a [ node ] . get ( source , 0) ∗
s e l f . a [ source ] . get ( target , 0) ∗
s e l f . a [ t a r g e t ] . get ( node , 0 ) )

# W gr a f i e nieskierowanym cyk l e sa l i c z o n e podwojnie ,
# w ob i e s t rony .
i f not se l f . graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) : # O(V) time
s e l f . t r i a n g l e [ node ] /= 2

def f i nd_a l l_ t r i ang l e s ( s e l f ) :
"""Return the number o f a l l t r i a n g l e s . """
r e s u l t = sum( s e l f . t r i a n g l e [ node ]

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
return r e s u l t / 3

4.7. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e

Najprostszy algorytm siªowy polega na sprawdzeniu wszystkich mo»li-
wych klik i zapisaniu najwi¦kszej z nich. Zªo»ono±¢ czasow¡ szacujemy na
O(2nn2).

Listing 4.7. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e.
def find_maximum_clique ( graph ) :

"""Wyznaczanie k l i k i o na jw i e k s z e j l i c z n o s c i w g r a f i e . """
return max( i t e r_a l l_ c l i q u e s ( graph ) , key=len )

4.8. Wyznaczanie maksymalnej kliki w gra�e

Dane wej±ciowe: Graf prosty nieskierowany G, wierzchoªek grafu v.

Problem: Wyznaczenie maksymalnej kliki zawieraj¡cej wierzchoªek v.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od kliki zawieraj¡cej tylko po-
dany wierzchoªek v. Nast¦pnie do bie»¡cej kliki sukcesywnie doª¡czamy wierz-
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choªki (jeden na raz), które s¡ poª¡czone z ka»dym wierzchoªkiem nale»¡cym
do bie»¡cej kliki. Inne wierzchoªki grafu odrzucamy [1].

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu jest liniowa O(V + E), poniewa»
algorytm przebiega listy s¡siedztwa ka»dego wierzchoªka grafu. Zªo»ono±¢
pami¦ciowa jest klasy O(V ), poniewa» zapami¦tujemy jedynie wierzchoªki
nale»¡ce do kliki.

Uwagi: Wyznaczona klika mo»e by¢ bardzo maªa, np. dwuelementowa. Roz-
wi¡zanie mo»e nie by¢ najwi¦ksz¡ klik¡ z wierzchoªkiem v.

Listing 4.8. Moduª maximalclique.

#!/ usr / b in /python

class MaximalClique :
"""Finding a maximal c l i q u e in O(V+E) time . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e = s e t ( )
s e l f . source = None
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node

source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
s e l f . source = source
s e l f . c l i q u e . add ( s e l f . source )
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f node in s e l f . c l i q u e :
continue

counter = 0
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) :

i f t a r g e t in s e l f . c l i q u e :
counter += 1

i f counter == len ( s e l f . c l i q u e ) :
s e l f . c l i q u e . add ( node )

s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . c l i q u e )
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4.9. Wyznaczanie maksymalnej kliki przez zbiór

niezale»ny

Dane wej±ciowe: Graf prosty nieskierowany G, wierzchoªek grafu v.

Problem: Wyznaczenie maksymalnej kliki zawieraj¡cej wierzchoªek v przez
znalezienie najwi¦kszego zbioru niezale»nego w dopeªnieniu grafu.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od wyznaczenia grafu Ḡ, czyli
dopeªnienia grafu G. Nast¦pnie w gra�e Ḡ wyznaczamy najwi¦kszy zbiór
niezale»ny zawieraj¡cy wierzchoªek v.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa etapu wyznaczania dopeªnienia grafu zajmu-
je czas O(V 2). Czas wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego zale»y od
u»ytego algorytmu, a w najprostszym przypadku jest liniowy O(V + E).

Uwagi: W algorytmie mo»na wykorzysta¢ ró»ne algorytmy wyznaczania
najwi¦kszego zbioru niezale»nego. Dost¦pne s¡ cztery moduªy: isetus (ang.
unordered sequential independent set), isetrs (ang. random sequential inde-

pendent set), isetsf (ang. smallest �rst independent set), isetll (ang. largest
last independent set). Rozwi¡zanie mo»e nie by¢ najwi¦ksz¡ klik¡ z wierz-
choªkiem v.

Listing 4.9. Moduª isetclique .
#!/ usr / b in /python

from i s e t u s import UnorderedSequent ia l IndependentSet #as IndependentSet
from i s e t r s import RandomSequentialIndependentSet #as IndependentSet
from i s e t s f import Smal l e s tF i r s t IndependentSet #as IndependentSet
from i s e t l l import LargestLastIndependentSet #as IndependentSet

class MaximalCliqueFromIndependentSet :
"""Finding a maximal c l i q u e us ing the complement o f a graph . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e = s e t ( )
s e l f . source = None
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0

def run ( s e l f , source=None , ind_set_method=' UnorderedSequent ia l IndependentSet ' ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node

source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
s e l f . source = source
new_graph = s e l f . graph . complement ( )

i f ind_set_method == ' UnorderedSequent ia l IndependentSet ' :
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a lgor i thm = UnorderedSequent ia l IndependentSet ( new_graph )
e l i f ind_set_method == ' RandomSequentialIndependentSet ' :

a lgor i thm = RandomSequentialIndependentSet ( new_graph )
e l i f ind_set_method == ' Smal l e s tF i r s t IndependentSet ' :

a lgor i thm = Smal l e s tF i r s t IndependentSet ( new_graph )
e l i f ind_set_method == ' LargestLastIndependentSet ' :

a lgor i thm = LargestLastIndependentSet ( new_graph )

a lgor i thm . run ( source )
s e l f . c l i q u e = algor i thm . independent_set
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . c l i q u e )

4.10. Algorytm Boppany i Halldorssona

W bibliotece NetworkX mo»na znale¹¢ implementacj¦ algorytmu wyzna-
czania kliki maksymalnej [funkcja max_clique(G)] na bazie artykuªu Boppany
i Haldorssóna [20]. Algorytm wyznacza najwi¦kszy zbiór niezale»ny w dopeª-
nieniu grafu, przy czym korzysta si¦ z wyników teorii Ramseya.

Udaªo si¦ przeªo»y¢ kod algorytmu do naszej biblioteki. Wymagaªo to roz-
szerzenia interfejsu grafów o metod¦ subgraph(), która zwraca podgraf indu-
kowany z danego grafu na bazie dostarczonej kolekcji wierzchoªków. Wst¦pne
testy pokazaªy dªu»sze czasy wyznaczania kliki maksymalnej, ale cz¦sto byªa
to klika wi¦ksza ni» te wyznaczone innymi metodami. Nie ma tu tylko mo»li-
wo±ci zagwarantowania, »e dany wierzchoªek b¦dzie nale»aª do wyznaczonej
kliki.

Listing 4.10. Moduª isetramsey.
#!/ usr / b in /python

class MaximalCliqueRamsey :
"""Finding a maximal c l i q u e us ing Ramsey theory . """
# Bazuje na kodz i e z NetworkX , wykorzystane funkc j e to :
# max_clique (G) , c l ique_removal (G) , ramsey_R2(G) .

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e = s e t ( )
s e l f . source = None
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0

def run ( s e l f , source=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s None : # ge t f i r s t random node

source = s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
s e l f . source = source
new_graph = s e l f . graph . complement ( )
s e l f . c l i que , _ = s e l f . c l ique_removal ( new_graph )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . c l i q u e )

def cl ique_removal ( s e l f , graph ) :
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""" Repeated ly remove c l i q u e s from the graph . """
graph_copy = graph . copy ( )
c l ique_i , i s e t_ i = s e l f . ramsey ( graph_copy )
c l i q u e s = [ c l i que_ i ] # maximal c l i q u e s found
i s e t s = [ i s e t_ i ]
while graph_copy . v ( ) > 0 :

for node in c l i que_i :
graph_copy . del_node ( node )

c l ique_i , i s e t_ i = s e l f . ramsey ( graph_copy )
i f c l i que_ i :

c l i q u e s . append ( c l i que_i )
i f i s e t_ i :

i s e t s . append ( i s e t_ i )
max_iset = max( i s e t s , key=len )
return max_iset , c l i q u e s

def ramsey ( s e l f , graph ) :
"""Approximately computes the Ramsey number R(2 ; s , t ) . """
i f graph . v ( ) == 0 :

return s e t ( [ ] ) , s e t ( [ ] )
p ivot = graph . i t e r nod e s ( ) . next ( )
ne ighbors = s e t ( graph . i t e r a d j a c e n t ( p ivot ) )
nonneighbors = s e t ( node for node in graph . i t e r nod e s ( )

i f node not in ne ighbors and node != pivot )
cl ique_1 , i set_1 = s e l f . ramsey ( graph . subgraph ( ne ighbors ) )
cl ique_2 , i set_2 = s e l f . ramsey ( graph . subgraph ( nonneighbors ) )
c l ique_1 . add ( p ivot )
i set_2 . add ( p ivot )
return (max ( [ cl ique_1 , c l ique_2 ] , key=len ) ,

max ( [ iset_1 , i set_2 ] , key=len ) )

4.11. Wyznaczanie wspóªczynnika klastrowania

Wiele ukªadów ma naturaln¡ interpretacj¦ jako sieci zªo»one (ang. com-

plex networks). Mog¡ to by¢ sieci znajomych na Facebooku, poª¡czenia mi¦-
dzy stronami WWW, oddziaªywania biaªek w ukªadach biologicznych. Ist-
nieje wiele modeli sieci zªo»onych. Najprostsze modele to sieci przypadkowe
(ang. random networks), w których lokalnie sie¢ jest drzewiasta (bez p¦tli).
Jednak prawdziwe sieci cz¦sto maj¡ pewne podstruktury, których nie mo»na
zignorowa¢, np. grupy przyjacióª znaj¡cych si¦ wzajemnie. St¡d powstaªy
modele sieci oparte na klikach/klastrach (ang. clustered networks), wykorzy-
stywane do symulacji epidemii [21]. Ilo±ciowo klastrowanie w sieci opisuje
wspóªczynnik klastrowania (ang. clustering coe�cient), zde�niowany jako

C4 =
3×N4
N3

, (4.1)

gdzie N4 jest liczb¡ wszystkich trójk¡tów w sieci, a N3 liczb¡ poª¡czonych
trójek wierzchoªków (poª¡czona trójka to wierzchoªek poª¡czony bezpo±red-
nio z nieuporz¡dkowan¡ par¡ wierzchoªków). Je»eli C4 = 0, to sie¢ lokalnie
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jest drzewiasta (nie ma cykli dªugo±ci 3). Przykªadowo dla grafu koªa mamy
C4(W4) = C4(K4) = 1, a dla n > 4 dostajemy

C4(Wn) =
3(n− 1)

3(n− 1) + (n− 1)(n− 2)/2
=

6
n+ 4

. (4.2)

Warto zauwa»y¢, »e dla grafów r-regularnych zachodzi N3 = nr(r − 1)/2.
Listing przedstawia funkcj¦ obliczaj¡c¡ wspóªczynnik klastrowania. Wyzna-
czenie liczby wszystkich trójk¡tów zajmuje czas O(n3), wyznaczenie liczby
poª¡czonych trójek zajmuje czas O(n), dlatego ª¡czny czas szacujemy na
O(n3).

Listing 4.11. Wyznaczanie wspóªczynnika klastrowania.
def c l u s t e r i n g_ c o e f f i c i e n t ( graph , f ract ion_format=True ) :

"""Wyznaczanie wspo lczynnika k l a s t rowan ia . """
n_t = sum(1 for t r i a n g l e in i t e r_k_c l iques ( graph , 3 ) )
n_3 = sum( graph . degree ( node ) ∗ ( graph . degree ( node)−1) / 2

for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
i f f ract ion_format :

return Fract ion (3 ∗ n_t , n_3)
else :

return f l o a t (3 ∗ n_t) / f l o a t (n_3)

Druga wersja wspóªczynnika klastowania wykorzystuje algorytm wyzna-
czania liczby trójk¡tów w gra�e oparty na wªasno±ciach macierzy s¡siedztwa.

Listing 4.12. Wyznaczanie wspóªczynnika klastrowania z macierzy
s¡siedztwa.

from t r i a n g l e s import TriangleMatr ix

def c l u s t e r i n g_ c o e f f i c i e n t ( graph , f ract ion_format=True ) :
"""Wyznaczanie wspo lczynnika k l a s t rowan ia z macierzy sa s i ed z twa . """
a lgor i thm = TriangleMatr ix ( graph )
a lgor i thm . run ( )
n_t = algor i thm . f i nd_a l l_ t r i ang l e s ( )
n_3 = sum( graph . degree ( node ) ∗ ( graph . degree ( node)−1) / 2

for node in graph . i t e r nod e s ( ) )
i f f ract ion_format :

return Fract ion (3 ∗ n_t , n_3)
else :

return f l o a t (3 ∗ n_t) / f l o a t (n_3)

4.12. Klasyczny algorytm Brona-Kerboscha

Algorytm Brona-Kerboscha pozwala znale¹¢ wszystkie kliki maksymalne
w gra�e nieskierowanym [17]. Algorytm zostaª opublikowany przez Brona i
Kerboscha w roku 1973 [22]. Pó¹niej powstaªo wiele ulepsze« podstawowego
algorytmu [23].

Algorytm rekurencyjny Brona-Kerboscha wykorzystuje trzy zbiory wierz-
choªków: zbiór R wierzchoªków stanowi¡cych cz¦±ciowe rozwi¡zanie (klik¦),
zbiór P kandydatów do rozwa»enia, zbiórX wierzchoªków pomini¦tych. Zbiór
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X zawiera wierzchoªki, które byªy wcze±niej w P , a przez to kliki maksymalne
zawieraj¡ce te wierzchoªki byªy ju» raportowane. Tak wi¦c celem przechowy-
wania zbioru X jest unikni¦cie ponownego raportowania klik.

Dane wej±ciowe: Graf prosty nieskierowany.

Problem: Wyznaczenie wszystkich klik maksymalnych w gra�e.

Opis algorytmu: Przy pierwszym wywoªaniu algorytm jest uruchamiany
z pustymi zbiorami R i X, a zbiór P zawiera wszystkie wierzchoªki grafu.
W algorytmie na pocz¡tku sprawdza si¦, czy zbiory P i X s¡ puste. Je»eli
tak jest, to R jest klik¡ maksymaln¡. W przeciwnym razie ze zbioru P wy-
bierane s¡ kolejne wierzchoªki v, a algorytm jest uruchamiany rekurencyjnie
dla nowych argumentów R′, P ′, X ′. Oznaczmy przez N(v) zbiór wszystkich
s¡siadów wierzchoªka v. Wtedy R′ to zbiór R z dodanym wierzchoªkiem v,
P ′ = P ∩ N(v), X ′ = X ∩ N(v). Po wyj±ciu z rekurencyjnego wywoªania
algorytmu z argumentami R′, P ′, X ′, wierzchoªek v jest usuwany z P (lepiej
jest to zrobi¢ przed wyznaczeniem zbioru P ′), nast¦pnie dodawany do X, a
p¦tla po wierzchoªkach jest kontynuowana.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Brona-Kerboscha jest szacowana
na O(3n/3) [23] i nie jest liniowa w liczbie generowanych klik.

Listing 4.13. Moduª bronkerbosch.
#!/ usr / b in /python

class Class icBronKerbosch :
"""Finding a l l maximal c l i q u e s us ing the Bron−Kerbosch a l gor i thm . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e s = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
R = se t ( )
P = se t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
X = se t ( )
s e l f . f i nd_c l i que s (R, P, X)

def f i nd_c l i que s ( s e l f , R, P, X) :
"""The ba s i c form of the Bron−Kerbosch a l gor i thm . """
i f l en (P) == 0 and l en (X) == 0 :

s e l f . c l i q u e s . append (R)
e l i f l en (P) == 0 :

return

else :
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f node in P:
ne ighbors = s e t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )

24

28:2721892539



P. remove ( node ) # be fo r e new_P and new_X
new_R = R. union ( [ node ] )
new_P = P. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
new_X = X. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
s e l f . f i nd_c l i que s (new_R, new_P, new_X)
X. add ( node )

4.13. Algorytm Brona-Kerboscha z przypadkowym

punktem podziaªu

Algorytm Brona-Kerboscha doczekaª si¦ kilku ulepsze«, które opieraªy
si¦ na obserwacjach zachowania tego algorytmu dla ró»nych grafów [24], [25],
[26], [27]. Klasyczny algorytm jest niewydajny w sytuacji, kiedy graf zawiera
du»o klik niemaksymalnych. Mo»na oszcz¦dzi¢ czas i pozwoli¢ algorytmowi
szybciej przetwarza¢ gaª¦zie drzewa poszukiwa«, kiedy wprowadzi si¦ wierz-
choªek podziaªu (ang. pivot vertex ) wybrany z P lub X. Chodzi o to, »e
dla ka»dego wierzchoªka v, na danym poziomie rekurencji albo wierzchoªek
v, albo inny wierzchoªek nie b¦d¡cy s¡siadem znajdzie si¦ w raportowanej
klice, ale nigdy oba naraz. Wybór wierzchoªka podziaªu ze zbioru P ∪ X
zapobiega niekorzystnym sytuacjom, np. kiedy graf ma posta¢ sumy grafu
peªnego i grafu gwiazdy K1,s ∪Ks [27].

Mo»liwe s¡ ró»ne strategie wyboru wierzchoªka podziaªu. Najprostszy jest
losowy wybór wierzchoªka ze zbioru P ∪X.

Listing 4.14. Moduª bronkerboschrp.
#!/ usr / b in /python

import random
from edges import Edge

class RandomPivotBronKerbosch :
"""Bron−Kerbosch a l gor i thm with a random p i v o t . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e s = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
R = se t ( )
P = se t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
X = se t ( )
s e l f . f i nd_c l i que s (R, P, X)

def f ind_pivot ( s e l f , P, X) :
"""Find a random p i v o t . """
return random . cho i c e ( l i s t (P. union (X) ) )

def f i nd_c l i que s ( s e l f , R, P, X) :
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"""The Bron−Kerbosch a l gor i thm with p i v o t i n g . """
i f l en (P) == 0 and l en (X) == 0 :

s e l f . c l i q u e s . append (R)
e l i f l en (P) == 0 :

return

else :
p ivot = s e l f . f ind_pivot (P, X)
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f ( ( node in P) and

not se l f . graph . has_edge (Edge ( node , p ivot ) ) ) :
ne ighbors = s e t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
P. remove ( node )
new_R = R. union ( [ node ] )
new_P = P. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
new_X = X. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
s e l f . f i nd_c l i que s (new_R, new_P, new_X)
X. add ( node )

4.14. Algorytm Brona-Kerboscha z punktem podziaªu

o najwi¦kszym stopniu

Testy komputerowe pokazuj¡, »e du»e przyspieszenie dziaªania algoryt-
mu Brona-Kerboscha mo»na osi¡gn¡¢ wtedy, gdy za wierzchoªek podziaªu
przyjmnie si¦ wierzchoªek ze zbioru P ∪ X o najwi¦kszej liczbie s¡siadów
w zbiorze P [27].

Listing 4.15. Moduª bronkerboschdp.
#!/ usr / b in /python

import random
from edges import Edge

class DegreePivotBronKerbosch :
"""Bron−Kerbosch a l gor i thm with a p i v o t wi th l a r g e s t degree in P. """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e s = l i s t ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
R = se t ( )
P = se t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
X = se t ( )
s e l f . f i nd_c l i que s (R, P, X)

def f ind_pivot ( s e l f , P, X) :
"""Find a p i v o t wi th l a r g e s t degree in P. """
degree_dict = d i c t ( )
nodes = P. union (X)
for node in nodes :
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ne ighbors = s e t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
degree_dict [ node ] = l en (P. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors ) )

return max( nodes , key=degree_dict . __getitem__)

def f i nd_c l i que s ( s e l f , R, P, X) :
"""The Bron−Kerbosch a l gor i thm with p i v o t i n g . """
i f l en (P) == 0 and l en (X) == 0 :

s e l f . c l i q u e s . append (R)
e l i f l en (P) == 0 :

return

else :
p ivot = s e l f . f ind_pivot (P, X)
for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

i f ( ( node in P) and not

se l f . graph . has_edge (Edge ( node , p ivot ) ) ) :
ne ighbors = s e t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
P. remove ( node )
new_R = R. union ( [ node ] )
new_P = P. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
new_X = X. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
s e l f . f i nd_c l i que s (new_R, new_P, new_X)
X. add ( node )

4.15. Algorytm Brona-Kerboscha z uporz¡dkowaniem

degeneracji

Innym sposobem poprawienia klasycznego algorytmu Brona-Kerboscha
jest wybranie szczególnego uporz¡dkowania wierzchoªków grafu na najwy»-
szym poziomie rekurencji [23]. Chodzi o minimalizacj¦ rozmiaru zbioru P na
kolejnych poziomach rekurencji.

Dla grafu G de�niuje si¦ degeneracj¦ d (ang. degeneracy), czyli najmniej-
sz¡ liczb¦ d tak¡, »e ka»dy podgraf grafu G ma wierzchoªek stopnia d lub
mniejszego. Ka»dy graf ma uporz¡dkowanie degeneracji (ang. degeneracy or-

dering), czyli uporz¡dkowanie wierzchoªków w którym ka»dy wierzchoªek
ma d lub mniej s¡siadów przychodz¡cych pó¹niej w tym uporz¡dkowaniu
[28]. Przykªady: las ma degeneracj¦ jeden, graf planarny degeneracj¦ pi¦¢ lub
mniej, sie¢ Apoloniusza degeneracj¦ trzy. Graf r-regularny ma degeneracj¦ r.

Je»eli w p¦tli algorytmu Brona-Kerboscha zostanie wykorzystane upo-
rz¡dkowanie degeneracji, to rozmiar zbioru P w ka»dym wywoªaniu b¦dzie
co najwy»ej d. Istotne jest przy tym posiadanie szybkiego algorytmu wy-
znaczania uporz¡dkowania degeneracji, najlepiej w czasie liniowym. Czasem
uporz¡dkowanie degeneracji stosuje si¦ na pierwszym poziomie rekurencji, a
gª¦biej jest wariant z wierzchoªkiem podziaªu.

Listing 4.16. Moduª bronkerboschdeg.
#!/ usr / b in /python

class DegeneracyBronKerbosch :
"""Bron−Kerbosch a l gor i thm with a degeneracy order ing . """

def __init__( s e l f , graph ) :
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"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . c l i q u e s = l i s t ( )
s e l f . o rder = None

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
s e l f . f ind_degeneracy_order ing ( )
R = se t ( )
P = se t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
X = se t ( )
s e l f . f i nd_c l i que s (R, P, X)

def f ind_degeneracy_order ing ( s e l f ) :
"""Find a degeneracy order ing in O(V∗∗2) time . """
degree_dict = d i c t ( ( node , s e l f . graph . degree ( node ) )

for node in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) ) # O(V) time
s e l f . o rder = l i s t ( )
nodes = s e t ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for s tep in xrange ( s e l f . graph . v ( ) ) :

source = min ( nodes , key=degree_dict . __getitem__)
nodes . remove ( source )
s e l f . o rder . append ( source )
for t a r g e t in s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

degree_dict [ t a r g e t ] −= 1

def f i nd_c l i que s ( s e l f , R, P, X) :
"""The Bron−Kerbosch a l gor i thm with a degeneracy order ing . """
i f l en (P) == 0 and l en (X) == 0 :

s e l f . c l i q u e s . append (R)
e l i f l en (P) == 0 :

return

else :
for node in s e l f . o rder :

i f node in P:
ne ighbors = s e t ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
P. remove ( node )
new_R = R. union ( [ node ] )
new_P = P. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
new_X = X. i n t e r s e c t i o n ( ne ighbors )
s e l f . f i nd_c l i que s (new_R, new_P, new_X)
X. add ( node )

4.16. Algorytm Tsukiyamy

Maksymalne kliki grafu G odpowiadaj¡ maksymalnym zbiorom niezale»-
nym w dopeªnieniu grafu. Wykorzystuje to algorytm Tsukiyamy [29]. To po-
dej±cie cechuje wra»liwo±¢ na wyj±cie (ang. output sensitivity), czyli zale»no±¢
czasu dziaªania od wyników pracy algorytmu (tu zale»no±¢ czasu od liczby
klik maksymalnych zawartych w gra�e) [27]. [To podej±cie jest w pakiecie
igraph.] Podobne podej±cie zaprezentowano w pracy [30], gdzie korzystano
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z dziaªa« na macierzach n × n. Rozwa»ano równie» kliki maksymalne dwu-
dzielne, które s¡ grafami peªnymi dwudzielnymi.
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5. Podsumowanie

W ramach pracy przygotowano implementacje wielu algorytmów wyko-
rzystywanych do rozwi¡zywania problemu kliki, a tak»e stworzono szereg
narz¦dzi pomocniczych. Wszystkie klasy i funkcje maj¡ kod testuj¡cy na ba-
zie moduªu unittest . Dla potrzeb testowania kodu stworzono generatory sieci
kwadratowej, sieci trójk¡tnej, grafu drabina, wszystkie bez periodycznych
warunków brzegowych.

W pracy przygotowano dwie wersje funkcji obliczaj¡cych wspóªczynnik
klastrowania sieci. Pierwsza wersja generuje odpowiednie kliki trzyelemen-
towe, a druga wersja bazuje na wªasno±ciach macierzy s¡siedztwa. Drug¡
wersj¦ mo»na prawdopodobnie przyspieszy¢ u»ywaj¡c specjalizowanych bi-
bliotek numerycznych do mno»enia macierzy, np. z pakietu NumPy.

W pracy rozszerzono interfejs grafów przez dodanie metody complement(),
która zwraca dopeªnienie danego grafu. Metod¦ wykorzystano do wyzna-
czania maksymalnej kliki w gra�e metod¡ znajdowania najwi¦kszego zbioru
niezale»nego w dopeªnieniu grafu. Przy okazji poprawiono algorytmy wyzna-
czania zbioru niezale»nego przez dodanie mo»liwo±ci wskazania pierwszego
wierzchoªka, który ma nale»e¢ do zbioru niezale»nego. Powstaªo te» kilka
nowych wersji algorytmów zbiorów niezale»ych. Na bazie kodu z biblioteki
NetworkX powstaªa implementacja algorytmu wyznaczania kliki maksymal-
nej, korzystaj¡ca z teorii Ramseya. Tutaj przydatne okazaªo si¦ rozszerzenie
interfejsu grafów o metod¦ subgraph(nodes), która zwraca podgraf indukowany
przez podany zestaw wierzchoªków.

W pracy zaimplementowano i zbadano cztery wersje algorytmu Brona-Kerboscha,
który znajduje wszystkie kliki maksymalne w gra�e nieskierowanym. Naj-
bardziej uniwersalna okazaªa si¦ wersja z punktem podziaªu o najwi¦kszym
stopniu.
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A. Testy algorytmów

W tym dodatku umie±cili±my testy wybranych algorytmów lub funkcji
pomocniczych.

A.1. Testy dla zbioru pot¦gowego

W pracy przeprowadzono testy wydajno±ci generowania elementów zbioru
pot¦gowego [iter_power_set()]. Wyniki przedstawia rysunek A.1. Czas genero-
wania wszystkich podzbiorów zbioru n-elementowego jest proporcjonalny do
2n.

A.2. Testy dla klik z k wierzchoªkami

W pracy przeprowadzono testy generacji klik z k wierzchoªkami, które
znajduj¡ si¦ w gra�e peªnym. Jest to przypadek, w którym uzyskuje si¦
najwi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¦ klik. Wyniki testów s¡ przedstawione na rysunkach
A.4 i A.5. Testy pokazuj¡ zale»no±¢ troch¦ przekraczaj¡c¡ O(V k). Sugeruje
to istnienie czynnika nie uwzgl¦dnionego w naszych rozwa»aniach, który jest
ukryty w funkcji bibliotecznej itertools .combinations().

A.3. Testy dla kliki maksymalnej

Wyniki testów bezpo±redniego znajdowania kliki maksymalnej s¡ przed-
stawione na rysunkach A.4 i A.5. Algorytm dziaªa w czasie liniowym w roz-
miarze grafu, co potwierdzaj¡ wyniki dla grafów peªnych i dla drzew. Algo-
rytmy oparte na zbiorach niezale»nych dziaªaj¡ znacznie wolniej, poniewa»
budowa dopeªnienia grafu jest kosztowna.

Sprawdzono wielko±¢ kliki maksymalnej znajdowanej ró»nymi algorytma-
mi, tzn. bezpo±rednio (moduª maximalclique) i poprzez znajdowanie zbiorów
niezale»nych dla dopeªnienia grafu (moduªy isetclique i isetramsey). Dla usta-
lenia uwagi przyjmujemy, »e klika ma zawiera¢ wierzchoªek grafu o najwi¦k-
szym stopniu. Wyniki znajduj¡ si¦ w tabeli A.1. W wi¦kszo±ci przypadków
algorytm Boppany i Halldorssona znajduje klik¦ o najwi¦kszej liczno±ci.

A.4. Testy dla sieci przypadkowych

Testy dla wspóªczynnika klastrowania. Mo»na uzasadni¢, »e C4 ∼ p. Wy-
niki testu s¡ przedstawione na rysunku A.6.
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Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania elementów zbioru
pot¦gowego. Wspóªczynnik a/ log(2) bliski 1 potwierdza zale»no±¢ wykªadni-

cz¡.
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data
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania klik z trzema
wierzchoªkami dla grafu peªnego. Wspóªczynnik a powy»ej 3 sugeruje ist-

nienie czynników, które pogarszaj¡ zale»no±¢ teoretyczn¡ O(V 3).
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Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania klik z czterema
wierzchoªkami dla grafu peªnego. Wspóªczynnik a powy»ej 4 sugeruje istnie-

nie czynników, które pogarszaj¡ zale»no±¢ teoretyczn¡ O(V 4).
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Rysunek A.4. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania kliki maksymalnej
dla grafu peªnego. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zale»no±¢ liniow¡.
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania kliki maksymalnej
dla grafu cyklicznego. Wspóªczynnik a bliski 1 potwierdza zale»no±¢ liniow¡.

Tabela A.1. �rednia wielko±¢ kliki maksymalnej wyznaczonej dla grafów
przypadkowych z liczb¡ wierzchoªków n = 1000. MC oznacza algorytm z mo-
duªu maximalclique, a US, RS, SF, LL to ró»ne algorytmy zbiorów niezale»nych
zastosowane w module isetclique . BH oznacza algorytm z moduªu isetramsey.

Klika ma zawiera¢ wierzchoªek grafu o najwi¦kszym stopniu.

p MC US RS SF LL BH

0.1 3.8 3.8 3.7 4.0 2.7 5.0
0.2 5.2 5.0 5.1 5.6 3.8 6.1
0.3 6.4 6.1 6.5 6.6 5.2 7.7
0.4 7.7 7.7 7.7 8.3 6.5 9.1
0.5 9.5 9.7 9.9 10.9 9.7 11.3
0.6 12.8 12.4 12.4 12.9 12.0 14.6
0.7 17.4 16.5 16.3 18.3 16.0 19.0
0.8 24.1 24.5 25.7 26.3 25.5 27.4
0.9 45.5 44.9 44.9 49.0 48.7 48.8
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b = -0.002583 +/- 0.001391

cc = a p + b
data

fit

Rysunek A.6. Wykres zale»no±ci wspóªczynnika klastrowania od prawdopo-
dobie«stwa p dla grafów przypadkowych z |V | = 100. Wspóªczynnik a bliski

1 potwierdza zale»no±¢ liniow¡.

Testy dla najwi¦kszej kliki. Dla p bliskiego zero najwi¦ksza klika to b¦dzie
kraw¦d¹ (rozmiar kliki równy 2). Dla p zmierzaj¡cego do jedynki jest chyba
szybki wzrost rozmiaru kliki do wielko±ci caªego grafu (potrzebna jest wi¦ksza
rozdzielczo±¢ w pomiarach). Wyniki testu s¡ przedstawione na rysunku A.7.

A.5. Testy algorytmu Brona-Kerboscha

Testy czterech wersji algorytmu Brona-Kerboscha dla ró»nych rodzajów
grafów: grafy przypadkowe (p = 0.5), sieci trójk¡tne (kliki K3), grafy peªne
(kliki Kn), grafy cykliczne (kliki K2). Wyniki testu s¡ przedstawione w tabeli
A.2. Dla grafów z maªymi klikami K2 lub K3 czasy pracy ró»nych wersji s¡
porównywalne, a wersja z uporz¡dkowaniem degeneracji jest najwolniejsza.
Dla grafów z du»ymi klikami najszybsza jest wersja z punktem podziaªu
o najwi¦kszym stopniu. Dla grafów peªnych wersje z punktem podziaªu zde-
cydowanie przewy»szaj¡ inne wersje.

39:1157411369



 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

m
a
x
im

u
m

 c
liq

u
e
 s

iz
e
 /

 V

edge probability p

Maximum clique size for random graphs

V = 17

Rysunek A.7. Wykres zale»no±ci rozmiaru najwi¦kszej kliki od prawdopo-
dobie«stwa p dla grafów przypadkowych z |V | = 17. Rozmiar najwi¦kszej

kliki ro±nie monotonicznie od 2 do |V |.

Tabela A.2. Porównanie ró»nych wersji algorytmu Brona-Kerboscha: kla-
sycznej (CBK), z przypadkowym punktem podziaªu (RPBK), z punktem
podziaªu o najwi¦kszym stopniu (DPBK), z uporz¡dkowaniem degeneracji

(DEGBK). Czasy oblicze« s¡ porównane z wersj¡ klasyczn¡.

Graf CBK RPBK DPBK DEGBK

random 1.875s 1.206s 1.084s 1.850s
|V | = 100 (100%) (64.3%) (57.8%) (98.7%)
triangle 95.6ms 99.1ms 86.9ms 107.6ms
|V | = 25 (100%) (103.6%) (90.9%) (112.6%)
complete 5.295s 0.47ms 0.97ms 5.123s
|V | = 20 (100%) (0.009%) (0.018%) (96.8%)
cyclic 7.312s 7.407s 7.440s 11.118s
|V | = 10000 (100%) (101.3%) (101.7%) (152.0%)
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