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Streszczenie

W pracy przedstawiono analize oraz implementacje w jezyku Python wybra-
nych algorytmoéw zwigzanych z problemem kliki, a takze omoéwiono rodziny
grafow o wlasciwodciach istotnych z punktu widzenia tego problemu.

Klikg w grafie nazywamy taki podzbior wierzchotkow grafu, w ktérym
kazda para wierzchotkow jest potaczona krawedzig. Problem kliki jest pro-
blemem NP-zupelnym dla graféw ogdlnych, mozna go podzieli¢ na kilka pod-
problemoéw, takich jak znajdowanie najwiekszej kliki w grafie, znajdowanie
kliki o najwieckszej wadze w grafach z wagami wierzchotkéw, wyszukiwanie
wszystkich klik maksymalnych oraz wyszukiwanie jednej lub wszystkich klik
o zadanym rozmiarze.

Dla graféw przedziatowych i cieciwowych przygotowano iteratory po kli-
kach maksymalnych oraz podano spos6b wyznaczania kliki o najwiekszej wa-
dze. Dla graféw permutacji i graféw kotowych zaimplementowano algorytmy
wyznaczania kliki o najwiekszej wadze. Zaimplementowano dwa algorytmy
Szwarcfitera-Barroso do wyznaczania wszystkich klik maksymalnych i osobno
zliczania tych klik w grafach kotowych. Dla graféow tukéw na okregu przy-
gotowano algorytm wielomianowy znajdujacy najwieksza klike. Wszystkie
algorytmy zostaly takze przetestowane pod katem ich poprawnosci oraz wy-
dajnosci.

Stowa kluczowe: grafy, problem kliki, grafy przedziatowe, grafy cieciwowe,
grafy permutacji, grafy kotowe, grafy tukow na okregu



English title: Clique problem in graph theory

Abstract

This paper presents an analysis and Python implementation of selected al-
gorithms related to the clique problem. It also discusses families of graphs
whose properties are relevant to this problem.

A clique in a graph is a subset of vertices in which every pair of vertices
is connected by an edge. The clique problem is NP-complete for general
graphs. The broader clique problem can be divided into several variants,
including finding a maximum clique, finding a maximum-weight clique in
vertex-weighted graphs, enumerating all maximal cliques, and finding one or
all cliques of a given size.

For interval graphs and chordal graphs two iterators over all maximal cli-
ques were prepared and the procedure for finding a maximum-weight clique
is given. For permutation graphs and circle graphs two algorithms finding
a maximum-weight clique were implemented. Additionally, two versions of
the Szwarcfiter-Barroso algorithm were implemented, for counting cliques
and for generating all maximal cliques. For circular-arc graphs a polynomial
time algorithm finding a maximum clique is prepared. All algorithms were
also tested with respect to their correctness and performance.

Keywords: graphs, clique problem, interval graphs, chordal graphs, per-
mutation graphs, circle graphs, circular-arc graphs
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy jest problem kliki w teorii grafow [I]. Klika
nazywamy podzbior C' zbioru wierzchotkow danego grafu taki, ze kazda para
roznych wierzchotkéw ze zbioru C' jest potaczona krawedzia. Czasem przez
klike rozumie sie caty podgraf pelny indukowany zbiorem C. W sieciach
spotecznosciowych klika oznacza grupe osoéb znajacych sie nawzajem. Kliki
maja wiele innych zastosowan, ktoére przedstawimy w dalszej czeSci pracy.
Klika najwieksza to klika z najwiekszg liczba wierzchotkéw, przy czym graf
moze mie¢ kilka klik najwiekszych. Klika maksymalna to klika, ktoéra nie
jest podzbiorem innej kliki z wiekszg liczbg wierzchotkow.

Problem kliki to wtasciwie rodzina probleméw, do ktorej naleza nastepu-
jace zagadnienia:

— znajdowanie najwiekszej kliki w danym grafie (jednej z kilku mozliwych),

— znajdowanie kliki o najwiekszej wadze w grafach z wagami wierzchotkow,
przy czym waga kliki to suma wag jej wierzchotkow,

— wypisywanie wszystkich klik maksymalnych,

— wypisywanie jednej lub wszystkich klik o danym rozmiarze k.

Problem kliki jest problemem NP-zupelym, czyli nie spodziewamy sie
znalezienia optymalnego algorytmu dziatajacego w czasie wielomianowym
dla ogdlnych graféw. Stad wynika miedzy innymi zainteresowanie szczegodl-
nymi rodzinami graféw, dla ktérych mozna znalezé szybkie algorytmy dzia-
lajace w czasie wielomianowym. W literaturze polskiej jest sporo ksiazek
poswieconych czesciowo lub w catosci grafom. W celu ustalenia definicji i
podstawowych faktow korzystano z kilku z nich: [2], [3], [4], [5]. Pozostate
informacje zaczerpnieto z literatury zagranicznej i artykuléw zrodtowych.

1.1. Cele pracy

Celem pracy jest opis i implementacja w jezyku Python wybranych al-
gorytmow zwigzanych z problemem kliki. Jest to kontynuacja badan roz-
poczetych w pracy magisterskiej Dariusza Zdybskiego (2016) [6]. Badania
zostaly rozszerzone na szczegélne rodziny graféw oraz na znajdowanie klik
o najwiekszej wadze w grafach z wagami wierzchotkow.

Do implementacji algorytmow wybrano jezyk Python [7] ze wzgledu na
czytelng skladnie i bogata biblioteke standardows. Implementacje powsta-
le w ramach niniejszej pracy uzupelnia biblioteke algorytmoéw grafowych
graphtheory [§], rozwijana na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Sto-
sowanej Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie.
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1.2. Zastosowania problemu kliki

Problem kliki znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauki i techniki.
Klike mozna interpretowac jako grupe elementéw silnie ze soba powigzanych,
poniewaz kazdy element nalezacy do tej grupy pozostaje w okreslonej relacji
z kazdym innym jej elementem. W zalezno$ci od rozpatrywanego zagadnienia
wierzchotki grafu moga reprezentowaé¢ miedzy innymi osoby, obiekty biolo-
giczne, fragmenty obrazéw lub czasteczki chemiczne, natomiast krawedzie
opisuja zachodzgce miedzy nimi relacje.

Jednym z najbardziej intuicyjnych obszaréw zastosowarn jest analiza sie-
ci spotecznych. W tym przypadku wierzcholki grafu reprezentuja osoby lub
uzytkownikéw, a krawedzie oznaczaja istniejace miedzy nimi relacje. Klika
odpowiada grupie, w ktorej kazda para osob jest ze soba bezposrednio powia-
zana na przyktad przez znajomo$¢ lub wspoétprace. Kliki moga by¢ wykorzy-
stywane do identyfikowania silnie polaczonych grup. Ponadto spolecznosci
moga by¢ wyznaczane jako zbiory naktadajacych sie klik, dzieki czemu moz-
liwe jest rowniez uwzglednienie przynaleznosci poszczegolnych oséb do wielu
spotecznosci 9.

Innym zastosowaniem problemu kliki jest bioinformatyka i badania sieci
biatek. Gesto polaczone podgrafy w sieciach biatek moga odpowiada¢ kom-
pleksom biatkowym pelnigcym wspoélng funkcje. Program CFinder wykorzy-
stuje metode opartg na klikach do lokalizowania naktadajacych sie modutow
w sieciach biologicznych. Autorzy pokazuja réwniez mozliwo$¢ wykorzystania
takich modulow do przewidywania funkcji biatek [T10].

Problem kliki znajduje zastosowanie takze w chemoinformatyce. Cza-
steczki chemiczne mozna przedstawia¢ jako grafy, w ktorych wierzchotki
reprezentujg atomy lub okreslone cechy czasteczek. Podczas poréwnywania
dwoch czasteczek tworzy sie graf potencjalnych dopasowan ich elementow.
Krawedz oznacza, ze dwa dopasowania sa ze sobg zgodne, na przyktad odpo-
wiadajace im odleglosci przestrzenne sa dostatecznie podobne. Klika odpo-
wiada wowczas zbiorowi wzajemnie zgodnych dopasowan. W programie CLIP
algorytm Brona—Kerboscha zostal wykorzystany do przeszukiwania baz troj-
wymiarowych struktur chemicznych i identyfikowania czasteczek majacych
duze wspolne fragmenty z czasteczka wzorcowa [11].

Problem kliki wykorzystywany jest réwniez w rozpoznawaniu obrazéw
i dopasowywaniu struktur. W dwoch poréwnywanych obrazach wyznacza sie
charakterystyczne elementy, na przyktad punkty, krawedzie lub fragmenty
obiektow, a nastepnie tworzy sie graf potencjalnych dopasowan. Kazdy jego
wierzchotek reprezentuje mozliwe przyporzadkowanie elementu pierwszego
obrazu elementowi drugiego obrazu. Dwa wierzcholki sa potaczone krawe-
dzia, jezeli odpowiadajace im dopasowania sg wzajemnie zgodne, na przyktad
zachowujg okreslone relacje przestrzenne lub geometryczne. Klika odpowiada
zatem zbiorowi dopasowan, ktére moga wystepowaé jednoczesnie. Klika mak-
symalna reprezentuje dopasowanie, ktorego nie mozna rozszerzy¢ o kolejng
zgodna pare elementdéw, natomiast najwieksza klika odpowiada dopasowaniu
obejmujacemu najwieksza liczbe elementow [12].

6



1.3. Organizacja pracy

Praca zostala podzielona na cztery rozdzialy. Rozdziat [l|zawiera wprowa-
dzenie do tematu, opis celu pracy oraz przykladowe zastosowania problemu
kliki. Rozdzial [2| zawiera podstawowe definicje i twierdzenia z teorii grafow,
problem licznosci klik maksymalnych oraz przeglad rodzin grafowych pod ka-
tem problem kliki. Rozdzial [3|zawiera opis algorytméw zaimplementowanych
w ramach tej pracy. W rozdziale [4] przedstawiono podsumowanie wynikow
pracy. Dodatek [A] zawiera opisy testow badanych algorytmow.



2. Teoria grafow

W tym rozdziale zostaly przedstawione podstawowe definicje zwigzane
z grafami, ktére beda przydatne w dalszej czesci pracy.

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Grafem prostym nieskierowanym nazywamy uporzadkowana pa-
re G = (V(G), E(Q)), gdzie V(G) jest niepustym zbiorem wierzcholtkow,
natomiast E(G) jest zbiorem krawedzi postaci {u,v}, gdzie u,v € V oraz
u # v. Graf prosty nie zawiera petli ani krawedzi wielokrotnych. Liczbe
wierzchotkéw grafu oznaczamy przez n = |V(G)|, natomiast liczbe jego kra-
wedzi przez m = |E(G)| 3, 13].

Definicja: Dwa rozne wierzchotki u,v € V(G) nazywamy sasiednimi, je-
zeli {u,v} € E(G). Sasiedztwem otwartym wierzchotka v nazywamy zbi6r
Nw) = {u € V(G) : {u,v} € E(G)}, natomiast sasiedztwem domknie-
tym wierzchotka v nazywamy zbior N[v] = N(v) U {v}. Stopniem wierz-
chotka v, oznaczanym przez deg(v), nazywamy liczbe jego sasiadéow, czyli
deg(v) = |N(v)|. Wierzchotek stopnia zero nazywamy wierzchotkiem izolo-
wanym |[3] [4 [13].

Definicja: Graf H nazywamy podgrafem grafu G, jezeli V(H) C V(G) oraz
E(H) C E(G). Dla ustalonego zbioru X C V(G) podgrafem indukowanym
przez zbior X nazywamy graf G[X| = (X, E(X)), gdzie E(X) = {{u,v} €
E(G) : u,v € X}. Podgraf indukowany zawiera zatem wszystkie krawedzie
grafu G, ktorych oba konce naleza do zbioru X [3] [13].

Definicja: Sciezka nazywamy ciag réznych wierzchotkow (vg, vy, ..., vg), w kto-
rym kazde dwa kolejne wierzchotki sa potaczone krawedzia. Dtugoscia Sciezki
nazywamy liczbe jej krawedzi. [13]

Definicja: Cyklem dlugosci k > 3 nazywamy ciag (vo, vy, . .., Vk_1, Vo), W KtO-

rym wierzchotki vg,...,vi_1 sa rézne, a kazde dwa kolejne wierzchotki sg
potaczone krawedzig [13].

Definicja: Graf nazywamy spojnym, jezeli dla kazdej pary jego wierzchot-
kow istnieje taczaca je Sciezka.

Definicja: Grafem pelnym nazywamy graf, w ktérym kazda para réznych
wierzchotkéw jest potaczona krawedzia.
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Definicja: Dopelnieniem grafu prostego G = (V, E) nazywamy graf G¢,
ktory ma ten sam zbidr wierzchotkoéw co graf G, a dwa rozne wierzchotki
sa polaczone krawedziag w G¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nie sg potaczone
krawedzia w G [13].

Definicja: Grafem z wagami wierzchotkow nazywamy graf, w ktorym kaz-
demu wierzchotkowi przypisano dodatnia liczbe okreslajaca jego wage. Waga
kliki nazywamy sume wag wszystkich nalezacych do niej wierzchotkéw. Klika
o najwiekszej wadze nazywamy taka klike, dla ktorej suma ta jest najwieksza
sposrod wszystkich klik wystepujacych w grafie [14].

Definicja: Zbiorem niezaleznym w grafie G nazywamy taki zbior I C V(G),
ze zadne dwa rézne wierzchotki nalezace do I nie sa potaczone krawedzia.
7Zbiér niezalezny nazywamy maksymalnym, jezeli nie jest wlasciwym pod-
zbiorem innego zbioru niezaleznego. Zbiér niezalezny nazywamy najwiek-
szym, jezeli ma najwicksza licznosé sposrod wszystkich zbiorow niezaleznych
w grafie [13].

2.2. Problem licznos$ci klik maksymalnych

W pracy [15] zaproponowano ciekawy problem utworzenia grafu, w kto-
rym beda wystepowaly kliki maksymalne o rozmiarach od 1 do k, gdzie
izolowany wierzchotek tworzy klike rozmiaru 1. W celu utworzenia takiego
grafu z najmniejsza liczbg wierzchotkéw mozemy zastosowaé¢ metode zna-
ng z grafow cieciwowych. Zaczynamy od kliki K. Wybieramy klike K 5 i
taczymy jej wierzchotki z nowym wierzchotkiem, aby powstata klika K.
Wybieramy klike Kj_ 3 i taczymy jej wierzchotki z nowym wierzchotkiem,
aby powstata klika Kj_,. Czynnosci powtarzamy az do utworzenia kliki K.
Na koncu dodajemy izolowany wierzchotek. Liczba wierzchotkow koncowego
grafu wynosi n = 2k — 1. Uog6lniajac mozemy zapisaé, ze w grafie z n wierz-
chotkami moga wystepowac kliki maksymalne o kolejnych licznosciach od 1
do [(n+1)/2].

2.3. Problem kliki

W tym rozdziale przedstawimy rézne algorytmy dla problemu kliki obecne
w bibliotece graphtheory oraz zaimplementowane w ramach tej pracy. W typo-
wym przypadku algorytm jest reprezentowany przez klase, ktorej konstruktor
otrzymuje graf i ewentualnie stownik z wagami wierzchotkéw. Metoda run()
uruchamia obliczenia, a rozwigzanie jest zapisane w atrybutach takich jak
cliques. W innych przypadkach metoda run() zwraca iterator po klikach mak-
symalnych.

2.3.1. Ogoblne grafy

Do znajdowania wszystkich klik maksymalnych w ogélnych grafach wy-
korzystuje sie¢ algorytm Brona-Kerboscha, ktory w klasycznej postaci ma
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ztozonosé obliczeniowa O(3™3). W pracy magisterskiej Dariusza Zdybskie-
go przygotowano cztery wersje tego algorytmu, w ktorych kliki maksymalne
byly zapisywane na lisScie w atrybucie cliques. Zwykle jednak nie jest potrzeb-
na cala lista klik maksymalnych, bo zajmuje duzo pamieci komputera, tylko
chcemy mie¢ mozliwos$é przejscia kolejno po wszystkich klikach. Dlatego przy-
gotowano drugie rozwigzanie oparte na iteratorach. Korzystanie z iteratorow
przedstawia listing.

Listing 2.1. Algorytm Brona-Kerboscha.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.cliques.bronkerbosch2 import BronKerboschClassiclterator

from graphtheory.cliques.bronkerboschrp2 import BronKerboschRandomPivotlterator
from graphtheory.cliques.bronkerboschdp2 import BronKerboschDegreePivotlterator
from graphtheory.cliques.bronkerboschdeg2 import BronKerboschDegeneracylterator

G = Graph()

# Add modes and edges here.

algorithm = BronKerboschClassiclterator (G)

#algorithm = BronKerboschRandomPivotlterator (G)

#algorithm = BronKerboschDegreePivotlterator (G)

#algorithm = BronKerboschDegeneracylterator (G)

clique iterator = algoritm.run()

for clique in clique iterator: # loop over maximal cliques
print (clique)

W przypadku grafow z wagami wierzchotkéw mozna podaé sitowe rozwia-
zanie problemu znajdowania kliki o najwiekszej wadze. Wystarczy przejsé po
wszystkich klikach maksymalnych za pomoca iteratora i wybrac¢ klike o naj-
wiekszej wadze. Takie podej$cie moze by¢ sensowne jezeli wiemy, ze dla danej
rodziny grafow liczba klik maksymalnych zalezy liniowo lub wielomianowo od
rozmiaru grafu. Przykltadowy kod zamieszczono na listingu, przy czym wagi
wierzchotkéw sg przechowywane w stowniku weight dict.

Listing 2.2. Korzystanie z og6lnego iteratora klik maksymalnych.

max_clique — max(clique iterator , key—len) # mazimum clique
max_weight clique = max(clique iterator ,
key=lambda clique: sum(weight dict[v] for v in clique))

2.3.2. Grafy dwudzielne i drzewa

W grafach dwudzielnych najwieksza mozliwa klika to K, czyli pojedyncza
krawedz. Klike o najwiekszej wadze mozemy latwo znalez¢ w czasie O(m)
stosujac kod podany na listingu.

Listing 2.3. Kliki maksymalne w grafach dwudzielnych.

# G is a bipartite graph.
max_weight edge = max(G.iteredges (), key=lambda edge:

weight _dict[edge.source] + weight _dict[edge.target]) # O(m) time
max_weight clique = {max _ weight edge.source, max weight edge.target}
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2.3.3. Grafy przedzialowe

Grafy przedzialowe wygodnie jest zapisywaé¢ w reprezentacji permutacyj-
nej. Kazdy wierzcholek grafu (przedzial na osi liczbowej) jest reprezentowany
przez etykiete, zwykle liczbe catkowita lub string. Graf ma postaé¢ permuta-
cji etykiet wierzchotkow. Etykieta wierzchotka pojawia sie dwa razy w per-
mutacji, pierwszy raz gdy napotykamy poczatek przedziatu, drugi raz gdy
napotykamy koniec przedzialu. Reprezentacja permutacyjna automatycznie
zapisuje przedzialy tak, ze sa one posortowane wg poczatkow i wg koncow,
co jest wykorzystywane w wielu algorytmach.

W bibliotece graphtheory byly dostepne dwie przydatne funkcje zwigzane
z klikami. Funkcja find_peo_ cliques() pozwala na wyznaczenie PEO i listy klik
maksymalnych w czasie O(n + m). Funkcja find_max_ clique_size() pozwala
na wyznaczenie rozmiaru najwiekszej kliki w czasie O(n). W ramach niniej-
szej pracy przygotowano nowa funkcje iter cliques interval (), ktéra zwraca
iterator po klikach maksymalnych dzialajacy w czasie O(n + m). Jest to
rozwigzanie oszczedzajace pamieé. Co ciekawe, iterator mozna wykorzystaé
do znalezienia kliki o najwiekszej wadze w grafach przedzialowych z waga-
mi wierzchotkow. Zlozonosé¢ obliczeniowa pozostaje rzedu O(n + m). Do-
ktadny opis algorytmu uzytego w funkcji iter cliques_interval () znajduje sie
w rozdziale |3.1, a testy wydajno$ciowe opisano w dodatku Na bazie
funkcji wyznaczajacej rozmiar najwiekszej kliki przygotowano szybka funkcje
find_clique_number_interval() do znajdowania liczby klik maksymalnych w gra-
fie przedzialowym. Funkcja dziala w czasie O(n).

Listing 2.4. Kliki maksymalne w grafach przedziatowych.

# ’'perm’ is an interval graph in permutation representation.

from graphtheory.chordality.intervaltools import find peo_cliques

from graphtheory.chordality.intervaltools import find max clique size

from graphtheory.chordality.intervaltools import find clique number interval
from graphtheory.chordality.intervaltools import iter cliques interval

peo, clique list = find peo_cliques(perm) # O(n+m) time
max_size = find_max_ clique_size (perm) # O(n) time
# New results .
max _clique = max(iter cliques interval (perm), key=len) # O(n+m) time
n_cliques = find clique number interval(perm) # O(n) time
clique list = list (iter cliques interval(perm))
max_weight clique — max(iter cliques interval (perm),
key=lambda clique: sum(weight dict|[v]| for v in clique)) # O(n+m) time

2.3.4. Grafy cieciwowe

Grafy cieciwowe byly badane w pracy magisterskiej Matgorzaty Olak [16].
W grafach cieciwowych struktura maksymalnych klik jest wyjatkowo upo-
rzadkowana. Brak indukowanych cykli dtugoséci co najmniej cztery sprawia,
ze kliki nie pojawiaja sie ,chaotycznie”, lecz wynikaja z lokalnych zalezno-
Sci, ktore mozna uchwyci¢ jednym porzadkiem wierzchotkéw. Graf cieciwowy
posiada porzadek doskonatej eliminacji PEO (ang. perfect elimination orde-
ring), w ktorym dla kazdego wierzchotka zbior jego pozniejszych sasiadow
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tworzy klike. Zbiory te wyznaczajg naturalne kliki-kandydatow, dzieki czemu
najwicksza klika moze zosta¢ znaleziona przez analize tej rodziny klik genero-
wanych przez porzadek eliminacji, a nie przez globalne rozwazanie wszystkich
podzbioréw wierzchotkéw. Liczba klik maksymalnych w grafie cieciwowym
jest rzedu O(n).

Uporzadkowanie PEO dla graféw cieciwowych mozna znalez¢ w czasie li-
niowym O(n + m) za pomoca leksykograficznego BFS lub algorytmem MCS
(ang. mazimum cardinality search). Na bazie PEO mozna znalez¢ klike naj-
wieksza w czasie O(n+m). Na bazie PEO mozna réwniez wyznaczy¢ wszyst-
kie kliki maksymalne w czasie O(n + m), poniewaz suma licznosci klik mak-
symalnych w grafie cieciwowym jest ograniczona przez n + m. W ramach
tej pracy zostal przygotowany iterator po klikach maksymalnych w grafie
cieciwowym iter cliques chordal(), ktory pozwala wyznaczy¢ w czasie linio-
wym O(n +m) klike o najwiekszej wadze. Doktadny opis algorytmu uzytego
w funkcji iter cliques chordal() znajduje sie w rozdziale [3.2] a testy wydajno-
$ciowe opisano w dodatku [A.2]

Listing 2.5. Kliki maksymalne w grafach cieciwowych.

from graphtheory.chordality.peotools import find peo lex bfs

from graphtheory.chordality.peotools import find peo mecs

from graphtheory.chordality.peotools import find maximum clique peo
from graphtheory.chordality.peotools import find all maximal cliques
from graphtheory.chordality.peotools import is peol, is_ peo2

from graphtheory.chordality.peotools import iter cliques chordal

# G is a chordal graph, PEO can be found.

#peo = find_peo_lex _bfs(G)  # O(n+m) time

peo = find_peo_mcs(G) # O(n+m) time

assert is_peol (G, peo) # testing PEO, O(n+m) time
assert is_peo2(G, peo) # testing PEO, O(n+m) time

max_clique = find maximum clique peo(G, peo) # O(n+m) time
clique list = find all maximal cliques(G, peo) # O(n+m) time
# New results.
max_clique = max(iter cliques chordal (G, peo), key=len) # O(n+m) time
clique list = list (iter cliques chordal (G, peo))
max_weight clique = max(iter cliques chordal (G, peo),
key=lambda clique: sum(weight dict|[v]| for v in clique)) # O(n+m) time

2.3.5. Grafy planarne

Graf planarny to graf, ktory moze by¢ narysowany na ptaszczyznie w taki
sposob, ze jego krawedzie nie przecinajg sie. Zgodnie z twierdzeniem Kura-
towskiego w grafach planarnych nie moga pojawiaé¢ sie kliki K5 i wieksze,
wiec najwieksza mozliwa klika to Kjy.

W problemie z wagami wierzchotkéw nalezy zbadaé wagi wszystkich klik
Ky, K3, K,. Algorytm sitowy bedzie mial zlozonoéé O(n).

2.3.6. Grafy permutacji

Graf permutacji jest to graf nieskierowany, ktérego wierzchotki reprezen-
tuja elementy permutacji, a krawedzie reprezentuja pary elementéw permu-
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tacji tworzacych inwersje [17]. Z definicji grafy te maja zwarta reprezentacje
jako ciag liczb catkowitych od 1 do n odpowiednio przestawionych, ewen-
tualnie w programach komputerowych jako ciag liczb od 0 do n — 1. Grafy
permutacji byly badane w pracy licencjackiej Alberta Surmacza [18|. Podano
tam algorytm wyznaczania najwiekszej kliki, ktory szuka najwickszej male-
jacej podsekwencji w permutacji. Rozwigzanie mozna znalez¢ w czasie O(n?)
(programowanie dynamiczne) lub O(nlogn) (metoda dziel i zwyciezaj).

Nowy algorytm wyznaczania kliki o najwiekszej wadze w grafie permutacji
zostanie pokazany w rozdziale [3.3]

2.3.7. Grafy kolowe

Graf kotowy (ang. circle graph) jest to graf nieskierowany, ktorego wierz-
chotki reprezentujg cieciwy okregu. Dwa wierzcholtki sa potaczone krawedzia,
jezeli odpowiednie cieciwy przecinaja sie [19]. Kazdy graf permutacji jest
grafem kotowym, ale nie na odwrot. Grafy kotowe byly badane w pracy ma-
gisterskiej Alberta Surmacza [20]. Graf kotowy mozna reprezentowaé przez
podwdjna permutacje etykiet cieciw. Jezeli bedziemy obiegaé¢ okrag od usta-
lonego punktu, to podwojna permutacja bedzie zawieraé¢ etykiety napotyka-
nych cieciw. Zaklada sie, ze dwie cieciwy nie moga mie¢ wspolnego konca.
Dla n cieciw podwdjna permutacja zawiera 2n elementow.

W pracy Surmacza podano algorytm wyznaczania najwiekszej kliki w gra-
fie kotowym. Dla kazdego wierzchotka grafu indukuje si¢ graf permutacji,
dla ktorego nastepnie wyznacza sie najwicksza klike. Mozliwe sg dwie im-
plementacje o ztozonosciach O(n?) lub O(n?logn). Wykorzystujac algorytm
wyznaczania kliki o najwiekszej wadze w grafie permutacji mozemy otrzy-
maé algorytm wyznaczajacy klike o najwiekszej wadze w grafie kotowym.
Doktadny opis tego algorytmu znajduje sie w rozdziale |3.4

2.3.8. Grafy lukéw na okregu

Grafy tukow na okregu byly badane w pracy magisterskiej Oliwii Gil
[21]. W takich grafach kazdemu wierzchotkowi przypisany jest tuk lezacy
na okregu, a dwa wierzchotki sa potaczone krawedziag wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im tuki maja punkt wspolny [22]. Grafy tukow na okre-
gu sg uogdlnieniem grafow przedzialowych. Kazdy graf przedzialowy mozna
przedstawic¢ jako graf tukow na okregu, ale nie kazdy graf tukéw na okregu
jest grafem przedziatowym. Klika w takim grafie odpowiada zbiorowi tukdw,
ktore parami sie przecinaja. Ta geometryczna interpretacja stanowi podsta-
we wielu algorytméw wyznaczania klik w grafach tukéw na okregu, w tym
algorytmu Gavrila shuzacego do wyznaczania kliki najwiekszej [23]. W pracy
Gil pojawita sie implementacja tego algorytmu, ale kluczowe obliczenia nie
byty wydajne. W rozdziale przedstawiono optymalng wersje algorytmu,
korzystajaca z twierdzenia Koniga.

W roku 1985 Hsu [I4] podal algorytm dzialajacy w czasie O(nm) do
wyznaczania kliki o najwiekszej wadze. Z kolei w roku 1992 Kashiwabara ze
wspotautorami podali algorytm do generowania klik maksymalnych w czasie
O(n*5 + a), gdzie a to rozmiar wyjscia, czyli suma licznosci klik maksymal-
nych [24].



3. Algorytmy

W tym rozdziale zostana szczegdtowo opisane nowe algorytmy zaimple-
mentowane w ramach badania klik w r6znych rodzinach grafow.

3.1. Wyznaczanie klik maksymalnych w grafach
przedzialowych

W tym algorytmie skorzystali$my ze specyficznej struktury klik w grafach
przedziatlowych. Zgodnie z geometryczng interpretacja tej rodziny grafow,
wierzchotki reprezentuja przedziaty na osi liczbowej, a krawedz wystepuje
wtedy, gdy dwa przedzialy maja niepuste przeciecie. Wobec tego kazda klika
odpowiada rodzinie przedziatow majacych wspolny punkt przeciecia.

Posiadajac reprezentacje permutacyjng grafu przedziatowego, mozna efek-
tywnie wyznacza¢ takie rodziny przez przejscie po uporzadkowanych koni-
cach przedzialow i utrzymywanie zbioru aktualnie aktywnych wierzchotkow.
Zmiana z fazy powiekszania tego zbioru na faze jego zmniejszania odpowiada
znalezieniu kolejnej kliki maksymalnej.

Dane wejsciowe: Graf przedzialowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Wyznaczanie wszystkich klik maksymalnych w grafie przedziato-
wym.

Dane wyjsciowe: Iterator po klikach maksymalnych.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia zmiennej logicz-
nej growing oraz zbioru used. Zmienna growing bedzie przechowywacé¢ wartosé
True, gdy aktualna klika jest w fazie wzrostu, oraz False, gdy maksymalny
rozmiar kliki zostal juz osiggniety. Zbior used bedzie przechowywaé wierz-
chotki obecne w aktualnie budowanej klice. Ciatem algorytmu jest petla for
po wierzchotkach grafu w reprezentacji permutacyjnej. W kazdej iteracji roz-
patrujemy, czy dany wierzchotek v nalezy juz do zbioru used:

— jesli nalezy i flaga growing jest ustawiona na True, to zwracamy aktualng
klike maksymalna, usuwamy wierzchotek v ze zbioru used i ustawiamy
flage growing na False (klika maleje),

— jesli nie nalezy, to go dodajemy wierzchotek v do zbioru used i ustawiamy
flage growing na True (ro$nie nowa klika).

Algorytm jest wykonywany az wszystkie wierzchotki z reprezentacji permu-
tacyjnej zostana rozpatrzone.
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Zlozono$é: Prawie wszystkie operacje w petli for zajmuja staly czas, co pro-
wadzitoby do ztozonosci O(n). Jedynie raportowanie znalezionej kliki zajmuje
czas proporcjonalny do licznosci danej kliki. Okazuje sie, ze suma licznosci
klik maksymalnych w grafie przedzialowym nie przekracza n+m, co prowadzi
do catkowitej ztozonosé czasowej algorytmu postaci O(n + m).

Uwagi: Tterator po klikach maksymalnych w grafie przedzialowym mozna
wykorzysta¢ do znalezienia kliki o najwiekszej wadze w czasie O(n + m).

Listing 3.1. Funkcja iter_cliques interval ().

def iter cliques interval (perm): # O(n+m) time
"""Generate all maximal cliques on demand for the interval graph."""
growing = True
used = set () # current clique
for node in perm:
if node in used:
if growing: # new mazimal clique
yield set(used) # clique copy
used . remove (node)
growing = False
else: # clique 1is growing
used .add (node)
growing = True

3.2. Wyznaczanie klik maksymalnych w grafach
cieciwowych

Grafy cieciwowe sg klasg grafow, ktorej struktura klik jest écidle zwigza-
na z porzadkiem doskonatej eliminacji. W takim porzadku pdzniejsi sasiedzi
kazdego wierzchotka tworza klike, dlatego kliki maksymalne mozna wyzna-
czal przez rozwazanie zbioré6w ztozonych z kolejnych wierzchotkéw oraz ich
pozniejszych sasiadow. Przedstawiony algorytm wykorzystuje wlasnie te wla-
Snos¢.

Dane wejsciowe: Graf cieciwowy i jego PEO.
Problem: Wyznaczanie wszystkich klik maksymalnych w grafie cieciwowym.
Dane wyjsciowe: Iterator po klikach maksymalnych.

Opis algorytmu: Na poczatku tworzony jest stownik M przypisujacy kaz-
demu wierzchotkowi jego pozycje w porzadku PEO oraz stownik S, stuzacy
do eliminowania klik niemalejacych maksymalnych.

Nastepnie algorytm przechodzi po kolejnych wierzchotkach source w po-
rzadku PEOQO. Dla kazdego z nich wyznaczany jest zbior X zawierajacy sasia-
dow lezacych na prawo od source w tym porzadku. 7 wlasnoéci PEO wynika, ze
zbior X jest klika, zatem X U {source} jest kandydatem na klike maksymalng.
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Jezeli wierzchotek jest izolowany, algorytm zwraca jednoelementowa kli-
ke. Jezeli zbior X jest pusty, przechodzi do nastepnego wierzchotka. W po-
zostalych przypadkach wybierany jest najwczes$niejszy wierzchotek ze zbio-
ru X, a nastepnie aktualizowana jest warto$¢ pomocnicza S. Jesli warunek
S[source] < len(X) jest spelniony, kandydat X U {source} zostaje zwrdcony
jako kolejna maksymalna klika.

Ztozono$é: Suma licznosci klik maksymalnych w grafie cieciwowym nie prze-
kracza n + m, co prowadzi do catkowitej ztozonosci czasowej algorytmu po-
staci O(n +m).

Uwagi: Tterator po klikach maksymalnych w grafie cieciwowym mozna wy-
korzysta¢ do znalezienia kliki o najwiekszej wadze w czasie O(n + m).

Listing 3.2. Funkcja iter_cliques_ chordal().

def iter cliques chordal (graph, order):
"""Generate all maximal cliques on demand for a chordal graph.
# position of each node in the PEO
M = dict ((node, i) for (i, node) in enumerate(order))
# additional values used to skip mon—mazimal cliques
S = dict ((node, 0) for node in order)

nnn

for source in order:
# later mneighbors of source in the PEO

X = set()
# collect neighbors placed after source in the PEO
for target in graph.iteradjacent (source): # total O(E) time

if M[source] < M[target |:
X.add(target)

# isolated vertex is a mazimal clique
if graph.degree(source) = 0: # isolated node

yield {source}
# no later mneighbors, so there is no clique to generate
if not X:

continue
# first vertex from X in the PEO
node = min(X, key=M. getitem )
# remember the largest clique already seen for this node
S[node] = max(S[node], len(X) — 1)
# generate the clique only if it is mazimal
if S[source] < len(X):

yvield X | {source}

3.3. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze w grafach
permutacji

Korzystajac z reprezentacji grafu permutacji jako grafu inwersji, problem
kliki o najwiekszej wadze mozna sprowadzi¢ do problemu znalezienia male-
jacego podciagu o najwiekszej sumie wag [25]. Jezeli elementy permutacji
tworza podciagg malejacy, to kazda para tych elementéow tworzy inwersje, a
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wiec odpowiadajace im wierzchotki sg parami potaczone krawedziami. Taki
podcigg odpowiada zatem klice w grafie permutacji.

Dane wejsciowe: Graf permutacji reprezentowany przez permutacje wierz-
chotkéw oraz stownik przypisujacy wierzchotkom ich wagi.

Problem: Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze w grafie permutacji.

Dane wyjsciowe: Lista wierzchotkéw tworzacych klike o najwiekszej wadze
oraz suma wag tych wierzchotkow.

Opis algorytmu: Algorytm wykorzystuje programowanie dynamiczne. Nie
wyznacza wszystkich klik maksymalnych, lecz dla kazdego elementu permu-
tacji zapamietuje najlepsze rozwigzanie koriczace sie na tym elemencie.

Niech dpl|i] oznacza najwicksza sume wag malejacego podciagu koricza-
cego sie na elemencie perm|i]. Odpowiada to najwiekszej wadze kliki, ktorej
ostatnim elementem w reprezentacji permutacyjnej jest perm[i]. Dodatkowo
tablica parent przechowuje poprzednika danego elementu w najlepszym roz-
wigzaniu, co pozwala po6zniej odtworzy¢ znaleziona klike.

Na poczatku dla kazdego indeksu i przyjmujemy, ze najlepsza klika kon-
czaca sie na permli| sktada sie tylko z tego jednego wierzchotka. Wtedy wartosé
dp[i] jest réwna wadze wierzchotka perml[i], a parent[i] ma warto$¢ —1.

Nastepnie algorytm przechodzi po kolejnych elementach permutacji. Dla
ustalonego elementu v = perm[i] sprawdzane sa wszystkie wczesniejsze elemen-
ty u = permlj], gdzie j < i. Jezeli zachodzi warunek u > v, to elementy u oraz
v tworzg inwersje, a wiec odpowiadajace im wierzcholki sg potaczone krawe-
dzia. Oznacza to, ze malejacy podciag koriczacy sie na u mozna przedtuzyé
o element v.

Jezeli suma dp[j] + weight|v] jest wicksza od aktualnej wartosci dp[i], algo-
rytm aktualizuje dp[i] oraz zapisuje j jako poprzednika elementu i w tablicy
parent. Po przetworzeniu catej permutacji najwieksza warto$¢ w tablicy dp
jest waga szukanej kliki. Sama klika jest odtwarzana przez cofanie sie po
tablicy parent, zaczynajac od indeksu o najwiekszej wartosci dp.

Zlozono$é: Dla kazdego elementu permutacji sprawdzane sg wszystkie wcze-
$niejsze elementy, dlatego zlozono$é czasowa algorytmu wynosi O(n?).

Uwagi: Przedstawiony algorytm nie enumeruje wszystkich klik maksymal-
nych. Wykorzystuje specjalng strukture grafow permutacji, w ktorych kliki
odpowiadajg malejacym podciggom permutacji. Dzieki temu mozliwe jest
bezposrednie znalezienie kliki o najwiekszej wadze za pomoca programowania
dynamicznego.

Listing 3.3. Funkcja find maximum _weight clique_perm().

def find maximum weight clique perm (perm, weight):

"""Finding a maximum weight clique in a perm graph in O(n~2) time.

n = len (perm)
# preparing the dynamic programming table and parent pointers
dp = [0] * n
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parent = [—1] * n

for i in range(n):
v = perm|[i]
dp[i] = weight[Vv] # initial weight of the clique with only wvertex v
for j in range(i):
u = perm|j ]
if u> v: # creates inversion , so they can be in the same clique
# update dp[i] if we can get a heavier clique
if dp[j] + weight[v] > dp[i]:
dp|i] = dp|j] + weight|[v]
parent[i] = j

# finding the index of last element in the maximum weight clique
best — max(range(n), key=lambda i: dp[i])
clique = []
i = best
# reconstructing the clique from the parent pointers
while i = —1:
clique . append (perm|[i])
i = parent[i]

clique .reverse ()
return clique , dp[best]

3.4. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze w grafach
kolowych

Na bazie algorytmu dla grafow permutacji przygotowano nowy algorytm
wyznaczajacy klike o najwiekszej wadze w grafie kotowym.

Dane wejSciowe: Graf wejsciowy jest zadany podobnie jak w przypadku
grafow przedzialowych w postaci listy zawierajacej etykiety wierzchotkow
- pierwsze wystgpienie kazdej etykiety oznacza poczatek cieciwy, a drugie
wystapienie oznacza jej koniec.

Problem: Wyznaczanie kliki o najwickszej wadze w grafie kolowym.

Dane wyjSciowe: Lista wierzchotkow tworzacych klike o najwiekszej wadze
oraz suma wag tych wierzchotkow.

Opis algorytmu: Na poczatku algorytm wyznacza pozycje obu wystapien
kazdej etykiety w reprezentacji grafu. Nastepnie rozwaza kolejno kazdy wierz-
chotek grafu. Dla ustalonego wierzchotka wyznaczane jest jego domkniete
sasiedztwo, czyli zbior ztozony z tego wierzchotka oraz wszystkich jego sasia-
dow. Z oryginalnej reprezentacji grafu kotowego wybierane sg nastepnie tylko
te wystapienia etykiet, ktére naleza do wyznaczonego zbioru. W ten sposob
otrzymywany jest podgraf indukowany przez domkniete sasiedztwo danego
wierzchotka.
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Otrzymany podgraf jest przeksztalcany do reprezentacji grafu permutacji.
Po przepisaniu wag na nowe etykiety uruchamiany jest algorytm wyznacza-
jacy klike o najwiekszej wadze w grafie permutacji. Znaleziona klika jest
nastepnie dekodowana z powrotem do oryginalnych etykiet grafu kotowego.
Jezeli jej waga jest wieksza od najlepszego dotychczasowego wyniku, zostaje
ona zapamietana.

Poprawnosé¢ algorytmu wynika z faktu, ze kazda klika zawierajaca wierz-
chotek v jest zawarta w domknietym sasiedztwie tego wierzchotka. Algorytm
rozwaza domkniete sasiedztwo kazdego wierzchotka grafu, dlatego w jednym
z krokow analizowany jest podgraf zawierajacy klike optymalna. Poniewaz
dla kazdego takiego podgrafu rozwigzywany jest problem kliki o najwiekszej
wadze, najlepszy wynik sposrod wszystkich krokow jest rozwigzaniem dla
catego grafu kotowego.

Zlozono$é: Dla kazdego wierzchotka algorytm wyznacza jego domkniete sg-
siedztwo, buduje odpowiedni podgraf, przeksztatca go do grafu permutacji
oraz wywoluje algorytm dla wazonej kliki w grafie permutacji. W przypadku
pesymistycznym rozwazany podgraf moze mie¢ rozmiar rzedu n, a algorytm
dla graféw permutacji dziata w czasie O(n?). Poniewaz procedura wykonywa-
na jest dla kazdego z n wierzchotkow, catkowita ztozonos¢ czasowa algorytmu
wynosi O(n - n?) = O(n?).

Listing 3.4. Funkcja find_maximum_weight clique_circle().
#!1/usr/bin/env python3

from circle4 import circle2perm

from ldsl import find maximum clique perm

from lis3 import find maximum iset perm

from perml import find maximum weight clique perm

def find maximum weight clique circle(double perm, weight dict):
"""Finding a maximum weight clique in a circle graph in O(n"~3) time.
# Musze miec info o sasiadach.

mmnn

nodes = set(double perm)
pairs = dict ((node, []) for node in nodes) # O(n) time
for idx, node in enumerate(double_perm): # O(n) time

pairs [node]. append (idx)
# Dla kazdego v budujemy indukowany perm graph G _v.
best clique = set () # max clique
best weight = 0 # mazx weight
for source in nodes: # O(n) time
neighbors = set ([source])
for target in nodes: # O(n) time
sl, s2 = pairs[source]
tl, t2 — pairs|[target |
if (sl < t1 < 82 < t2) or (tl < sl < t2 < s2):
neighbors.add(target)
# Buduje graf indukowany jako double perm.
subgraph = [node for node in double perm if node in neighbors]
perm, n2l, 12n = circle2perm (subgraph) # O(n) time
new_dict = dict ((i, weight_dict[n2l[i]]) for i in perm) # O(n) time
clique , max weight = find maximum weight clique perm (perm, new dict)
# Dekodowanie kliki w czasie O(n) — generator.
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if best weight < max weight:
best weight = max_weight
# przejscie do etykiet cieciw
best clique = set(n2l[i] for i in clique)
return best clique, best weight

3.5. Algorytm Szwarcfitera-Barroso dla grafow
kolowych - wyznaczanie klik maksymalnych

W oparciu o algorytm Szwarcfitera-Barroso [26] przygotowano algorytm
wyznaczajacy wszystkie kliki maksymalne w grafie kolowym. W tym algorty-
mie rowniez wykorzystano podwdjna permutacje jako reprezentacje wejscio-
wego grafu.

Dane wejsciowe: Graf kolowy w reprezentacji podwojnej permutacji.
Problem: Wyznaczanie klik maksymalnych w grafie kotowym.
Dane wyjsciowe: Iterator po klikach maksymalnych grafu kotowego.

Opis algorytmu: Zasadniczo algorytm mozna podzieli¢ na cztery etapy:

1. Zbudowanie orientacji S;.

2. Wyznaczenie redukeji tranzytywne;.

3. Znalezienie par krancow klik maksymalnych.

4. Wykonanie nieograniczonego przeszukiwania DFS w redukcji tranzytyw-
nej miedzy parami krancowymi.

W pierwszym etapie algorytmu dla kazdej etykiety wierzchotka zapisuje-
my pozycje jej pierwszego i drugiego wystapienia w podwdjnej permutacji.
W oparciu o te pozycje budujemy orientacje Si, czyli skierowang wersje grafu
kotowego. Dla kazdej pary wierzchotkéw sprawdzane jest, czy ich wystapienia
w podwdjnej permutacji sie przeplataja. Jezeli dla wierzchotkéw s it zachodzi
uktad 51 < t; < s9 < ty, to do grafu skierowanego dodawana jest krawedz
(s,t). Natomiast jezeli zachodzi t; < s1 < ty < $3, dodawana jest krawedz
(t,s). Oznacza to, ze dla przecinajacych sie cieciw kierunek krawedzi jest
ustalany od wierzchotka, ktorego pierwsze wystapienie pojawia sie wczesniej,
do wierzchotka, ktorego pierwsze wystapienie pojawia si¢ p6Zniej.

Drugi etap algorytmu polega na wyznaczeniu redukeji tranzytywnej. Re-
dukcja tranzytywna jest to graf skierowany, ktory zawiera krawedzie z orien-
tacji 51, ale bez krawedzi, ktére mozna wywnioskowa¢ z innych krawedzi
z relacji tranzytywnosci. Dla kazdej krawedzi (u, v) sprawdzane jest, czy ist-
nieje wierzcholek x, taki ze istnieja krawedzie (u, z) oraz (z,v). W tym celu
wykorzystywane sa zbiory nastepnikow A, (u) oraz poprzednikow A;,(v).
Jezeli przeciecie A, (u)N A, (v) jest puste, krawedz (u, v) zostaje zachowana.
W przeciwnym przypadku istnieje wierzchotek posredni x, dlatego krawedz
(u,v) jest pomijana.

W trzecim etapie algorytmu, bazujac na orientacji S7, wyznaczane s pary
kraricow klik maksymalnych. Nalezy podkresli¢, ze w tym kroku algorytm
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operuje na pelnej orientacji Sy, a nie na grafie po redukcji tranzytywnej
uzyskanym w poprzednim etapie. Dla kazdej krawedzi (u, v) sprawdzane jest,
czy wierzchotki v i v maja wspolnego nastepnika lub wspolnego poprzednika.

Jezeli istnieje wspolny nastepnik x, to klike zawierajaca v i v mozna roz-
szerzy¢ w prawo, dodajac wierzchotek x. Jezeli istnieje wspolny poprzednik
x, to klike mozna rozszerzy¢ w lewo. W obu przypadkach krawedz (u,v) nie
moze wyznacza¢ krancow kliki maksymalnej.

Z tego powodu para (u,v) jest uznawana za pare krancowa tylko wtedy,
gdy spetnione sg oba warunki:

Aput (1) M Agye(v) =0 oraz Ay (u) N Az (v) = 0.

Oznacza to, ze nie istnieje zaden wierzchotek, ktory pozwalalby rozszerzy¢
rozwazang pare ani przed u, ani za v. Takie pary sa zapisywane jako mozliwe
poczatki i konice klik maksymalnych.

W ostatnim etapie wykonywane jest zmodyfikowane przeszukiwanie DFS
w grafie bedacym redukcja tranzytywna orientacji S;. W odréznieniu od
klasycznego DFS celem tego przeszukiwania nie jest jedynie odwiedzenie
wierzchotkéw grafu, lecz wygenerowanie wszystkich $ciezek prowadzacych od
danego wierzchotka poczatkowego do jednego z odpowiadajacych mu koncow
krarficowych. Przeszukiwanie uruchamiane jest dla kazdego wierzchotka gra-
fu, jednak dla wierzchotkow, ktére nie sa poczatkiem zadnej pary krancowej,
konczy sie natychmiast. Dla wierzchotka s, ktory jest poczatkiem co najmniej
jednej pary krancowej, algorytm wykonuje DFS od s, przyjmujac jako zbior
celow wszystkie wierzcholki zapisane w ends[s|. Kazda $ciezka w redukcji tran-
zytywnej prowadzaca od s do jednego z tych celéw odpowiada jednej klice
maksymalnej i jest zwracana jako zbiér wierzchotkow.

Zlozono$é: Niech n oznacza liczbe wierzchotkow grafu, m liczbe krawedzi
w orientacji S7, natomiast a liczbe klik maksymalnych zwracanych przez
algorytm. Wyznaczenie pozycji wystapien etykiet w podwdjnej permutacji
wymaga czasu O(n), a zbudowanie orientacji S; czasu O(n?).

Wyznaczenie redukcji tranzytywnej wymaga przejrzenia wszystkich kra-
wedzi orientacji S;. Dla kazdej krawedzi sprawdzane jest przeciecie odpo-
wiednich zbioré6w poprzednikéw i nastepnikow. Kazdy z tych zbioréw moze
w najgorszym przypadku zawiera¢ O(n) wierzchotkow, dlatego sprawdzenie
jednej krawedzi moze wymagac czasu O(n). Poniewaz takich krawedzi jest m,
caly etap ma ztozonos¢ O(nm). Analogicznie, wyznaczenie par krancowych
klik maksymalnych rowniez wymaga czasu O(nm).

W ostatnim etapie algorytm wykonuje zmodyfikowane przeszukiwanie
DFS w redukeji tranzytywnej i zwraca znalezione $ciezki jako kliki mak-
symalne. Poniewaz kazda zwracana klika moze zawiera¢ co najwyzej n wierz-
choltkow, koszt wypisania wszystkich klik wynosi O(na).

Catkowita ztozonos¢ czasowa przedstawionej implementacji wynosi zatem
O(n* + nm + na), czyli O(n* + n(m + a)). W klasycznej analizie algorytmu
Szwarcfitera-Barroso ztozonosé zapisuje sie krocej jako O(n(m+a)), poniewaz
sktadnik O(nm) oraz O(na) obejmuja zasadniczy koszt dzialania algorytmu.
W szczegolnosci, gdy dla grafu spojnego m + a > n, sktadnik O(n?) jest
zdominowany przez O(n(m + a)).
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Uwagi: W pewnych sytuacjach moze nas interesowaé tylko liczba klik mak-
symalnych, a nie doktadna posta¢ tych klik. Okazuje sie, ze zmodyfikowany
algorytm Szwarcfitera-Barroso pozwala wyznaczy¢ liczbe klik maksymalnych
w czasie O(nm). W ostatnim kroku pierwotnego algorytmu nie mozemy prze-
chodzié¢ z uzyciem zmodyfikowanego DFS po wszystkich $ciezkach w redukcji
tranzytywnej, bo zlozono$¢ obliczeniowa pozostanie O(n(m + a)). Zamiast
tego nalezy przejs¢ przez wszystkie wierzchotki w kolejnosci odwrotnej do
sortowania topologicznego redukcji tranzytywnej w czasie O(n). Podczas te-
go przejscia oblicza sie rekurencyjna funkcje a(u) dla kazdego wierzchotka
u. Funkcja zlicza rozgalezienia Sciezek w danym wierzchotku. Suma wartosci
tej funkcji dla wszystkich wierzchotkéw daje liczbe klik maksymalnych.

Biorac pod uwage fakt, ze kazdy graf permutacji jest jednoczesnie gra-
fem kotowym, algorytm Szwarcfitera-Barroso moze by¢ uzyty do wyznacza-
nia klik maksymalnych takze w tej rodzinie graféw. Nalezy jedynie dokonaé
odpowiedniego przeksztalcenia reprezentacji grafu permutacji do podwojnej
permutacji grafu kotowego:

Listing 3.5. Przeksztalcenie grafu permutacji do grafu kolowego.

double perm = perm2circle (single perm)

Roézne reprezentacje tego samego grafu kotowego moga prowadzi¢ do roéz-
nych orientacji S oraz réznych redukcji tranzytywnych. Przyktadowe przy-
padki przedstawiono na rysunku ponizej. Model geometryczny z cieciwami
jest taki sam, ale rozne sa punkty na okregu, od ktorych rozpoczyna sie zapis
etykiet cieciw w podwdjnej permutacji.
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Rysunek 3.1. Roézne reprezentacje tego samego grafu kotowego oraz odpowiadajace

im orientacje S1. Krawedzie wyrdznione przerywanymi elipsami s3 usuwane w wy-
niku redukcji tranzytywnej.
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Listing 3.6. Klasa SzwarcfiterBarroso tworzaca iterator po klikach maksymal-
nych grafu kotowego.

class SzwarcfiterBarroso:
"""Finding maximal cliques of a circle graph."""

def  init (self, perm):
self .perm = perm
self .nodes = set(self.perm) # O(n) time, usuwam duplikaty
self.dag = Graph(directed=True) # Sl—orientation
self . transitive reduction = Graph(directed=True)
for node in self.nodes:
self.dag.add node(node)
self.transitive reduction.add node(node)
# Grupowanie koncow mazimal edges
self.ends = dict((node, set()) for node in self.nodes) # O(n) time
# Zwiekszam limit rekurencji.
recursionlimit = sys.getrecursionlimit ()
sys.setrecursionlimit (max(len(self.nodes) % 2, recursionlimit))

def run(self):
self.find S1 orientation ()
self.find transitive reduction ()
self.find maximal edges()
yield from self.find maximal cliques ()

def find S1 orientation(self): # O(n~2) time
# dict do zapisu pierwszego i drugiego wystapienia wierzcholka w perm.
pairs = dict ((node, []) for node in self.nodes) # O(n) time

for idx, node in enumerate(self.perm): # O(n) time
pairs[node]. append (idx)
assert all(len(pairs[node]) = 2 for node in pairs)

# Budowanie grafu skierowanego (Sl1—orientation ).

for (s,t) in itertools.combinations(self.nodes, 2): # 0(n"2) time
sl, s2 = pairs|s]
t1, t2 = pairs|t]

Edge(s ,t))

Edge(t,s))

if (s1 < t1 < 82 < t2

self.dag.add edge

if (t1 < sl < t2 < s2

self.dag.add edge
#self . dag.show ()

AN — S

def find _transitive_reduction (self): # podobno O(n m) time
# poczatki krawedzi wchodzacych do node
self.Ain = dict ((node, set()) for node in self.nodes)
# konce krawedzi wychodzacych z node
self . Aout = dict ((node, set()) for node in self.nodes)

for edge in self.dag.iteredges(): # O(m) time
self.Ain[edge.target ]|.add(edge.source)
self.Aout[edge.source].add(edge.target)

for edge in self.dag.iteredges (): # total O(n m) time

if len(self.Aout[edge.source]| & self.Ain[edge.target]) = 0:
self.transitive reduction.add edge(edge)
#print ("transitive reduction ...")
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#self . transitive reduction.show()

def find maximal edges(self): # total O(n m) time
for edge in self.dag.iteredges(): # chyba O(n m) time przy hashowaniu
if (len(self.Aout|[edge.source]| & self.Aout[edge.target]) == 0 and
len(self.Ain[edge.source| & self.Ain[edge.target]) = 0):
# Tu zapisuje mazximal edges.
self.ends[edge.source].add(edge.target)

def find maximal cliques(self):
# Dla kazdego wierzcholka s robie DFS.
# Dla jednego wierzcholka moze byc kilka startujacych mazimal edges.
# Sciezki koncza sie ma koncach mazimal edges.
# Zlozonosc bedzie O(n m) plus wypisywanie klik O(n a).

# Teraz moge robic DFS jeden raz z jednego wierzcholka.
self.order = [] # s—t path items
for node in self.nodes:
yield from self.dfs visit(node, self.ends[node])
assert self.order — [] # ma koncu wyczyszczone

def dfs visit(self, source, target set):

""" Modified DFS from source in transitive reduction."""

if len(target set) =— 0:
#print ("empty target set for", source)
return

self.order.append(source)
for node in self.transitive reduction.iteradjacent (source):

3.6. Wyznaczanie kliki najwiekszej w grafach tukéw na
okregu

W ramach pracy udalo sie przeprowadzi¢ modyfikacje implementacji algo-
rytmu Gavrila przygotowanej przez Oliwie Gil [2I]. Zachowano og6lny sche-
mat dziatania pierwotnej implementacji, natomiast zmieniono sposoéb wy-
znaczania najwickszego zbioru niezaleznego w dopetnieniu rozpatrywanego
podgrafu. Zastosowany wcze$niej algorytm z nawrotami, przeznaczony dla
grafow ogoélnych, zastgpiono algorytmem wykorzystujacym dwudzielnosé te-
go dopelnienia.

Dane wejsciowe: Dowolny graf tukow na okregu w reprezentacji w postaci
listy par zdarzen.

Problem: Wyznaczanie kliki najwiekszej w grafie kotowym.

Dane wyjsciowe: Lista zawierajaca wszystkie tuki grafu nalezace do jego
najwiekszej kliki.

Opis algorytmu: W pierwotnej implementacji, aby wyznaczy¢ najwiekszy
zbioér niezalezny w dopetnieniu grafu M;, wykorzystywany byt algorytm z na-

wrotami przeznaczony dla graféw ogoélnych. Nie uwzglednial on faktu, ze
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dopeliienie grafu M; jest grafem dwudzielnym. W zmodyfikowanej wersji
zastosowano algorytm przeznaczony specjalnie dla tej klasy grafow.

Listing 3.7. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego - algorytm z na-
wrotami.

algorithm = BacktrackingIndependentSet (M i complement)
algorithm . run ()
clique i = algorithm .independent set

Listing 3.8. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego - algorytm dla
grafow dwudzielnych.

clique i = max_ independent set bipartite(M i complement)

W nowej implentacji wyznaczania zbioru niezaleznego najpierw za po-
moca algorytmu Hopcrofta-Karpa wyznaczane jest maksymalne skojarzenie
w grafie M?. Nastepnie wykonywane jest przejécie po $ciezkach alternuja-
cych, rozpoczynajacych sie w nieskojarzonych wierzchotkach lewej czesci gra-
fu. W ten sposob wyznaczane sa zbiory osiggalnych wierzchotkow Zp i Zp
nalezacych odpowiednio do lewej i prawej czesci grafu.

Na ich podstawie konstruowane jest minimalne pokrycie wierzchotkowe:

C=(L\ZL)UZp,

gdzie L i R oznaczajg czeSci grafu dwudzielnego. Zgodnie z twierdzeniem
Koéniga otrzymane pokrycie jest minimalne |13, s. 37, tw. 2.1.1]. Jego dopel-
nienie w zbiorze wierzchotkéow
V(M{)\C

jest najwiekszym zbiorem niezaleznym w grafie M¢, a wiec odpowiada naj-
wiekszej klice w grafie M;.

Pozostate etapy implementacji, obejmujace konstruowanie graféow M;,
przywracanie pierwotnej numeracji wierzchotkéw oraz wybor najwiekszej spo-
srod otrzymanych klik, nie zostaly zmienione.

Zlozonosé: W zmodyfikowanej wersji etap wyznaczania zbioru niezaleznego
ma ztozono$¢ wielomianowa. Dla grafu o n wierzchotkach i m krawedziach
algorytm Hopcrofta—Karpa dziala w czasie O(m+/n), natomiast wyznacze-
nie minimalnego pokrycia wierzchotkowego i jego dopetnienia wymaga czasu
O(n+m). Ztozonos¢ zmienionego etapu jest wiec rowna O(m+/n). Pelna zto-
zono$¢ obliczeniowa catego algorytmu wyznaczania najwiekszej kliki szacowa-
na jest na O(mn'%) = O(n3%). Co ciekawe, sam Gavril postulowal zlozonosé
O(n®) i to sie potwierdzitlo w testach praktycznych.

Uwagi: Ciekawym elementem algorytmu jest wyznaczanie najmniejszego
pokrycia wierzchotkowego na bazie najwiekszego skojarzenia w grafie dwu-
dzielnym. Sciezki alternujace sa wyznaczane rownolegle przy uzyciu kolejki
wierzchotkéw, podobnie do przeszukiwania BF'S.
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Listing 3.9. Funkcja max_independent _set bipartite() wyznaczajaca najwiekszy
zbior niezalezny w grafie dwudzielnym, wywolywana w funkcji znajdujacej

najwiekszg klike w grafie tukow max_clique_ gavril().

from collections import deque

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.bipartiteness.hopcroftkarp import HopcroftKarpSet

def max clique gavril(graph):

def

size = len(graph)

max_clique = []

for i in range(size):
X i, Y i=get X Y(graph, size, i)
M_i_arcs = X_i+ Y_i

M i model = [graph[node] for node in M i arcs]

M i = make abstract arc graph efficient(M i model, size)
M i complement = M _i.complement ()

clique i = max _ independent set bipartite( M _i complement)

clique i old numbering = [M_i_ arcs[node] for node in clique 1i]

if len(clique i old numbering) > len(max clique):
max_clique = clique i _old numbering
return max _clique

max _independent set bipartite(graph):

"""Find a maximum independent set in a bipartite graph."""
matching = HopcroftKarpSet (graph)

matching . run ()

left part = matching.vl

reachable left = set(node for node in left part
if matching.mate[node] is None)
reachable right = set ()

queue = deque(reachable left)
while queue:

left = queue.popleft ()
for right in graph.iteradjacent (left):

if matching.mate[left] = right:
continue

if right in reachable right:
continue

reachable right.add(right)
matched left = matching.mate[right ]

if (matched left is not None
and matched left not in reachable left):
reachable left.add(matched left)
queue . append (matched left)

minimum _vertex cover = (
(left part — reachable left) | reachable right)
return set(graph.iternodes()) — minimum vertex cover




4. Podsumowanie

Badania w niniejszej pracy koncentrowaly sie na trzech zagadnieniach
zwigzanych z klikami. Pierwsze zagadnienie to znajdowanie kliki o najwiek-
szej licznosci. To bylo na ogo6t badane w innych pracach dyplomowych, wiec
dokonaliémy tylko przegladu istniejacych narzedzi i wynikow.

Drugie zagadnienie to znajdowanie wszystkich klik maksymalnych w wy-
branych rodzinach grafow, takich jak grafy przedzialowe, grafy cieciwowe,
grafy permutacji. Na etapie implementacji w jezyku Python odpowiednim
narzedziem jest iterator po klikach maksymalnych, ktory na zadanie zwraca
kolejne kliki maksymalne. Zwykle przetwarza sie kliki sekwencyjnie i nie na-
lezy marnowa¢ pamieci komputera na przechowywanie catej listy klik. Przy-
gotowano szereg iteratoréow po klikach maksymalnych i przetestowano ich
praktyczna ztozonos¢ obliczeniowa.

Trzecim zagadnieniem byto znajdowanie kliki o najwiekszej wadze w gra-
fach z wagami wierzchotkow. W szczegolnym przypadku rownych wag wierz-
chotkéw problem redukuje sie do znajdowania kliki o najwiekszej licznosci,
jednak zwykle jest to trudniejsze zadanie. W przypadku grafow dwudziel-
nych, graféow przedziatowych i graféw cieciwowych pokazano, ze mozna w cza-
sie liniowym O(n-+m) znalez¢ klike o najwiekszej wadze przez prosty przeglad
klik maksymalnych. W przypadku graféw permutacji potrzebny byt osobny
algorytm wykorzystujacy programowanie dynamiczne. Ten algorytm stal sie
podstawg algorytmu wyznaczajacego klike o najwiekszej wadze w grafach
kotowych.

Podczas badania problemu kliki mozna poczyni¢ ciekawa obserwacje. W pew-
nych przypadkach znalezienie liczby klik maksymalnych moze by¢ szybsze niz
faktyczne jawne wygenerowanie tych klik jako podzbior6w zbioru wierzchot-
kow danego grafu. Dla grafow przedzialowych wystarczy powstrzymad sie
przed wypisaniem klik i juz ztozonosé spadnie z O(n+m) do O(n). Dla gra-
fow kotowych generowanie klik zajmuje czas O(n(m + a)), co moze daé czas
rosnacy wyktadniczo z rozmiarem grafu, bo liczba klik maksymalnych a moze
rosng¢ wyktadniczo. Jednak mozna uzy¢ innego algorytmu, aby dostac liczbe
klik maksymalnych w czasie wielomianowym O(nm). Podane przyktady sa
prawdopodobnie jednymi z powodéw, dla ktérych teoria grafow od lat cieszy
sie ogromnym zainteresowaniem badaczy.

Inna ciekawa obserwacja dotyczy niejednoznacznosci wyboru modelu geo-
metrycznego dla danego grafu abstrakcyjnego w réznych rodzinach grafow.
Dla grafow przedziatowych przyktadem moze byé¢ graf petny K,, modelowany
przez n przedzialow na osi liczbowej majacych niepuste przeciecie. Mamy do-
wolnos¢ w wyborze kolejnosci poczatkéw przedziatdow, a nastepnie dowolnosé
w wyborze kolejnosci koncow przedziatdow. Analogiczna sytuacja zachodzi
dla grafow tukow na okregu, chociaz tam problem jest glebszy. Przyktadowo
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graf pelny K3 mozna narysowac jako zbior trzech tukéw, gdzie na okregu nie
bedzie punktu pokrytego przez trzy tuki. Dla graféw permutacji wiadomo, ze
pewne grafy abstrakcyjne mozna reprezentowaé przez kilka réznych permu-
tacji. Wreszcie dla grafow kotowych wiadomo, ze pewne grafy abstrakcyjne
maja kilka réznych modeli geometrycznych z cigciwami na okregu. 7 kolei
dany model geometryczny mozna zapisa¢ na kilka sposobéw jako podwo6jng
permutacje etykiet cieciw. Oczywiécie koncowe wyniki nie zalezg od wyboru
konkretnego modelu.



A. Testy algorytmoéow

A.1. Testy wyznaczania klik maksymalnych w grafach
przedzialowych

Algorytm iter cliques interval () zostal przetestowany na réznych rodza-
jach graféow przedzialowych o r6znych rozmiarach. Testy polegaty na przepro-
wadzeniu pieciu pomiaréw czasu dziesieciu kolejnych uruchomient algorytmu
dla kazdego rozmiaru grafu, a nastepnie obliczeniu mediany z tych pieciu
pomiarow. Grafy zostaly wygenerowane za pomoca nastepujacych funkcji
nalezacych do pakietu graphtheory:

— random_interval graph(),
— complete interval graph(),
— path_interval graph(),

— 2tree_interval graph(),

— star_interval graph(),

— ktree_interval graph().

Wyniki testow przedstawione na wykresach [A.1] [A.2l |A.3] [A.4] [A.5| poka-
zuja, ze zaréwno w grafach rzadkich jak i gestych warto$é¢ wspoélczynnika
dopasowania a jest bliska 1, co wskazuje na liniowa zaleznos$¢ czasu dziata-
nia algorytmu O(n 4+ m). Wyjatkiem sa grafy pelne, dla ktorych uzyskano
wspotezynnik a = 0.542(18). W tym przypadku niska warto$¢ wspotczynnika
wynika z faktu, ze w grafie pelnym bedziemy mieli jedna klike maksymalng
ztozong ze wszystkich wierzchotkéw, co powoduje uproszczenie algorytmu
poprzez ograniczenie liczby operacji generowania klik.

A.2. Testy wyznaczania klik maksymalnych w grafach
cieciwowych

Algorytm iter cliques_chordal() zostal przetestowany na réznych rodzajach
grafow cieciwowych o réznych rozmiarach. Porzadek eliminacji doskonalej
(PEO) byl wyznaczany przed rozpoczeciem pomiaru, dlatego jego czas nie
zostal uwzgledniony w wynikach testow. Grafy zostaty wygenerowane za po-
moca funkcji make random chordal() oraz make random ktree() nalezacych do
pakietu graphtheory.

Wyniki testow z rysunkow pokazujg, ze zar6wno dla grafow
rzadkich jak i gestych (réwniez z wazonymi wierzchotkami) wartosé¢ wspot-
czynnika dopasowania a pozostaje bliska 1, co potwierdza liniowa zaleznos¢
czasu dziatania algorytmu od rozmiaru wejscia O(n + m).

29



2-tree interval graphs
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Rysunek A.1. Generowanie klik maksymalnych dla 2-drzew przedziatowych. War-
tos¢ wspoltczynnika dopasowania a = 0.974(28) potwierdza liniowa ztozonosé obli-
czeniowy algorytmu O(n + m).

Complete interval graphs
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Rysunek A.2. Generowanie klik maksymalnych dla grafow petnych K,,. Wartosé
wspoOtczynnika dopasowania a = 0.542(18) potwierdza liniowa ztozonosé¢ oblicze-
niowa algorytmu O(n + m).
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Path inetrval graphs
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Rysunek A.3. Generowanie klik maksymalnych dla grafu sciezki P,. Wartosc¢
wspotczynnika dopasowania a = 0.97(2) potwierdza liniowa ztozonosé¢ obliczeniows,
algorytmu O(n + m).

Random interval graphs
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Rysunek A.4. Generowanie klik maksymalnych dla przypadkowych graféw prze-
dzialowych. Warto$¢ wspotezynnika dopasowania a = 0.961(25) potwierdza liniows,
ztozonos¢ obliczeniows algorytmu O(n + m).
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Star interval graphs
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Rysunek A.5. Generowanie klik maksymalnych dla grafow typu gwiazda Ki ,—1.
Wartos¢ wspotczynnika dopasowania a = 0.964(52) potwierdza liniowa ztozonosc
obliczeniowa algorytmu O(n + m).

k-tree chordal sparse graphs
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Rysunek A.6. Generowanie klik maksymalnych dla graféw cieciwowych rzadkich.
Wartoé¢ wspolezynnika dopasowania a = 1.030(15) potwierdza ztozonos¢ oblicze-
niowg algorytmu O(n + m).
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k-tree chordal dense graphs
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Rysunek A.7. Generowanie klik maksymalnych dla graféw cieciwowych gestych.
Wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 0.904(10) potwierdza ztozonosé oblicze-
niowa algorytmu O(n + m).

random chordal weighted graphs
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Rysunek A.8. Generowanie klik maksymalnych dla graféw cieciwowych losowych
z wazonymi wierzchotkami. Warto§¢ wspolczynnika dopasowania a = 0.996(13)
potwierdza ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu O(n + m).
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A.3. Testy wyznaczania kliki o najwiekszej wadze
w grafach permutacji

Algorytm max_weight clique permutation() zostal przetestowany na wybra-
nych rodzinach graféw permutacji reprezentujacych przypadki rzadkie, geste
oraz losowe. Dla kazdej permutacji wierzchotkom przypisano losowe wagi
catkowite. Generowanie permutacji oraz przypisanie wag wykonano przed
rozpoczeciem pomiaru, dlatego czas tych operacji nie zostal uwzgledniony
w wynikach testow.

Testy wykonano dla trzech rodzin graféow permutacji: grafow sciezkowych,
pelnych graféw dwudzielnych oraz grafow losowych. Grafy $ciezkowe stano-
wity przypadek rzadki, petne grafy dwudzielne przypadek gesty, natomiast
grafy losowe przypadek o mniej regularnej strukturze. Permutacje zostaty wy-
generowane za pomocy funkcji make path perm(), make bipartite perm() oraz
make_random_perm(). Dla kazdego rozmiaru n generowano jedng permutacje
danego typu oraz jeden zestaw wag wierzchotkow. Nastepnie dla tego same-
go zestawu danych wykonywano pie¢ niezaleznych pomiaréw czasu dziata-
nia funkcji max_weight clique_permutation(). Jako wynik dla danego rozmiaru
przyjmowano mediane uzyskanych czasow.

W celu zapewnienia powtarzalnosci eksperymentu generator liczb loso-
wych inicjalizowano stala wartoscia ziarna. Testy wykonano dla rozmiaréw
n = 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 7000, 10000.

Algorytm wykorzystuje programowanie dynamiczne i zawiera dwie za-
gniezdzone petle po elementach permutacji, dlatego jego oczekiwana zto-
zonos¢ czasowa wynosi O(n?). Otrzymane wyniki, przedstawione na wy-
kresach [A.9] [A.10] |A.11] sa zgodne z ta analiza. Dla permutacji losowych
uzyskano wspolczynnik a = 1.944(27), a dla pelnych grafow dwudzielnych
a = 1.930(25), czyli wartosci bliskie teoretycznemu wykltadnikowi 2. Dla gra-
fow $ciezkowych wspoltezynnik jest nizszy i wynosi a = 1.744(67), co moze
wynika¢ z bardziej regularnej struktury danych oraz krotszego zakresu po-
miaréw. Nie zmienia to jednak pesymistycznej ztozonosci algorytmu, ponie-
waz liczba sprawdzanych par elementéw permutacji nadal ro$nie kwadratowo
wzgledem liczby wierzchotkow.

A.4. Testy wyznaczania kliki o najwiekszej wadze
w grafach kolowych

Algorytm find maximum_weight_clique_circle() przetestowano eksperymen-
talnie dla kilku klas grafow koltowych o réznej strukturze. Celem testow by-
lo poréwnanie czasu dziatania algorytmu dla graféw rzadkich, gestych oraz
grafow generowanych losowo. Kazdemu wierzchotkowi przypisano dodatnia
wage calkowita. Zarowno stworzenie grafu, jak i przydzielenie wag zostaly
wykonane przed rozpoczeciem wlasciwego pomiaru, dlatego operacje te nie
wplywaja na zapisane czasy dzialania.

Do testow wybrano trzy rodziny graféw kotowych: grafy losowe, grafy
pelne oraz grafy cykliczne. Grafy pelne odpowiadaty przypadkowi gestemu.
Grafy cykliczne wykorzystano jako przyktad graféw rzadkich. Grafy loso-
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Permutation graph - path, sparse case
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Rysunek A.9. Wyznaczanie kliki o najwieksze] wadze dla graféw permutacji
odpowiadajacych grafom $ciezkowym. Wartosé¢ wspoétczynnika dopasowania a =
1.744(67) jest nizsza niz w innych przypadkach, ale potwierdza ztozonosé O(n?).

Permutation graph - random case

T T T T

log(t) = alog(n) + b
| data =
fit
a = 1.943566 +/- 0.027212

b =-7.082076 +/- 0.076318

log(time [s])

-6 ] ] ] ] ]
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log(n)

Rysunek A.10. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze dla losowych grafow per-
mutacji. Wartos¢ wspotczynnika dopasowania a = 1.944(27) jest bliska wartosci 2,
co potwierdza kwadratowy charakter czasu dziatania algorytmu O(n?).
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we pelnity role przypadku posredniego, pozbawionego tak regularnej struk-
tury jak grafy pelne lub cykliczne. Do generowania grafow uzyto funkcji
make random circle(), make complete circle() oraz make cycle circle().

Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny oraz je-
den odpowiadajacy mu zestaw wag wierzchotkow. Na tak przygotowanych
danych wykonywano nastepnie pie¢ pomiaréw czasu dziatania algorytmu
find_maximum_weight clique_circle(). Do dalszej analizy przyjeto mediane z pie-
ciu otrzymanych wartosci, co ograniczyto wpltyw pojedynczych odchylen cza-
sowych.

Losowanie wag wykonywano z ustalonym ziarnem generatora liczb pseu-
dolosowych, zaleznym od rozmiaru grafu. Dzieki temu eksperyment byt po-
wtarzalny, a dla tego samego rozmiaru grafu otrzymywano ten sam zestaw
wag. Pomiary przeprowadzono dla rozmiaréw n = 10, 20, 50, 100, 200, 500,
1000.

Otrzymane wyniki, przedstawione na wykresach [A.12] [A.13] [A.14] sa
zgodne z teoretycznym oszacowaniem ztozonosci czasowej algorytmu, ktora
wynosi O(n?). Najwiekszy wspolczynnik uzyskano dla grafow pelnych, dla
ktorych a = 2.786(43). Wartos¢ ta jest bliska teoretycznemu wyktadniko-
wi 3, co jest naturalne, poniewaz w grafie pelnym domkniete sasiedztwo
kazdego wierzchotka obejmuje caty graf. Dla graféw losowych otrzymano
a = 2.171(76), czyli wartos¢ posrednia miedzy przypadkiem rzadkim i ge-
stym. Dla grafow cyklicznych wspotezynnik wyniost a = 1.618(60). Nizsza
warto$¢ wynika z rzadkiej struktury tych graféw: kazdy wierzchotek cyklu
ma tylko dwoch sasiadow, przez co pomocnicze grafy permutacji budowane
dla kolejnych wierzchotkéw maja maty rozmiar.

A.5. Testy algorytmu Szwarcfitera—Barroso do
wyznaczania wszystkich klik maksymalnych
w grafach kolowych

Algorytm przetestowano eksperymentalnie dla kilku rodzin graféw koto-
wych o réznej strukturze. Celem testéw bylo zbadanie czasu potrzebnego
do wyznaczenia wszystkich klik maksymalnych oraz poréwnanie zachowania
algorytmu dla graféow rzadkich, gestych i generowanych losowo.

Do testow wybrano trzy rodziny graféw kotowych: grafy losowe, grafy
cykliczne oraz geste k-drzewa, w ktorych dla grafu o n wierzchotkach przyj-
mowano k = |n/2]. Grafy cykliczne wykorzystano jako przyklad grafow
rzadkich. Geste k-drzewa stanowily przypadek regularnych grafow o kwa-
dratowej liczbie krawedzi. Grafy losowe pelnity natomiast role przypadku
nieregularnego. Do generowania graféw uzyto funkcji make random circle(),
make ktree circle() oraz make cycle circle().

Algorytm zostal zaimplementowany w klasie SzwarcfiterBarroso, a metoda
run() zwraca iterator kolejnych klik maksymalnych. Podczas kazdego pomiaru
tworzono nowy obiekt algorytmu, a nastepnie przechodzono przez caty zwro-
cony iterator. Utworzenie reprezentacji wejsciowej grafu i obliczenie liczby
jego krawedzi wykonywano przed rozpoczeciem pomiaru.
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Permutation graph - bipartite, dense case
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Rysunek A.11. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze dla graféw permutacji od-

powiadajacych petnym grafomn dwudzielnym. Wartos¢ wspoélczynnika dopasowania

a = 1.930(25) jest bliska wartosci 2, co jest zgodne z teoretyczng zlozonoscia cza-
sowa algorytmu O(n?).

Random circle graphs

T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
05 data =
fit

O a=2.170847 +/-0.076052 T

_0.5 . .

= 1| b=-5.854797 +/-0.160453 |
(0]

E -15 ]

8 =2 1

log(n)

Rysunek A.12. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze dla losowych graféw ko-

towych. Wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 2.171(76) wskazuje na wzrost

czasu dzialania wolniejszy niz w przypadku graféw pelnych, ale szybszy niz dla
graféw cyklicznych.
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Complete circle graphs

3 T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b

> L data =
fit

1 a = 2.785507 +/- 0.042573

b =-6.428795 +/- 0.089820

log(time [s])

log(n)

Rysunek A.13. Wyznaczanie kliki o najwiekszej wadze dla pelnych graféw koto-
wych. Warto$¢ wspolezynnika dopasowania a = 2.786(43) jest bliska wartosci 3, co
jest zgodne z teoretyczng ztozonoscig czasows algorytmu O(n?).

Cycle circle graphs

T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
.1 | data =
fit
.15 - a=1.617510 +/- 0.060298

= -2 | b=-5.629564 +/- 0.127216 i
P

£ -25 ]
g 3 -

log(n)

Rysunek A.14. Wryznaczanie kliki o najwiekszej wadze dla cyklicznych graféw

kotowych. Wartos¢ wspotezynnika dopasowania a = 1.618(60) jest nizsza niz w po-

zostalych przypadkach, co wynika z rzadkiej struktury graféw cyklicznych oraz
matych domknietych sasiedztw wierzchotkéw.
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Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny, na ktérym
wykonywano nastepnie pie¢ pomiaréw czasu dzialania algorytmu. Do dal-
szej analizy przyjeto mediane z pieciu otrzymanych wartoéci, co ograniczyto
wplyw pojedynczych odchylen czasowych.

W przypadku graféw losowych uzywano ziarna generatora liczb pseudolo-
sowych zaleznego od rozmiaru grafu. Dzieki temu eksperyment byt powtarzal-
ny i dla ustalonego n otrzymywano zawsze te sama reprezentacje grafu. Dla
grafow losowych i gestych k-drzew pomiary przeprowadzono dla rozmiaréow
n = 10, 20, 50, 70, 100, 150. Dla grafow cyklicznych, ze wzgledu na znacznie
krotszy czas dziatania, wykorzystano wickszy zakres: n = 10, 20, 50, 100, 200,
500, 1000. Wyniki testow przedstawiono na wykresach [A.T5] [A.T6] [A.17]

Teoretyczna ztozonosé czasowa badanej implementacji wynosi

O(n* + nm + nA),

gdzie m oznacza liczbe krawedzi, natomiast A liczbe wypisywanych klik mak-
symalnych. Jest to zatem algorytm zalezny od rozmiaru wyniku. Z tego po-
wodu jego czas dziatania moze istotnie rézni¢ sie nawet dla graféw o podob-
nych wartosciach n i m, jezeli r6znig sie one liczba klik maksymalnych lub
struktura redukcji tranzytywne;j.
Dla grafow cyklicznych otrzymano wspolczynnik dopasowania a = 1.514(70).
W tej rodzinie zaréwno liczba krawedzi, jak i liczba klik maksymalnych rosng
liniowo:
m =n, A=n.

Po podstawieniu do oszacowania teoretycznego otrzymuje sie
O(n* 4+ nm +nA) = O(n?).

Uzyskany wspotczynnik jest nizszy od wartosci 2, wynikajacej z ogblnego
ograniczenia dla tej rodziny. Oznacza to, ze w badanym zakresie czas dziala-
nia wzrastal wolniej niz kwadratowo. Moze to wynika¢ z regularnej i rzadkiej
struktury cykli oraz z wptywu niewielkich czaséw wykonania dla mniejszych
grafow.

Dla gestych k-drzew otrzymano wspotczynnik dopasowania a = 2.122(59).
Przy k = |n/2] liczba krawedzi rosnie kwadratowo wraz z liczba wierzchol-
koéw, natomiast liczba klik maksymalnych rosnie liniowo. Teoretyczne osza-
cowanie zlozonosci przyjmuje wiec w tym przypadku postaé

O(n* + nm +nA) = O(n®).

Uzyskany wspolczynnik jest jednak wyraznie mniejszy od 3, co oznacza, ze
dla badanych k-drzew czas dziatania wzrastal wolniej, niz wynikatoby z ogol-
nego oszacowania najgorszego przypadku. Wynika to prawdopodobnie z re-
gularnej struktury tych grafow.

Najwieksza warto$¢ wspotczynnika otrzymano dla graféow losowych, a =
4.42(67). Dopasowanie bylo w tym przypadku wyraznie mniej doktadne niz
dla pozostatych rodzin. Wzgledna niepewnos¢ wspotczynnika wyniosta okoto
15%, podczas gdy dla cykli i k-drzew byla mniejsza niz 5%. Szczegolnie duzy
wzrost czasu odnotowano pomiedzy grafami o 100 i 150 wierzchotkach.
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Tak duza warto$¢ wspoltczynnika nie jest sprzeczna z oszacowaniem O (n?+
nm + nA). Wielkosci m oraz A nie sg stale, lecz rowniez zaleza od liczby
wierzchotkéw. Dla grafow gestych liczba krawedzi moze rosnaé kwadratowo,
przez co sktadnik nm osiaga rzad O(n?). Ponadto czas dzialania zalezy od
liczby wypisywanych klik maksymalnych A, a sktadnik nA moze dominowaé
nad pozostalymi sktadnikami.

A.6. Testy algorytmu wyznaczania kliki najwiekszej
w grafach lukéw na okregu

Algorytm max_clique_gavril() przetestowano na réznych rodzajach grafow
tukéw na okregu. Celem testow byto zbadanie czasu potrzebnego do wyzna-
czenia kliki najwiekszej oraz poréwnanie zachowania algorytmu dla grafow
rzadkich, gestych i o losowej strukturze.

Do testow wybrano trzy rodziny grafow tukow na okregu: grafy losowe,
grafy pelne oraz grafy cykliczne. Grafy pelne reprezentowaly przypadek ge-
sty, natomiast grafy cykliczne wykorzystano jako przyktad grafow rzadkich.
Grafy losowe pozwolity zbadaé¢ dzialanie algorytmu dla struktur nieregular-
nych. W uzyskanych przypadkach grafy losowe réwniez byly stosunkowo ge-
ste.

Do tworzenia reprezentacji tukowych wykorzystano trzy istniejace funk-
cje: make random arc(), make complete arc() oraz make cycle arc(). (Generowa-
nie reprezentacji i obliczanie liczby krawedzi wykonywano przed rozpocze-
ciem wlasciwego pomiaru. Operacje te nie wplywaly wiec na zapisane czasy
dzialania algorytmu.

Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny. Na tej
samej reprezentacji wykonywano nastepnie pie¢ pomiaréw czasu dziatania
funkcji max_clique_gavril(). Do dalszej analizy przyjeto mediane z pieciu otrzy-
manych wartosci, co ograniczyto wpltyw pojedynczych odchyleri czasowych.
Pomiary przeprowadzono dla rozmiaréw n = 50, 100, 200, 300, 400, 500. Wy-
niki testéw przedstawiono na wykresach [A.18] [A.19] [A.20]

Najwieksza warto§é¢ wspotczynnika dopasowania uzyskano dla grafow pel-
nych, a = 3.049(5). Wynik wskazuje na wzrost czasu dziatania bardzo zblizo-
ny do sze$ciennego. Jest on nizszy od ogolnej gornej granicy O(n*®) wyzna-
czonej dla tej implementacji, lecz zgodny z oszacowaniem O(n®) podanym
przez Gavrila.

Dla grafow losowych otrzymano a = 2.969(26). Wartos¢ ta rowniez jest
bliska 3. Wynika to miedzy innymi z duzej gestosci wygenerowanych graféw
losowych. Zbiory X; i Y; sa w takich przypadkach stosunkowo duze, przez co
kolejne grafy pomocnicze zawieraja znaczng czes¢ wierzchotkow grafu wej-
Sciowego.

Dla grafow cyklicznych otrzymano znacznie nizsza wartosé a = 1.662(67).
Grafy cykliczne sa rzadkie, a kazdy ich wierzchotek ma tylko dwoch sasia-
dow. W reprezentacji tukowej przektada sie to na niewielkie zbiory X; i Y,
a w konsekwencji na mate grafy pomocnicze M;. Operacje wykonywane na
tych grafach sg wiec znacznie tansze niz w przypadku graféw pelnych i loso-
wych.




Szwarcfiter-Barroso algorithm for cycle graphs

‘1 T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
data u
L3 i
a = 1.514352 +/- 0.069646
2 F 4

b = -5.780554 +/- 0.146938

log(time [s])

log(n)

Rysunek A.15. Zalezno$¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od

liczby wierzchotkow dla graféw cyklicznych. Otrzymany wspétczynnik dopasowania

a = 1.514(70) wskazuje na wolniejszy wzrost czasu niz w pozostatych badanych
rodzinach, co jest zwiazane z rzadka i regularna struktura cykli.

Szwarcfiter-Barroso algorithm for dense k-tree graphs

_1 T T T T T
log(t) = alog(n) + b
data =
15 F fit .
a = 2.122124 +/- 0.058998
= [ b=-6.044095 +/-0.101387 i
)
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Rysunek A.16. Zalezno$¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od

liczby wierzchotkow dla gestych k-drzew, w ktorych przyjmowano k = |n/2].

Otrzymano wspoélczynnik dopasowania a = 2.122(59), nizszy od wyktadnika 3 wy-
nikajacego z ogélnego oszacowania ztozonosci.
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Szwarcfiter-Barroso algorithm for random circle graphs

2 T T T T
log(t) = alog(n) + b

) | data = "
fit

0 a = 4.418910 +/- 0.666089

b =-9.070516 +/- 1.144658

log(time [s])

1.4

1.6 1.8 2
log(n)

2.2

Rysunek A.17. Zalezno$¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od

liczby wierzchotkdéw dla losowych graféw kotowych. Wspotezynnik dopasowania a =

4.42(67) oraz jego wicksza niepewnos¢ wskazuja na nieregularny wzrost czasu i silng
zalezno$¢ od struktury wygenerowanego grafu.

Gavril algorithm for complete circular-arc graphs

2.5 T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
> | data =
fit
a = 3.048770 +/- 0.005286
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o b =-6.005155 +/- 0.012278
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Rysunek A.18. Wyznaczanie najwiekszej kliki w petnych grafach tukéw na okregu

za pomoca algorytmu Gavrila. Warto§¢ wspotezynnika dopasowania a = 3.049(5)

wskazuje na wzrost czasu dzialania bardzo zblizony do szesciennego. Dla kazdego

wierzchotka budowany jest graf pomocniczy o rozmiarze poréwnywalnym z rozmia-
rem catego grafu.
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Gavril algorithm for random circular-arc graphs
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Rysunek A.19. Wyznaczanie najwiekszej

kliki w losowych grafach tukéw na okregu

za pomocy algorytmu Gavrila. Wartos¢ wspoltczynnika dopasowania a = 2.969(26)
wskazuje na wzrost czasu dziatania zblizony do sze$ciennego.

Gavril algorithm for cycle circular-arc graphs

T T T T
log(t) = alog(n) + b
I data L]
fit
a =1.661955 +/- 0.066901

b = -5.443922 +/- 0.155398

log(time [s])
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2.
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Rysunek A.20. Wyznaczanie najwickszej kliki w cyklicznych grafach tukéw na
okregu za pomocg algorytmu Gavrila. Warto§¢é wspotczynnika dopasowania a =
1.662(67) jest nizsza niz w pozostatych badanych przypadkach. Wynika to z rzadkiej
i regularnej struktury cykli oraz niewielkich rozmiaréw graféw pomocniczych M;.
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