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Streszczenie

W pracy przedstawiono analiz¦ oraz implementacj¦ w j¦zyku Python wybra-
nych algorytmów zwi¡zanych z problemem kliki, a tak»e omówiono rodziny
grafów o wªa±ciwo±ciach istotnych z punktu widzenia tego problemu.

Klik¡ w gra�e nazywamy taki podzbiór wierzchoªków grafu, w którym
ka»da para wierzchoªków jest poª¡czona kraw¦dzi¡. Problem kliki jest pro-
blemem NP-zupeªnym dla grafów ogólnych, mo»na go podzieli¢ na kilka pod-
problemów, takich jak znajdowanie najwi¦kszej kliki w gra�e, znajdowanie
kliki o najwi¦kszej wadze w grafach z wagami wierzchoªków, wyszukiwanie
wszystkich klik maksymalnych oraz wyszukiwanie jednej lub wszystkich klik
o zadanym rozmiarze.

Dla grafów przedziaªowych i ci¦ciwowych przygotowano iteratory po kli-
kach maksymalnych oraz podano sposób wyznaczania kliki o najwi¦kszej wa-
dze. Dla grafów permutacji i grafów koªowych zaimplementowano algorytmy
wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze. Zaimplementowano dwa algorytmy
Szwarc�tera-Barroso do wyznaczania wszystkich klik maksymalnych i osobno
zliczania tych klik w grafach koªowych. Dla grafów ªuków na okr¦gu przy-
gotowano algorytm wielomianowy znajduj¡cy najwi¦ksz¡ klik¦. Wszystkie
algorytmy zostaªy tak»e przetestowane pod k¡tem ich poprawno±ci oraz wy-
dajno±ci.

Sªowa kluczowe: grafy, problem kliki, grafy przedziaªowe, grafy ci¦ciwowe,
grafy permutacji, grafy koªowe, grafy ªuków na okr¦gu
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English title: Clique problem in graph theory

Abstract

This paper presents an analysis and Python implementation of selected al-
gorithms related to the clique problem. It also discusses families of graphs
whose properties are relevant to this problem.

A clique in a graph is a subset of vertices in which every pair of vertices
is connected by an edge. The clique problem is NP-complete for general
graphs. The broader clique problem can be divided into several variants,
including �nding a maximum clique, �nding a maximum-weight clique in
vertex-weighted graphs, enumerating all maximal cliques, and �nding one or
all cliques of a given size.

For interval graphs and chordal graphs two iterators over all maximal cli-
ques were prepared and the procedure for �nding a maximum-weight clique
is given. For permutation graphs and circle graphs two algorithms �nding
a maximum-weight clique were implemented. Additionally, two versions of
the Szwarc�ter-Barroso algorithm were implemented, for counting cliques
and for generating all maximal cliques. For circular-arc graphs a polynomial
time algorithm �nding a maximum clique is prepared. All algorithms were
also tested with respect to their correctness and performance.

Keywords: graphs, clique problem, interval graphs, chordal graphs, per-
mutation graphs, circle graphs, circular-arc graphs
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest problem kliki w teorii grafów [1]. Klik¡

nazywamy podzbiór C zbioru wierzchoªków danego grafu taki, »e ka»da para
ró»nych wierzchoªków ze zbioru C jest poª¡czona kraw¦dzi¡. Czasem przez
klik¦ rozumie si¦ caªy podgraf peªny indukowany zbiorem C. W sieciach
spoªeczno±ciowych klika oznacza grup¦ osób znaj¡cych si¦ nawzajem. Kliki
maj¡ wiele innych zastosowa«, które przedstawimy w dalszej cz¦±ci pracy.
Klika najwi¦ksza to klika z najwi¦ksz¡ liczb¡ wierzchoªków, przy czym graf
mo»e mie¢ kilka klik najwi¦kszych. Klika maksymalna to klika, która nie
jest podzbiorem innej kliki z wi¦ksz¡ liczb¡ wierzchoªków.

Problem kliki to wªa±ciwie rodzina problemów, do której nale»¡ nast¦pu-
j¡ce zagadnienia:

� znajdowanie najwi¦kszej kliki w danym gra�e (jednej z kilku mo»liwych),
� znajdowanie kliki o najwi¦kszej wadze w grafach z wagami wierzchoªków,

przy czym waga kliki to suma wag jej wierzchoªków,
� wypisywanie wszystkich klik maksymalnych,
� wypisywanie jednej lub wszystkich klik o danym rozmiarze k.

Problem kliki jest problemem NP-zupeªnym, czyli nie spodziewamy si¦
znalezienia optymalnego algorytmu dziaªaj¡cego w czasie wielomianowym
dla ogólnych grafów. St¡d wynika mi¦dzy innymi zainteresowanie szczegól-
nymi rodzinami grafów, dla których mo»na znale¹¢ szybkie algorytmy dzia-
ªaj¡ce w czasie wielomianowym. W literaturze polskiej jest sporo ksi¡»ek
po±wi¦conych cz¦±ciowo lub w caªo±ci grafom. W celu ustalenia de�nicji i
podstawowych faktów korzystano z kilku z nich: [2], [3], [4], [5]. Pozostaªe
informacje zaczerpni¦to z literatury zagranicznej i artykuªów ¹ródªowych.

1.1. Cele pracy

Celem pracy jest opis i implementacja w j¦zyku Python wybranych al-
gorytmów zwi¡zanych z problemem kliki. Jest to kontynuacja bada« roz-
pocz¦tych w pracy magisterskiej Dariusza Zdybskiego (2016) [6]. Badania
zostaªy rozszerzone na szczególne rodziny grafów oraz na znajdowanie klik
o najwi¦kszej wadze w grafach z wagami wierzchoªków.

Do implementacji algorytmów wybrano j¦zyk Python [7] ze wzgl¦du na
czyteln¡ skªadni¦ i bogat¡ bibliotek¦ standardow¡. Implementacje powsta-
ªe w ramach niniejszej pracy uzupeªni¡ bibliotek¦ algorytmów grafowych
graphtheory [8], rozwijan¡ na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Sto-
sowanej Uniwersytetu Jagiello«skiego w Krakowie.
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1.2. Zastosowania problemu kliki

Problem kliki znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauki i techniki.
Klik¦ mo»na interpretowa¢ jako grup¦ elementów silnie ze sob¡ powi¡zanych,
poniewa» ka»dy element nale»¡cy do tej grupy pozostaje w okre±lonej relacji
z ka»dym innym jej elementem. W zale»no±ci od rozpatrywanego zagadnienia
wierzchoªki grafu mog¡ reprezentowa¢ mi¦dzy innymi osoby, obiekty biolo-
giczne, fragmenty obrazów lub cz¡steczki chemiczne, natomiast kraw¦dzie
opisuj¡ zachodz¡ce mi¦dzy nimi relacje.

Jednym z najbardziej intuicyjnych obszarów zastosowa« jest analiza sie-
ci spoªecznych. W tym przypadku wierzchoªki grafu reprezentuj¡ osoby lub
u»ytkowników, a kraw¦dzie oznaczaj¡ istniej¡ce mi¦dzy nimi relacje. Klika
odpowiada grupie, w której ka»da para osób jest ze sob¡ bezpo±rednio powi¡-
zana na przykªad przez znajomo±¢ lub wspóªprac¦. Kliki mog¡ by¢ wykorzy-
stywane do identy�kowania silnie poª¡czonych grup. Ponadto spoªeczno±ci
mog¡ by¢ wyznaczane jako zbiory nakªadaj¡cych si¦ klik, dzi¦ki czemu mo»-
liwe jest równie» uwzgl¦dnienie przynale»no±ci poszczególnych osób do wielu
spoªeczno±ci [9].

Innym zastosowaniem problemu kliki jest bioinformatyka i badania sieci
biaªek. G¦sto poª¡czone podgrafy w sieciach biaªek mog¡ odpowiada¢ kom-
pleksom biaªkowym peªni¡cym wspóln¡ funkcj¦. Program CFinder wykorzy-
stuje metod¦ opart¡ na klikach do lokalizowania nakªadaj¡cych si¦ moduªów
w sieciach biologicznych. Autorzy pokazuj¡ równie» mo»liwo±¢ wykorzystania
takich moduªów do przewidywania funkcji biaªek [10].

Problem kliki znajduje zastosowanie tak»e w chemoinformatyce. Cz¡-
steczki chemiczne mo»na przedstawia¢ jako grafy, w których wierzchoªki
reprezentuj¡ atomy lub okre±lone cechy cz¡steczek. Podczas porównywania
dwóch cz¡steczek tworzy si¦ graf potencjalnych dopasowa« ich elementów.
Kraw¦d¹ oznacza, »e dwa dopasowania s¡ ze sob¡ zgodne, na przykªad odpo-
wiadaj¡ce im odlegªo±ci przestrzenne s¡ dostatecznie podobne. Klika odpo-
wiada wówczas zbiorowi wzajemnie zgodnych dopasowa«. W programie CLIP
algorytm Brona�Kerboscha zostaª wykorzystany do przeszukiwania baz trój-
wymiarowych struktur chemicznych i identy�kowania cz¡steczek maj¡cych
du»e wspólne fragmenty z cz¡steczk¡ wzorcow¡ [11].

Problem kliki wykorzystywany jest równie» w rozpoznawaniu obrazów
i dopasowywaniu struktur. W dwóch porównywanych obrazach wyznacza si¦
charakterystyczne elementy, na przykªad punkty, kraw¦dzie lub fragmenty
obiektów, a nast¦pnie tworzy si¦ graf potencjalnych dopasowa«. Ka»dy jego
wierzchoªek reprezentuje mo»liwe przyporz¡dkowanie elementu pierwszego
obrazu elementowi drugiego obrazu. Dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦-
dzi¡, je»eli odpowiadaj¡ce im dopasowania s¡ wzajemnie zgodne, na przykªad
zachowuj¡ okre±lone relacje przestrzenne lub geometryczne. Klika odpowiada
zatem zbiorowi dopasowa«, które mog¡ wyst¦powa¢ jednocze±nie. Klika mak-
symalna reprezentuje dopasowanie, którego nie mo»na rozszerzy¢ o kolejn¡
zgodn¡ par¦ elementów, natomiast najwi¦ksza klika odpowiada dopasowaniu
obejmuj¡cemu najwi¦ksz¡ liczb¦ elementów [12].
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1.3. Organizacja pracy

Praca zostaªa podzielona na cztery rozdziaªy. Rozdziaª 1 zawiera wprowa-
dzenie do tematu, opis celu pracy oraz przykªadowe zastosowania problemu
kliki. Rozdziaª 2 zawiera podstawowe de�nicje i twierdzenia z teorii grafów,
problem liczno±ci klik maksymalnych oraz przegl¡d rodzin grafowych pod k¡-
tem problem kliki. Rozdziaª 3 zawiera opis algorytmów zaimplementowanych
w ramach tej pracy. W rozdziale 4 przedstawiono podsumowanie wyników
pracy. Dodatek A zawiera opisy testów badanych algorytmów.
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2. Teoria grafów

W tym rozdziale zostaªy przedstawione podstawowe de�nicje zwi¡zane
z grafami, które b¦d¡ przydatne w dalszej cz¦±ci pracy.

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Grafem prostym nieskierowanym nazywamy uporz¡dkowan¡ pa-
r¦ G = (V (G), E(G)), gdzie V (G) jest niepustym zbiorem wierzchoªków,
natomiast E(G) jest zbiorem kraw¦dzi postaci {u, v}, gdzie u, v ∈ V oraz
u ̸= v. Graf prosty nie zawiera p¦tli ani kraw¦dzi wielokrotnych. Liczb¦
wierzchoªków grafu oznaczamy przez n = |V (G)|, natomiast liczb¦ jego kra-
w¦dzi przez m = |E(G)| [3, 13].

De�nicja: Dwa ró»ne wierzchoªki u, v ∈ V (G) nazywamy s¡siednimi, je-
»eli {u, v} ∈ E(G). S¡siedztwem otwartym wierzchoªka v nazywamy zbiór
N(v) = {u ∈ V (G) : {u, v} ∈ E(G)}, natomiast s¡siedztwem domkni¦-
tym wierzchoªka v nazywamy zbiór N [v] = N(v) ∪ {v}. Stopniem wierz-
choªka v, oznaczanym przez deg(v), nazywamy liczb¦ jego s¡siadów, czyli
deg(v) = |N(v)|. Wierzchoªek stopnia zero nazywamy wierzchoªkiem izolo-
wanym [3, 4, 13].

De�nicja: Graf H nazywamy podgrafem grafu G, je»eli V (H) ⊆ V (G) oraz
E(H) ⊆ E(G). Dla ustalonego zbioru X ⊆ V (G) podgrafem indukowanym
przez zbiór X nazywamy graf G[X] = (X,E(X)), gdzie E(X) = {{u, v} ∈
E(G) : u, v ∈ X}. Podgraf indukowany zawiera zatem wszystkie kraw¦dzie
grafu G, których oba ko«ce nale»¡ do zbioru X [3, 13].

De�nicja: �cie»k¡ nazywamy ci¡g ró»nych wierzchoªków (v0, v1, . . . , vk), w któ-
rym ka»de dwa kolejne wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Dªugo±ci¡ ±cie»ki
nazywamy liczb¦ jej kraw¦dzi. [13]

De�nicja: Cyklem dªugo±ci k ­ 3 nazywamy ci¡g (v0, v1, . . . , vk−1, v0), w któ-
rym wierzchoªki v0, . . . , vk−1 s¡ ró»ne, a ka»de dwa kolejne wierzchoªki s¡
poª¡czone kraw¦dzi¡ [13].

De�nicja: Graf nazywamy spójnym, je»eli dla ka»dej pary jego wierzchoª-
ków istnieje ª¡cz¡ca je ±cie»ka.

De�nicja: Grafem peªnym nazywamy graf, w którym ka»da para ró»nych
wierzchoªków jest poª¡czona kraw¦dzi¡.

8
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De�nicja: Dopeªnieniem grafu prostego G = (V,E) nazywamy graf Gc,
który ma ten sam zbiór wierzchoªków co graf G, a dwa ró»ne wierzchoªki
s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w Gc wtedy i tylko wtedy, gdy nie s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡ w G [13].

De�nicja: Grafem z wagami wierzchoªków nazywamy graf, w którym ka»-
demu wierzchoªkowi przypisano dodatni¡ liczb¦ okre±laj¡c¡ jego wag¦. Wag¡
kliki nazywamy sum¦ wag wszystkich nale»¡cych do niej wierzchoªków. Klik¡
o najwi¦kszej wadze nazywamy tak¡ klik¦, dla której suma ta jest najwi¦ksza
spo±ród wszystkich klik wyst¦puj¡cych w gra�e [14].

De�nicja: Zbiorem niezale»nym w gra�e G nazywamy taki zbiór I ⊆ V (G),
»e »adne dwa ró»ne wierzchoªki nale»¡ce do I nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.
Zbiór niezale»ny nazywamy maksymalnym, je»eli nie jest wªa±ciwym pod-
zbiorem innego zbioru niezale»nego. Zbiór niezale»ny nazywamy najwi¦k-
szym, je»eli ma najwi¦ksz¡ liczno±¢ spo±ród wszystkich zbiorów niezale»nych
w gra�e [13].

2.2. Problem liczno±ci klik maksymalnych

W pracy [15] zaproponowano ciekawy problem utworzenia grafu, w któ-
rym b¦d¡ wyst¦powaªy kliki maksymalne o rozmiarach od 1 do k, gdzie
izolowany wierzchoªek tworzy klik¦ rozmiaru 1. W celu utworzenia takiego
grafu z najmniejsz¡ liczb¡ wierzchoªków mo»emy zastosowa¢ metod¦ zna-
n¡ z grafów ci¦ciwowych. Zaczynamy od kliki Kk. Wybieramy klik¦ Kk−2 i
ª¡czymy jej wierzchoªki z nowym wierzchoªkiem, aby powstaªa klika Kk−1.
Wybieramy klik¦ Kk−3 i ª¡czymy jej wierzchoªki z nowym wierzchoªkiem,
aby powstaªa klika Kk−2. Czynno±ci powtarzamy a» do utworzenia kliki K2.
Na ko«cu dodajemy izolowany wierzchoªek. Liczba wierzchoªków ko«cowego
grafu wynosi n = 2k− 1. Uogólniaj¡c mo»emy zapisa¢, »e w gra�e z n wierz-
choªkami mog¡ wyst¦powa¢ kliki maksymalne o kolejnych liczno±ciach od 1
do ⌊(n+ 1)/2⌋.

2.3. Problem kliki

W tym rozdziale przedstawimy ró»ne algorytmy dla problemu kliki obecne
w bibliotece graphtheory oraz zaimplementowane w ramach tej pracy. W typo-
wym przypadku algorytm jest reprezentowany przez klas¦, której konstruktor
otrzymuje graf i ewentualnie sªownik z wagami wierzchoªków. Metoda run()

uruchamia obliczenia, a rozwi¡zanie jest zapisane w atrybutach takich jak
cliques . W innych przypadkach metoda run() zwraca iterator po klikach mak-
symalnych.

2.3.1. Ogólne grafy

Do znajdowania wszystkich klik maksymalnych w ogólnych grafach wy-
korzystuje si¦ algorytm Brona-Kerboscha, który w klasycznej postaci ma
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zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(3n/3). W pracy magisterskiej Dariusza Zdybskie-
go przygotowano cztery wersje tego algorytmu, w których kliki maksymalne
byªy zapisywane na li±cie w atrybucie cliques . Zwykle jednak nie jest potrzeb-
na caªa lista klik maksymalnych, bo zajmuje du»o pami¦ci komputera, tylko
chcemy mie¢ mo»liwo±¢ przej±cia kolejno po wszystkich klikach. Dlatego przy-
gotowano drugie rozwi¡zanie oparte na iteratorach. Korzystanie z iteratorów
przedstawia listing.

Listing 2.1. Algorytm Brona-Kerboscha.

from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . c l i q u e s . bronkerbosch2 import BronKerboschClas s i c I t e ra to r
from graphtheory . c l i q u e s . bronkerboschrp2 import BronKerboschRandomPivotIterator
from graphtheory . c l i q u e s . bronkerboschdp2 import BronKerboschDegreePivotIterator
from graphtheory . c l i q u e s . bronkerboschdeg2 import BronKerboschDegeneracyIterator

G = Graph ( )
# Add nodes and edges here .
a lgor i thm = BronKerboschClas s i c I t e ra to r (G)
#algor i thm = BronKerboschRandomPivotIterator (G)
#a lgor i thm = BronKerboschDegreePivotI terator (G)
#a lgor i thm = BronKerboschDegeneracyIterator (G)
c l i q u e_ i t e r a t o r = a lgor i tm . run ( )
for c l i q u e in c l i q u e_ i t e r a t o r : # loop over maximal c l i q u e s

print ( c l i q u e )

W przypadku grafów z wagami wierzchoªków mo»na poda¢ siªowe rozwi¡-
zanie problemu znajdowania kliki o najwi¦kszej wadze. Wystarczy przej±¢ po
wszystkich klikach maksymalnych za pomoc¡ iteratora i wybra¢ klik¦ o naj-
wi¦kszej wadze. Takie podej±cie mo»e by¢ sensowne je»eli wiemy, »e dla danej
rodziny grafów liczba klik maksymalnych zale»y liniowo lub wielomianowo od
rozmiaru grafu. Przykªadowy kod zamieszczono na listingu, przy czym wagi
wierzchoªków s¡ przechowywane w sªowniku weight_dict.

Listing 2.2. Korzystanie z ogólnego iteratora klik maksymalnych.

max_clique = max( c l i qu e_ i t e r a t o r , key=len ) # maximum c l i q u e
max_weight_clique = max( c l i qu e_ i t e r a t o r ,

key=lambda c l i q u e : sum( weight_dict [ v ] for v in c l i q u e ) )

2.3.2. Grafy dwudzielne i drzewa

Wgrafach dwudzielnych najwi¦ksza mo»liwa klika toK2, czyli pojedyncza
kraw¦d¹. Klik¦ o najwi¦kszej wadze mo»emy ªatwo znale¹¢ w czasie O(m)
stosuj¡c kod podany na listingu.

Listing 2.3. Kliki maksymalne w grafach dwudzielnych.

# G i s a b i p a r t i t e graph .
max_weight_edge = max(G. i t e r e d g e s ( ) , key=lambda edge :

weight_dict [ edge . source ] + weight_dict [ edge . t a r g e t ] ) # O(m) time
max_weight_clique = {max_weight_edge . source , max_weight_edge . t a r g e t }
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2.3.3. Grafy przedziaªowe

Grafy przedziaªowe wygodnie jest zapisywa¢ w reprezentacji permutacyj-
nej. Ka»dy wierzchoªek grafu (przedziaª na osi liczbowej) jest reprezentowany
przez etykiet¦, zwykle liczb¦ caªkowit¡ lub string. Graf ma posta¢ permuta-
cji etykiet wierzchoªków. Etykieta wierzchoªka pojawia si¦ dwa razy w per-
mutacji, pierwszy raz gdy napotykamy pocz¡tek przedziaªu, drugi raz gdy
napotykamy koniec przedziaªu. Reprezentacja permutacyjna automatycznie
zapisuje przedziaªy tak, »e s¡ one posortowane wg pocz¡tków i wg ko«ców,
co jest wykorzystywane w wielu algorytmach.

W bibliotece graphtheory byªy dost¦pne dwie przydatne funkcje zwi¡zane
z klikami. Funkcja �nd_peo_cliques() pozwala na wyznaczenie PEO i listy klik
maksymalnych w czasie O(n + m). Funkcja �nd_max_clique_size() pozwala
na wyznaczenie rozmiaru najwi¦kszej kliki w czasie O(n). W ramach niniej-
szej pracy przygotowano now¡ funkcj¦ iter_cliques_interval (), która zwraca
iterator po klikach maksymalnych dziaªaj¡cy w czasie O(n + m). Jest to
rozwi¡zanie oszcz¦dzaj¡ce pami¦¢. Co ciekawe, iterator mo»na wykorzysta¢
do znalezienia kliki o najwi¦kszej wadze w grafach przedziaªowych z waga-
mi wierzchoªków. Zªo»ono±¢ obliczeniowa pozostaje rz¦du O(n + m). Do-
kªadny opis algorytmu u»ytego w funkcji iter_cliques_interval () znajduje si¦
w rozdziale 3.1, a testy wydajno±ciowe opisano w dodatku A.1. Na bazie
funkcji wyznaczaj¡cej rozmiar najwi¦kszej kliki przygotowano szybk¡ funkcj¦
�nd_clique_number_interval() do znajdowania liczby klik maksymalnych w gra-
�e przedziaªowym. Funkcja dziaªa w czasie O(n).

Listing 2.4. Kliki maksymalne w grafach przedziaªowych.

# 'perm ' i s an i n t e r v a l graph in permutat ion r ep r e s en t a t i on .
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import f ind_peo_cl iques
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import f ind_max_clique_size
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import f ind_cl ique_number_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import i t e r_c l i qu e s_ in t e r v a l

peo , c l i q u e_ l i s t = f ind_peo_cl iques (perm) # O(n+m) time
max_size = find_max_clique_size (perm) # O(n) time
# New r e s u l t s .
max_clique = max( i t e r_c l i qu e s_ in t e r v a l (perm ) , key=len ) # O(n+m) time
n_cl iques = find_cl ique_number_interval (perm) # O(n) time
c l i q u e_ l i s t = l i s t ( i t e r_c l i qu e s_ in t e r v a l (perm ) )
max_weight_clique = max( i t e r_c l i qu e s_ in t e r v a l (perm ) ,

key=lambda c l i q u e : sum( weight_dict [ v ] for v in c l i q u e ) ) # O(n+m) time

2.3.4. Grafy ci¦ciwowe

Grafy ci¦ciwowe byªy badane w pracy magisterskiej Maªgorzaty Olak [16].
W grafach ci¦ciwowych struktura maksymalnych klik jest wyj¡tkowo upo-
rz¡dkowana. Brak indukowanych cykli dªugo±ci co najmniej cztery sprawia,
»e kliki nie pojawiaj¡ si¦ �chaotycznie�, lecz wynikaj¡ z lokalnych zale»no-
±ci, które mo»na uchwyci¢ jednym porz¡dkiem wierzchoªków. Graf ci¦ciwowy
posiada porz¡dek doskonaªej eliminacji PEO (ang. perfect elimination orde-

ring), w którym dla ka»dego wierzchoªka zbiór jego pó¹niejszych s¡siadów
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tworzy klik¦. Zbiory te wyznaczaj¡ naturalne kliki-kandydatów, dzi¦ki czemu
najwi¦ksza klika mo»e zosta¢ znaleziona przez analiz¦ tej rodziny klik genero-
wanych przez porz¡dek eliminacji, a nie przez globalne rozwa»anie wszystkich
podzbiorów wierzchoªków. Liczba klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym
jest rz¦du O(n).

Uporz¡dkowanie PEO dla grafów ci¦ciwowych mo»na znale¹¢ w czasie li-
niowym O(n+m) za pomoc¡ leksykogra�cznego BFS lub algorytmem MCS
(ang. maximum cardinality search). Na bazie PEO mo»na znale¹¢ klik¦ naj-
wi¦ksz¡ w czasie O(n+m). Na bazie PEO mo»na równie» wyznaczy¢ wszyst-
kie kliki maksymalne w czasie O(n+m), poniewa» suma liczno±ci klik mak-
symalnych w gra�e ci¦ciwowym jest ograniczona przez n + m. W ramach
tej pracy zostaª przygotowany iterator po klikach maksymalnych w gra�e
ci¦ciwowym iter_cliques_chordal(), który pozwala wyznaczy¢ w czasie linio-
wym O(n+m) klik¦ o najwi¦kszej wadze. Dokªadny opis algorytmu u»ytego
w funkcji iter_cliques_chordal() znajduje si¦ w rozdziale 3.2, a testy wydajno-
±ciowe opisano w dodatku A.2.

Listing 2.5. Kliki maksymalne w grafach ci¦ciwowych.
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import f ind_peo_lex_bfs
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import find_peo_mcs
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import find_maximum_clique_peo
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import f ind_al l_maximal_cl iques
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import is_peo1 , is_peo2
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import i t e r_c l i que s_chorda l

# G i s a chorda l graph , PEO can be found .
#peo = find_peo_lex_bfs (G) # O(n+m) time
peo = find_peo_mcs (G) # O(n+m) time
assert is_peo1 (G, peo ) # t e s t i n g PEO, O(n+m) time
assert is_peo2 (G, peo ) # t e s t i n g PEO, O(n+m) time

max_clique = find_maximum_clique_peo (G, peo ) # O(n+m) time
c l i q u e_ l i s t = find_al l_maximal_cl iques (G, peo ) # O(n+m) time
# New r e s u l t s .
max_clique = max( i t e r_c l i que s_chorda l (G, peo ) , key=len ) # O(n+m) time
c l i q u e_ l i s t = l i s t ( i t e r_c l i que s_chorda l (G, peo ) )
max_weight_clique = max( i t e r_c l i que s_chorda l (G, peo ) ,

key=lambda c l i q u e : sum( weight_dict [ v ] for v in c l i q u e ) ) # O(n+m) time

2.3.5. Grafy planarne

Graf planarny to graf, który mo»e by¢ narysowany na pªaszczy¹nie w taki
sposób, »e jego kraw¦dzie nie przecinaj¡ si¦. Zgodnie z twierdzeniem Kura-
towskiego w grafach planarnych nie mog¡ pojawia¢ si¦ kliki K5 i wi¦ksze,
wi¦c najwi¦ksza mo»liwa klika to K4.

W problemie z wagami wierzchoªków nale»y zbada¢ wagi wszystkich klik
K2, K3, K4. Algorytm siªowy b¦dzie miaª zªo»ono±¢ O(n4).

2.3.6. Grafy permutacji

Graf permutacji jest to graf nieskierowany, którego wierzchoªki reprezen-
tuj¡ elementy permutacji, a kraw¦dzie reprezentuj¡ pary elementów permu-
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tacji tworz¡cych inwersj¦ [17]. Z de�nicji grafy te maj¡ zwart¡ reprezentacj¦
jako ci¡g liczb caªkowitych od 1 do n odpowiednio przestawionych, ewen-
tualnie w programach komputerowych jako ci¡g liczb od 0 do n − 1. Grafy
permutacji byªy badane w pracy licencjackiej Alberta Surmacza [18]. Podano
tam algorytm wyznaczania najwi¦kszej kliki, który szuka najwi¦kszej male-
j¡cej podsekwencji w permutacji. Rozwi¡zanie mo»na znale¹¢ w czasie O(n2)
(programowanie dynamiczne) lub O(n log n) (metoda dziel i zwyci¦»aj).

Nowy algorytm wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze w gra�e permutacji
zostanie pokazany w rozdziale 3.3.

2.3.7. Grafy koªowe

Graf koªowy (ang. circle graph) jest to graf nieskierowany, którego wierz-
choªki reprezentuj¡ ci¦ciwy okr¦gu. Dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡,
je»eli odpowiednie ci¦ciwy przecinaj¡ si¦ [19]. Ka»dy graf permutacji jest
grafem koªowym, ale nie na odwrót. Grafy koªowe byªy badane w pracy ma-
gisterskiej Alberta Surmacza [20]. Graf koªowy mo»na reprezentowa¢ przez
podwójn¡ permutacj¦ etykiet ci¦ciw. Je»eli b¦dziemy obiega¢ okr¡g od usta-
lonego punktu, to podwójna permutacja b¦dzie zawiera¢ etykiety napotyka-
nych ci¦ciw. Zakªada si¦, »e dwie ci¦ciwy nie mog¡ mie¢ wspólnego ko«ca.
Dla n ci¦ciw podwójna permutacja zawiera 2n elementów.

W pracy Surmacza podano algorytm wyznaczania najwi¦kszej kliki w gra-
�e koªowym. Dla ka»dego wierzchoªka grafu indukuje si¦ graf permutacji,
dla którego nast¦pnie wyznacza si¦ najwi¦ksz¡ klik¦. Mo»liwe s¡ dwie im-
plementacje o zªo»ono±ciach O(n3) lub O(n2 log n). Wykorzystuj¡c algorytm
wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze w gra�e permutacji mo»emy otrzy-
ma¢ algorytm wyznaczaj¡cy klik¦ o najwi¦kszej wadze w gra�e koªowym.
Dokªadny opis tego algorytmu znajduje si¦ w rozdziale 3.4.

2.3.8. Grafy ªuków na okr¦gu

Grafy ªuków na okr¦gu byªy badane w pracy magisterskiej Oliwii Gil
[21]. W takich grafach ka»demu wierzchoªkowi przypisany jest ªuk le»¡cy
na okr¦gu, a dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadaj¡ce im ªuki maj¡ punkt wspólny [22]. Grafy ªuków na okr¦-
gu s¡ uogólnieniem grafów przedziaªowych. Ka»dy graf przedziaªowy mo»na
przedstawi¢ jako graf ªuków na okr¦gu, ale nie ka»dy graf ªuków na okr¦gu
jest grafem przedziaªowym. Klika w takim gra�e odpowiada zbiorowi ªuków,
które parami si¦ przecinaj¡. Ta geometryczna interpretacja stanowi podsta-
w¦ wielu algorytmów wyznaczania klik w grafach ªuków na okr¦gu, w tym
algorytmu Gavrila sªu»¡cego do wyznaczania kliki najwi¦kszej [23]. W pracy
Gil pojawiªa si¦ implementacja tego algorytmu, ale kluczowe obliczenia nie
byªy wydajne. W rozdziale 3.6 przedstawiono optymaln¡ wersj¦ algorytmu,
korzystaj¡c¡ z twierdzenia Königa.

W roku 1985 Hsu [14] podaª algorytm dziaªaj¡cy w czasie O(nm) do
wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze. Z kolei w roku 1992 Kashiwabara ze
wspóªautorami podali algorytm do generowania klik maksymalnych w czasie
O(n3.5 + a), gdzie a to rozmiar wyj±cia, czyli suma liczno±ci klik maksymal-
nych [24].
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3. Algorytmy

W tym rozdziale zostan¡ szczegóªowo opisane nowe algorytmy zaimple-
mentowane w ramach badania klik w ró»nych rodzinach grafów.

3.1. Wyznaczanie klik maksymalnych w grafach

przedziaªowych

W tym algorytmie skorzystali±my ze specy�cznej struktury klik w grafach
przedziaªowych. Zgodnie z geometryczn¡ interpretacj¡ tej rodziny grafów,
wierzchoªki reprezentuj¡ przedziaªy na osi liczbowej, a kraw¦d¹ wyst¦puje
wtedy, gdy dwa przedziaªy maj¡ niepuste przeci¦cie. Wobec tego ka»da klika
odpowiada rodzinie przedziaªów maj¡cych wspólny punkt przeci¦cia.

Posiadaj¡c reprezentacj¦ permutacyjn¡ grafu przedziaªowego, mo»na efek-
tywnie wyznacza¢ takie rodziny przez przej±cie po uporz¡dkowanych ko«-
cach przedziaªów i utrzymywanie zbioru aktualnie aktywnych wierzchoªków.
Zmiana z fazy powi¦kszania tego zbioru na faz¦ jego zmniejszania odpowiada
znalezieniu kolejnej kliki maksymalnej.

Dane wej±ciowe: Graf przedziaªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Wyznaczanie wszystkich klik maksymalnych w gra�e przedziaªo-
wym.

Dane wyj±ciowe: Iterator po klikach maksymalnych.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia zmiennej logicz-
nej growing oraz zbioru used. Zmienna growing b¦dzie przechowywa¢ warto±¢
True, gdy aktualna klika jest w fazie wzrostu, oraz False, gdy maksymalny
rozmiar kliki zostaª ju» osi¡gni¦ty. Zbiór used b¦dzie przechowywa¢ wierz-
choªki obecne w aktualnie budowanej klice. Ciaªem algorytmu jest p¦tla for

po wierzchoªkach grafu w reprezentacji permutacyjnej. W ka»dej iteracji roz-
patrujemy, czy dany wierzchoªek v nale»y ju» do zbioru used:

� je±li nale»y i �aga growing jest ustawiona na True, to zwracamy aktualn¡
klik¦ maksymaln¡, usuwamy wierzchoªek v ze zbioru used i ustawiamy
�ag¦ growing na False (klika maleje),

� je±li nie nale»y, to go dodajemy wierzchoªek v do zbioru used i ustawiamy
�ag¦ growing na True (ro±nie nowa klika).

Algorytm jest wykonywany a» wszystkie wierzchoªki z reprezentacji permu-
tacyjnej zostan¡ rozpatrzone.
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Zªo»ono±¢: Prawie wszystkie operacje w p¦tli for zajmuj¡ staªy czas, co pro-
wadziªoby do zªo»ono±ci O(n). Jedynie raportowanie znalezionej kliki zajmuje
czas proporcjonalny do liczno±ci danej kliki. Okazuje si¦, »e suma liczno±ci
klik maksymalnych w gra�e przedziaªowym nie przekracza n+m, co prowadzi
do caªkowitej zªo»ono±¢ czasowej algorytmu postaci O(n+m).

Uwagi: Iterator po klikach maksymalnych w gra�e przedziaªowym mo»na
wykorzysta¢ do znalezienia kliki o najwi¦kszej wadze w czasie O(n+m).

Listing 3.1. Funkcja iter_cliques_interval ().

def i t e r_c l i qu e s_ in t e r v a l (perm ) : # O(n+m) time
"""Generate a l l maximal c l i q u e s on demand f o r the i n t e r v a l graph . """
growing = True
used = set ( ) # current c l i q u e
for node in perm :

i f node in used :
i f growing : # new maximal c l i q u e

yield set ( used ) # c l i q u e copy
used . remove ( node )
growing = False

else : # c l i q u e i s growing
used . add ( node )
growing = True

3.2. Wyznaczanie klik maksymalnych w grafach

ci¦ciwowych

Grafy ci¦ciwowe s¡ klas¡ grafów, której struktura klik jest ±ci±le zwi¡za-
na z porz¡dkiem doskonaªej eliminacji. W takim porz¡dku pó¹niejsi s¡siedzi
ka»dego wierzchoªka tworz¡ klik¦, dlatego kliki maksymalne mo»na wyzna-
cza¢ przez rozwa»anie zbiorów zªo»onych z kolejnych wierzchoªków oraz ich
pó¹niejszych s¡siadów. Przedstawiony algorytm wykorzystuje wªa±nie t¦ wªa-
sno±¢.

Dane wej±ciowe: Graf ci¦ciwowy i jego PEO.

Problem: Wyznaczanie wszystkich klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym.

Dane wyj±ciowe: Iterator po klikach maksymalnych.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku tworzony jest sªownik M przypisuj¡cy ka»-
demu wierzchoªkowi jego pozycj¦ w porz¡dku PEO oraz sªownik S, sªu»¡cy
do eliminowania klik niemalej¡cych maksymalnych.

Nast¦pnie algorytm przechodzi po kolejnych wierzchoªkach source w po-
rz¡dku PEO. Dla ka»dego z nich wyznaczany jest zbiór X zawieraj¡cy s¡sia-
dów le»¡cych na prawo od source w tym porz¡dku. Z wªasno±ci PEO wynika, »e
zbiór X jest klik¡, zatem X ∪ {source} jest kandydatem na klik¦ maksymaln¡.
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Je»eli wierzchoªek jest izolowany, algorytm zwraca jednoelementow¡ kli-
k¦. Je»eli zbiór X jest pusty, przechodzi do nast¦pnego wierzchoªka. W po-
zostaªych przypadkach wybierany jest najwcze±niejszy wierzchoªek ze zbio-
ru X, a nast¦pnie aktualizowana jest warto±¢ pomocnicza S. Je±li warunek
S[source] < len(X) jest speªniony, kandydat X ∪ {source} zostaje zwrócony
jako kolejna maksymalna klika.

Zªo»ono±¢: Suma liczno±ci klik maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym nie prze-
kracza n +m, co prowadzi do caªkowitej zªo»ono±ci czasowej algorytmu po-
staci O(n+m).

Uwagi: Iterator po klikach maksymalnych w gra�e ci¦ciwowym mo»na wy-
korzysta¢ do znalezienia kliki o najwi¦kszej wadze w czasie O(n+m).

Listing 3.2. Funkcja iter_cliques_chordal().

def i t e r_c l i que s_chorda l ( graph , order ) :
"""Generate a l l maximal c l i q u e s on demand f o r a chorda l graph . """
# po s i t i o n o f each node in the PEO
M = dict ( ( node , i ) for ( i , node ) in enumerate( order ) )
# add i t i o n a l va l u e s used to s k i p non=maximal c l i q u e s
S = dict ( ( node , 0) for node in order )

for source in order :
# l a t e r ne i ghbor s o f source in the PEO
X = set ( )
# c o l l e c t ne i ghbor s p laced a f t e r source in the PEO
for t a r g e t in graph . i t e r a d j a c e n t ( source ) : # t o t a l O(E) time

i f M[ source ] < M[ ta r g e t ] :
X. add ( t a r g e t )

# i s o l a t e d v e r t e x i s a maximal c l i q u e
i f graph . degree ( source ) == 0 : # i s o l a t e d node

yield { source }
# no l a t e r ne ighbors , so the r e i s no c l i q u e to genera te
i f not X:

continue

# f i r s t v e r t e x from X in the PEO
node = min(X, key=M.__getitem__)
# remember the l a r g e s t c l i q u e a l r eady seen f o r t h i s node
S [ node ] = max(S [ node ] , len (X) = 1)
# genera te the c l i q u e only i f i t i s maximal
i f S [ source ] < len (X) :

yield X | { source }

3.3. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze w grafach

permutacji

Korzystaj¡c z reprezentacji grafu permutacji jako grafu inwersji, problem
kliki o najwi¦kszej wadze mo»na sprowadzi¢ do problemu znalezienia male-
j¡cego podci¡gu o najwi¦kszej sumie wag [25]. Je»eli elementy permutacji
tworz¡ podci¡g malej¡cy, to ka»da para tych elementów tworzy inwersj¦, a
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wi¦c odpowiadaj¡ce im wierzchoªki s¡ parami poª¡czone kraw¦dziami. Taki
podci¡g odpowiada zatem klice w gra�e permutacji.

Dane wej±ciowe: Graf permutacji reprezentowany przez permutacj¦ wierz-
choªków oraz sªownik przypisuj¡cy wierzchoªkom ich wagi.

Problem: Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze w gra�e permutacji.

Dane wyj±ciowe: Lista wierzchoªków tworz¡cych klik¦ o najwi¦kszej wadze
oraz suma wag tych wierzchoªków.

Opis algorytmu: Algorytm wykorzystuje programowanie dynamiczne. Nie
wyznacza wszystkich klik maksymalnych, lecz dla ka»dego elementu permu-
tacji zapami¦tuje najlepsze rozwi¡zanie ko«cz¡ce si¦ na tym elemencie.

Niech dp[i ] oznacza najwi¦ksz¡ sum¦ wag malej¡cego podci¡gu ko«cz¡-
cego si¦ na elemencie perm[i]. Odpowiada to najwi¦kszej wadze kliki, której
ostatnim elementem w reprezentacji permutacyjnej jest perm[i]. Dodatkowo
tablica parent przechowuje poprzednika danego elementu w najlepszym roz-
wi¡zaniu, co pozwala pó¹niej odtworzy¢ znalezion¡ klik¦.

Na pocz¡tku dla ka»dego indeksu i przyjmujemy, »e najlepsza klika ko«-
cz¡ca si¦ na perm[i] skªada si¦ tylko z tego jednego wierzchoªka. Wtedy warto±¢
dp[i ] jest równa wadze wierzchoªka perm[i], a parent[ i ] ma warto±¢ =1.

Nast¦pnie algorytm przechodzi po kolejnych elementach permutacji. Dla
ustalonego elementu v = perm[i] sprawdzane s¡ wszystkie wcze±niejsze elemen-
ty u = perm[j], gdzie j < i. Je»eli zachodzi warunek u > v, to elementy u oraz
v tworz¡ inwersj¦, a wi¦c odpowiadaj¡ce im wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦-
dzi¡. Oznacza to, »e malej¡cy podci¡g ko«cz¡cy si¦ na u mo»na przedªu»y¢
o element v.

Je»eli suma dp[j ] + weight[v] jest wi¦ksza od aktualnej warto±ci dp[i ], algo-
rytm aktualizuje dp[i ] oraz zapisuje j jako poprzednika elementu i w tablicy
parent. Po przetworzeniu caªej permutacji najwi¦ksza warto±¢ w tablicy dp

jest wag¡ szukanej kliki. Sama klika jest odtwarzana przez cofanie si¦ po
tablicy parent, zaczynaj¡c od indeksu o najwi¦kszej warto±ci dp.

Zªo»ono±¢: Dla ka»dego elementu permutacji sprawdzane s¡ wszystkie wcze-
±niejsze elementy, dlatego zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2).

Uwagi: Przedstawiony algorytm nie enumeruje wszystkich klik maksymal-
nych. Wykorzystuje specjaln¡ struktur¦ grafów permutacji, w których kliki
odpowiadaj¡ malej¡cym podci¡gom permutacji. Dzi¦ki temu mo»liwe jest
bezpo±rednie znalezienie kliki o najwi¦kszej wadze za pomoc¡ programowania
dynamicznego.

Listing 3.3. Funkcja �nd_maximum_weight_clique_perm().
def find_maximum_weight_clique_perm (perm , weight ) :

"""Finding a maximum weight c l i q u e in a perm graph in O(n^2) time . """
n = len (perm)
# prepar ing the dynamic programming t a b l e and parent po in t e r s
dp = [ 0 ] * n
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parent = [=1] * n

for i in range (n ) :
v = perm [ i ]
dp [ i ] = weight [ v ] # i n i t i a l we igh t o f the c l i q u e wi th on ly v e r t e x v
for j in range ( i ) :

u = perm [ j ]
i f u > v : # crea t e s invers ion , so they can be in the same c l i q u e

# update dp [ i ] i f we can ge t a heav i e r c l i q u e
i f dp [ j ] + weight [ v ] > dp [ i ] :

dp [ i ] = dp [ j ] + weight [ v ]
parent [ i ] = j

# f ind i n g the index o f l a s t e lement in the maximum weigh t c l i q u e
best = max( range (n ) , key=lambda i : dp [ i ] )
c l i q u e = [ ]
i = best
# recon s t r u c t i n g the c l i q u e from the parent po in t e r s
while i != =1:

c l i q u e . append (perm [ i ] )
i = parent [ i ]

c l i q u e . r e v e r s e ( )
return c l i que , dp [ bes t ]

3.4. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze w grafach

koªowych

Na bazie algorytmu dla grafów permutacji przygotowano nowy algorytm
wyznaczaj¡cy klik¦ o najwi¦kszej wadze w gra�e koªowym.

Dane wej±ciowe: Graf wej±ciowy jest zadany podobnie jak w przypadku
grafów przedziaªowych w postaci listy zawieraj¡cej etykiety wierzchoªków
- pierwsze wyst¡pienie ka»dej etykiety oznacza pocz¡tek ci¦ciwy, a drugie
wyst¡pienie oznacza jej koniec.

Problem: Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze w gra�e koªowym.

Dane wyj±ciowe: Lista wierzchoªków tworz¡cych klik¦ o najwi¦kszej wadze
oraz suma wag tych wierzchoªków.

Opis algorytmu: Na pocz¡tku algorytm wyznacza pozycje obu wyst¡pie«
ka»dej etykiety w reprezentacji grafu. Nast¦pnie rozwa»a kolejno ka»dy wierz-
choªek grafu. Dla ustalonego wierzchoªka wyznaczane jest jego domkni¦te
s¡siedztwo, czyli zbiór zªo»ony z tego wierzchoªka oraz wszystkich jego s¡sia-
dów. Z oryginalnej reprezentacji grafu koªowego wybierane s¡ nast¦pnie tylko
te wyst¡pienia etykiet, które nale»¡ do wyznaczonego zbioru. W ten sposób
otrzymywany jest podgraf indukowany przez domkni¦te s¡siedztwo danego
wierzchoªka.
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Otrzymany podgraf jest przeksztaªcany do reprezentacji grafu permutacji.
Po przepisaniu wag na nowe etykiety uruchamiany jest algorytm wyznacza-
j¡cy klik¦ o najwi¦kszej wadze w gra�e permutacji. Znaleziona klika jest
nast¦pnie dekodowana z powrotem do oryginalnych etykiet grafu koªowego.
Je»eli jej waga jest wi¦ksza od najlepszego dotychczasowego wyniku, zostaje
ona zapami¦tana.

Poprawno±¢ algorytmu wynika z faktu, »e ka»da klika zawieraj¡ca wierz-
choªek v jest zawarta w domkni¦tym s¡siedztwie tego wierzchoªka. Algorytm
rozwa»a domkni¦te s¡siedztwo ka»dego wierzchoªka grafu, dlatego w jednym
z kroków analizowany jest podgraf zawieraj¡cy klik¦ optymaln¡. Poniewa»
dla ka»dego takiego podgrafu rozwi¡zywany jest problem kliki o najwi¦kszej
wadze, najlepszy wynik spo±ród wszystkich kroków jest rozwi¡zaniem dla
caªego grafu koªowego.

Zªo»ono±¢: Dla ka»dego wierzchoªka algorytm wyznacza jego domkni¦te s¡-
siedztwo, buduje odpowiedni podgraf, przeksztaªca go do grafu permutacji
oraz wywoªuje algorytm dla wa»onej kliki w gra�e permutacji. W przypadku
pesymistycznym rozwa»any podgraf mo»e mie¢ rozmiar rz¦du n, a algorytm
dla grafów permutacji dziaªa w czasie O(n2). Poniewa» procedura wykonywa-
na jest dla ka»dego z n wierzchoªków, caªkowita zªo»ono±¢ czasowa algorytmu
wynosi O(n · n2) = O(n3).

Listing 3.4. Funkcja �nd_maximum_weight_clique_circle().
#!/ usr / b in /env python3

from c i r c l e 4 import c i r c l e2pe rm
from l d s1 import find_maximum_clique_perm
from l i s 3 import find_maximum_iset_perm
from perm1 import find_maximum_weight_clique_perm

def find_maximum_weight_clique_circle ( double_perm , weight_dict ) :
"""Finding a maximum weight c l i q u e in a c i r c l e graph in O(n^3) time . """
# Musze miec in f o o sas iadach .
nodes = set ( double_perm )
pa i r s = dict ( ( node , [ ] ) for node in nodes ) # O(n) time
for idx , node in enumerate( double_perm ) : # O(n) time

pa i r s [ node ] . append ( idx )
# Dla kazdego v budujemy indukowany perm graph G_v.
bes t_c l ique = set ( ) # max c l i q u e
best_weight = 0 # max weigh t
for source in nodes : # O(n) time

ne ighbors = set ( [ source ] )
for t a r g e t in nodes : # O(n) time

s1 , s2 = pa i r s [ source ]
t1 , t2 = pa i r s [ t a r g e t ]
i f ( s1 < t1 < s2 < t2 ) or ( t1 < s1 < t2 < s2 ) :

ne ighbors . add ( t a r g e t )
# Buduje g ra f indukowany jako doub le perm .
subgraph = [ node for node in double_perm i f node in ne ighbors ]
perm , n2l , l2n = c i r c l e2pe rm ( subgraph ) # O(n) time
new_dict = dict ( ( i , weight_dict [ n2 l [ i ] ] ) for i in perm) # O(n) time
c l i que , max_weight = find_maximum_weight_clique_perm (perm , new_dict )
# Dekodowanie k l i k i w c z a s i e O(n) = genera tor .
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i f best_weight < max_weight :
best_weight = max_weight
# p r z e j s c i e do e t y k i e t c i e c iw
bes t_c l ique = set ( n2 l [ i ] for i in c l i q u e )

return best_cl ique , best_weight

3.5. Algorytm Szwarc�tera-Barroso dla grafów

koªowych - wyznaczanie klik maksymalnych

W oparciu o algorytm Szwarc�tera-Barroso [26] przygotowano algorytm
wyznaczaj¡cy wszystkie kliki maksymalne w gra�e koªowym. W tym algorty-
mie równie» wykorzystano podwójn¡ permutacj¦ jako reprezentacj¦ wej±cio-
wego grafu.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji podwójnej permutacji.

Problem: Wyznaczanie klik maksymalnych w gra�e koªowym.

Dane wyj±ciowe: Iterator po klikach maksymalnych grafu koªowego.

Opis algorytmu: Zasadniczo algorytm mo»na podzieli¢ na cztery etapy:
1. Zbudowanie orientacji S1.
2. Wyznaczenie redukcji tranzytywnej.
3. Znalezienie par kra«ców klik maksymalnych.
4. Wykonanie nieograniczonego przeszukiwania DFS w redukcji tranzytyw-

nej mi¦dzy parami kra«cowymi.
W pierwszym etapie algorytmu dla ka»dej etykiety wierzchoªka zapisuje-

my pozycje jej pierwszego i drugiego wyst¡pienia w podwójnej permutacji.
W oparciu o te pozycje budujemy orientacj¦ S1, czyli skierowan¡ wersj¦ grafu
koªowego. Dla ka»dej pary wierzchoªków sprawdzane jest, czy ich wyst¡pienia
w podwójnej permutacji si¦ przeplataj¡. Je»eli dla wierzchoªków s i t zachodzi
ukªad s1 < t1 < s2 < t2, to do grafu skierowanego dodawana jest kraw¦d¹
(s, t). Natomiast je»eli zachodzi t1 < s1 < t2 < s2, dodawana jest kraw¦d¹
(t, s). Oznacza to, »e dla przecinaj¡cych si¦ ci¦ciw kierunek kraw¦dzi jest
ustalany od wierzchoªka, którego pierwsze wyst¡pienie pojawia si¦ wcze±niej,
do wierzchoªka, którego pierwsze wyst¡pienie pojawia si¦ pó¹niej.

Drugi etap algorytmu polega na wyznaczeniu redukcji tranzytywnej. Re-
dukcja tranzytywna jest to graf skierowany, który zawiera kraw¦dzie z orien-
tacji S1, ale bez kraw¦dzi, które mo»na wywnioskowa¢ z innych kraw¦dzi
z relacji tranzytywno±ci. Dla ka»dej kraw¦dzi (u, v) sprawdzane jest, czy ist-
nieje wierzchoªek x, taki »e istniej¡ kraw¦dzie (u, x) oraz (x, v). W tym celu
wykorzystywane s¡ zbiory nast¦pników Aout(u) oraz poprzedników Ain(v).
Je»eli przeci¦cie Aout(u)∩Ain(v) jest puste, kraw¦d¹ (u, v) zostaje zachowana.
W przeciwnym przypadku istnieje wierzchoªek po±redni x, dlatego kraw¦d¹
(u, v) jest pomijana.

W trzecim etapie algorytmu, bazuj¡c na orientacji S1, wyznaczane s¡ pary
kra«ców klik maksymalnych. Nale»y podkre±li¢, »e w tym kroku algorytm
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operuje na peªnej orientacji S1, a nie na gra�e po redukcji tranzytywnej
uzyskanym w poprzednim etapie. Dla ka»dej kraw¦dzi (u, v) sprawdzane jest,
czy wierzchoªki u i v maj¡ wspólnego nast¦pnika lub wspólnego poprzednika.

Je»eli istnieje wspólny nast¦pnik x, to klik¦ zawieraj¡c¡ u i v mo»na roz-
szerzy¢ w prawo, dodaj¡c wierzchoªek x. Je»eli istnieje wspólny poprzednik
x, to klik¦ mo»na rozszerzy¢ w lewo. W obu przypadkach kraw¦d¹ (u, v) nie
mo»e wyznacza¢ kra«ców kliki maksymalnej.

Z tego powodu para (u, v) jest uznawana za par¦ kra«cow¡ tylko wtedy,
gdy speªnione s¡ oba warunki:

Aout(u) ∩ Aout(v) = ∅ oraz Ain(u) ∩ Ain(v) = ∅.

Oznacza to, »e nie istnieje »aden wierzchoªek, który pozwalaªby rozszerzy¢
rozwa»an¡ par¦ ani przed u, ani za v. Takie pary s¡ zapisywane jako mo»liwe
pocz¡tki i ko«ce klik maksymalnych.

W ostatnim etapie wykonywane jest zmody�kowane przeszukiwanie DFS
w gra�e b¦d¡cym redukcj¡ tranzytywn¡ orientacji S1. W odró»nieniu od
klasycznego DFS celem tego przeszukiwania nie jest jedynie odwiedzenie
wierzchoªków grafu, lecz wygenerowanie wszystkich ±cie»ek prowadz¡cych od
danego wierzchoªka pocz¡tkowego do jednego z odpowiadaj¡cych mu ko«ców
kra«cowych. Przeszukiwanie uruchamiane jest dla ka»dego wierzchoªka gra-
fu, jednak dla wierzchoªków, które nie s¡ pocz¡tkiem »adnej pary kra«cowej,
ko«czy si¦ natychmiast. Dla wierzchoªka s, który jest pocz¡tkiem co najmniej
jednej pary kra«cowej, algorytm wykonuje DFS od s, przyjmuj¡c jako zbiór
celów wszystkie wierzchoªki zapisane w ends[s ]. Ka»da ±cie»ka w redukcji tran-
zytywnej prowadz¡ca od s do jednego z tych celów odpowiada jednej klice
maksymalnej i jest zwracana jako zbiór wierzchoªków.

Zªo»ono±¢: Niech n oznacza liczb¦ wierzchoªków grafu, m liczb¦ kraw¦dzi
w orientacji S1, natomiast a liczb¦ klik maksymalnych zwracanych przez
algorytm. Wyznaczenie pozycji wyst¡pie« etykiet w podwójnej permutacji
wymaga czasu O(n), a zbudowanie orientacji S1 czasu O(n2).

Wyznaczenie redukcji tranzytywnej wymaga przejrzenia wszystkich kra-
w¦dzi orientacji S1. Dla ka»dej kraw¦dzi sprawdzane jest przeci¦cie odpo-
wiednich zbiorów poprzedników i nast¦pników. Ka»dy z tych zbiorów mo»e
w najgorszym przypadku zawiera¢ O(n) wierzchoªków, dlatego sprawdzenie
jednej kraw¦dzi mo»e wymaga¢ czasu O(n). Poniewa» takich kraw¦dzi jestm,
caªy etap ma zªo»ono±¢ O(nm). Analogicznie, wyznaczenie par kra«cowych
klik maksymalnych równie» wymaga czasu O(nm).

W ostatnim etapie algorytm wykonuje zmody�kowane przeszukiwanie
DFS w redukcji tranzytywnej i zwraca znalezione ±cie»ki jako kliki mak-
symalne. Poniewa» ka»da zwracana klika mo»e zawiera¢ co najwy»ej n wierz-
choªków, koszt wypisania wszystkich klik wynosi O(na).

Caªkowita zªo»ono±¢ czasowa przedstawionej implementacji wynosi zatem
O(n2 + nm+ na), czyli O(n2 + n(m+ a)). W klasycznej analizie algorytmu
Szwarc�tera-Barroso zªo»ono±¢ zapisuje si¦ krócej jakoO(n(m+a)), poniewa»
skªadnik O(nm) oraz O(na) obejmuj¡ zasadniczy koszt dziaªania algorytmu.
W szczególno±ci, gdy dla grafu spójnego m + a ­ n, skªadnik O(n2) jest
zdominowany przez O(n(m+ a)).
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Uwagi: W pewnych sytuacjach mo»e nas interesowa¢ tylko liczba klik mak-
symalnych, a nie dokªadna posta¢ tych klik. Okazuje si¦, »e zmody�kowany
algorytm Szwarc�tera-Barroso pozwala wyznaczy¢ liczb¦ klik maksymalnych
w czasie O(nm). W ostatnim kroku pierwotnego algorytmu nie mo»emy prze-
chodzi¢ z u»yciem zmody�kowanego DFS po wszystkich ±cie»kach w redukcji
tranzytywnej, bo zªo»ono±¢ obliczeniowa pozostanie O(n(m + a)). Zamiast
tego nale»y przej±¢ przez wszystkie wierzchoªki w kolejno±ci odwrotnej do
sortowania topologicznego redukcji tranzytywnej w czasie O(n). Podczas te-
go przej±cia oblicza si¦ rekurencyjn¡ funkcj¦ α(u) dla ka»dego wierzchoªka
u. Funkcja zlicza rozgaª¦zienia ±cie»ek w danym wierzchoªku. Suma warto±ci
tej funkcji dla wszystkich wierzchoªków daje liczb¦ klik maksymalnych.

Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e ka»dy graf permutacji jest jednocze±nie gra-
fem koªowym, algorytm Szwarc�tera-Barroso mo»e by¢ u»yty do wyznacza-
nia klik maksymalnych tak»e w tej rodzinie grafów. Nale»y jedynie dokona¢
odpowiedniego przeksztaªcenia reprezentacji grafu permutacji do podwójnej
permutacji grafu koªowego:

Listing 3.5. Przeksztaªcenie grafu permutacji do grafu koªowego.

double_perm = perm2c i r c l e ( single_perm )

Ró»ne reprezentacje tego samego grafu koªowego mog¡ prowadzi¢ do ró»-
nych orientacji S1 oraz ró»nych redukcji tranzytywnych. Przykªadowe przy-
padki przedstawiono na rysunku poni»ej. Model geometryczny z ci¦ciwami
jest taki sam, ale ró»ne s¡ punkty na okr¦gu, od których rozpoczyna si¦ zapis
etykiet ci¦ciw w podwójnej permutacji.
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Rysunek 3.1. Ró»ne reprezentacje tego samego grafu koªowego oraz odpowiadaj¡ce
im orientacje S1. Kraw¦dzie wyró»nione przerywanymi elipsami s¡ usuwane w wy-

niku redukcji tranzytywnej.

22

26:2191420669



Listing 3.6. Klasa Szwarc�terBarroso tworz¡ca iterator po klikach maksymal-
nych grafu koªowego.

class Szwarc f i t e rBar ro so :
"""Finding maximal c l i q u e s o f a c i r c l e graph . """

def __init__( s e l f , perm ) :
s e l f . perm = perm
s e l f . nodes = set ( s e l f . perm) # O(n) time , usuwam dup l i k a t y
s e l f . dag = Graph ( d i r e c t ed=True ) # S1=o r i e n t a t i on
s e l f . t r an s i t i v e_reduc t i on = Graph ( d i r e c t ed=True )
for node in s e l f . nodes :

s e l f . dag . add_node ( node )
s e l f . t r an s i t i v e_reduc t i on . add_node ( node )

# Grupowanie koncow maximal edges
s e l f . ends = dict ( ( node , set ( ) ) for node in s e l f . nodes ) # O(n) time
# Zwiekszam l im i t r e ku r en c j i .
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( len ( s e l f . nodes ) * 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def run ( s e l f ) :
s e l f . f ind_S1_or ientat ion ( )
s e l f . f i nd_trans i t i v e_reduc t i on ( )
s e l f . find_maximal_edges ( )
yield from se l f . f ind_maximal_cliques ( )

def f ind_S1_or ientat ion ( s e l f ) : # O(n^2) time
# d i c t do zap i su p ierwszego i drug iego wys tap i en ia w i e r z cho l ka w perm .
pa i r s = dict ( ( node , [ ] ) for node in s e l f . nodes ) # O(n) time
for idx , node in enumerate( s e l f . perm ) : # O(n) time

pa i r s [ node ] . append ( idx )
assert a l l ( len ( p a i r s [ node ] ) == 2 for node in pa i r s )

# Budowanie gra fu skierowanego (S1=o r i e n t a t i on ) .
for ( s , t ) in i t e r t o o l s . combinat ions ( s e l f . nodes , 2 ) : # O(n^2) time

s1 , s2 = pa i r s [ s ]
t1 , t2 = pa i r s [ t ]
i f ( s1 < t1 < s2 < t2 ) :

s e l f . dag . add_edge (Edge ( s , t ) )
i f ( t1 < s1 < t2 < s2 ) :

s e l f . dag . add_edge (Edge ( t , s ) )
#s e l f . dag . show ()

def f i nd_trans i t i v e_reduc t i on ( s e l f ) : # podobno O(n m) time
# poc za t k i krawedz i wchodzacych do node
s e l f . Ain = dict ( ( node , set ( ) ) for node in s e l f . nodes )
# konce krawedz i wychodzacych z node
s e l f . Aout = dict ( ( node , set ( ) ) for node in s e l f . nodes )

for edge in s e l f . dag . i t e r e d g e s ( ) : # O(m) time
s e l f . Ain [ edge . t a r g e t ] . add ( edge . source )
s e l f . Aout [ edge . source ] . add ( edge . t a r g e t )

for edge in s e l f . dag . i t e r e d g e s ( ) : # t o t a l O(n m) time
i f len ( s e l f . Aout [ edge . source ] & s e l f . Ain [ edge . t a r g e t ] ) == 0 :

s e l f . t r an s i t i v e_reduc t i on . add_edge ( edge )
#pr in t (" t r a n s i t i v e reduc t ion . . . " )
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#s e l f . t r an s i t i v e_reduc t i on . show ()

def find_maximal_edges ( s e l f ) : # t o t a l O(n m) time
for edge in s e l f . dag . i t e r e d g e s ( ) : # chyba O(n m) time przy hashowaniu

i f ( len ( s e l f . Aout [ edge . source ] & s e l f . Aout [ edge . t a r g e t ] ) == 0 and

len ( s e l f . Ain [ edge . source ] & s e l f . Ain [ edge . t a r g e t ] ) == 0 ) :
# Tu zap i s u j e maximal edges .
s e l f . ends [ edge . source ] . add ( edge . t a r g e t )

def f ind_maximal_cliques ( s e l f ) :
# Dla kazdego w i e r z cho l ka s ro b i e DFS.
# Dla jednego w i e r z cho l ka moze byc k i l k a s t a r t u j a c y c h maximal edges .
# Sc i e z k i koncza s i e na koncach maximal edges .
# Zlozonosc b ed z i e O(n m) p lu s wypisywanie k l i k O(n a ) .

# Teraz moge rob i c DFS jeden raz z jednego w i e r z cho l ka .
s e l f . o rder = [ ] # s=t path i tems
for node in s e l f . nodes :

yield from se l f . d f s_v i s i t ( node , s e l f . ends [ node ] )
assert s e l f . o rder == [ ] # na koncu wyczyszczone

def d f s_v i s i t ( s e l f , source , ta rge t_set ) :
"""Modif ied DFS from source in t r a n s i t i v e r educt ion . """
i f len ( target_set ) == 0 :

#pr in t (" empty t a r g e t s e t f o r " , source )
return

se l f . o rder . append ( source )
for node in s e l f . t r an s i t i v e_reduc t i on . i t e r a d j a c e n t ( source ) :

3.6. Wyznaczanie kliki najwi¦kszej w grafach ªuków na

okr¦gu

W ramach pracy udaªo si¦ przeprowadzi¢ mody�kacj¦ implementacji algo-
rytmu Gavrila przygotowanej przez Oliwi¦ Gil [21]. Zachowano ogólny sche-
mat dziaªania pierwotnej implementacji, natomiast zmieniono sposób wy-
znaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego w dopeªnieniu rozpatrywanego
podgrafu. Zastosowany wcze±niej algorytm z nawrotami, przeznaczony dla
grafów ogólnych, zast¡piono algorytmem wykorzystuj¡cym dwudzielno±¢ te-
go dopeªnienia.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf ªuków na okr¦gu w reprezentacji w postaci
listy par zdarze«.

Problem: Wyznaczanie kliki najwi¦kszej w gra�e koªowym.

Dane wyj±ciowe: Lista zawieraj¡ca wszystkie ªuki grafu nale»¡ce do jego
najwi¦kszej kliki.

Opis algorytmu: W pierwotnej implementacji, aby wyznaczy¢ najwi¦kszy
zbiór niezale»ny w dopeªnieniu grafuMi, wykorzystywany byª algorytm z na-
wrotami przeznaczony dla grafów ogólnych. Nie uwzgl¦dniaª on faktu, »e
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dopeªnienie grafu Mi jest grafem dwudzielnym. W zmody�kowanej wersji
zastosowano algorytm przeznaczony specjalnie dla tej klasy grafów.

Listing 3.7. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego - algorytm z na-
wrotami.

a lgor i thm = BacktrackingIndependentSet (M_i_complement )
a lgor i thm . run ( )
c l i que_ i = algor i thm . independent_set

Listing 3.8. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego - algorytm dla
grafów dwudzielnych.

c l i que_i = max_independent_set_bipartite (M_i_complement )

W nowej implentacji wyznaczania zbioru niezale»nego najpierw za po-
moc¡ algorytmu Hopcrofta�Karpa wyznaczane jest maksymalne skojarzenie
w gra�e M ci . Nast¦pnie wykonywane jest przej±cie po ±cie»kach alternuj¡-
cych, rozpoczynaj¡cych si¦ w nieskojarzonych wierzchoªkach lewej cz¦±ci gra-
fu. W ten sposób wyznaczane s¡ zbiory osi¡galnych wierzchoªków ZL i ZR
nale»¡cych odpowiednio do lewej i prawej cz¦±ci grafu.

Na ich podstawie konstruowane jest minimalne pokrycie wierzchoªkowe:

C = (L \ ZL) ∪ ZR,

gdzie L i R oznaczaj¡ cz¦±ci grafu dwudzielnego. Zgodnie z twierdzeniem
K®niga otrzymane pokrycie jest minimalne [13, s. 37, tw. 2.1.1]. Jego dopeª-
nienie w zbiorze wierzchoªków

V (M ci ) \ C

jest najwi¦kszym zbiorem niezale»nym w gra�e M ci , a wi¦c odpowiada naj-
wi¦kszej klice w gra�e Mi.

Pozostaªe etapy implementacji, obejmuj¡ce konstruowanie grafów Mi,
przywracanie pierwotnej numeracji wierzchoªków oraz wybór najwi¦kszej spo-
±ród otrzymanych klik, nie zostaªy zmienione.

Zªo»ono±¢: W zmody�kowanej wersji etap wyznaczania zbioru niezale»nego
ma zªo»ono±¢ wielomianow¡. Dla grafu o n wierzchoªkach i m kraw¦dziach
algorytm Hopcrofta�Karpa dziaªa w czasie O(m

√
n), natomiast wyznacze-

nie minimalnego pokrycia wierzchoªkowego i jego dopeªnienia wymaga czasu
O(n+m). Zªo»ono±¢ zmienionego etapu jest wi¦c równa O(m

√
n). Peªna zªo-

»ono±¢ obliczeniowa caªego algorytmu wyznaczania najwi¦kszej kliki szacowa-
na jest na O(mn1.5) = O(n3.5). Co ciekawe, sam Gavril postulowaª zªo»ono±¢
O(n3) i to si¦ potwierdziªo w testach praktycznych.

Uwagi: Ciekawym elementem algorytmu jest wyznaczanie najmniejszego
pokrycia wierzchoªkowego na bazie najwi¦kszego skojarzenia w gra�e dwu-
dzielnym. �cie»ki alternuj¡ce s¡ wyznaczane równolegle przy u»yciu kolejki
wierzchoªków, podobnie do przeszukiwania BFS.
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Listing 3.9. Funkcja max_independent_set_bipartite() wyznaczaj¡ca najwi¦kszy
zbiór niezale»ny w gra�e dwudzielnym, wywoªywana w funkcji znajduj¡cej

najwi¦ksz¡ klik¦ w gra�e ªuków max_clique_gavril().
from c o l l e c t i o n s import deque
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . b i p a r t i t e n e s s . hopcro f tkarp import HopcroftKarpSet

def max_clique_gavri l ( graph ) :
s i z e = len ( graph )
max_clique = [ ]

for i in range ( s i z e ) :
X_i , Y_i = get_X_Y( graph , s i z e , i )
M_i_arcs = X_i + Y_i
M_i_model = [ graph [ node ] for node in M_i_arcs ]
M_i = make_abstract_arc_graph_eff ic ient (M_i_model , s i z e )
M_i_complement = M_i. complement ( )
c l i que_ i = max_independent_set_bipartite ( M_i_complement )
clique_i_old_numbering = [M_i_arcs [ node ] for node in c l i que_ i ]

i f len ( clique_i_old_numbering ) > len (max_clique ) :
max_clique = clique_i_old_numbering

return max_clique

def max_independent_set_bipartite ( graph ) :
"""Find a maximum independent s e t in a b i p a r t i t e graph . """
matching = HopcroftKarpSet ( graph )
matching . run ( )
l e f t_par t = matching . v1

r ea chab l e_ l e f t = set ( node for node in l e f t_par t
i f matching . mate [ node ] i s None)

reachab le_r ight = set ( )

queue = deque ( r ea chab l e_ l e f t )

while queue :
l e f t = queue . p op l e f t ( )
for r i g h t in graph . i t e r a d j a c e n t ( l e f t ) :

i f matching . mate [ l e f t ] == r i gh t :
continue

i f r i g h t in reachab le_r ight :
continue

reachab le_r ight . add ( r i g h t )
matched_left = matching . mate [ r i g h t ]

i f ( matched_left i s not None
and matched_left not in r e a chab l e_ l e f t ) :
r e a chab l e_ l e f t . add ( matched_left )
queue . append ( matched_left )

minimum_vertex_cover = (
( l e f t_par t = r e a chab l e_ l e f t ) | r eachab le_r ight )

return set ( graph . i t e r nod e s ( ) ) = minimum_vertex_cover
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4. Podsumowanie

Badania w niniejszej pracy koncentrowaªy si¦ na trzech zagadnieniach
zwi¡zanych z klikami. Pierwsze zagadnienie to znajdowanie kliki o najwi¦k-
szej liczno±ci. To byªo na ogóª badane w innych pracach dyplomowych, wi¦c
dokonali±my tylko przegl¡du istniej¡cych narz¦dzi i wyników.

Drugie zagadnienie to znajdowanie wszystkich klik maksymalnych w wy-
branych rodzinach grafów, takich jak grafy przedziaªowe, grafy ci¦ciwowe,
grafy permutacji. Na etapie implementacji w j¦zyku Python odpowiednim
narz¦dziem jest iterator po klikach maksymalnych, który na »¡danie zwraca
kolejne kliki maksymalne. Zwykle przetwarza si¦ kliki sekwencyjnie i nie na-
le»y marnowa¢ pami¦ci komputera na przechowywanie caªej listy klik. Przy-
gotowano szereg iteratorów po klikach maksymalnych i przetestowano ich
praktyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

Trzecim zagadnieniem byªo znajdowanie kliki o najwi¦kszej wadze w gra-
fach z wagami wierzchoªków. W szczególnym przypadku równych wag wierz-
choªków problem redukuje si¦ do znajdowania kliki o najwi¦kszej liczno±ci,
jednak zwykle jest to trudniejsze zadanie. W przypadku grafów dwudziel-
nych, grafów przedziaªowych i grafów ci¦ciwowych pokazano, »e mo»na w cza-
sie liniowym O(n+m) znale¹¢ klik¦ o najwi¦kszej wadze przez prosty przegl¡d
klik maksymalnych. W przypadku grafów permutacji potrzebny byª osobny
algorytm wykorzystuj¡cy programowanie dynamiczne. Ten algorytm staª si¦
podstaw¡ algorytmu wyznaczaj¡cego klik¦ o najwi¦kszej wadze w grafach
koªowych.

Podczas badania problemu kliki mo»na poczyni¢ ciekaw¡ obserwacj¦. W pew-
nych przypadkach znalezienie liczby klik maksymalnych mo»e by¢ szybsze ni»
faktyczne jawne wygenerowanie tych klik jako podzbiorów zbioru wierzchoª-
ków danego grafu. Dla grafów przedziaªowych wystarczy powstrzyma¢ si¦
przed wypisaniem klik i ju» zªo»ono±¢ spadnie z O(n+m) do O(n). Dla gra-
fów koªowych generowanie klik zajmuje czas O(n(m+ a)), co mo»e da¢ czas
rosn¡cy wykªadniczo z rozmiarem grafu, bo liczba klik maksymalnych a mo»e
rosn¡¢ wykªadniczo. Jednak mo»na u»y¢ innego algorytmu, aby dosta¢ liczb¦
klik maksymalnych w czasie wielomianowym O(nm). Podane przykªady s¡
prawdopodobnie jednymi z powodów, dla których teoria grafów od lat cieszy
si¦ ogromnym zainteresowaniem badaczy.

Inna ciekawa obserwacja dotyczy niejednoznaczno±ci wyboru modelu geo-
metrycznego dla danego grafu abstrakcyjnego w ró»nych rodzinach grafów.
Dla grafów przedziaªowych przykªadem mo»e by¢ graf peªny Kn modelowany
przez n przedziaªów na osi liczbowej maj¡cych niepuste przeci¦cie. Mamy do-
wolno±¢ w wyborze kolejno±ci pocz¡tków przedziaªów, a nast¦pnie dowolno±¢
w wyborze kolejno±ci ko«ców przedziaªów. Analogiczna sytuacja zachodzi
dla grafów ªuków na okr¦gu, chocia» tam problem jest gª¦bszy. Przykªadowo
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graf peªny K3 mo»na narysowa¢ jako zbiór trzech ªuków, gdzie na okr¦gu nie
b¦dzie punktu pokrytego przez trzy ªuki. Dla grafów permutacji wiadomo, »e
pewne grafy abstrakcyjne mo»na reprezentowa¢ przez kilka ró»nych permu-
tacji. Wreszcie dla grafów koªowych wiadomo, »e pewne grafy abstrakcyjne
maj¡ kilka ró»nych modeli geometrycznych z ci¦ciwami na okr¦gu. Z kolei
dany model geometryczny mo»na zapisa¢ na kilka sposobów jako podwójn¡
permutacj¦ etykiet ci¦ciw. Oczywi±cie ko«cowe wyniki nie zale»¡ od wyboru
konkretnego modelu.
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A. Testy algorytmów

A.1. Testy wyznaczania klik maksymalnych w grafach

przedziaªowych

Algorytm iter_cliques_interval () zostaª przetestowany na ró»nych rodza-
jach grafów przedziaªowych o ró»nych rozmiarach. Testy polegaªy na przepro-
wadzeniu pi¦ciu pomiarów czasu dziesi¦ciu kolejnych uruchomie« algorytmu
dla ka»dego rozmiaru grafu, a nast¦pnie obliczeniu mediany z tych pi¦ciu
pomiarów. Grafy zostaªy wygenerowane za pomoc¡ nast¦puj¡cych funkcji
nale»¡cych do pakietu graphtheory:

� random_interval_graph(),
� complete_interval_graph(),
� path_interval_graph(),
� 2tree_interval_graph(),
� star_interval_graph(),
� ktree_interval_graph().

Wyniki testów przedstawione na wykresach A.1, A.2, A.3, A.4, A.5 poka-
zuj¡, »e zarówno w grafach rzadkich jak i g¦stych warto±¢ wspóªczynnika
dopasowania a jest bliska 1, co wskazuje na liniow¡ zale»no±¢ czasu dziaªa-
nia algorytmu O(n + m). Wyj¡tkiem s¡ grafy peªne, dla których uzyskano
wspóªczynnik a = 0.542(18). W tym przypadku niska warto±¢ wspóªczynnika
wynika z faktu, »e w gra�e peªnym b¦dziemy mieli jedn¡ klik¦ maksymaln¡
zªo»on¡ ze wszystkich wierzchoªków, co powoduje uproszczenie algorytmu
poprzez ograniczenie liczby operacji generowania klik.

A.2. Testy wyznaczania klik maksymalnych w grafach

ci¦ciwowych

Algorytm iter_cliques_chordal() zostaª przetestowany na ró»nych rodzajach
grafów ci¦ciwowych o ró»nych rozmiarach. Porz¡dek eliminacji doskonaªej
(PEO) byª wyznaczany przed rozpocz¦ciem pomiaru, dlatego jego czas nie
zostaª uwzgl¦dniony w wynikach testów. Grafy zostaªy wygenerowane za po-
moc¡ funkcji make_random_chordal() oraz make_random_ktree() nale»¡cych do
pakietu graphtheory.

Wyniki testów z rysunków A.6, A.7, A.8 pokazuj¡, »e zarówno dla grafów
rzadkich jak i g¦stych (równie» z wa»onymi wierzchoªkami) warto±¢ wspóª-
czynnika dopasowania a pozostaje bliska 1, co potwierdza liniow¡ zale»no±¢
czasu dziaªania algorytmu od rozmiaru wej±cia O(n+m).
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Rysunek A.1. Generowanie klik maksymalnych dla 2-drzew przedziaªowych. War-
to±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 0.974(28) potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ obli-

czeniow¡ algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.2. Generowanie klik maksymalnych dla grafów peªnych Kn. Warto±¢
wspóªczynnika dopasowania a = 0.542(18) potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ oblicze-
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Rysunek A.3. Generowanie klik maksymalnych dla grafu ±cie»ki Pn. Warto±¢
wspóªczynnika dopasowania a = 0.97(2) potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡

algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.4. Generowanie klik maksymalnych dla przypadkowych grafów prze-
dziaªowych. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 0.961(25) potwierdza liniow¡

zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.5. Generowanie klik maksymalnych dla grafów typu gwiazda K1,n−1.
Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 0.964(52) potwierdza liniow¡ zªo»ono±¢

obliczeniow¡ algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.6. Generowanie klik maksymalnych dla grafów ci¦ciwowych rzadkich.
Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 1.030(15) potwierdza zªo»ono±¢ oblicze-

niow¡ algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.7. Generowanie klik maksymalnych dla grafów ci¦ciwowych g¦stych.
Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 0.904(10) potwierdza zªo»ono±¢ oblicze-

niow¡ algorytmu O(n+m).
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Rysunek A.8. Generowanie klik maksymalnych dla grafów ci¦ciwowych losowych
z wa»onymi wierzchoªkami. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 0.996(13)

potwierdza zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu O(n+m).
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A.3. Testy wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze

w grafach permutacji

Algorytm max_weight_clique_permutation() zostaª przetestowany na wybra-
nych rodzinach grafów permutacji reprezentuj¡cych przypadki rzadkie, g¦ste
oraz losowe. Dla ka»dej permutacji wierzchoªkom przypisano losowe wagi
caªkowite. Generowanie permutacji oraz przypisanie wag wykonano przed
rozpocz¦ciem pomiaru, dlatego czas tych operacji nie zostaª uwzgl¦dniony
w wynikach testów.

Testy wykonano dla trzech rodzin grafów permutacji: grafów ±cie»kowych,
peªnych grafów dwudzielnych oraz grafów losowych. Grafy ±cie»kowe stano-
wiªy przypadek rzadki, peªne grafy dwudzielne przypadek g¦sty, natomiast
grafy losowe przypadek o mniej regularnej strukturze. Permutacje zostaªy wy-
generowane za pomoc¡ funkcji make_path_perm(), make_bipartite_perm() oraz
make_random_perm(). Dla ka»dego rozmiaru n generowano jedn¡ permutacj¦
danego typu oraz jeden zestaw wag wierzchoªków. Nast¦pnie dla tego same-
go zestawu danych wykonywano pi¦¢ niezale»nych pomiarów czasu dziaªa-
nia funkcji max_weight_clique_permutation(). Jako wynik dla danego rozmiaru
przyjmowano median¦ uzyskanych czasów.

W celu zapewnienia powtarzalno±ci eksperymentu generator liczb loso-
wych inicjalizowano staª¡ warto±ci¡ ziarna. Testy wykonano dla rozmiarów
n = 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 7000, 10000.

Algorytm wykorzystuje programowanie dynamiczne i zawiera dwie za-
gnie»d»one p¦tle po elementach permutacji, dlatego jego oczekiwana zªo-
»ono±¢ czasowa wynosi O(n2). Otrzymane wyniki, przedstawione na wy-
kresach A.9, A.10, A.11, s¡ zgodne z t¡ analiz¡. Dla permutacji losowych
uzyskano wspóªczynnik a = 1.944(27), a dla peªnych grafów dwudzielnych
a = 1.930(25), czyli warto±ci bliskie teoretycznemu wykªadnikowi 2. Dla gra-
fów ±cie»kowych wspóªczynnik jest ni»szy i wynosi a = 1.744(67), co mo»e
wynika¢ z bardziej regularnej struktury danych oraz krótszego zakresu po-
miarów. Nie zmienia to jednak pesymistycznej zªo»ono±ci algorytmu, ponie-
wa» liczba sprawdzanych par elementów permutacji nadal ro±nie kwadratowo
wzgl¦dem liczby wierzchoªków.

A.4. Testy wyznaczania kliki o najwi¦kszej wadze

w grafach koªowych

Algorytm �nd_maximum_weight_clique_circle() przetestowano eksperymen-
talnie dla kilku klas grafów koªowych o ró»nej strukturze. Celem testów by-
ªo porównanie czasu dziaªania algorytmu dla grafów rzadkich, g¦stych oraz
grafów generowanych losowo. Ka»demu wierzchoªkowi przypisano dodatni¡
wag¦ caªkowit¡. Zarówno stworzenie grafu, jak i przydzielenie wag zostaªy
wykonane przed rozpocz¦ciem wªa±ciwego pomiaru, dlatego operacje te nie
wpªywaj¡ na zapisane czasy dziaªania.

Do testów wybrano trzy rodziny grafów koªowych: grafy losowe, grafy
peªne oraz grafy cykliczne. Grafy peªne odpowiadaªy przypadkowi g¦stemu.
Grafy cykliczne wykorzystano jako przykªad grafów rzadkich. Grafy loso-
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Rysunek A.9. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla grafów permutacji
odpowiadaj¡cych grafom ±cie»kowym. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a =
1.744(67) jest ni»sza ni» w innych przypadkach, ale potwierdza zªo»ono±¢ O(n2).
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Rysunek A.10. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla losowych grafów per-
mutacji. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 1.944(27) jest bliska warto±ci 2,

co potwierdza kwadratowy charakter czasu dziaªania algorytmu O(n2).
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we peªniªy rol¦ przypadku po±redniego, pozbawionego tak regularnej struk-
tury jak grafy peªne lub cykliczne. Do generowania grafów u»yto funkcji
make_random_circle(), make_complete_circle() oraz make_cycle_circle().

Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny oraz je-
den odpowiadaj¡cy mu zestaw wag wierzchoªków. Na tak przygotowanych
danych wykonywano nast¦pnie pi¦¢ pomiarów czasu dziaªania algorytmu
�nd_maximum_weight_clique_circle(). Do dalszej analizy przyj¦to median¦ z pi¦-
ciu otrzymanych warto±ci, co ograniczyªo wpªyw pojedynczych odchyle« cza-
sowych.

Losowanie wag wykonywano z ustalonym ziarnem generatora liczb pseu-
dolosowych, zale»nym od rozmiaru grafu. Dzi¦ki temu eksperyment byª po-
wtarzalny, a dla tego samego rozmiaru grafu otrzymywano ten sam zestaw
wag. Pomiary przeprowadzono dla rozmiarów n = 10, 20, 50, 100, 200, 500,
1000.

Otrzymane wyniki, przedstawione na wykresach A.12, A.13, A.14, s¡
zgodne z teoretycznym oszacowaniem zªo»ono±ci czasowej algorytmu, która
wynosi O(n3). Najwi¦kszy wspóªczynnik uzyskano dla grafów peªnych, dla
których a = 2.786(43). Warto±¢ ta jest bliska teoretycznemu wykªadniko-
wi 3, co jest naturalne, poniewa» w gra�e peªnym domkni¦te s¡siedztwo
ka»dego wierzchoªka obejmuje caªy graf. Dla grafów losowych otrzymano
a = 2.171(76), czyli warto±¢ po±redni¡ mi¦dzy przypadkiem rzadkim i g¦-
stym. Dla grafów cyklicznych wspóªczynnik wyniósª a = 1.618(60). Ni»sza
warto±¢ wynika z rzadkiej struktury tych grafów: ka»dy wierzchoªek cyklu
ma tylko dwóch s¡siadów, przez co pomocnicze grafy permutacji budowane
dla kolejnych wierzchoªków maj¡ maªy rozmiar.

A.5. Testy algorytmu Szwarc�tera�Barroso do

wyznaczania wszystkich klik maksymalnych

w grafach koªowych

Algorytm przetestowano eksperymentalnie dla kilku rodzin grafów koªo-
wych o ró»nej strukturze. Celem testów byªo zbadanie czasu potrzebnego
do wyznaczenia wszystkich klik maksymalnych oraz porównanie zachowania
algorytmu dla grafów rzadkich, g¦stych i generowanych losowo.

Do testów wybrano trzy rodziny grafów koªowych: grafy losowe, grafy
cykliczne oraz g¦ste k-drzewa, w których dla grafu o n wierzchoªkach przyj-
mowano k = ⌊n/2⌋. Grafy cykliczne wykorzystano jako przykªad grafów
rzadkich. G¦ste k-drzewa stanowiªy przypadek regularnych grafów o kwa-
dratowej liczbie kraw¦dzi. Grafy losowe peªniªy natomiast rol¦ przypadku
nieregularnego. Do generowania grafów u»yto funkcji make_random_circle(),
make_ktree_circle() oraz make_cycle_circle().

Algorytm zostaª zaimplementowany w klasie Szwarc�terBarroso, a metoda
run() zwraca iterator kolejnych klik maksymalnych. Podczas ka»dego pomiaru
tworzono nowy obiekt algorytmu, a nast¦pnie przechodzono przez caªy zwró-
cony iterator. Utworzenie reprezentacji wej±ciowej grafu i obliczenie liczby
jego kraw¦dzi wykonywano przed rozpocz¦ciem pomiaru.
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Permutation graph - bipartite, dense case

Rysunek A.11. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla grafów permutacji od-
powiadaj¡cych peªnym grafom dwudzielnym. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania
a = 1.930(25) jest bliska warto±ci 2, co jest zgodne z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ cza-

sow¡ algorytmu O(n2).

-4

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6  2.8  3

a = 2.170847 +/- 0.076052

b = -5.854797 +/- 0.160453

log(t) = a log(n) + b
data

fit

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(n)
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Rysunek A.12. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla losowych grafów ko-
ªowych. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 2.171(76) wskazuje na wzrost
czasu dziaªania wolniejszy ni» w przypadku grafów peªnych, ale szybszy ni» dla

grafów cyklicznych.
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Rysunek A.13. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla peªnych grafów koªo-
wych. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 2.786(43) jest bliska warto±ci 3, co

jest zgodne z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡ czasow¡ algorytmu O(n3).
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Rysunek A.14. Wyznaczanie kliki o najwi¦kszej wadze dla cyklicznych grafów
koªowych. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 1.618(60) jest ni»sza ni» w po-
zostaªych przypadkach, co wynika z rzadkiej struktury grafów cyklicznych oraz

maªych domkni¦tych s¡siedztw wierzchoªków.
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Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny, na którym
wykonywano nast¦pnie pi¦¢ pomiarów czasu dziaªania algorytmu. Do dal-
szej analizy przyj¦to median¦ z pi¦ciu otrzymanych warto±ci, co ograniczyªo
wpªyw pojedynczych odchyle« czasowych.

W przypadku grafów losowych u»ywano ziarna generatora liczb pseudolo-
sowych zale»nego od rozmiaru grafu. Dzi¦ki temu eksperyment byª powtarzal-
ny i dla ustalonego n otrzymywano zawsze t¦ sam¡ reprezentacj¦ grafu. Dla
grafów losowych i g¦stych k-drzew pomiary przeprowadzono dla rozmiarów
n = 10, 20, 50, 70, 100, 150. Dla grafów cyklicznych, ze wzgl¦du na znacznie
krótszy czas dziaªania, wykorzystano wi¦kszy zakres: n = 10, 20, 50, 100, 200,
500, 1000. Wyniki testów przedstawiono na wykresach A.15, A.16, A.17.

Teoretyczna zªo»ono±¢ czasowa badanej implementacji wynosi

O(n2 + nm+ nA),

gdziem oznacza liczb¦ kraw¦dzi, natomiast A liczb¦ wypisywanych klik mak-
symalnych. Jest to zatem algorytm zale»ny od rozmiaru wyniku. Z tego po-
wodu jego czas dziaªania mo»e istotnie ró»ni¢ si¦ nawet dla grafów o podob-
nych warto±ciach n i m, je»eli ró»ni¡ si¦ one liczb¡ klik maksymalnych lub
struktur¡ redukcji tranzytywnej.

Dla grafów cyklicznych otrzymano wspóªczynnik dopasowania a = 1.514(70).
W tej rodzinie zarówno liczba kraw¦dzi, jak i liczba klik maksymalnych rosn¡
liniowo:

m = n, A = n.

Po podstawieniu do oszacowania teoretycznego otrzymuje si¦

O(n2 + nm+ nA) = O(n2).

Uzyskany wspóªczynnik jest ni»szy od warto±ci 2, wynikaj¡cej z ogólnego
ograniczenia dla tej rodziny. Oznacza to, »e w badanym zakresie czas dziaªa-
nia wzrastaª wolniej ni» kwadratowo. Mo»e to wynika¢ z regularnej i rzadkiej
struktury cykli oraz z wpªywu niewielkich czasów wykonania dla mniejszych
grafów.

Dla g¦stych k-drzew otrzymano wspóªczynnik dopasowania a = 2.122(59).
Przy k = ⌊n/2⌋ liczba kraw¦dzi ro±nie kwadratowo wraz z liczb¡ wierzchoª-
ków, natomiast liczba klik maksymalnych ro±nie liniowo. Teoretyczne osza-
cowanie zªo»ono±ci przyjmuje wi¦c w tym przypadku posta¢

O(n2 + nm+ nA) = O(n3).

Uzyskany wspóªczynnik jest jednak wyra¹nie mniejszy od 3, co oznacza, »e
dla badanych k-drzew czas dziaªania wzrastaª wolniej, ni» wynikaªoby z ogól-
nego oszacowania najgorszego przypadku. Wynika to prawdopodobnie z re-
gularnej struktury tych grafów.

Najwi¦ksz¡ warto±¢ wspóªczynnika otrzymano dla grafów losowych, a =
4.42(67). Dopasowanie byªo w tym przypadku wyra¹nie mniej dokªadne ni»
dla pozostaªych rodzin. Wzgl¦dna niepewno±¢ wspóªczynnika wyniosªa okoªo
15%, podczas gdy dla cykli i k-drzew byªa mniejsza ni» 5%. Szczególnie du»y
wzrost czasu odnotowano pomi¦dzy grafami o 100 i 150 wierzchoªkach.
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Tak du»a warto±¢ wspóªczynnika nie jest sprzeczna z oszacowaniemO(n2+
nm + nA). Wielko±ci m oraz A nie s¡ staªe, lecz równie» zale»¡ od liczby
wierzchoªków. Dla grafów g¦stych liczba kraw¦dzi mo»e rosn¡¢ kwadratowo,
przez co skªadnik nm osi¡ga rz¡d O(n3). Ponadto czas dziaªania zale»y od
liczby wypisywanych klik maksymalnych A, a skªadnik nA mo»e dominowa¢
nad pozostaªymi skªadnikami.

A.6. Testy algorytmu wyznaczania kliki najwi¦kszej

w grafach ªuków na okr¦gu

Algorytm max_clique_gavril() przetestowano na ró»nych rodzajach grafów
ªuków na okr¦gu. Celem testów byªo zbadanie czasu potrzebnego do wyzna-
czenia kliki najwi¦kszej oraz porównanie zachowania algorytmu dla grafów
rzadkich, g¦stych i o losowej strukturze.

Do testów wybrano trzy rodziny grafów ªuków na okr¦gu: grafy losowe,
grafy peªne oraz grafy cykliczne. Grafy peªne reprezentowaªy przypadek g¦-
sty, natomiast grafy cykliczne wykorzystano jako przykªad grafów rzadkich.
Grafy losowe pozwoliªy zbada¢ dziaªanie algorytmu dla struktur nieregular-
nych. W uzyskanych przypadkach grafy losowe równie» byªy stosunkowo g¦-
ste.

Do tworzenia reprezentacji ªukowych wykorzystano trzy istniej¡ce funk-
cje: make_random_arc(), make_complete_arc() oraz make_cycle_arc(). Generowa-
nie reprezentacji i obliczanie liczby kraw¦dzi wykonywano przed rozpocz¦-
ciem wªa±ciwego pomiaru. Operacje te nie wpªywaªy wi¦c na zapisane czasy
dziaªania algorytmu.

Dla ustalonego rozmiaru n tworzono jeden graf danej rodziny. Na tej
samej reprezentacji wykonywano nast¦pnie pi¦¢ pomiarów czasu dziaªania
funkcji max_clique_gavril(). Do dalszej analizy przyj¦to median¦ z pi¦ciu otrzy-
manych warto±ci, co ograniczyªo wpªyw pojedynczych odchyle« czasowych.
Pomiary przeprowadzono dla rozmiarów n = 50, 100, 200, 300, 400, 500. Wy-
niki testów przedstawiono na wykresach A.18, A.19, A.20.

Najwi¦ksz¡ warto±¢ wspóªczynnika dopasowania uzyskano dla grafów peª-
nych, a = 3.049(5). Wynik wskazuje na wzrost czasu dziaªania bardzo zbli»o-
ny do sze±ciennego. Jest on ni»szy od ogólnej górnej granicy O(n3.5) wyzna-
czonej dla tej implementacji, lecz zgodny z oszacowaniem O(n3) podanym
przez Gavrila.

Dla grafów losowych otrzymano a = 2.969(26). Warto±¢ ta równie» jest
bliska 3. Wynika to mi¦dzy innymi z du»ej g¦sto±ci wygenerowanych grafów
losowych. Zbiory Xi i Yi s¡ w takich przypadkach stosunkowo du»e, przez co
kolejne grafy pomocnicze zawieraj¡ znaczn¡ cz¦±¢ wierzchoªków grafu wej-
±ciowego.

Dla grafów cyklicznych otrzymano znacznie ni»sz¡ warto±¢ a = 1.662(67).
Grafy cykliczne s¡ rzadkie, a ka»dy ich wierzchoªek ma tylko dwóch s¡sia-
dów. W reprezentacji ªukowej przekªada si¦ to na niewielkie zbiory Xi i Yi,
a w konsekwencji na maªe grafy pomocnicze Mi. Operacje wykonywane na
tych grafach s¡ wi¦c znacznie ta«sze ni» w przypadku grafów peªnych i loso-
wych.
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Szwarcfiter-Barroso algorithm for cycle graphs

Rysunek A.15. Zale»no±¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od
liczby wierzchoªków dla grafów cyklicznych. Otrzymany wspóªczynnik dopasowania
a = 1.514(70) wskazuje na wolniejszy wzrost czasu ni» w pozostaªych badanych

rodzinach, co jest zwi¡zane z rzadk¡ i regularn¡ struktur¡ cykli.
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Szwarcfiter-Barroso algorithm for dense k-tree graphs

Rysunek A.16. Zale»no±¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od
liczby wierzchoªków dla g¦stych k-drzew, w których przyjmowano k = ⌊n/2⌋.
Otrzymano wspóªczynnik dopasowania a = 2.122(59), ni»szy od wykªadnika 3 wy-

nikaj¡cego z ogólnego oszacowania zªo»ono±ci.
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Szwarcfiter-Barroso algorithm for random circle graphs

Rysunek A.17. Zale»no±¢ czasu wyznaczania wszystkich klik maksymalnych od
liczby wierzchoªków dla losowych grafów koªowych. Wspóªczynnik dopasowania a =
4.42(67) oraz jego wi¦ksza niepewno±¢ wskazuj¡ na nieregularny wzrost czasu i siln¡

zale»no±¢ od struktury wygenerowanego grafu.
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Gavril algorithm for complete circular-arc graphs

Rysunek A.18. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w peªnych grafach ªuków na okr¦gu
za pomoc¡ algorytmu Gavrila. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 3.049(5)
wskazuje na wzrost czasu dziaªania bardzo zbli»ony do sze±ciennego. Dla ka»dego
wierzchoªka budowany jest graf pomocniczy o rozmiarze porównywalnym z rozmia-

rem caªego grafu.
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Gavril algorithm for random circular-arc graphs

Rysunek A.19. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w losowych grafach ªuków na okr¦gu
za pomoc¡ algorytmu Gavrila. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a = 2.969(26)

wskazuje na wzrost czasu dziaªania zbli»ony do sze±ciennego.
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Gavril algorithm for cycle circular-arc graphs

Rysunek A.20. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w cyklicznych grafach ªuków na
okr¦gu za pomoc¡ algorytmu Gavrila. Warto±¢ wspóªczynnika dopasowania a =
1.662(67) jest ni»sza ni» w pozostaªych badanych przypadkach. Wynika to z rzadkiej
i regularnej struktury cykli oraz niewielkich rozmiarów grafów pomocniczych Mi.
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