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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane zagadnienia zwigzane z grafami bez tro-
jek asteroidalnych (bez AT). Trojke asteroidalna tworza trzy niesasiednie
wierzchotki grafu takie, ze kazde dwa z nich sa potaczone Sciezka omijajaca
sasiedztwo trzeciego wierzchotka. Grafy bez AT nie sa grafami doskonatymi
i zawieraja m.in. grafy przedzialowe, grafy permutacji i grafy trapezoidalne.
Wszystkie te rodziny reprezentuja grafy o liniowej strukturze, a pojecie tréj-
ki asteroidalnej pozwala jednolicie opisa¢ wtasnosci tych grafow. W pracy
pokazano za pomoca dowodoéw graficznych, ze kazdy graf permutacji i kazdy
graf przedzialowy jest grafem bez AT.

Do implementacji algorytmow i struktur danych uzyto jezyka Python
ze wzgledu na jego czytelng skladnie i bogata biblioteke standardowa. Dla
wszystkich algorytmow przygotowano testy poprawnosci (unittest) i wydaj-
nosci (timeit).

W czesci teoretycznej pracy oméwiono wybrane problemy z teorii grafow
w odniesieniu do graféw bez AT: problem zbioru niezaleznego, zbioru domi-
nujacego, triangulacji grafu i znajdowania najkrotszych Sciezek. Przytoczono
przy tym wyniki uzyskane dla graféow permutacji i grafow przedziatowych.
W czesci praktycznej przedstawiono implementacje algorytmu wykrywajace-
go grafy bez AT oraz sposoby generowania tych graféw. Nastepnie zaimple-
mentowano algorytmy znajdujagce liczno$é najwiekszego zbioru niezaleznego
i caly zbior niezalezny dla grafu bez AT. Ponadto, przedstawiono algorytm
wyznaczania najmniejszego zbioru dominujacego dla graféow bez AT. Algo-
rytmy sa do$¢ ztozone ze wzgledu na brak znanego geometrycznego modelu
dla ogélnych grafow bez AT.

Slowa kluczowe: trojka asteroidalna, grafy przedziatlowe, grafy permutacji,
zbior niezalezny, zbidér dominujacy



English title: Study of asteroidal triple-free graphs with Python

Abstract

In this work selected problems connected with asteroidal triple-free (AT-free)
graphs are presented. Three non-adjacent vertices of a graph form an aste-
roidal triple if every two of them are connected by a path avoiding the ne-
ighborhood of the third one. AT-free graphs are not perfect graphs and they
include, among others, interval graphs, permutation graphs, and trapezoid
graphs. These families consist of graphs with a linear structure and the notion
of the asteroidal triple unify the description of graphs. The graphical proofs
were presented in order to show that every permutation graph and every
interval graph is an AT-free graph.

All algorithms and data structures are implemented using the Python
programming language beacause of its clear syntax and the extensive stan-
dard library. For all algorithms unit tests and efficiency tests are prepared
with unittest and timeit Python modules.

In the theoretical part, selected problems from the graph theory are di-
scussed with regard to AT-free graphs: the independent set problem, the
dominating set problem, graph triangulation, and the shortest path problem.
The results for permutation graphs and interval graphs are recalled. In the
practical part, the algorithm recognizing an AT-free graph is implemented
and several useful generators are shown. The paper also presents the algo-
rithms for determining the independence number and a maximum indepen-
dent set for AT-free graphs. In addition, the work presents the algorithm
for finding a minimum dominating set for AT-free graphs. The algorithms
are rather long and complex because there is no known geometric model for
general AT-free graphs.

Keywords: asteroidal triple, interval graphs, permutation graphs, indepen-
dent set, dominating set
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy sa grafy bez trojek asteroidalnych, w skrocie
grafy bez AT (ang. asteroidal triple-free graphs, AT-free graphs) [I]. Troj-
ke asteroidalna tworza trzy niesgsiednie wierzchotki grafu takie, ze kazde
dwa z nich sa polaczone $ciezkg omijajaca sasiedztwo trzeciego wierzchotka.
Do grafow bez AT naleza grafy przedzialowe [2], grafy permutacji [3], grafy
trapezoidalne [4] i co-comparability graphs. Wszystkie te grafy maja liniowa
strukture, co oryginalnie bylto opisywane ré6znymi pojeciami, natomiast uzy-
cie pojecia trojki asteroidalnej przynosi pewne ujednolicenie jezyka i lepsze
zrozumienie struktury grafow.

Grafy te sg szeroko wykorzystywane, m.in. w genetyce, bioinformatyce i
informatyce stosowanej [2]. Maja zastosowania na przyklad w rozwiazywaniu
problemoéw zwiazanych z alokacja zasob6w w analizie operacyjnej, jak row-
niez problemow lokalizacji obiektow [2]. Wykorzystywane sa rowniez w teorii
planowania, ktora jest dziedzing zajmujaca sie optymalizacja 1 organizacja
sekwencji zadan lub dzialan w czasie, aby osiaggnac¢ okreslone cele. Grafy bez
AT moga by¢ rowniez wykorzystywane w mapowaniu DNA [2].

W pracy rozwazane s zbiory niezalezne i zbiory dominujace w grafach.
Zbiory dominujace maja zastosowanie w sieciach bezprzewodowych, m.in.
do znajdowania wydajnych tras w mobilnych sieciach [5]. Moga by¢ rowniez
uzywane do projektowania bezpiecznych systemow dla sieci elektrycznych [5],
a takze do problemow zwigzanych z lokalizacja obiektow [6]. Zbiory niezalezne
natomiast moga by¢ wykorzystane w praktyce m.in. do zagadnieri biologii
systemowej i genetyki [7].

1.1. Cel i zakres pracy

Praca ma na celu zglebienie zagadnien zwigzanych z grafami bez AT,
ich praktyczne zastosowania, zbadanie relacji z innymi klasami graféw i im-
plementacje wybranych algorytmoéw. Wykorzystujac zebrang teorie, opisane i
zaimplementowane zostaly algorytmy rozpoznawania graféw bez AT, znajdo-
wania najwiekszego zbioru niezaleznego i jego licznosci, a takze minimalnego
zbioru dominujacego dla grafow bez AT. Algorytmy zostaty zaimplemento-
wane w jezyku Python [§8] w ramach rozwoju pakietu graphtheory [9).

1.2. Struktura pracy

Tres¢ pracy sktada sie z czterech rozdziatow. W rozdziale (1| znajduje sie
wprowadzenie przedstawiajace opis, cel i zakres pracy oraz jej strukture.
W rozdziale 2] przedstawione zostaly niezbedne definicje z teorii grafow. Znaj-
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duja sie tam rowniez opisy dotyczace relacji graféw bez AT z innymi klasami
grafow. W rozdziale 3| znajduje sie opis i implementacja poszczeg6lnych al-
gorytmow, w tym rozpoznawania grafow bez AT, znajdywania najwiekszego
zbioru niezaleznego i jego licznodci, a takze minimalnego zbioru dominuja-
cego. Dla kazdego algorytmu dodane zostaty szczegbélowe opisy, teortyczne
ztozonosci czasowe i implementacje. W rozdziale |4 znajduje sie podsumo-
wanie pracy. Dodatek [A] zawiera testy algorytmoéw, gdzie eksperymentalnie
wyznaczono ztozonosci czasowe zaimplementowanych algorytmoéw, a wyniki
zilustrowano wykresami.



2. Teoria grafow

W tym rozdziale podamy podstawowe definicje i twierdzenia, z ktorych
bedziemy korzysta¢ w dalszej czesci pracy. Definicje sg standardowe i na ogdt
zgodne z ksiazka Cormena [10].

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Graf nieskierowany to uporzadkowana para G = (V| E), gdzie
V(G) jest niepustym zbiorem elementow, ktore nazywamy wierzchotkami, a
E(G) jest zbiorem nieuporzadkowanych par elementéow z V(G), ktore nazy-
wamy krawedziami. Krawedzie oznacza sie przez {u,v} lub uv = vu.

Definicja: Graf skierowany to uporzadkowana para G = (V, E), gdzie V(G)
jest niepustym zbiorem elementow, ktore nazywamy wierzchotkami, a F(G)
jest zbiorem uporzadkowanych par réznych elementow z V(G), ktore nazy-
wamy krawedziami skierowanymi. Krawedzie oznacza sie przez (u,v) lub wv.

Definicja: Podgraf H grafu G to graf, ktory zawiera wybrane wierzchotki
grafu G oraz moze zawiera¢ niektore krawedzie taczace wybrane wierzchotki
w grafie G. Formalnie zapisujemy V(H) C V(G), E(H) C E(G), a wszystkie
krawedzie z E(H) maja korice w V(H).

Definicja: Podgraf indukowany H grafu G to graf, ktory zawiera wybrane
wierzchotki grafu G oraz musi zawiera¢ wszystkie krawedzie taczace wybrane
wierzcholki w grafie G. Formalnie zapisujemy V(H) C V(G) oraz E(H) =
{vwe E(G) :veV(H),we V(H)}.

Definicja: Sciezka w grafie G z wierzchotka p do ¢ jest to ciag wierzchotkow
i krawedzi je taczacych, ktore nalezy przejs¢ w grafie, aby z wierzchotka p do-
stac sie do wierzchotka q. Dtugosé¢ $ciezki jest to liczba krawedzi znajdujacych
sie na $ciezce. Sciezka dtugosci k to ciag k + 1 wierzcholkow, niekoniecznie
roznych.

Definicja: Zbior sasiedztwa otwartego wierzchotka = grafu G = (V, E) wy-
razony jest N(z) = {y € V : xy € E} [I1]. Jest to zbior wszystkich wierzchot-
kow potaczonych krawedzia z wierzchotkiem x. Zbiér sgsiedztwa zamknietego
wierzchotka z grafu G = (V, E) to N[z] = N(z) U {x}. Jest to zbior wszyst-
kich wierzchotkéw potaczonych krawedzia z wierzchotkiem x i1 wierzchotka x
[11].



2.2. Wybrane rodziny graféw

2.2.1. Grafy bez tréjek asteroidalnych

Definicja: Trojke asteroidalna (ang. asteroidal triple, AT) tworza trzy nie-
sasiednie wierzchotki grafu nieskierowanego takie, ze kazde dwa z nich sg
polaczone Sciezka omijajaca sasiedztwo trzeciego wierzchotka. Grafy bez tro-
jek asteroidalnych (ang. asteroidal triple-free graphs, AT-free graphs) maja
liniowa strukture i zawieraja kilka waznych rodzin graféw, np. grafy prze-
dzialowe, grafy permutacji, grafy trapezoidalne.

Grafy bez AT nie sa grafami doskonalymi, o czym $wiadczy przyktad
grafu cyklicznego Cs. Jest to wskazowka, ze teoria grafow bez AT moze by¢
trudna.

Pojecie trojek asteroidalnych zdefiniowali Lekkerkerker i Boland w roku
1962 podczas badan nad grafami przedziatowymi [13]. Udowodnili twierdze-
nie, ze grafy przedzialowe to grafy cieciwowe bez AT.

Przyktady graféow: Wszystkie grafy z liczba wierzchotkéw co najwyzej n =
5 nie maja AT. Dla n = 6 mamy ogoélnie 112 graféw spojnych, a wsrod
nich jest 5 grafow z trojkami asteroidalnymi. Warto zauwazy¢, ze wszystkie
te grafy z AT nie sa grafami permutacji, sa grafami kotowymi (ang. circle
graphs), a dwa z nich sg cieciwowe (nie sa przedziatowe).

Pie¢ grafow z n = 6 posiadajacych AT przedstawiono na rysunkach
(graf Cy), (graf cieciwowy), [2.3| (graf Hajosa, cieciwowy), (graf Hajosa
bez jednej cieciwy), [2.5] (graf Hajosa bez dwoch cieciw).

Wsrod grafow bez AT z n = 6 warto wyr6znié dwa grafy, ktore nie sg
cieciwowe i nie sg grafami permutacji. Sa to graf 3-pryzma (graf Halina) i graf
domek z dodatkowa krawedzia na dachu. Grafy te wykorzystamy w testach
algorytmow.

Rysunek 2.1. Graf cykliczny Cg posiada AT. Mozna jako AT wybraé trzy czerwone
wierzchotki lub trzy szare.



Rysunek 2.2. Graf cieciwowy z n = 6 posiadajacy AT (czerwone wierzchotki).

Rysunek 2.3. Graf Hajosa jest cieciwowy i posiada AT (czerwone wierzchotki).

Rysunek 2.4. Graf Hajosa bez jednej cieciwy posiada AT (czerwone wierzchotki).
Zauwazmy, ze dodajac cieciwe (2,5) otrzymamy graf przedziatowy bez AT.

13:7830369183



Rysunek 2.5. Graf Hajosa bez dwoch cieciw posiada AT (czerwone wierzchotki).
Zauwazmy, ze dodajac cieciwy (2,5) 1 (3,5) otrzymamy graf przedziatowy bez AT.

2.2.2. Grafy doskonate

Definicja: Liczba chromatyczna to najmniejsza liczba koloréw potrzebnych
do pokolorowania wszystkich wierzchotkow grafu w taki sposob, zeby zadne
dwa sasiednie wierzchotki potaczone krawedzig nie miaty tego samego koloru.

Definicja: Graf doskonaly (ang. perfect graph) to taki graf nieskierowany,
w ktorym liczba chromatyczna kazdego jego podgrafu indukowanego jest row-
na licznosci najwiekszej kliki tego podgrafu.

Grafy bez trojki astroidalnej nie zawsze sa doskonate, o czym $wiadczy
przyklad grafu cyklicznego Cs (rys. . W grafie cyklicznym C5 nie ma AT,
jego liczba chromatyczna jest rowna 3, natomiast najwicksza klika ma dwa
wierzcholtki (korice dowolnej krawedzi).

Rysunek 2.6. Graf cykliczny C5 z pokolorowanymi wierzchotkami. Wymagane sa
trzy kolory dla wierzchotkéw, a najwieksza klika to kotice dowolnej krawedzi grafu.

2.2.3. Grafy cieciwowe

Definicja: Graf cieciwowy (ang. chordal graph) to graf nieskierowany, w kto-
rym wszystkie cykle indukowane o dtugosci cztery lub wiecej zawieraja cieci-
we. Cieciwa jest to krawedz nie nalezaca do cyklu, ale taczaca dwa wierzchotki
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nalezace do cyklu [12]. Istnieje kilka innych rownowaznych charakteryzacji
grafow cieciwowych.

2.2.4. Grafy przedzialowe

Definicja: Grafy przedzialowe (ang. interval graphs) mozna opisaé jako
grafy przecie¢ przedzialow na osi liczbowej. Wierzchotki grafu odpowiadaja
przedziatom, a krawedzie tacza te pary wierzchotkow, ktorych odpowiednie
przedzialy maja niepuste przeciecie. Grafy przedzialowe byly analizowane
w pracy magisterskiej Macieja Mularskiego [14].

Grafy przedzialowe nie maja AT i sa cieciwowe [13]. Przy pomocy repre-
zentacji przedziatowej tatwo mozna pokazaé, ze graf przedzialowy nie moze
mie¢ AT.

A | of j

Rysunek 2.7. Graf i odpowiadajgca mu reprezentacja przedziatowa.

Aby znalez¢ wierzcholki, ktére nie sg bezposrednio polaczone, wystarczy
znalez¢ niepokrywajace sie przedzialy w reprezentacji przedziatowej. W przy-
ktadzie przedstawionym na rysunku wierzchotki, ktére mogtyby tworzy¢
trojke asteroidalng to A, C' i E, poniewaz maja niepokrywajace sie prze-
dziaty. Jednak aby te wierzchotki tworzyly trojke asteroidalna, musiataby
istnie¢ miedzy kazda para Sciezka omijajaca najblizsze sasiedztwo trzeciego.
Mozna zauwazy¢, ze Sciezka laczaca wierzchotki A 1 E (ciag przekrywaja-
cych sie przedzialow) musi zawiera¢ chociaz jeden przedzial przekrywajacy
sie z przedziatem wierzchotka C.
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2.2.5. Grafy permutacji

Definicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) jest to graf nieskie-
rowany, ktorego wierzchotki reprezentuja elementy permutacji, a krawedzie
reprezentujg pary elementéow tworzacych inwersje w permutacji. Grafy per-
mutacji byly badane w pracy licencjackiej Alberta Surmacza [15].

Rysunek 2.8. Graf permutacji i jego model geometryczny.

Graf permutacji nie ma AT, co mozna pokaza¢ przy pomocy modelu
z prostymi rownoleglymi. Aby znalez¢ wierzchotki, ktore nie sa bezposrednio
polaczone, nalezy znalez¢ trzy takie odcinki, ktore sie nie przecinaja. W grafie
permutacji miedzy wierzchotkami istnieje krawedz, jesli odpowiednie odcinki
przecinajg sie. W przyktadzie przedstawionym na rysunku trzy wierz-
chotki 1, 3 i 5 nie sa bezposrednio potaczone. Aby te wierzchotki tworzyty
trojke asteroidalna, miedzy kazda para z tych wierzchotkéw musiataby ist-
nie¢ Sciezka omijajaca sasiedztwo trzeciego. Laczac wierzchotki 1 i 5, przy
wykorzystaniu przeciecia odcinkdéw, mozna zauwazy¢, ze nie da sie omingé
najblizszego sasiedztwa wierzchotka 3.

2.3. Triangulacja grafé6w bez AT

Triangulacja grafu G to inaczej znajdowanie dopelnienia cieciwowego dla
grafu G, czyli znajdowanie grafu cieciwowego H, dla ktorego V(H) = V(G)
oraz E(QG) zawiera sie w E(H). Zauwazmy, ze dodawanie nowych krawedzi
do grafu bez AT moze wytworzyé¢ AT. Z drugiej strony, w roku 1996 Mohring
pokazal, ze dla graféw bez AT minimalna triangulacja prowadzi do graféw
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przedziatlowych (bez AT) [16]. Triangulacja minimalna to taka triangulacja,
z ktorej nie da sie usunaé¢ krawedzi tak, aby dostac¢ inna triangulacje.

2.4. Zbiory niezalezne

Definicja: Zbior niezalezny (ang. independent set) w grafie nieskierowanym
G to taki podzbior S zbioru wierzchotkow V(G), ze elementy zbioru S sa
parami roztaczne, czyli nie sg potaczone krawedzia. Maksymalny zbior nieza-
lezny to zbior niezalezny, ktory nie jest podzbiorem wlasciwym innego zbioru
niezaleznego. Najwickszy zbior niezalezny to zbioér niezalezny o najwickszej
licznosci. Liczba niezaleznosci a(G) to liczba wierzchotkéw w najwickszym
zbiorze niezaleznym grafu [11].

Definicja: Wierzchotek z € V '\ {z,y} jest pomiedzy = iy, jesli x i z zawie-
raja sie w jednym z komponentow G\ N[y|, oraz y i z zawieraja sie w jednym
z komponentow G \ Nz]. C*(y) oznacza komponent G \ N|[z] zawierajacy y.

Definicja: Interwatem I(x,y) grafu G jest zbiér wierzchotkow z V(G), ktore
sa pomiedzy z i y. Zachodzi zwiazek I(z,y) = C*(y) N CY(zx) [L1].
Istnieja komponenty C!, C?, ...,C! wyznaczone przez G\ N|s] takie, ze

I(z,y) \ N[s] = I(z,s) Ul(s,z) U | CL (2.1)

i=1
Powyzsze twierdzenie wydaje sie nieoczywiste, oczekiwaliby$my rozdzielenia
interwatu I(x,y) na dwa interwaly I(x, s) oraz I(s,y). Aby pokaza¢, ze moga

pojawi¢ sie dodatkowe komponenty, mozna rozwazy¢ przyktadowy graf bez
AT przedstawiony na rysunku [2.9)1 wierzcholki o etykietach 10, 7 i 4.

Rysunek 2.9. Przyktadowy graf bez AT z n = 18.

Mozemy wyznaczy¢ nastepujace interwaly: 1(7,4) = {15}, 1(4,10) = {2},
I(7,10) = {2,3,4,5,12,13,14, 15}. Rozwazajac zamkniety zbior sasiedztwa
wierzchotka o etykiecie 4 otrzymamy N[4] = {3,4,5,12,14}.

Réznica zbioréow interwatu wierzchotkéw 71 10, i zamknietego zbioru sa-
siedztwa wierzchotka 4 to I(7,10) \ N[4] = {2,13,15}. Struktury kompo-
nentow wierzchotka 4 przedstawiaja si¢ nastepujaco: C{ = {0,1,2,9,10,11},
C3 ={13}, ¢4 =16,7,8,15,16,17}.
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Rysunek 2.10. Przyktadowy graf bez AT 7z zaznaczonymi na czerwono wierzchot-
kami nalezacego do interwatu I(7,10).

Rysunek 2.11. Przyktadowy graf bez AT z zaznaczonymi na czerwono wierzchot-
kami nalezacego do zamknietego zbioru sasiedztwa wierzchotka 4 i na zielono wierz-
chotkami 7 i 10.
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Na rysunku[2.10mozna zauwazy¢, ze jesli odejmiemy od interwatu 1(7, 10)
zamkniety zbior sasiedztwa wierzchotka 4, otrzymamy wierzchotki 2 i 15, kto-
re odpowiednio naleza do 1(4,10) i 1(7,4). Jednak do tego zbioru réwniez
naleze¢ bedzie wierzcholtek 13, ktory nie nalezy do 1(4,10) ani 1(7,4), lecz
do komponentu Cj.

Liczba niezalezno$ci: W roku 1999 zostal zaprezentowany algorytm znaj-
dowania liczby niezaleznosci grafu bez AT o teoretycznej ztozonosci O(n?)
[11]. Algorytm ten sklada sie z nastepujacych krokow:

1. Dla kazdego wierzchotka = w zbiorze wierzchotkow V(G) nalezy stworzyé
strukture danych, ktéra zawiera informacje o spojnych sktadowych dla
G\ N|z|.

2. Dla kazdej pary niesgsiednich wierzchotkow x i y w zbiorze wierzchol-
kow V(G) nalezy znalez¢ interwal I(z,y). Wystarczy skorzystaé ze wzoru
I(z,y) = C*(y) N C¥(z).

3. Nalezy posortowac zbiory spojnych sktadowych i interwaléw zgodnie z po-
rzadkiem niemalejacym wg licznosci zbiorow.

4. Dla kazdej spojnej sktadowej C' i dla kazdego interwatu I nalezy obliczy¢
a(C) i a(l) wg ustalonego porzadku.

5. Na podstawie wynikéw z poprzednich krokéw nalezy obliczy¢ a(G).

Ogolny algorytm wyznaczajacy najwiekszy zbior niezalezny lub jego licz-
no$c¢ dla grafow bez AT bedziemy w ramach testow porownywaé ze znanymi
algorytmami dla szczegélnych rodzin graféw, takich jak grafy permutacji i
grafy przedziatowe.

Zbiory niezalezne w grafach przedzialowych: Grafy przedziatowe sg
grafami cieciwowymi, wiec znajac PEO mozna znalez¢ najwiekszy zbior nie-
zalezny w czasie O(n—+m). Jezeli jednak mamy dany graf przedzialowy w re-
prezentacji permutacyjnej (2n etykiet), to wtedy najwiekszy zbior niezalezny
mozna wyznaczy¢ w czasie O(n). Algorytm zostal zaimplementowany w pra-
cy magisterskiej Macieja Mularskiego [14].

Zbiory niezalezne w grafach permutacji: Jezeli mamy dany graf permu-
tacji w reprezentacji permutacyjnej, to szukanie najwiekszego zbioru niezalez-
nego jest rownowazne szukaniu najdluzszej rosnacej podsekwencji. W pracy
licencjackiej Alberta Surmacza przedstawiono dwa algorytmy rozwigzujace
ten problem [I5]. Pierwszy algorytm wykorzystujacy programowanie dyna-
miczne dziala w czasie O(n?). Drugi algorytm wykorzystujacy metode dziel
i zwyciezaj dziala w czasie O(nlogn).

2.5. Zbiory dominujace
Definicja: Zbior dominujacy (ang. dominating set) w grafie G' to taki pod-

zbior S zbioru wierzchotkow V(G), ze kazdy wierzchotek nie nalezacy do S
jest poltaczony krawedzig z przynajmniej jednym wierzchotkiem z S. Jezeli
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z wierzchotkami grafu sa powiazane wagi (liczby rzeczywiste), to wtedy waga
zbioru dominujgcego jest suma wag jego wierzchotkow.

W roku 2000 Kratsch przedstawit algorytm znajdujacy najmniejszy zbior
dominujacy grafu bez AT [6]. Algorytm na wejsciu przyjmuje graf G i pa-
rametr w, przy czym dla graféw bez AT w = 5. Algorytm moze by¢ uzyty
dla innych typow graféow, a wtedy w ma inng wartosé. W celu znalezienia
najmniejszego zbioru dominujacego grafu zostaly uzyte poziomy BFS z kaz-
dego wierzchotka. Jesli graf G bez AT podany na wejsciu algorytmu posiada
wierzchotek x 1 zbiér dominujacy o najmniejszej licznosci D taki, ze co naj-
wyzej w wierzchotkéw D nalezy do dowolnych trzech kolejnych poziomoéow
BFS, wowczas algorytm zwraca zbiér dominujacy o najmniejszej licznosci
grafu G. Algorytm ten ma teoretyczng zlozono$é O(n“*2), ale dla grafow
bez AT zlozono§¢ mozna zredukowac z O(n”) do O(nS). Algorytm ten sklada
sie z nastepujacych krokow:

1. Dla kazdego wierzchotka = w zbiorze wierzchotkow V(G) nalezy stworzy¢
strukture danych H, ktora zawiera informacje o poziomach BFS z da-
nego wierzchotka (zbiory wierzchotkow oddalonych od x o dang liczbe
krawedzi): Hy = {z}, H, = N(z),.... H ={u €V : dg(z,u) =1}

2. Nalezy ustawi¢ zmienng ¢ = 1.

3. Nalezy utworzy¢ kolejke Ay, ktora zawiera trojki (S, S, val(S)) dla kazdego
niepustego podzbioru S z N|z] spetniajacego warunek val(S) := |S| < w.
Pierwszy element trojki to zbiér wybranych wierzchotkéw z ostatnich
trzech poziomow BE'S. Drugi element trojki to czesciowe rozwigzanie, kto-
re bedzie powiekszane az do otrzymania koncowego zbioru dominujacego.
Trzeci element trojki to liczno$¢ czesciowego rozwigzania.

4. Dopoki kolejka A; jest niepusta i spelniony jest warunek i < [, nalezy
wykonac¢ nastepujace kroki:

a. Nalezy ustawi¢ zmienng ¢ = ¢ + 1.

b. Dla kazdej trojki (S, S, val(S)) w kolejce A;_; nalezy wykonaé:

i. Nalezy znalez¢ wszystkie podzbiory U z H;, dla ktorych spelnione
jest [SUU| < w.

ii. Nastepnie dla kazdego zbioru SUU, nalezy sprawdzié¢ czy zamknie-
ty zbior sasiedztwa wierzchotkow z S U U zawiera sie w H; ;. Je-
sli warunek jest spelniony, tworzymy nowa trojke (R, R',val(R'))
w nastepujacy sposob: R := (SUU)\ H;_o, R’ := S"UU, val(R') =
val(S") + |U|.

iii. Jesli zbior R z powstalej trojki (R, R',val(R’)) nie znajduje sie
w kolejce A;, nalezy ta trojke dodaé¢ do kolejki A;.

iv. Jesli w kolejce A; znajduje sie taka trojka (P, P’,val(P")), dla kto-
rej P = R ival(R') < val(P’), to nalezy zamieni¢ (P, P’,val(P"))
na (R, R',val(R')).

c. Posrod wszystkich trojek (5,57, val(S)) w kolejce A; (to jest ostatni
poziom BFS), dla ktorych H; zawiera sie w zamknietym zbiorze naj-
blizszego sasiedztwa N|[S], nalezy znalez¢ taka trojke (B, B, val(B')),
dla ktorej val(S’) jest najmniejsze. Jesli spetniony jest warunek val(B’) <
|D|, to zapisujemy D := B’.
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5. Ostateczny wynik poszukiwania najmniejszego zbioru dominujgcego to
zbior D.

Zbiory dominujace w grafach przedzialowych: Do graféw bez AT nale-
zy rodzina grafow przedziatowych. W roku 1998 Chang przedstawit rozwiaza-
nia probleméw dotyczacych zbior6w dominujacych dla grafow przedzialowych
[17].

Zbiory dominujace w grafach permutacji: Do graféw bez AT nalezg
takze grafy permutacji. W roku 1985 Farber i Keil znalezli algorytm znaj-
dujacy najmniejszy zbior dominujacy w grafie permutacji w czasie O(n?)
[18]. Inny algorytm znajdujacy zbiér dominujacy o najmniejszej wadze dzia-
tal w czasie O(n?®). W roku 1996 Rhee i inni podali algorytm O(n + m)
znajdujacy zbior dominujacy o najmniejszej wadze [19].

Ze wzgledu na rozne zastosowania rozwaza sie pewne odmiany zbioréw
dominujacych, np. niezalezne zbiory dominujace, czyli zbiory dominujace be-
dace jednoczesnie zbiorami niezaleznymi. W przypadku graféw permutacji
niezalezne zbiory dominujace muszg by¢ maksymalnymi zbiorami niezalezny-
mi, czyli maksymalnymi rosnacymi podsekwencjami w permutacji odpowia-
dajacej danemu grafowi. W artykule przegladowym Changa mozna znalezé
algorytm O(n?) rozwiazujacy ten problem [20].

2.6. Najkrotsze Sciezki

Najkrotsza Sciezka miedzy dwoma wierzchotkami w grafie wazonym to
Sciezka o najmniejszej dtugosci, przy czym przez dtugosé Sciezki rozumiemy
sume wag krawedzi nalezacych do Sciezki. Zwykle rozwaza sie graf wazony
skierowany, aby uwzgledni¢ mozliwosé¢ roznych wag dla krawedzi przeciwnych
[10]. Graf wazony nieskierowany mozna interpretowac jako graf wazony skie-
rowany, w ktorym kazda krawedz nieskierowana odpowiada parze krawedzi
przeciwnych o takiej samej wadze. Problem znalezienia najkrétszych $cie-
zek z jednego zrodla polega na znalezieniu najkrotszych Sciezek od jednego,
wybranego wierzchotka, do wszystkich pozostatych. Klasycznym rozwigza-
niem jest algorytm Dijkstry, ktory moze by¢ zaimplementowany w czasie
O(mlogn) (lista sasiedztwa) lub O(n?) (macierz sasiedztwa). Drugi problem
to znalezienie najkrotszych Sciezek miedzy wszystkimi parami wierzchotkow
grafie. Tutaj duzym osiagnieciem jest algorytm Floyda-Warshalla dziatajacy
w czasie O(n?).

Grafy bez AT opisujg ogolnie grafy o liniowej strukturze. Intuicja podpo-
wiada, ze w takich grafach szukanie najkrotszych Sciezek moze by¢ tatwiejsze,
niz w ogdlnych grafach. Rzeczywiscie, dla graféw permutacji i grafow prze-
dzialowych mozna znalez¢ w literaturze prace opisujgce algorytmy szybsze
niz dla ogélnych graféw. Ponizej przedstawimy wybrane wyniki znalezione
w literaturze.

W roku 1995 Ibarra i Zheng przedstawili algorytm réwnolegty dla proble-
mu znalezienia najkrotszych $ciezek z jednego zrodla dla graféw permutacji
w czasie O(logn) [2I]. W celu rozwiazania problemu najkrotszych $ciezek
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nalezalo zbudowaé strukture linkéw z danego wierzcholtka grafu permutacji,
za pomocg odpowiednich funkcji. Nastepnie, ze stworzonej struktury nalezato
odnalezé najkrotsza Sciezke ze zrodta do kazdego wierzchotka.

Algorytm stuzacy do rozwigzania problemu najkrotszych sciezek dla wszyst-
kich par dla grafow permutacji o zlozonosci O(n?) przedstawili Mondal, M.
Pali T. Pal w roku 2002 [22]. Glowna idea algorytmu opiera si¢ na utworze-
niu struktury przechowujacej dane o zamknietym najblizszym sasiedztwie dla
kazdego wierzchotka, wykonaniu obliczen na podstawie odpowiednich funkcji
i zapisaniu ich w tablicach. Nastepnie, za pomoca stosownej funkcji, znajdo-
wany jest dystans pomiedzy parami wierzchotkow.

W roku 2007 Sprague przedstawit algorytm stuzacy do znajdywania naj-
krotszych §Sciezek dla wszystkich par wierzchotkow o catkowitej ztozonosci
O(n?) |23]. Opiera si¢ on na redukeji do dwudzielnych grafow permutacyjnych
i dalszej redukcji do grafow przedziatowych jednostkowych. Nastepnie wyko-
nywane s3 obliczenia dla stworzonych grafow przedziatlowych jednostkowych
i znajdowane sa najkrotsze Sciezki.

Algorytm rozwigzujacy problem najkrotszej Sciezki z jednego zrodta w cza-
sie O(n) przedstawili Atallah, Chen i Lee w roku 1995 [24]. Za pomoca
utworzonej struktury do przechowywania danych i odpowiednich obliczen
na przedziatach znajdowana jest najkrotsza Sciezka z jednego Zrodia.

Istnieje wiele przedstawionych algorytmoéw rozwiazujacych problemy naj-
krotszych $ciezek dla grafow permutacji czy przedziatowych. Mozliwe jest,
ze dla graféw bez AT réwniez istniejg algorytmy szybsze niz dla ogdlnych
grafow, ktore czekaja na odkrycie.



3. Algorytmy

Rozdzial zawiera opisy implementacji wybranych algorytmow dla gra-
fow bez AT, a takze przyktadowe obliczenia na grafach z uzyciem pakietu
graphtheory.

3.1. Generowanie graféow bez AT

W literaturze nie znalezliSmy informacji o sposobach generowania gra-
fow bez AT, wiec do obliczen wykorzystamy generatory graféw permutacji i
grafow przedzialowych.

Graf przedzialowy mozna wygenerowaé¢ uzywajac jednego z generatorow
dostepnych w pakiecie graphtheory. Dla n wymaganych wierzchotkéw grafu
dostajemy w pierwszym kroku permutacje 2n liczb (reprezentacja permuta-
cyjna), a w drugim kroku tworzymy graf abstrakcyjny.

# Generating interval graphs.

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.chordality.intervaltools import make path interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import make tepee interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import make 2tree interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import make star interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import make ktree interval

from graphtheory.chordality.intervaltools import make abstract interval graph

# Creating a permutation representation .

n = 10
perm = make random interval(n)  # random interval graph
#perm — make_path_interval(n) # P _n graph

#perm = make tepee interval(n) # tepee graph

#perm = make 2tree_interval(n) # 2—tree

#perm = make_star_interval(n) # K {1,n—1} graph

#perm = make ktree interval(n, k=n // 2) # interval k—tree
assert len(perm) —— 2xn

# Creating the abstract graph from the permutation.
G = make abstract interval graph (perm)
assert isinstance (G, Graph)

Graf permutacji mozna wygenerowaé¢ uzywajac jednego z generatorow
dostepnych w pakiecie graphtheory. Dla n wymaganych wierzchotkéw grafu
dostajemy w pierwszym kroku permutacje n liczb, a w drugim kroku two-
rzymy graf abstrakcyjny.

# Generating permutation graphs.
from graphtheory.structures.edges import Edge
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from
from
from
from
from
from
from

graphtheory.
graphtheory .
graphtheory.
graphtheory .
graphtheory.
graphtheory.
graphtheory .

structures.graphs import Graph
permutations.
permutations.
permutations.
permutations.
permutations.
permutations.

permtools
permtools
permtools
permtools
permtools
permtools

import
import
import
import
import
import

make random perm

make star perm

make bipartite perm

make path perm

make ladder perm

make abstract perm graph

# Create permutations of numbers from 0 to n—I1.

n = 10

perm = make random perm(n) # random perm graph

#perm = make_star_perm(n) # bipartite graph K {1,n—1}

#perm = make_ bipartite_perm (p=3, q=4) # bipartite graph K {p,q}
#perm = make_path_perm(n) # path graph P_n

#perm — make_ladder perm(n) # ladder graph (bipartite)

assert isinstance(perm, list)

assert len(perm) =— n

assert sorted(perm) == list (range(n))
# Creating an abstract graph.
G = make abstract perm graph (perm)

assert isinstance (G, Graph)

3.2. Rozpoznawanie grafé6w bez AT

Jeden z algorytmoéw rozpoznawania graféw bez AT podal Kohler w roku
2004 [25]. Jego implementacja znajduje sie w bibliotece NetworkX |26]. Dalej
przedstawimy analogiczna implementacje korzystajaca z narzedzi i konwen-
cji pakietu graphtheory. Stworzono klase ATFreeGraph, przez analogie do klas
HalinGraph (grafy Halina) czy BipartiteGraphBFS (grafy dwudzielne rozpozna-
wane z uzyciem BEFS).

Dane wejsciowe: Dowolny graf prosty nieskierowany G.
Problem: Sprawdzenie, czy graf G zawiera AT.

Dane wyj$ciowe: Znaleziona trojka asteroidalna (krotka) jest zapisywana
w atrybucie asteroidal triple. Jezeli trojka nie zostanie znaleziona, to atrybut
ma warto$¢ None.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od utworzenia struktury da-
nych, ktora zawiera informacje o spojnych sktadowych grafu dla kazdego
wierzchotka. Nastepnie stworzone zostaje dopetnienie grafu. Dla kazdych sa-
siadujacych wierzchotkéw u i v dopelnienia grafu sprawdzamy, czy istnieje
taki wierzcholek w, nienalezacy do najblizszego sasiedztwa tych wierzchot-
kow w oryginalnym grafie, dla ktorego spelniony jest nastepujacy warunek:
dla kazdego z wierzchotkéw u, v, w sprawdzamy, czy pozostale wierzchot-
ki naleza do tej samej spojnej sktadowej grafu danego wierzchotka, tj. czy
sa potaczone. Jedli znalezione zostaty wierzchotki spelniajace dane warunki,
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wynik algorytmu zapisywany jest w atrybucie klasy. Jesli atrybut klasy jest
pusty, to graf nie posiada trojki asteroidalne;j.

Zlozono$é: Zlozonoscé czasowa algorytmu podawana w artykule Kohlera wy-
nosi O(nm+nm), gdzie m oznacza liczbe krawedzi w dopetnieniu grafu wej-
Sciowego. Drugi wyraz to budowa struktury danych dla sktadowych spdjnych.
Upraszczajac mozna okresli¢ ztozono$é czasowa jako O(n?).

Listing 3.1. Modul atfreegraphs, rozpoznawanie graféw bez AT.
#!1/usr/bin/env python3

from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph
from graphtheory.connectivity.connected import ConnectedComponentsBFS

class ATFreeGraph:
"mhCheck if graph contains any asteroidal triple.

Attributes
graph : input graph

Notes

Based on description from:
https://networkx.org/documentation/stale/reference/algorithms/asteroidal. html
ninn
def  init (self, graph):
"i'The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError ("The graph is directed")
self.graph = graph
self.asteroidal triple = None
self.component structure = {}

nnn

def run(self):
"mErecutable pseudocode.
self.create component structure ()
self.find asteroidal triple()

mimn

def is_at_ free(self) — bool:
mniChecking if the graph is AT-free. """
if self.component structure is None:
raise ValueError ("Run the algorithm first")
return self.asteroidal triple is None

def create component structure(self):
mhiCreating the component structure for the graph.
graph nodes = set(self.graph.iternodes())
for v in self.graph.iternodes ():
closed mneighbourhood = set(self.graph.iteradjacent(v)).union ([v])
row _dict = dict((u, 0) for u in closed neighbourhood)
G _reduced = self.graph.subgraph (
graph nodes — closed neighbourhood)
algorithm = ConnectedComponentsBFS (G _reduced)
algorithm . run ()

nnn
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for u in algorithm.cc:
row_dict[u] = algorithm.cc[u] + 1
self.component structure[v] = row _dict
return self.component structure

def find asteroidal triple(self):
" Einding an asteroidal triple.
if self.graph.v() < 6:
return None
graph nodes = set(self.graph.iternodes())
graph complement = self.graph.complement ()

nimnn

for edge in graph complement.iteredges ():
u, v = edge.source, edge.target

u_neighbourhood = set(self.graph.iteradjacent (u)).union ([u])
v_neighbourhood = set(self.graph.iteradjacent(v)).union([v])
uv_neighbourhoods union = u_neighbourhood . union(v_neighbourhood)
for w in (graph nodes — uv_neighbourhoods union):

if (

self.component structure[u][v] —
self.component structure[u][w]

and self.component structure[v]|[u] =
self.component structure[v][w]

and self.component structure[w][u] =
self.component structure[w][v]

self.asteroidal triple = (u, v, w)
return None

3.3. Wyznaczanie licznosci najwiekszego zbioru
niezaleznego dla graféw bez AT

Algorytm wyznaczania liczby niezalezno$ci zostatl podany w pracy z roku
1999 [11], a jego liste krokow podalismy w rozdziale 2] W naszej implemen-
tacji wykorzystujemy inne struktury danych niz omawiane w oryginalnym
artykule, ale testy pokazuja, ze osiggneliSmy ztozonos¢ obliczeniowa podawa-
na w literaturze.

Dane wej$ciowe: Dowolny spojny graf bez AT.
Problem: Znajdowanie liczby niezalezno$ci dla graféw bez AT.

Dane wyjsciowe: Liczno$¢ najwickszego zbioru niezaleznego jest zapisywa-
na w atrybucie cardinality, zgodnie z konwencja pakietu graphtheory. Atrybut
independent _set ma wartos¢ None i w tej implementacji nie jest wykorzystywa-

ny.

Opis algorytmu: Algorytm skltada sie z pieciu krokéw opisanych w rozdzia-
le 2] na bazie pracy [11].
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Zlozonosé: Calkowita zlozono$é czasowa algorytmu wynosi O(n*). Omo-
wimy dokladniej ztozono$¢ kolejnych krokéw algorytmu. W kroku 1 wy-
znacza sie strukture danych przechowujaca informacje o skltadowych, ana-
logicznie jak przy rozpoznawaniu grafu bez AT. W teorii zlozono$¢ wynosi
O(n(n+m)), poniewaz dla kazdego wierzchotka v nalezy wyznaczy¢ sktadowe
G\ N[v]. Nasza implementacja rowniez nie przekracza zlozonosci O(n?).

W kroku 2 obliczane sa interwaly I(x,y) dla wszystkich par niesasiednich
wierzcholkow z i y. Ztozono$é wynosi zgodnie z literatura O(n?), przy czym
w naszej implementacji wykorzystano operacje na zbiorach.

W kroku 3 nastepuje sortowanie bukietowe przedziatow i komponentow,
ktorych jest co najwyzej O(n?), wiec calkowity czas to O(n?).

Najbardziej czasochtonny jest krok 4, w ktorym obliczane sa wartosci
liczby niezaleznosci dla coraz wiekszych przedzialow i komponentow. Wg li-
teratury obliczenia dla komponentow zajmuja czas O(n?), a dla przedzialow
O(n*). Nasza implementacja wykorzystuje zbiory i rozumowanie z literatury
nie do korica mozna zastosowac, ale ogolny schemat obliczen jest zachowany.

W kroku 5 obliczana jest warto$¢ o(G) w czasie O(n?).

Uwagi: Testy pokazuja, ze najtrudniejsze w obliczeniach sg grafy wydtuzo-
ne, takie jak graf Sciezka P,, czy 2-drzewo. Wtedy czas obliczen rzeczywiscie
skaluje si¢ jak O(n?). Z kolei grafy bardziej geste maja czas obliczen rzedu
O(n?). Prawdopodobnie wynika to z liczniejszych sasiedztw wierzchotkow, a
co za tym idzie mniejsza liczbg komponentéow i przedzialéw do zbadania.

Listing 3.2. Modul atfreeisetl , wyznaczanie licznosci najwiekszego zbioru nie-
zaleznego.

#!/usr/bin/env pythons

from graphtheory.structures.edges import Edge
from graphtheory.structures.graphs import Graph
from graphtheory.connectivity.connected import ConnectedComponentsBFS

class ATFreelndependentSet:

"rEind o mazimum independent set for AT-free graphs. """
def  init  (self, graph):

"""'The algorithm initialization .

if graph.is directed ():

raise ValueError ("the graph is directed")

self.graph = graph

self.independent set = None

self.cardinality = 0

self.component structure = dict ()

self.component lists = dict ()

self.intervals = dict ()

self .bucket C = None

self.bucket I = None

self . alpha C = dict ()

self.alpha I = dict ()

mnimnn

def run(self):

"hEBrecutable pseudocode. """
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self.create component structure ()
self.find intervals ()

self.sort components intervals ()
self.find alpha C _I()

self .find_alpha_G ()

def create component structure(self):
"rCreate component structure for G."""
V = set(self.graph.iternodes())
for v in V:
closed neighborhood = set(self.graph.iteradjacent(v)).union ([v])
G _reduced = self.graph.subgraph(V — closed neighborhood)
algorithm = ConnectedComponentsBFS (G _reduced)
algorithm . run ()
component list = [set() for x in range(algorithm.n cc + 1)]
component list[0] closed mneighborhood
for u in closed neighborhood:
self.component structure[v,u] = component_ list[0]
for u in algorithm.cc:
idx = algorithm.cc[u] + 1
component list[idx].add(u)
self.component structure|[v,u] = component list[idx]
self.component lists[v] = |
(v, next(iter(s))) for s in component list[1:]]

def find intervals(self):
" Einding intervals for nonadjacent pairs of vertices."""
Gc = self.graph.complement ()
for edge in Gc.iteredges ():
v, u = edge.source, edge.target

self.intervals|[v,u] = (self.component structure|[v,u]
& self.component_structurefu,v])
self.intervals[u,v] = self.intervals|v, u]

def sort components intervals(self):

"rrSorting components and intervals (bucket sort, O(n~2) time)."""
self .bucket_C = [[] for i in range(self.graph.v())]
self .bucket I = [[] for i in range(self.graph.v())]
for v in self.graph.iternodes ():

for key in self.component lists[v]:

self .bucket C[len(self.component structure[key])].append(key)

for key in self.intervals:

self.bucket I[len(self.intervals|[key])].append(key)

def find alpha C _I(self):

""" Finding alpha(I) and alpha(C)."""

for key in self.bucket_I[0]:
self.alpha_I[key] =0

for key in self.bucket I[1]:
self . alpha_ I[key] =1

for key in self.bucket C[1]:
self.alpha_ Clkey] =1

for key in self.bucket I[2]:
self.alpha I[key] self.find alpha I(key)

for key in self.bucket C[2]:
self.alpha Clkey] =1

for i in range(3, self.graph.v()):
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for key in self.bucket I[i]:

self.alpha I[key] self.find alpha I(key)
for key in self.bucket CJ[i]:

self .alpha_Clkey] = self.find_alpha_C (key)

def find alpha I(self, key):
"""Lemma 6.3 from [1999 Broersmal]."""

results = []
x, y — key
interval = self.intervals[key]

for s in interval:
res = self.alpha TI[x,s] + self.alpha I[s,y]
S = interval. difference(self.intervals[x,s],
self.intervals[s,y],

self.component structure[s,s])
for key in self.component lists[s]:

C = self.component_structure|key |
if C.issubset (S):
S = S.difference (C)
res += self.alpha_C[key]
assert len(S) = 0, S
results.append(res)
return 1 + max(results)

def find alpha C(self, key):
"""Lemma 6.2 from [1999 Broersmal]. """
results = []
x, y = key
component self.component structure [key |
for z in component:
res self.alpha I[x,z]
S = component. difference (self.component_structure[z,z],

self.intervals|[x,z])
for key in self.component lists[z]:

C = self.component structure[key]
if C.issubset(S):
S = S.difference (C)
res += self.alpha_C[key]
assert len(S) = 0, S
results .append(res)
return 1 + max(results)

def find_alpha_ G (self):
" Einal calculations of alpha(G)."""
results = []
for v in self.graph.iternodes():

s = sum(self.alpha Clkey] for key in self.component_lists[v])
results.append(s)

self.cardinality = 1 + max(results)
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3.4. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego dla

graféw bez AT

W celu wyznaczenia najwiekszego zbioru niezaleznego dla grafow bez
AT nalezato zmodyfikowaé¢ niektore czesci programu, ktory znajdowal licz-
no$¢ najwiekszego zbioru niezaleznego. Nalezato zmodyfikowaé metode, ktoéra
znajdowata o(I) oraz a(C'). Zmienne, zamiast licznosci zbioréw, przechowuja
wprost zbiory wierzchotkow. Znaleziony najwiekszy zbiér niezalezny jest za-
pisywany w atrybucie independent _set, a jego liczno§¢ w atrybucie cardinality .

Listing 3.3. Modul atfreeiset2, wyznaczanie «(I) oraz o(C).

def find alpha C I(self):

""" Finding alpha(I) and alpha(C)."""

for key in self.bucket I[0]:
self.alpha I[key] = set()

for key in self.bucket I[1]:

self.alpha I[key]| = set(self.intervals|key])
for key in self.bucket C[1]:
self.alpha Clkey] = set(self.component structure[key])

for key in self.bucket I[2]:
self.alpha I[key] = self.find alpha I(key)
for key in self.bucket_C[2]:
S = set(self.component_structure [key])
S.pop ()
self .alpha Clkey] = S
for i in range(3, self.graph.v()):
for key in self.bucket I[i]:
self.alpha I[key] = self.find alpha I(key)
for key in self.bucket_ CJ[i]:
self .alpha Clkey] = self.find alpha C(key)

Metoda znajdujaca maksymalng liczno$é¢ zbioru niezaleznego réwniez zo-
stata zmodyfikowana tak, aby znalazta rowniez najwiekszy niezalezny zbi6r
z wynikow obliczen.

Listing 3.4. Modul atfreeiset2 , znajdowanie a(G).

def find alpha G(self):

" Einal calculations of alpha(G)."""
results = []
for v in self.graph.iternodes ():

S = set([v])

for key in self.component lists[v]:

S.update (self.alpha_CJlkey])

results .append(S)
self.independent set = max(results , key=len)
self.cardinality = len(self.independent set)

3.5.

Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominujacego
dla grafé6w bez AT

Dane wejéciowe: Dowolny spojny graf bez AT.
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Problem: Znajdowanie najmniejszego zbioru dominujacego dla grafow bez
AT.

Dane wyjsciowe: Znaleziony najmniejszy zbiér dominujacy jest zapisywa-
ny w atrybucie dominating_set, a jego liczno$¢ w atrybucie cardinality. Jest to
zgodne z konwencja stosowang w pakiecie graphtheory.

Opis algorytmu: Algorytm sklada sie z krokéw opisanych w rozdziale [2| na
bazie pracy [6].

Zlozonosé czasowa: Calkowita ztozono$é czasowa algorytmu wynosi O(n**+2).
Parametr w w przypadku graféw bez AT wynosi 5, dlatego ztoznosé czasowa
jest O(n").

Na poczatku wyznacza sie strukture danych H, ktora zawiera informacje
o poziomach BFS z danego wierzchotka. W teorii ztozono$¢ wynosi O(n(n +
m)), poniewaz dla kazdego wierzchotka nalezy wyznaczy¢ poziomy sasiedztwa
BFS w czasie liniowym O(n + m).

W kolejnym kroku tworzona jest kolejka A; zawierajaca trojki (S, .S, val(S))
dla kazdego niepustego podzbioru S z N|[z] spelniajacego val(S) := |S| < w.
Zlozonos¢ czasowa tego etapu wynosi O(n?).

Dopoki kolejka A; jest niepusta oraz ¢ < [, wykonywane s ponizej opisane
obliczenia. Dla kazdej trojki (5,5, val(S)) nalezy znalez¢ wszystkie podzbio-
ry U z H;, dla ktorych spelione jest |[SUU| < w. Dla kazdego takiego zbioru
|S U U| nalezy sprawdzi¢, czy zamkniety zbior sasiedztwa wierzchotkow ze
zbioru |S U U| zawiera siec w H; 1. W teorii zlozono$¢ wynosi O(n**1), jest
ona zdominowana przez czas obliczen dla podbioréow S U U spetniajacych
|SUU| < w, ktore zawieraja sie w trzech nastepujacyh po sobie poziomach
BFS z danego wierzchotka. Ilo§¢ czasu potrzebna na podzbior S U U wynosi
O(n) i w sumie rozwazane jest O(n") podzbiorow, poniewaz |S U U| < w.
Calos¢ tego etapu ma zlozonosé O(n”*2).

Uwagi: Po wykonaniu testow widaé, ze dla dwudzielnych graféw permuta-
cji i grafow k-drzewo zlozono$é czasowa rzeczywicie skaluje sie jak O(n”).
Natomiast dla graféw bardziej wydhuzonych, w tym dla grafu Sciezka P,,
3-drzewo czy grafu drabinowego, testy pokazuja ztozonosé O(n?). Prawdo-
podobnie wynika to z liczby wierzchotkéw na poziomach BFS, im graf jest
gestszy tym wiecej obliczen nalezy wykonac.

Uwagi do implementacji: Poziomy BFS byly wyznaczane za pomoca kla-
sy BFSWithDepthTracker, dostepnej w pakiecie graphtheory. Kazdy poziom BFS
to po prostu zbior wierzchotkow grafu oddalonych o dana liczbe krokow /kra-
wedzi.

W oryginalnym artykule obiektu A; przechowujace trojki sa nazywane
kolejkami. W algorytmie potrzebne jest wyszukiwanie trojek ze wzgledu na
pierwszy element, dlatego zastosowalismy dla A; stowniki, gdzie kluczem jest
pierwszy element przechowywany jako frozenset.

W algorytmie pojawia sie potrzeba sprawdzania podzbioréw U zbioru H;
o ograniczonej licznosci |U|. Wykorzystano do tego funkcje itertools .combinations,
a catos¢ zamknieto w wygodnym generatorze iter U.
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Listing 3.5. Modut atfreedset, wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuja-
cego.

#1/usr/bin/env python3

import itertools

import collections

from graphtheory.structures.edges import Edge

from graphtheory.structures.graphs import Graph

from graphtheory.traversing.bfs import BFSWithDepthTracker

class ATFreeDominatingSet:
"7’ Find a minimum dominating set of AT-free graphs.

Based on:

D. Kratsch, Domination and total domination in asteroidal triple—free
graphs, Discrete Appl. Math. 99 No.1-38, 111—128 (2000).
def  init (self, graph, w=5):
"""'The algorithm initialization .
if graph.is directed ():
raise ValueError ("the graph is directed")
self.graph = graph
self . w =w
self.dominating set = set(self.graph.iternodes())
self.cardinality = self.graph.v()
self. H = None
self. max level = 0
self. A = None

nimnn

def run(self):
"rExecutable pseudocode.
for source in self.graph.iternodes():
self.find bfs levels(source)
self.init queue ()

nmnn

i=1
while self. A[i] and i < self. max level:
P=1

for S1 in self. A[i—1]:
S1, S2, val S2 = self. A[i—1][S1]
for U in self.iter U(self. H[i], S1):
S1uU = S1.union (U)
N S1tuU = self.find closed neighborhood (S1uU)
if self. H[i—1].issubset (N_SIuU):
Rl = frozenset (S1uU — self. H[i—2])
R2 = S2.union (U)
val R2 = val _S2 + len(U)

if Rl not in self. Afi]:
self._A[i][R1] = (R1, R2, val_R2)
else:
P1, P2, val P2 = self. A[i][R1]
if val R2 < val P2:
self . _A[i][R1] = (R1, R2, val_R2)
B1, B2, val B2 = None, None, float(’inf’)
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for S1 in self. A[self. max level]:
S1, S2, val S2 = self. A[self. max level |[S1]
N S1 = self.find closed mneighborhood(S1)

if (set(N_Sl).issuperset(self. H[self. max_level]) and
val S2 < val B2):
B1, B2, val B2 = S1, S2, val S2

if B2 and val B2 < self.cardinality:
self.dominating set = B2
self.cardinality = val B2

def find bfs levels(self, node):
"rCreating a structure with BFS levels. """
order = []
algorithm = BFSWithDepthTracker(self.graph)
algorithm .run(node, pre action=lambda pair: order.append(pair))
self. max level = max(level for (node, level) in order)
self. H= [set() for i in range(self. max level + 1)]
for (node, level) in order:
self. H[level].add(node)

def init queue(self):
" Initialization of queue.
self. A = [dict() for i in range(self. max level + 1)]
for r in range(l, self.w + 1):
for S in itertools.combinations(self. H[1].union(self. H[0]), r):
S = frozenset (S)
self. A[1][S] = (S, S, len(S))

nimnn

def iter_U(self, Hi, S):
i Tterator for all combinations of vertices in Hi and S."""
for r in range(0, len(Hi) + 1):
for U in itertools.combinations(Hi, r):
if len(S.union(U)) <= self.w:
yield U

def find closed neighborhood(self, S):
" Einding closed meighbourhood of wvertices in S."""
result = set(S)
for node in S:
result .update(self.graph.iteradjacent (node))
return result




4. Podsumowanie

W ramach pracy zostaly przedstawione wybrane zagadnienia zwigzane
z grafami bez AT. Grafy te sa trudne do badania, poniewaz nie naleza do
grafow doskonatych, a takze nie jest znany model geometryczny, ktory mogt-
by je reprezentowac. Z tego powodu duzo uwagi zostato poswiecone rodzinom
grafow nalezacych do graféw bez AT, ze znanymi modelami geometryczny-
mi. Za pomoca dowodéw graficznych pokazano, ze grafy przedzialowe i grafy
permutacyjne naleza do graféw bez AT. Przedstawiono wybrane algorytmy
z zebranej literatury dotyczace grafow bez AT, w tym grafow przedzialowych
i permutacyjnych.

Zaimplementowano algorytm o ztozonosci obliczeniowej O(n?) sprawdza-
jacy, czy dany graf nieskierowany jest grafem bez AT. Wykorzystano tu
blizniacza implementacje z biblioteki NetworkX. Opisano problem dotyczacy
znalezienia licznosci najwickszego zbioru niezaleznego i znalezienia samego
zbioru niezaleznego w grafie oraz zaprezentowano, na podstawie pracy [L1],
algorytm rozwigzujacy ten problem dla grafow bez AT. Zlozonos¢ oblicze-
niowa algorytméw wynosi O(n?). Przedstawione zostalo takze rozwigzanie
problemu znalezienia najmniejszego zbioru dominujacego dla graféw bez AT
na podstawie pracy [6]. Tutaj ztozonoséé obliczeniowa wynosi O(n”). Zapre-
zentowano opisy wybranych algorytmoéow dotyczgcych problemu najkrotszych
$ciezek dla dwoch rodzin grafow nalezacych do grafow bez AT.

Wykonano testy wydajnosciowe dla wszystkich zaimplementowanych al-
gorytméw i porOwnano je z wynikami teoretycznymi. Zwracano uwage na
ztozonosci obliczeniowa, wydajnosciowa i pamieciowa. Testy poprawnosci za-
prezentowanych modutéw wykonywane bylty za pomocg modutu unittest. Do
tych testow uzyte zostaly rézne, wybrane klasy graféw nalezace do rodziny
grafow bez AT.

Badania na grafami bez AT sg aktywnie prowadzone w literaturze, m. in.
w kontekscie uporzadkowania wierzchotkéw zwracanego przez rézne sposoby
przechodzenia przez graf. Obok klasycznych BFS i DFS, w pracy [27] analizo-
wano ogolne przeszukiwanie (ang. Generic Search), LBFS, LDFS, MNS (ang.
Mazimal Neighbor Search). Wiadomo, ze DFS moze by¢ uzyte do rozpozna-
wania graféow planarnych, a LBFS pozwala znalez¢é PEO w grafach cieciwo-
wych. Okazuje sie, ze przeszukiwanie LBFS moze by¢ uzyte do znalezienia
pary dominujacej w grafie bez AT. W pracy z roku 2014 Corneil i Stacho [28]
udowodnili twierdzenie, ze graf nie ma AT wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
specjalne uporzadkowanie wierzchotkéw o nazwie AT-free ORDER. Okazuje
sie, ze to uporzadkowanie dla pewnych graféw bez AT jest istotnie rézne od
uporzadkowan generowanych przez LBFS, LDFS, czy nawet zwyktego DFS.
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A. Testy algorytmoéow

A.1. Testy rozpoznawania grafow bez AT

W celu znalezienia praktycznej wydajnosci algorytmu rozpoznawania gra-
fow bez AT, zmierzono czas jego dziatania dla wybranych graféw bez AT. Wy-
korzystano do tego grafy przedzialowe o klikach maksymalnych réwnych 5,
przy czym liczba wierzchotkow byta sukcesywnie powiekszana.

Teoretyczna ztozonosé algorytmu znajdowania trojek astroidalnych wy-
nosi O(n?). Uzyskany wspotczynnik dopasowania, widoczny na wykresie
wynosi a = 2.667(72) i potwierdza zalozenia teoretyczne.

A.2. Testy wyznaczania najwiekszego zbioru
niezaleznego i jego licznosci dla graféw bez AT

Aby znalezé praktyczng wydajnosé algorytmu wyznaczania najwieksze-
go zbioru niezaleznego, zmierzono czas jego dziatania dla wybranych rodzin
grafow bez AT. Pomiary zostaly sporzadzone dla graféw permutacji, grafow
przedziatowych §Sciezka P, oraz k-drzewo. Zostaly réwniez zmierzone czasy
wykonywania algorytmu znajdywania licznosci najwiekszego zbioru niezalez-
nego, jednak wyniki nie r6znia sie znaczaco od wynikéw algorytmu znajdywa-
nia najwiekszego zbioru niezaleznego, co mozna zauwazy¢ na zamieszczonych
wykresach. Dla grafow wydtuzonych, takich jak graf sciezka P, , czas obliczen
jest wydtuzony i rzeczywiscie skaluje sie jak zlozono$¢ O(n?). Natomiast
dla innych wykorzystanych graféw czas obliczeri mieéci sie w O(n?), czyli
w mniejszej niz teoretyczna ztozonosci.

A.3. Testy wyznaczania najmniejszego zbioru
dominujacego dla graféw bez AT

W celu znalezienia praktycznej wydajnosci algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominujacego, zmierzono czasy dzialania algorytmu dla
wybranych klas graféw bez AT. Pomiary zostaly wykonane dla grafow per-
mutacji (grafy dwudzielne petne, grafy typu drabina) oraz graféw przedziato-
wych (graf §ciezka P,, 3-drzewo, k-drzewo). Dla dwudzielnych grafow permu-
tacji i grafow k-drzewo czas potrzebny do znalezienia najmniejszego zbioru
dominujacego jest duzo wiekszy niz dla pozostatych rodzin graféw. Jest to
spowodowane wieksza liczbg wierzchotkéw na poziomach BFS w tych grafach,
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AT-free

| data
fit

log(time [s])

log(t) = a log(n) + b

a = 2.666803 +/-0.071832

b =-5.617927 +/-0.151551

Rysunek A.1.
fie. Wspotczy

1.2 1.4 1.6 1.8 2

log(n)

2.2 2.4 2.6 2.8

Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego tréjki asteroidalne w gra-
nnik dopasowania a = 2.667(72) potwierdza teoretyczna ztozonosé
obliczeniowa O(n3).

AT-free independent set for permutation graphs

| data
fit

log(time [s])

log(t) = a log(n) + b

a = 2719924 +/-0.064833

b=-6.111647 +/-0.136784

|

Rysunek A.2.

1.2

1.4 1.6 1.8 2

log(n)

2.2 2.4 2.6 2.8

Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego najwiekszy zbidr nie-

zalezny w grafie permutacji. Wspolezynnik dopasowania a = 2.720(65), co jest
mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?).
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AT-free cardinality of independent set for permutation graphs

3 T T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
2 b data = i
fit
1r a=2.717210 +/- 0.069306 .
0 b =-6.125894 +/- 0.146221 .

log(time [s])

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
log(n)

Rysunek A.3. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego licznosé najwiekszego
zbioru niezaleznego w grafie permutacji. Wspotczynnik dopasowania a = 2.717(70),
co jest mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?).

AT-free independent set for k-tree graphs

3 T T T T T T T T T

log(t) = alog(n) + b l
> L data =

fit
1r a = 2.818652 +/- 0.097130 —
0 b =-6.089614 +/- 0.204923 —

log(time [s])

_4 | | | | | | | | |

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
log(n)

Rysunek A.4. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego najwiekszy zbiér nieza-
lezny w grafie k-drzewo. Wspotezynnik dopasowania a = 2.819(97), co jest mniejsze
od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?).
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AT-free cardinality of independent set for k-tree graphs

T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b l
2 b data =
fit
1r a = 2.842397 +/-0.077928 .
0 b =-6.145714 +/- 0.164411 -

log(time [s])

4 L L L L L L L L L
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(n)

Rysunek A.5. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego licznosé najwiekszego
zbioru niezaleznego w grafie k-drzewo. Wspotczynnik dopasowania a = 2.717(69),
co jest mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n?).

AT-free independent set for interval graphs

3 T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b ™

> L data = i
fit

1r a = 3.282004 +/- 0.095689 —

‘% 0 b =-6.365696 +/- 0.183889 T
£
% 1 T
o
-2 i
-3 .
_4 | | | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

log(n)

Rysunek A.6. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego najwiekszy zbiér nieza-
lezny w grafie sciezka P,,. Wspotczynnik dopasowania a = 3.282(96), co potwierdza
teoretyczna ztozonosé obliczeniows O(n?).
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co daje wickszg liczbe podzbioréw do sprawdzenia. Wyniki dla grafow dwu-
dzielnych pelnych i graféw k-drzewo pokrywaja sie z teoretyczna ztozonoscig
O(n"). Natomiast dla pozostatych wykorzystanych grafoéw czas obliczen jest
mniejszy od teoretycznej ztozonosci i skaluje sie jak O(n?).



AT-free cardinality of independent set for interval graphs

3 T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b n
> L data = N
fit
1| a = 3.255952 +/- 0.107674 -
= 0 b = -6.418718 +/- 0.206920 .
£
o 1 T
o
-2 ]
_3 [ 5 -
_4 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8

log(n)

Rysunek A.7. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego licznosé najwiekszego
zbioru niezaleznego w grafie §ciezka P,. Wspotczynnik dopasowania a = 3.26(11),
co potwierdza teoretyczng ztozonos¢ obliczeniowa O(n?).

AT-free dominating set for permutation graphs

3 T T T T T T T T n
log(t) =alog(n) + b

2 | data = .
fit

1 - -

a =7.326598 +/- 0.493527

b =-8.473330 +/- 0.547843

log(time [s])
KB

5 L L L L L L L L
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

log(n)

Rysunek A.8. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego licznodé najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie permutacji. Wspotczynnik dopasowania a = 7.33(49),
co potwierdza teoretyczng ztozonosé obliczeniowa O(n).
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AT-free dominating set for k-tree graphs

2 T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
data L] =
1 - fit a = 6.430567 +/- 0.310099 -
0 b =-7.707311 +/- 0.328832 —

log(time [s])
KB
1

N

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
log(n)

Rysunek A.9. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego liczno$é najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie k-drzewo. Wspotczynnik dopasowania a = 6.43(31),
co potwierdza teoretyczng ztozonos¢ obliczeniowa O(n”).

AT-free dominating set for 3-tree graphs

T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
| data =
fit

a = 3.466280 +/- 0.286868

b =-5.107041 +/- 0.469858

log(time [s])

4 L L L L L L L L
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

log(n)

Rysunek A.10. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego liczno$é¢ najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie 3-drzewo. Wspoétezynnik dopasowania a = 3.47(29),
co jest mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n7).
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AT-free dominating set for interval graphs

T T T T T T T T T
log(t) =alog(n) + b
1.5 - data = .
fit

a=2.175054 +/-0.019339

o
U
T
!

b =-4.534028 +/- 0.040800

'
o
(O]
T
1

log(time [s])

1
=
wv

T
|

25 L L L L L L L L L
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(n)

Rysunek A.11. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego liczno$é najmniejszego
zbioru dominujacego w grafie przedzialowym Sciezka P,,. Wspétczynnik dopasowa-
nia a = 2.18(2), co jest mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n7).

AT-free dominating set for ladder graphs

T T T T
log(t) =alog(n) + b
| data =
fit

= 2.699676 +/- 0.164370

b =-4.632249 +/-0.292725

log(time [s])

log(n)

Rysunek A.12. Wyniki pomiaréw algorytmu znajdujacego licznosé¢ najmniejsze-
go zbioru dominujacego w grafie drabinowym. Wspoétczynnik dopasowania a =
2.70(17), co jest mniejsze od teoretycznej ztozonosci obliczeniowej O(n7).
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