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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane zagadnienia zwi¡zane z grafami bez tró-
jek asteroidalnych (bez AT). Trójk¦ asteroidaln¡ tworz¡ trzy nies¡siednie
wierzchoªki grafu takie, »e ka»de dwa z nich s¡ poª¡czone ±cie»k¡ omijaj¡c¡
s¡siedztwo trzeciego wierzchoªka. Grafy bez AT nie s¡ grafami doskonaªymi
i zawieraj¡ m.in. grafy przedziaªowe, grafy permutacji i grafy trapezoidalne.
Wszystkie te rodziny reprezentuj¡ grafy o liniowej strukturze, a poj¦cie trój-
ki asteroidalnej pozwala jednolicie opisa¢ wªasno±ci tych grafów. W pracy
pokazano za pomoc¡ dowodów gra�cznych, »e ka»dy graf permutacji i ka»dy
graf przedziaªowy jest grafem bez AT.

Do implementacji algorytmów i struktur danych u»yto j¦zyka Python
ze wzgl¦du na jego czyteln¡ skªadni¦ i bogat¡ bibliotek¦ standardow¡. Dla
wszystkich algorytmów przygotowano testy poprawno±ci (unittest) i wydaj-
no±ci (timeit).

W cz¦±ci teoretycznej pracy omówiono wybrane problemy z teorii grafów
w odniesieniu do grafów bez AT: problem zbioru niezale»nego, zbioru domi-
nuj¡cego, triangulacji grafu i znajdowania najkrótszych ±cie»ek. Przytoczono
przy tym wyniki uzyskane dla grafów permutacji i grafów przedziaªowych.
W cz¦±ci praktycznej przedstawiono implementacj¦ algorytmu wykrywaj¡ce-
go grafy bez AT oraz sposoby generowania tych grafów. Nast¦pnie zaimple-
mentowano algorytmy znajduj¡ce liczno±¢ najwi¦kszego zbioru niezale»nego
i caªy zbiór niezale»ny dla grafu bez AT. Ponadto, przedstawiono algorytm
wyznaczania najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów bez AT. Algo-
rytmy s¡ do±¢ zªo»one ze wzgl¦du na brak znanego geometrycznego modelu
dla ogólnych grafów bez AT.

Sªowa kluczowe: trójka asteroidalna, grafy przedziaªowe, grafy permutacji,
zbiór niezale»ny, zbiór dominuj¡cy
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English title: Study of asteroidal triple-free graphs with Python

Abstract

In this work selected problems connected with asteroidal triple-free (AT-free)
graphs are presented. Three non-adjacent vertices of a graph form an aste-
roidal triple if every two of them are connected by a path avoiding the ne-
ighborhood of the third one. AT-free graphs are not perfect graphs and they
include, among others, interval graphs, permutation graphs, and trapezoid
graphs. These families consist of graphs with a linear structure and the notion
of the asteroidal triple unify the description of graphs. The graphical proofs
were presented in order to show that every permutation graph and every
interval graph is an AT-free graph.

All algorithms and data structures are implemented using the Python
programming language beacause of its clear syntax and the extensive stan-
dard library. For all algorithms unit tests and e�ciency tests are prepared
with unittest and timeit Python modules.

In the theoretical part, selected problems from the graph theory are di-
scussed with regard to AT-free graphs: the independent set problem, the
dominating set problem, graph triangulation, and the shortest path problem.
The results for permutation graphs and interval graphs are recalled. In the
practical part, the algorithm recognizing an AT-free graph is implemented
and several useful generators are shown. The paper also presents the algo-
rithms for determining the independence number and a maximum indepen-
dent set for AT-free graphs. In addition, the work presents the algorithm
for �nding a minimum dominating set for AT-free graphs. The algorithms
are rather long and complex because there is no known geometric model for
general AT-free graphs.

Keywords: asteroidal triple, interval graphs, permutation graphs, indepen-
dent set, dominating set
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy s¡ grafy bez trójek asteroidalnych, w skrócie
grafy bez AT (ang. asteroidal triple-free graphs, AT-free graphs) [1]. Trój-
k¦ asteroidaln¡ tworz¡ trzy nies¡siednie wierzchoªki grafu takie, »e ka»de
dwa z nich s¡ poª¡czone ±cie»k¡ omijaj¡c¡ s¡siedztwo trzeciego wierzchoªka.
Do grafów bez AT nale»¡ grafy przedziaªowe [2], grafy permutacji [3], grafy
trapezoidalne [4] i co-comparability graphs. Wszystkie te grafy maj¡ liniow¡
struktur¦, co oryginalnie byªo opisywane ró»nymi poj¦ciami, natomiast u»y-
cie poj¦cia trójki asteroidalnej przynosi pewne ujednolicenie j¦zyka i lepsze
zrozumienie struktury grafów.

Grafy te s¡ szeroko wykorzystywane, m.in. w genetyce, bioinformatyce i
informatyce stosowanej [2]. Maj¡ zastosowania na przykªad w rozwi¡zywaniu
problemów zwi¡zanych z alokacj¡ zasobów w analizie operacyjnej, jak rów-
nie» problemów lokalizacji obiektów [2]. Wykorzystywane s¡ równie» w teorii
planowania, która jest dziedzin¡ zajmuj¡c¡ si¦ optymalizacj¡ i organizacj¡
sekwencji zada« lub dziaªa« w czasie, aby osi¡gn¡¢ okre±lone cele. Grafy bez
AT mog¡ by¢ równie» wykorzystywane w mapowaniu DNA [2].

W pracy rozwa»ane s¡ zbiory niezale»ne i zbiory dominuj¡ce w grafach.
Zbiory dominuj¡ce maj¡ zastosowanie w sieciach bezprzewodowych, m.in.
do znajdowania wydajnych tras w mobilnych sieciach [5]. Mog¡ by¢ równie»
u»ywane do projektowania bezpiecznych systemów dla sieci elektrycznych [5],
a tak»e do problemów zwi¡zanych z lokalizacj¡ obiektów [6]. Zbiory niezale»ne
natomiast mog¡ by¢ wykorzystane w praktyce m.in. do zagadnie« biologii
systemowej i genetyki [7].

1.1. Cel i zakres pracy

Praca ma na celu zgª¦bienie zagadnie« zwi¡zanych z grafami bez AT,
ich praktyczne zastosowania, zbadanie relacji z innymi klasami grafów i im-
plementacj¦ wybranych algorytmów. Wykorzystuj¡c zebran¡ teori¦, opisane i
zaimplementowane zostaªy algorytmy rozpoznawania grafów bez AT, znajdo-
wania najwi¦kszego zbioru niezale»nego i jego liczno±ci, a tak»e minimalnego
zbioru dominuj¡cego dla grafów bez AT. Algorytmy zostaªy zaimplemento-
wane w j¦zyku Python [8] w ramach rozwoju pakietu graphtheory [9].

1.2. Struktura pracy

Tre±¢ pracy skªada si¦ z czterech rozdziaªów. W rozdziale 1 znajduje si¦
wprowadzenie przedstawiaj¡ce opis, cel i zakres pracy oraz jej struktur¦.
W rozdziale 2 przedstawione zostaªy niezb¦dne de�nicje z teorii grafów. Znaj-
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duj¡ si¦ tam równie» opisy dotycz¡ce relacji grafów bez AT z innymi klasami
grafów. W rozdziale 3 znajduje si¦ opis i implementacja poszczególnych al-
gorytmów, w tym rozpoznawania grafów bez AT, znajdywania najwi¦kszego
zbioru niezale»nego i jego liczno±ci, a tak»e minimalnego zbioru dominuj¡-
cego. Dla ka»dego algorytmu dodane zostaªy szczegóªowe opisy, teortyczne
zªo»ono±ci czasowe i implementacje. W rozdziale 4 znajduje si¦ podsumo-
wanie pracy. Dodatek A zawiera testy algorytmów, gdzie eksperymentalnie
wyznaczono zªo»ono±ci czasowe zaimplementowanych algorytmów, a wyniki
zilustrowano wykresami.

10:8491067323



2. Teoria grafów

W tym rozdziale podamy podstawowe de�nicje i twierdzenia, z których
b¦dziemy korzysta¢ w dalszej cz¦±ci pracy. De�nicje s¡ standardowe i na ogóª
zgodne z ksi¡»k¡ Cormena [10].

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Graf nieskierowany to uporz¡dkowana para G = (V,E), gdzie
V (G) jest niepustym zbiorem elementów, które nazywamy wierzchoªkami, a
E(G) jest zbiorem nieuporz¡dkowanych par elementów z V (G), które nazy-
wamy kraw¦dziami. Kraw¦dzie oznacza si¦ przez {u, v} lub uv = vu.

De�nicja: Graf skierowany to uporz¡dkowana para G = (V,E), gdzie V (G)
jest niepustym zbiorem elementów, które nazywamy wierzchoªkami, a E(G)
jest zbiorem uporz¡dkowanych par ró»nych elementów z V (G), które nazy-
wamy kraw¦dziami skierowanymi. Kraw¦dzie oznacza si¦ przez (u, v) lub uv.

De�nicja: Podgraf H grafu G to graf, który zawiera wybrane wierzchoªki
grafu G oraz mo»e zawiera¢ niektóre kraw¦dzie ª¡cz¡ce wybrane wierzchoªki
w gra�e G. Formalnie zapisujemy V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G), a wszystkie
kraw¦dzie z E(H) maj¡ ko«ce w V (H).

De�nicja: Podgraf indukowany H grafu G to graf, który zawiera wybrane
wierzchoªki grafu G oraz musi zawiera¢ wszystkie kraw¦dzie ª¡cz¡ce wybrane
wierzchoªki w gra�e G. Formalnie zapisujemy V (H) ⊆ V (G) oraz E(H) =
{vw ∈ E(G) : v ∈ V (H), w ∈ V (H)}.

De�nicja: �cie»ka w gra�e G z wierzchoªka p do q jest to ci¡g wierzchoªków
i kraw¦dzi je ª¡cz¡cych, które nale»y przej±¢ w gra�e, aby z wierzchoªka p do-
sta¢ si¦ do wierzchoªka q. Dªugo±¢ ±cie»ki jest to liczba kraw¦dzi znajduj¡cych
si¦ na ±cie»ce. �cie»ka dªugo±ci k to ci¡g k + 1 wierzchoªków, niekoniecznie
ró»nych.

De�nicja: Zbiór s¡siedztwa otwartego wierzchoªka x grafu G = (V,E) wy-
ra»ony jestN(x) = {y ∈ V : xy ∈ E} [11]. Jest to zbiór wszystkich wierzchoª-
ków poª¡czonych kraw¦dzi¡ z wierzchoªkiem x. Zbiór s¡siedztwa zamkni¦tego
wierzchoªka x grafu G = (V,E) to N [x] = N(x) ∪ {x}. Jest to zbiór wszyst-
kich wierzchoªków poª¡czonych kraw¦dzi¡ z wierzchoªkiem x i wierzchoªka x
[11].

7
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2.2. Wybrane rodziny grafów

2.2.1. Grafy bez trójek asteroidalnych

De�nicja: Trójk¦ asteroidaln¡ (ang. asteroidal triple, AT ) tworz¡ trzy nie-
s¡siednie wierzchoªki grafu nieskierowanego takie, »e ka»de dwa z nich s¡
poª¡czone ±cie»k¡ omijaj¡c¡ s¡siedztwo trzeciego wierzchoªka. Grafy bez tró-
jek asteroidalnych (ang. asteroidal triple-free graphs, AT-free graphs) maj¡
liniow¡ struktur¦ i zawieraj¡ kilka wa»nych rodzin grafów, np. grafy prze-
dziaªowe, grafy permutacji, grafy trapezoidalne.

Grafy bez AT nie s¡ grafami doskonaªymi, o czym ±wiadczy przykªad
grafu cyklicznego C5. Jest to wskazówka, »e teoria grafów bez AT mo»e by¢
trudna.

Poj¦cie trójek asteroidalnych zde�niowali Lekkerkerker i Boland w roku
1962 podczas bada« nad grafami przedziaªowymi [13]. Udowodnili twierdze-
nie, »e grafy przedziaªowe to grafy ci¦ciwowe bez AT.

Przykªady grafów: Wszystkie grafy z liczb¡ wierzchoªków co najwy»ej n =
5 nie maj¡ AT. Dla n = 6 mamy ogólnie 112 grafów spójnych, a w±ród
nich jest 5 grafów z trójkami asteroidalnymi. Warto zauwa»y¢, »e wszystkie
te grafy z AT nie s¡ grafami permutacji, s¡ grafami koªowymi (ang. circle
graphs), a dwa z nich s¡ ci¦ciwowe (nie s¡ przedziaªowe).

Pi¦¢ grafów z n = 6 posiadaj¡cych AT przedstawiono na rysunkach 2.1
(graf C6), 2.2 (graf ci¦ciwowy), 2.3 (graf Hajósa, ci¦ciwowy), 2.4 (graf Hajósa
bez jednej ci¦ciwy), 2.5 (graf Hajósa bez dwóch ci¦ciw).

W±ród grafów bez AT z n = 6 warto wyró»ni¢ dwa grafy, które nie s¡
ci¦ciwowe i nie s¡ grafami permutacji. S¡ to graf 3-pryzma (graf Halina) i graf
domek z dodatkow¡ kraw¦dzi¡ na dachu. Grafy te wykorzystamy w testach
algorytmów.

Rysunek 2.1. Graf cykliczny C6 posiada AT. Mo»na jako AT wybra¢ trzy czerwone
wierzchoªki lub trzy szare.

8
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Rysunek 2.2. Graf ci¦ciwowy z n = 6 posiadaj¡cy AT (czerwone wierzchoªki).

Rysunek 2.3. Graf Hajósa jest ci¦ciwowy i posiada AT (czerwone wierzchoªki).

Rysunek 2.4. Graf Hajósa bez jednej ci¦ciwy posiada AT (czerwone wierzchoªki).
Zauwa»my, »e dodaj¡c ci¦ciw¦ (2, 5) otrzymamy graf przedziaªowy bez AT.

9
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Rysunek 2.5. Graf Hajósa bez dwóch ci¦ciw posiada AT (czerwone wierzchoªki).
Zauwa»my, »e dodaj¡c ci¦ciwy (2, 5) i (3, 5) otrzymamy graf przedziaªowy bez AT.

2.2.2. Grafy doskonaªe

De�nicja: Liczba chromatyczna to najmniejsza liczba kolorów potrzebnych
do pokolorowania wszystkich wierzchoªków grafu w taki sposób, »eby »adne
dwa s¡siednie wierzchoªki poª¡czone kraw¦dzi¡ nie miaªy tego samego koloru.

De�nicja: Graf doskonaªy (ang. perfect graph) to taki graf nieskierowany,
w którym liczba chromatyczna ka»dego jego podgrafu indukowanego jest rów-
na liczno±ci najwi¦kszej kliki tego podgrafu.

Grafy bez trójki astroidalnej nie zawsze s¡ doskonaªe, o czym ±wiadczy
przykªad grafu cyklicznego C5 (rys. 2.6). W gra�e cyklicznym C5 nie ma AT,
jego liczba chromatyczna jest równa 3, natomiast najwi¦ksza klika ma dwa
wierzchoªki (ko«ce dowolnej kraw¦dzi).

Rysunek 2.6. Graf cykliczny C5 z pokolorowanymi wierzchoªkami. Wymagane s¡
trzy kolory dla wierzchoªków, a najwi¦ksza klika to ko«ce dowolnej kraw¦dzi grafu.

2.2.3. Grafy ci¦ciwowe

De�nicja: Graf ci¦ciwowy (ang. chordal graph) to graf nieskierowany, w któ-
rym wszystkie cykle indukowane o dªugo±ci cztery lub wi¦cej zawieraj¡ ci¦ci-
w¦. Ci¦ciwa jest to kraw¦d¹ nie nale»¡ca do cyklu, ale ª¡cz¡ca dwa wierzchoªki
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nale»¡ce do cyklu [12]. Istnieje kilka innych równowa»nych charakteryzacji
grafów ci¦ciwowych.

2.2.4. Grafy przedziaªowe

De�nicja: Grafy przedziaªowe (ang. interval graphs) mo»na opisa¢ jako
grafy przeci¦¢ przedziaªów na osi liczbowej. Wierzchoªki grafu odpowiadaj¡
przedziaªom, a kraw¦dzie ª¡cz¡ te pary wierzchoªków, których odpowiednie
przedziaªy maj¡ niepuste przeci¦cie. Grafy przedziaªowe byªy analizowane
w pracy magisterskiej Macieja Mularskiego [14].

Grafy przedziaªowe nie maj¡ AT i s¡ ci¦ciwowe [13]. Przy pomocy repre-
zentacji przedziaªowej ªatwo mo»na pokaza¢, »e graf przedziaªowy nie mo»e
mie¢ AT.

Rysunek 2.7. Graf i odpowiadaj¡ca mu reprezentacja przedziaªowa.

Aby znale¹¢ wierzchoªki, które nie s¡ bezpo±rednio poª¡czone, wystarczy
znale¹¢ niepokrywaj¡ce si¦ przedziaªy w reprezentacji przedziaªowej. W przy-
kªadzie przedstawionym na rysunku 2.7, wierzchoªki, które mogªyby tworzy¢
trójk¦ asteroidaln¡ to A, C i E, poniewa» maj¡ niepokrywaj¡ce si¦ prze-
dziaªy. Jednak aby te wierzchoªki tworzyªy trójk¦ asteroidaln¡, musiaªaby
istnie¢ mi¦dzy ka»d¡ par¡ ±cie»ka omijaj¡ca najbli»sze s¡siedztwo trzeciego.
Mo»na zauwa»y¢, »e ±cie»ka ª¡cz¡ca wierzchoªki A i E (ci¡g przekrywaj¡-
cych si¦ przedziaªów) musi zawiera¢ chocia» jeden przedziaª przekrywaj¡cy
si¦ z przedziaªem wierzchoªka C.
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2.2.5. Grafy permutacji

De�nicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) jest to graf nieskie-
rowany, którego wierzchoªki reprezentuj¡ elementy permutacji, a kraw¦dzie
reprezentuj¡ pary elementów tworz¡cych inwersj¦ w permutacji. Grafy per-
mutacji byªy badane w pracy licencjackiej Alberta Surmacza [15].

Rysunek 2.8. Graf permutacji i jego model geometryczny.

Graf permutacji nie ma AT, co mo»na pokaza¢ przy pomocy modelu
z prostymi równolegªymi. Aby znale¹¢ wierzchoªki, które nie s¡ bezpo±rednio
poª¡czone, nale»y znale¹¢ trzy takie odcinki, które si¦ nie przecinaj¡. W gra�e
permutacji mi¦dzy wierzchoªkami istnieje kraw¦d¹, je±li odpowiednie odcinki
przecinaj¡ si¦. W przykªadzie przedstawionym na rysunku 2.8, trzy wierz-
choªki 1, 3 i 5 nie s¡ bezpo±rednio poª¡czone. Aby te wierzchoªki tworzyªy
trójk¦ asteroidaln¡, mi¦dzy ka»d¡ par¡ z tych wierzchoªków musiaªaby ist-
nie¢ ±cie»ka omijaj¡ca s¡siedztwo trzeciego. �¡cz¡c wierzchoªki 1 i 5, przy
wykorzystaniu przeci¦cia odcinków, mo»na zauwa»y¢, »e nie da si¦ omin¡¢
najbli»szego s¡siedztwa wierzchoªka 3.

2.3. Triangulacja grafów bez AT

Triangulacja grafu G to inaczej znajdowanie dopeªnienia ci¦ciwowego dla
grafu G, czyli znajdowanie grafu ci¦ciwowego H, dla którego V (H) = V (G)
oraz E(G) zawiera si¦ w E(H). Zauwa»my, »e dodawanie nowych kraw¦dzi
do grafu bez AT mo»e wytworzy¢ AT. Z drugiej strony, w roku 1996 Möhring
pokazaª, »e dla grafów bez AT minimalna triangulacja prowadzi do grafów
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przedziaªowych (bez AT) [16]. Triangulacja minimalna to taka triangulacja,
z której nie da si¦ usun¡¢ kraw¦dzi tak, aby dosta¢ inn¡ triangulacj¦.

2.4. Zbiory niezale»ne

De�nicja: Zbiór niezale»ny (ang. independent set) w gra�e nieskierowanym
G to taki podzbiór S zbioru wierzchoªków V (G), »e elementy zbioru S s¡
parami rozª¡czne, czyli nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Maksymalny zbiór nieza-
le»ny to zbiór niezale»ny, który nie jest podzbiorem wªa±ciwym innego zbioru
niezale»nego. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny to zbiór niezale»ny o najwi¦kszej
liczno±ci. Liczba niezale»no±ci α(G) to liczba wierzchoªków w najwi¦kszym
zbiorze niezale»nym grafu [11].

De�nicja: Wierzchoªek z ∈ V \ {x, y} jest pomi¦dzy x i y, je±li x i z zawie-
raj¡ si¦ w jednym z komponentów G\N [y], oraz y i z zawieraj¡ si¦ w jednym
z komponentów G \N [x]. Cx(y) oznacza komponent G \N [x] zawieraj¡cy y.

De�nicja: Interwaªem I(x, y) grafu G jest zbiór wierzchoªków z V (G), które
s¡ pomi¦dzy x i y. Zachodzi zwi¡zek I(x, y) = Cx(y) ∩ Cy(x) [11].

Istniej¡ komponenty C1s , C
2
s , ...,C

t
s wyznaczone przez G \N [s] takie, »e

I(x, y) \N [s] = I(x, s) ∪ I(s, x) ∪
s⋃
i=1

Cis. (2.1)

Powy»sze twierdzenie wydaje si¦ nieoczywiste, oczekiwaliby±my rozdzielenia
interwaªu I(x, y) na dwa interwaªy I(x, s) oraz I(s, y). Aby pokaza¢, »e mog¡
pojawi¢ si¦ dodatkowe komponenty, mo»na rozwa»y¢ przykªadowy graf bez
AT przedstawiony na rysunku 2.9 i wierzchoªki o etykietach 10, 7 i 4.

Rysunek 2.9. Przykªadowy graf bez AT z n = 18.

Mo»emy wyznaczy¢ nast¦puj¡ce interwaªy: I(7, 4) = {15}, I(4, 10) = {2},
I(7, 10) = {2, 3, 4, 5, 12, 13, 14, 15}. Rozwa»aj¡c zamkni¦ty zbiór s¡siedztwa
wierzchoªka o etykiecie 4 otrzymamy N [4] = {3, 4, 5, 12, 14}.

Ró»nica zbiorów interwaªu wierzchoªków 7 i 10, i zamkni¦tego zbioru s¡-
siedztwa wierzchoªka 4 to I(7, 10) \ N [4] = {2, 13, 15}. Struktury kompo-
nentów wierzchoªka 4 przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co: C41 = {0, 1, 2, 9, 10, 11},
C42 = {13}, C43 = {6, 7, 8, 15, 16, 17}.
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Rysunek 2.10. Przykªadowy graf bez AT z zaznaczonymi na czerwono wierzchoª-
kami nale»¡cego do interwaªu I(7, 10).

Rysunek 2.11. Przykªadowy graf bez AT z zaznaczonymi na czerwono wierzchoª-
kami nale»¡cego do zamkni¦tego zbioru s¡siedztwa wierzchoªka 4 i na zielono wierz-

choªkami 7 i 10.
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Na rysunku 2.10 mo»na zauwa»y¢, »e je±li odejmiemy od interwaªu I(7, 10)
zamkni¦ty zbiór s¡siedztwa wierzchoªka 4, otrzymamy wierzchoªki 2 i 15, któ-
re odpowiednio nale»¡ do I(4, 10) i I(7, 4). Jednak do tego zbioru równie»
nale»e¢ b¦dzie wierzchoªek 13, który nie nale»y do I(4, 10) ani I(7, 4), lecz
do komponentu C42 .

Liczba niezale»no±ci: W roku 1999 zostaª zaprezentowany algorytm znaj-
dowania liczby niezale»no±ci grafu bez AT o teoretycznej zªo»ono±ci O(n4)
[11]. Algorytm ten skªada si¦ z nast¦puj¡cych kroków:

1. Dla ka»dego wierzchoªka x w zbiorze wierzchoªków V (G) nale»y stworzy¢
struktur¦ danych, która zawiera informacje o spójnych skªadowych dla
G \N [x].

2. Dla ka»dej pary nies¡siednich wierzchoªków x i y w zbiorze wierzchoª-
ków V (G) nale»y znale¹¢ interwaª I(x, y). Wystarczy skorzysta¢ ze wzoru
I(x, y) = Cx(y) ∩ Cy(x).

3. Nale»y posortowa¢ zbiory spójnych skªadowych i interwaªów zgodnie z po-
rz¡dkiem niemalej¡cym wg liczno±ci zbiorów.

4. Dla ka»dej spójnej skªadowej C i dla ka»dego interwaªu I nale»y obliczy¢
α(C) i α(I) wg ustalonego porz¡dku.

5. Na podstawie wyników z poprzednich kroków nale»y obliczy¢ α(G).

Ogólny algorytm wyznaczaj¡cy najwi¦kszy zbiór niezale»ny lub jego licz-
no±¢ dla grafów bez AT b¦dziemy w ramach testów porównywa¢ ze znanymi
algorytmami dla szczególnych rodzin grafów, takich jak grafy permutacji i
grafy przedziaªowe.

Zbiory niezale»ne w grafach przedziaªowych: Grafy przedziaªowe s¡
grafami ci¦ciwowymi, wi¦c znaj¡c PEO mo»na znale¹¢ najwi¦kszy zbiór nie-
zale»ny w czasie O(n+m). Je»eli jednak mamy dany graf przedziaªowy w re-
prezentacji permutacyjnej (2n etykiet), to wtedy najwi¦kszy zbiór niezale»ny
mo»na wyznaczy¢ w czasie O(n). Algorytm zostaª zaimplementowany w pra-
cy magisterskiej Macieja Mularskiego [14].

Zbiory niezale»ne w grafach permutacji: Je»eli mamy dany graf permu-
tacji w reprezentacji permutacyjnej, to szukanie najwi¦kszego zbioru niezale»-
nego jest równowa»ne szukaniu najdªu»szej rosn¡cej podsekwencji. W pracy
licencjackiej Alberta Surmacza przedstawiono dwa algorytmy rozwi¡zuj¡ce
ten problem [15]. Pierwszy algorytm wykorzystuj¡cy programowanie dyna-
miczne dziaªa w czasie O(n2). Drugi algorytm wykorzystuj¡cy metod¦ dziel

i zwyci¦»aj dziaªa w czasie O(n log n).

2.5. Zbiory dominuj¡ce

De�nicja: Zbiór dominuj¡cy (ang. dominating set) w gra�e G to taki pod-
zbiór S zbioru wierzchoªków V (G), »e ka»dy wierzchoªek nie nale»¡cy do S
jest poª¡czony kraw¦dzi¡ z przynajmniej jednym wierzchoªkiem z S. Je»eli
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z wierzchoªkami grafu s¡ powi¡zane wagi (liczby rzeczywiste), to wtedy wag¡
zbioru dominuj¡cego jest suma wag jego wierzchoªków.

W roku 2000 Kratsch przedstawiª algorytm znajduj¡cy najmniejszy zbiór
dominuj¡cy grafu bez AT [6]. Algorytm na wej±ciu przyjmuje graf G i pa-
rametr w, przy czym dla grafów bez AT w = 5. Algorytm mo»e by¢ u»yty
dla innych typów grafów, a wtedy w ma inn¡ warto±¢. W celu znalezienia
najmniejszego zbioru dominuj¡cego grafu zostaªy u»yte poziomy BFS z ka»-
dego wierzchoªka. Je±li graf G bez AT podany na wej±ciu algorytmu posiada
wierzchoªek x i zbiór dominuj¡cy o najmniejszej liczno±ci D taki, »e co naj-
wy»ej w wierzchoªków D nale»y do dowolnych trzech kolejnych poziomów
BFS, wówczas algorytm zwraca zbiór dominuj¡cy o najmniejszej liczno±ci
grafu G. Algorytm ten ma teoretyczn¡ zªo»ono±¢ O(nw+2), ale dla grafów
bez AT zªo»ono±¢ mo»na zredukowa¢ z O(n7) do O(n6). Algorytm ten skªada
si¦ z nast¦puj¡cych kroków:

1. Dla ka»dego wierzchoªka x w zbiorze wierzchoªków V (G) nale»y stworzy¢
struktur¦ danych H, która zawiera informacje o poziomach BFS z da-
nego wierzchoªka (zbiory wierzchoªków oddalonych od x o dan¡ liczb¦
kraw¦dzi): H0 = {x}, H1 = N(x), ..., Hl = {u ∈ V : dG(x, u) = l}.

2. Nale»y ustawi¢ zmienn¡ i = 1.
3. Nale»y utworzy¢ kolejk¦ A1, która zawiera trójki (S, S, val(S)) dla ka»dego

niepustego podzbioru S z N [x] speªniaj¡cego warunek val(S) := |S| ¬ w.
Pierwszy element trójki to zbiór wybranych wierzchoªków z ostatnich
trzech poziomów BFS. Drugi element trójki to cz¦±ciowe rozwi¡zanie, któ-
re b¦dzie powi¦kszane a» do otrzymania ko«cowego zbioru dominuj¡cego.
Trzeci element trójki to liczno±¢ cz¦±ciowego rozwi¡zania.

4. Dopóki kolejka Ai jest niepusta i speªniony jest warunek i < l, nale»y
wykona¢ nast¦puj¡ce kroki:
a. Nale»y ustawi¢ zmienn¡ i = i+ 1.
b. Dla ka»dej trójki (S, S ′, val(S)) w kolejce Ai−1 nale»y wykona¢:

i. Nale»y znale¹¢ wszystkie podzbiory U z Hi, dla których speªnione
jest |S ∪ U | ¬ w.

ii. Nast¦pnie dla ka»dego zbioru S∪U , nale»y sprawdzi¢ czy zamkni¦-
ty zbiór s¡siedztwa wierzchoªków z S ∪ U zawiera si¦ w Hi−1. Je-
±li warunek jest speªniony, tworzymy now¡ trójk¦ (R,R′, val(R′))
w nast¦puj¡cy sposób: R := (S∪U)\Hi−2, R′ := S ′∪U , val(R′) =
val(S ′) + |U |.

iii. Je±li zbiór R z powstaªej trójki (R,R′, val(R′)) nie znajduje si¦
w kolejce Ai, nale»y t¡ trójk¦ doda¢ do kolejki Ai.

iv. Je±li w kolejce Ai znajduje si¦ taka trójka (P, P ′, val(P ′)), dla któ-
rej P = R i val(R′) < val(P ′), to nale»y zamieni¢ (P, P ′, val(P ′))
na (R,R′, val(R′)).

c. Po±ród wszystkich trójek (S, S ′, val(S)) w kolejce Al (to jest ostatni
poziom BFS), dla których Hl zawiera si¦ w zamkni¦tym zbiorze naj-
bli»szego s¡siedztwa N [S], nale»y znale¹¢ tak¡ trójk¦ (B,B′, val(B′)),
dla której val(S ′) jest najmniejsze. Je±li speªniony jest warunek val(B′) <
|D|, to zapisujemy D := B′.
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5. Ostateczny wynik poszukiwania najmniejszego zbioru dominuj¡cego to
zbiór D.

Zbiory dominuj¡ce w grafach przedziaªowych: Do grafów bez AT nale-
»y rodzina grafów przedziaªowych. W roku 1998 Chang przedstawiª rozwi¡za-
nia problemów dotycz¡cych zbiorów dominuj¡cych dla grafów przedziaªowych
[17].

Zbiory dominuj¡ce w grafach permutacji: Do grafów bez AT nale»¡
tak»e grafy permutacji. W roku 1985 Farber i Keil znale¹li algorytm znaj-
duj¡cy najmniejszy zbiór dominuj¡cy w gra�e permutacji w czasie O(n2)
[18]. Inny algorytm znajduj¡cy zbiór dominuj¡cy o najmniejszej wadze dzia-
ªaª w czasie O(n3). W roku 1996 Rhee i inni podali algorytm O(n + m)
znajduj¡cy zbiór dominuj¡cy o najmniejszej wadze [19].

Ze wzgl¦du na ró»ne zastosowania rozwa»a si¦ pewne odmiany zbiorów
dominuj¡cych, np. niezale»ne zbiory dominuj¡ce, czyli zbiory dominuj¡ce b¦-
d¡ce jednocze±nie zbiorami niezale»nymi. W przypadku grafów permutacji
niezale»ne zbiory dominuj¡ce musz¡ by¢ maksymalnymi zbiorami niezale»ny-
mi, czyli maksymalnymi rosn¡cymi podsekwencjami w permutacji odpowia-
daj¡cej danemu grafowi. W artykule przegl¡dowym Changa mo»na znale¹¢
algorytm O(n2) rozwi¡zuj¡cy ten problem [20].

2.6. Najkrótsze ±cie»ki

Najkrótsza ±cie»ka mi¦dzy dwoma wierzchoªkami w gra�e wa»onym to
±cie»ka o najmniejszej dªugo±ci, przy czym przez dªugo±¢ ±cie»ki rozumiemy
sum¦ wag kraw¦dzi nale»¡cych do ±cie»ki. Zwykle rozwa»a si¦ graf wa»ony
skierowany, aby uwzgl¦dni¢ mo»liwo±¢ ró»nych wag dla kraw¦dzi przeciwnych
[10]. Graf wa»ony nieskierowany mo»na interpretowa¢ jako graf wa»ony skie-
rowany, w którym ka»da kraw¦d¹ nieskierowana odpowiada parze kraw¦dzi
przeciwnych o takiej samej wadze. Problem znalezienia najkrótszych ±cie-
»ek z jednego ¹ródªa polega na znalezieniu najkrótszych ±cie»ek od jednego,
wybranego wierzchoªka, do wszystkich pozostaªych. Klasycznym rozwi¡za-
niem jest algorytm Dijkstry, który mo»e by¢ zaimplementowany w czasie
O(m log n) (lista s¡siedztwa) lub O(n2) (macierz s¡siedztwa). Drugi problem
to znalezienie najkrótszych ±cie»ek mi¦dzy wszystkimi parami wierzchoªków
gra�e. Tutaj du»ym osi¡gni¦ciem jest algorytm Floyda-Warshalla dziaªaj¡cy
w czasie O(n3).

Grafy bez AT opisuj¡ ogólnie grafy o liniowej strukturze. Intuicja podpo-
wiada, »e w takich grafach szukanie najkrótszych ±cie»ek mo»e by¢ ªatwiejsze,
ni» w ogólnych grafach. Rzeczywi±cie, dla grafów permutacji i grafów prze-
dziaªowych mo»na znale¹¢ w literaturze prace opisuj¡ce algorytmy szybsze
ni» dla ogólnych grafów. Poni»ej przedstawimy wybrane wyniki znalezione
w literaturze.

W roku 1995 Ibarra i Zheng przedstawili algorytm równolegªy dla proble-
mu znalezienia najkrótszych ±cie»ek z jednego ¹ródªa dla grafów permutacji
w czasie O(log n) [21]. W celu rozwi¡zania problemu najkrótszych ±cie»ek
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nale»aªo zbudowa¢ struktur¦ linków z danego wierzchoªka grafu permutacji,
za pomoc¡ odpowiednich funkcji. Nast¦pnie, ze stworzonej struktury nale»aªo
odnale¹¢ najkrótsz¡ ±cie»k¦ ze ¹ródªa do ka»dego wierzchoªka.

Algorytm sªu»¡cy do rozwi¡zania problemu najkrótszych ±cie»ek dla wszyst-
kich par dla grafów permutacji o zªo»ono±ci O(n2) przedstawili Mondal, M.
Pal i T. Pal w roku 2002 [22]. Gªówna idea algorytmu opiera si¦ na utworze-
niu struktury przechowuj¡cej dane o zamkni¦tym najbli»szym s¡siedztwie dla
ka»dego wierzchoªka, wykonaniu oblicze« na podstawie odpowiednich funkcji
i zapisaniu ich w tablicach. Nast¦pnie, za pomoc¡ stosownej funkcji, znajdo-
wany jest dystans pomi¦dzy parami wierzchoªków.

W roku 2007 Sprague przedstawiª algorytm sªu»¡cy do znajdywania naj-
krótszych ±cie»ek dla wszystkich par wierzchoªków o caªkowitej zªo»ono±ci
O(n2) [23]. Opiera si¦ on na redukcji do dwudzielnych grafów permutacyjnych
i dalszej redukcji do grafów przedziaªowych jednostkowych. Nast¦pnie wyko-
nywane s¡ obliczenia dla stworzonych grafów przedziaªowych jednostkowych
i znajdowane s¡ najkrótsze ±cie»ki.

Algorytm rozwi¡zuj¡cy problem najkrótszej ±cie»ki z jednego ¹ródªa w cza-
sie O(n) przedstawili Atallah, Chen i Lee w roku 1995 [24]. Za pomoc¡
utworzonej struktury do przechowywania danych i odpowiednich oblicze«
na przedziaªach znajdowana jest najkrótsza ±cie»ka z jednego ¹ródªa.

Istnieje wiele przedstawionych algorytmów rozwi¡zuj¡cych problemy naj-
krótszych ±cie»ek dla grafów permutacji czy przedziaªowych. Mo»liwe jest,
»e dla grafów bez AT równie» istniej¡ algorytmy szybsze ni» dla ogólnych
grafów, które czekaj¡ na odkrycie.
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3. Algorytmy

Rozdziaª zawiera opisy implementacji wybranych algorytmów dla gra-
fów bez AT, a tak»e przykªadowe obliczenia na grafach z u»yciem pakietu
graphtheory.

3.1. Generowanie grafów bez AT

W literaturze nie znale¹li±my informacji o sposobach generowania gra-
fów bez AT, wi¦c do oblicze« wykorzystamy generatory grafów permutacji i
grafów przedziaªowych.

Graf przedziaªowy mo»na wygenerowa¢ u»ywaj¡c jednego z generatorów
dost¦pnych w pakiecie graphtheory. Dla n wymaganych wierzchoªków grafu
dostajemy w pierwszym kroku permutacj¦ 2n liczb (reprezentacja permuta-
cyjna), a w drugim kroku tworzymy graf abstrakcyjny.

# Generating i n t e r v a l graphs .
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_path_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_tepee_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_2tree_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_star_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_ktree_interval
from graphtheory . cho rda l i t y . i n t e r v a l t o o l s import make_abstract_interval_graph

# Creat ing a permutat ion r ep r e s en t a t i on .
n = 10
perm = make_random_interval (n) # random i n t e r v a l graph
#perm = make_path_interval (n) # P_n graph
#perm = make_tepee_interval (n) # tepee graph
#perm = make_2tree_interval (n) # 2= t r e e
#perm = make_star_interval (n) # K_{1 ,n=1} graph
#perm = make_ktree_interval (n , k=n // 2) # i n t e r v a l k=t r e e
a s s e r t len (perm) == 2*n

# Creat ing the a b s t r a c t graph from the permutat ion .
G = make_abstract_interval_graph (perm)
a s s e r t isinstance (G, Graph )

Graf permutacji mo»na wygenerowa¢ u»ywaj¡c jednego z generatorów
dost¦pnych w pakiecie graphtheory. Dla n wymaganych wierzchoªków grafu
dostajemy w pierwszym kroku permutacj¦ n liczb, a w drugim kroku two-
rzymy graf abstrakcyjny.

# Generating permutat ion graphs .
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
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from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_random_perm
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_star_perm
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_bipartite_perm
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_path_perm
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_ladder_perm
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_abstract_perm_graph

# Create permutat ions o f numbers from 0 to n=1.
n = 10
perm = make_random_perm(n) # random perm graph
#perm = make_star_perm(n) # b i p a r t i t e graph K_{1 ,n=1}
#perm = make_bipartite_perm (p=3, q=4) # b i p a r t i t e graph K_{p , q}
#perm = make_path_perm(n) # path graph P_n
#perm = make_ladder_perm(n) # ladder graph ( b i p a r t i t e )
a s s e r t isinstance (perm , l i s t )
a s s e r t len (perm) == n
a s s e r t sorted (perm) == l i s t ( range (n ) )

# Creat ing an a b s t r a c t graph .
G = make_abstract_perm_graph (perm)
a s s e r t isinstance (G, Graph )

3.2. Rozpoznawanie grafów bez AT

Jeden z algorytmów rozpoznawania grafów bez AT podaª Kohler w roku
2004 [25]. Jego implementacja znajduje si¦ w bibliotece NetworkX [26]. Dalej
przedstawimy analogiczn¡ implementacj¦ korzystaj¡c¡ z narz¦dzi i konwen-
cji pakietu graphtheory. Stworzono klas¦ ATFreeGraph, przez analogi¦ do klas
HalinGraph (grafy Halina) czy BipartiteGraphBFS (grafy dwudzielne rozpozna-
wane z u»yciem BFS).

Dane wej±ciowe: Dowolny graf prosty nieskierowany G.

Problem: Sprawdzenie, czy graf G zawiera AT.

Dane wyj±ciowe: Znaleziona trójka asteroidalna (krotka) jest zapisywana
w atrybucie asteroidal_triple . Je»eli trójka nie zostanie znaleziona, to atrybut
ma warto±¢ None.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od utworzenia struktury da-
nych, która zawiera informacje o spójnych skªadowych grafu dla ka»dego
wierzchoªka. Nast¦pnie stworzone zostaje dopeªnienie grafu. Dla ka»dych s¡-
siaduj¡cych wierzchoªków u i v dopeªnienia grafu sprawdzamy, czy istnieje
taki wierzchoªek w, nienale»¡cy do najbli»szego s¡siedztwa tych wierzchoª-
ków w oryginalnym gra�e, dla którego speªniony jest nast¦puj¡cy warunek:
dla ka»dego z wierzchoªków u, v, w sprawdzamy, czy pozostaªe wierzchoª-
ki nale»¡ do tej samej spójnej skªadowej grafu danego wierzchoªka, tj. czy
s¡ poª¡czone. Je±li znalezione zostaªy wierzchoªki speªniaj¡ce dane warunki,
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wynik algorytmu zapisywany jest w atrybucie klasy. Je±li atrybut klasy jest
pusty, to graf nie posiada trójki asteroidalnej.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu podawana w artykule Kohlera wy-
nosi O(nm̄+nm), gdzie m̄ oznacza liczb¦ kraw¦dzi w dopeªnieniu grafu wej-
±ciowego. Drugi wyraz to budowa struktury danych dla skªadowych spójnych.
Upraszczaj¡c mo»na okre±li¢ zªo»ono±¢ czasow¡ jako O(n3).

Listing 3.1. Moduª atfreegraphs, rozpoznawanie grafów bez AT.
#!/ usr / b in /env python3

from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . c onne c t i v i t y . connected import ConnectedComponentsBFS

class ATFreeGraph :
"""Check i f graph conta ins any a s t e r o i d a l t r i p l e .

A t t r i b u t e s
==========

graph : input graph

Notes
=====

Based on d e s c r i p t i o n from :
h t t p s :// networkx . org /documentation/ s t a l e / r e f e r ence / a l go r i t hms / a s t e r o i d a l . html
"""
def __init__( s e l f , graph ) :

"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( "The graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . a s t e r o i d a l_ t r i p l e = None
s e l f . component_structure = {}

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
s e l f . create_component_structure ( )
s e l f . f i n d_a s t e r o i d a l_ t r i p l e ( )

def i s_at_free ( s e l f ) => bool :
"""Checking i f the graph i s AT=f r e e . """
i f s e l f . component_structure i s None :

raise ValueError ( "Run the a lgor i thm f i r s t " )
return se l f . a s t e r o i d a l_ t r i p l e i s None

def create_component_structure ( s e l f ) :
"""Creat ing the component s t r u c t u r e f o r the graph . """
graph_nodes = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

c losed_neighbourhood = set ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( v ) ) . union ( [ v ] )
row_dict = dict ( ( u , 0) for u in closed_neighbourhood )
G_reduced = s e l f . graph . subgraph (

graph_nodes = closed_neighbourhood )
a lgor i thm = ConnectedComponentsBFS (G_reduced )
a lgor i thm . run ( )
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for u in a lgor i thm . cc :
row_dict [ u ] = algor i thm . cc [ u ] + 1

s e l f . component_structure [ v ] = row_dict
return se l f . component_structure

def f i n d_a s t e r o i d a l_ t r i p l e ( s e l f ) :
"""Finding an a s t e r o i d a l t r i p l e . """
i f s e l f . graph . v ( ) < 6 :

return None
graph_nodes = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
graph_complement = s e l f . graph . complement ( )

for edge in graph_complement . i t e r e d g e s ( ) :
u , v = edge . source , edge . t a r g e t
u_neighbourhood = set ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t (u ) ) . union ( [ u ] )
v_neighbourhood = set ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( v ) ) . union ( [ v ] )
uv_neighbourhoods_union = u_neighbourhood . union ( v_neighbourhood )
for w in ( graph_nodes = uv_neighbourhoods_union ) :

i f (
s e l f . component_structure [ u ] [ v ] ==
s e l f . component_structure [ u ] [w]
and se l f . component_structure [ v ] [ u ] ==
s e l f . component_structure [ v ] [w]
and se l f . component_structure [w ] [ u ] ==
s e l f . component_structure [w ] [ v ]

) :
s e l f . a s t e r o i d a l_ t r i p l e = (u , v , w)
return None

3.3. Wyznaczanie liczno±ci najwi¦kszego zbioru

niezale»nego dla grafów bez AT

Algorytm wyznaczania liczby niezale»no±ci zostaª podany w pracy z roku
1999 [11], a jego list¦ kroków podali±my w rozdziale 2. W naszej implemen-
tacji wykorzystujemy inne struktury danych ni» omawiane w oryginalnym
artykule, ale testy pokazuj¡, »e osi¡gn¦li±my zªo»ono±¢ obliczeniow¡ podawa-
n¡ w literaturze.

Dane wej±ciowe: Dowolny spójny graf bez AT.

Problem: Znajdowanie liczby niezale»no±ci dla grafów bez AT.

Dane wyj±ciowe: Liczno±¢ najwi¦kszego zbioru niezale»nego jest zapisywa-
na w atrybucie cardinality , zgodnie z konwencj¡ pakietu graphtheory. Atrybut
independent_set ma warto±¢ None i w tej implementacji nie jest wykorzystywa-
ny.

Opis algorytmu: Algorytm skªada si¦ z pi¦ciu kroków opisanych w rozdzia-
le 2 na bazie pracy [11].
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Zªo»ono±¢: Caªkowita zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n4). Omó-
wimy dokªadniej zªo»ono±¢ kolejnych kroków algorytmu. W kroku 1 wy-
znacza si¦ struktur¦ danych przechowuj¡c¡ informacj¦ o skªadowych, ana-
logicznie jak przy rozpoznawaniu grafu bez AT. W teorii zªo»ono±¢ wynosi
O(n(n+m)), poniewa» dla ka»dego wierzchoªka v nale»y wyznaczy¢ skªadowe
G \N [v]. Nasza implementacja równie» nie przekracza zªo»ono±ci O(n3).

W kroku 2 obliczane s¡ interwaªy I(x, y) dla wszystkich par nies¡siednich
wierzchoªków x i y. Zªo»ono±¢ wynosi zgodnie z literatur¡ O(n3), przy czym
w naszej implementacji wykorzystano operacje na zbiorach.

W kroku 3 nast¦puje sortowanie bukietowe przedziaªów i komponentów,
których jest co najwy»ej O(n2), wi¦c caªkowity czas to O(n3).

Najbardziej czasochªonny jest krok 4, w ktorym obliczane s¡ warto±ci
liczby niezale»no±ci dla coraz wi¦kszych przedziaªów i komponentów. Wg li-
teratury obliczenia dla komponentów zajmuj¡ czas O(n3), a dla przedziaªów
O(n4). Nasza implementacja wykorzystuje zbiory i rozumowanie z literatury
nie do ko«ca mo»na zastosowa¢, ale ogólny schemat oblicze« jest zachowany.

W kroku 5 obliczana jest warto±¢ α(G) w czasie O(n2).

Uwagi: Testy pokazuj¡, »e najtrudniejsze w obliczeniach s¡ grafy wydªu»o-
ne, takie jak graf ±cie»ka Pn, czy 2-drzewo. Wtedy czas oblicze« rzeczywi±cie
skaluje si¦ jak O(n4). Z kolei grafy bardziej g¦ste maj¡ czas oblicze« rz¦du
O(n3). Prawdopodobnie wynika to z liczniejszych s¡siedztw wierzchoªków, a
co za tym idzie mniejsz¡ liczb¡ komponentów i przedziaªów do zbadania.

Listing 3.2. Moduª atfreeiset1 , wyznaczanie liczno±ci najwi¦kszego zbioru nie-
zale»nego.

#!/ usr / b in /env python3

from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . c onne c t i v i t y . connected import ConnectedComponentsBFS

class ATFreeIndependentSet :
"""Find a maximum independent s e t f o r AT=f r e e graphs . """

def __init__( s e l f , graph ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f . independent_set = None
s e l f . c a r d i n a l i t y = 0
s e l f . component_structure = dict ( )
s e l f . component_lists = dict ( )
s e l f . i n t e r v a l s = dict ( )
s e l f . bucket_C = None
s e l f . bucket_I = None
s e l f . alpha_C = dict ( )
s e l f . alpha_I = dict ( )

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """

23

27:7006175803



s e l f . create_component_structure ( )
s e l f . f i nd_ in t e r va l s ( )
s e l f . sort_components_intervals ( )
s e l f . find_alpha_C_I ( )
s e l f . find_alpha_G ()

def create_component_structure ( s e l f ) :
"""Create component s t r u c t u r e f o r G. """
V = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
for v in V:

closed_neighborhood = set ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( v ) ) . union ( [ v ] )
G_reduced = s e l f . graph . subgraph (V = closed_neighborhood )
a lgor i thm = ConnectedComponentsBFS (G_reduced )
a lgor i thm . run ( )
component_list = [ set ( ) for x in range ( a lgor i thm . n_cc + 1 ) ]
component_list [ 0 ] = closed_neighborhood
for u in closed_neighborhood :

s e l f . component_structure [ v , u ] = component_list [ 0 ]
for u in a lgor i thm . cc :

idx = algor i thm . cc [ u ] + 1
component_list [ idx ] . add (u)
s e l f . component_structure [ v , u ] = component_list [ idx ]

s e l f . component_lists [ v ] = [
(v , next ( i ter ( s ) ) ) for s in component_list [ 1 : ] ]

def f i nd_ in t e r va l s ( s e l f ) :
"""Finding i n t e r v a l s f o r nonadjacent pa i r s o f v e r t i c e s . """
Gc = s e l f . graph . complement ( )
for edge in Gc . i t e r e d g e s ( ) :

v , u = edge . source , edge . t a r g e t
s e l f . i n t e r v a l s [ v , u ] = ( s e l f . component_structure [ v , u ]

& s e l f . component_structure [ u , v ] )
s e l f . i n t e r v a l s [ u , v ] = s e l f . i n t e r v a l s [ v , u ]

def sort_components_intervals ( s e l f ) :
""" Sor t ing components and i n t e r v a l s ( bucke t sor t , O(n^2) time ) . """
s e l f . bucket_C = [ [ ] for i in range ( s e l f . graph . v ( ) ) ]
s e l f . bucket_I = [ [ ] for i in range ( s e l f . graph . v ( ) ) ]
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

for key in s e l f . component_lists [ v ] :
s e l f . bucket_C [ len ( s e l f . component_structure [ key ] ) ] . append ( key )

for key in s e l f . i n t e r v a l s :
s e l f . bucket_I [ len ( s e l f . i n t e r v a l s [ key ] ) ] . append ( key )

def find_alpha_C_I ( s e l f ) :
"""Finding a lpha ( I ) and a lpha (C) . """
for key in s e l f . bucket_I [ 0 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = 0
for key in s e l f . bucket_I [ 1 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = 1
for key in s e l f . bucket_C [ 1 ] :

s e l f . alpha_C [ key ] = 1
for key in s e l f . bucket_I [ 2 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = s e l f . f ind_alpha_I ( key )
for key in s e l f . bucket_C [ 2 ] :

s e l f . alpha_C [ key ] = 1
for i in range (3 , s e l f . graph . v ( ) ) :

24

28:2395255425



for key in s e l f . bucket_I [ i ] :
s e l f . alpha_I [ key ] = s e l f . f ind_alpha_I ( key )

for key in s e l f . bucket_C [ i ] :
s e l f . alpha_C [ key ] = s e l f . find_alpha_C ( key )

def f ind_alpha_I ( s e l f , key ) :
"""Lemma 6.3 from [1999 Broersma ] . """
r e s u l t s = [ ]
x , y = key
i n t e r v a l = s e l f . i n t e r v a l s [ key ]
for s in i n t e r v a l :

r e s = s e l f . alpha_I [ x , s ] + s e l f . alpha_I [ s , y ]
S = i n t e r v a l . d i f f e r e n c e ( s e l f . i n t e r v a l s [ x , s ] ,

s e l f . i n t e r v a l s [ s , y ] ,
s e l f . component_structure [ s , s ] )

for key in s e l f . component_lists [ s ] :
C = s e l f . component_structure [ key ]
i f C. i s s u b s e t (S ) :

S = S . d i f f e r e n c e (C)
r e s += s e l f . alpha_C [ key ]

a s s e r t len (S) == 0 , S
r e s u l t s . append ( r e s )

return 1 + max( r e s u l t s )

def find_alpha_C ( s e l f , key ) :
"""Lemma 6.2 from [1999 Broersma ] . """
r e s u l t s = [ ]
x , y = key
component = s e l f . component_structure [ key ]
for z in component :

r e s = s e l f . alpha_I [ x , z ]
S = component . d i f f e r e n c e ( s e l f . component_structure [ z , z ] ,

s e l f . i n t e r v a l s [ x , z ] )
for key in s e l f . component_lists [ z ] :

C = s e l f . component_structure [ key ]
i f C. i s s u b s e t (S ) :

S = S . d i f f e r e n c e (C)
r e s += s e l f . alpha_C [ key ]

a s s e r t len (S) == 0 , S
r e s u l t s . append ( r e s )

return 1 + max( r e s u l t s )

def find_alpha_G( s e l f ) :
""" Fina l c a l c u l a t i o n s o f a lpha (G) . """
r e s u l t s = [ ]
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s = sum( s e l f . alpha_C [ key ] for key in s e l f . component_lists [ v ] )
r e s u l t s . append ( s )

s e l f . c a r d i n a l i t y = 1 + max( r e s u l t s )
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3.4. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla

grafów bez AT

W celu wyznaczenia najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla grafów bez
AT nale»aªo zmody�kowa¢ niektóre cz¦±ci programu, który znajdowaª licz-
no±¢ najwi¦kszego zbioru niezale»nego. Nale»aªo zmody�kowa¢ metod¦, która
znajdowaªa α(I) oraz α(C). Zmienne, zamiast liczno±ci zbiorów, przechowuj¡
wprost zbiory wierzchoªków. Znaleziony najwi¦kszy zbiór niezale»ny jest za-
pisywany w atrybucie independent_set, a jego liczno±¢ w atrybucie cardinality .

Listing 3.3. Moduª atfreeiset2 , wyznaczanie α(I) oraz α(C).
def find_alpha_C_I ( s e l f ) :

"""Finding a lpha ( I ) and a lpha (C) . """
for key in s e l f . bucket_I [ 0 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = set ( )
for key in s e l f . bucket_I [ 1 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = set ( s e l f . i n t e r v a l s [ key ] )
for key in s e l f . bucket_C [ 1 ] :

s e l f . alpha_C [ key ] = set ( s e l f . component_structure [ key ] )
for key in s e l f . bucket_I [ 2 ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = s e l f . f ind_alpha_I ( key )
for key in s e l f . bucket_C [ 2 ] :

S = set ( s e l f . component_structure [ key ] )
S . pop ( )
s e l f . alpha_C [ key ] = S

for i in range (3 , s e l f . graph . v ( ) ) :
for key in s e l f . bucket_I [ i ] :

s e l f . alpha_I [ key ] = s e l f . f ind_alpha_I ( key )
for key in s e l f . bucket_C [ i ] :

s e l f . alpha_C [ key ] = s e l f . find_alpha_C ( key )

Metoda znajduj¡ca maksymaln¡ liczno±¢ zbioru niezale»nego równie» zo-
staªa zmody�kowana tak, aby znalazªa równie» najwi¦kszy niezale»ny zbiór
z wyników oblicze«.

Listing 3.4. Moduª atfreeiset2 , znajdowanie α(G).
def find_alpha_G( s e l f ) :

""" Fina l c a l c u l a t i o n s o f a lpha (G) . """
r e s u l t s = [ ]
for v in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

S = set ( [ v ] )
for key in s e l f . component_lists [ v ] :

S . update ( s e l f . alpha_C [ key ] )
r e s u l t s . append (S)

s e l f . independent_set = max( r e s u l t s , key=len )
s e l f . c a r d i n a l i t y = len ( s e l f . independent_set )

3.5. Wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego

dla grafów bez AT

Dane wej±ciowe: Dowolny spójny graf bez AT.
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Problem: Znajdowanie najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów bez
AT.

Dane wyj±ciowe: Znaleziony najmniejszy zbiór dominuj¡cy jest zapisywa-
ny w atrybucie dominating_set, a jego liczno±¢ w atrybucie cardinality . Jest to
zgodne z konwencj¡ stosowan¡ w pakiecie graphtheory.

Opis algorytmu: Algorytm skªada si¦ z kroków opisanych w rozdziale 2 na
bazie pracy [6].

Zªo»ono±¢ czasowa: Caªkowita zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosiO(nw+2).
Parametr w w przypadku grafów bez AT wynosi 5, dlatego zªo»no±¢ czasowa
jest O(n7).

Na pocz¡tku wyznacza si¦ struktur¦ danych H, która zawiera informacje
o poziomach BFS z danego wierzchoªka. W teorii zªo»ono±¢ wynosi O(n(n+
m)), poniewa» dla ka»dego wierzchoªka nale»y wyznaczy¢ poziomy s¡siedztwa
BFS w czasie liniowym O(n+m).

W kolejnym kroku tworzona jest kolejkaA1 zawieraj¡ca trójki (S, S, val(S))
dla ka»dego niepustego podzbioru S z N [x] speªniaj¡cego val(S) := |S| ¬ w.
Zªo»ono±¢ czasowa tego etapu wynosi O(n3).

Dopóki kolejka Ai jest niepusta oraz i < l, wykonywane s¡ poni»ej opisane
obliczenia. Dla ka»dej trójki (S, S ′, val(S)) nale»y znale¹¢ wszystkie podzbio-
ry U z Hi, dla których speªnione jest |S∪U | ¬ w. Dla ka»dego takiego zbioru
|S ∪ U | nale»y sprawdzi¢, czy zamkni¦ty zbiór s¡siedztwa wierzchoªków ze
zbioru |S ∪ U | zawiera si¦ w Hi−1. W teorii zªo»ono±¢ wynosi O(nw+1), jest
ona zdominowana przez czas oblicze« dla podbiorów S ∪ U speªniaj¡cych
|S ∪ U | ¬ w, które zawieraj¡ si¦ w trzech nast¦puj¡cyh po sobie poziomach
BFS z danego wierzchoªka. Ilo±¢ czasu potrzebna na podzbiór S ∪ U wynosi
O(n) i w sumie rozwa»ane jest O(nw) podzbiorów, poniewa» |S ∪ U | ¬ w.
Caªo±¢ tego etapu ma zªo»ono±¢ O(nw+2).

Uwagi: Po wykonaniu testów wida¢, »e dla dwudzielnych grafów permuta-
cji i grafów k-drzewo zªo»ono±¢ czasowa rzeczywi±cie skaluje si¦ jak O(n7).
Natomiast dla grafów bardziej wydªu»onych, w tym dla grafu ±cie»ka Pn,
3-drzewo czy grafu drabinowego, testy pokazuj¡ zªo»ono±¢ O(n3). Prawdo-
podobnie wynika to z liczby wierzchoªków na poziomach BFS, im graf jest
g¦stszy tym wi¦cej oblicze« nale»y wykona¢.

Uwagi do implementacji: Poziomy BFS byªy wyznaczane za pomoc¡ kla-
sy BFSWithDepthTracker, dost¦pnej w pakiecie graphtheory. Ka»dy poziom BFS
to po prostu zbiór wierzchoªków grafu oddalonych o dan¡ liczb¦ kroków/kra-
w¦dzi.

W oryginalnym artykule obiektu Ai przechowuj¡ce trójki s¡ nazywane
kolejkami. W algorytmie potrzebne jest wyszukiwanie trójek ze wzgl¦du na
pierwszy element, dlatego zastosowali±my dla Ai sªowniki, gdzie kluczem jest
pierwszy element przechowywany jako frozenset.

W algorytmie pojawia si¦ potrzeba sprawdzania podzbiorów U zbioru Hi
o ograniczonej liczno±ci |U |. Wykorzystano do tego funkcj¦ itertools .combinations,
a caªo±¢ zamkni¦to w wygodnym generatorze iter_U.

27

31:1030465157



Listing 3.5. Moduª atfreedset , wyznaczanie najmniejszego zbioru dominuj¡-
cego.

#!/ usr / b in /env python3

import i t e r t o o l s
import c o l l e c t i o n s
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . t r a v e r s i n g . b f s import BFSWithDepthTracker

class ATFreeDominatingSet :
' ' ' Find a minimum dominating s e t o f AT=f r e e graphs .

Based on :

D. Kratsch , Domination and t o t a l domination in a s t e r o i d a l t r i p l e =f r e e
graphs , D i s c re t e Appl . Math . 99 No.1=3 , 111=123 (2000) .
' ' '
def __init__( s e l f , graph , w=5):

"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f graph . i s_d i r e c t ed ( ) :

raise ValueError ( " the graph i s d i r e c t ed " )
s e l f . graph = graph
s e l f .w = w
s e l f . dominating_set = set ( s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) )
s e l f . c a r d i n a l i t y = s e l f . graph . v ( )
s e l f ._H = None
s e l f . _max_level = 0
s e l f ._A = None

def run ( s e l f ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
for source in s e l f . graph . i t e r nod e s ( ) :

s e l f . f i nd_bf s_ l eve l s ( source )
s e l f . in it_queue ( )
i = 1
while s e l f ._A[ i ] and i < s e l f . _max_level :

i += 1
for S1 in s e l f ._A[ i =1] :

S1 , S2 , val_S2 = s e l f ._A[ i =1] [ S1 ]
for U in s e l f . iter_U ( s e l f ._H[ i ] , S1 ) :

S1uU = S1 . union (U)
N_S1uU = s e l f . f ind_closed_neighborhood (S1uU)
i f s e l f ._H[ i =1] . i s s u b s e t (N_S1uU) :

R1 = frozenset (S1uU = s e l f ._H[ i =2])
R2 = S2 . union (U)
val_R2 = val_S2 + len (U)

i f R1 not in se l f ._A[ i ] :
s e l f ._A[ i ] [ R1 ] = (R1 , R2 , val_R2 )

else :
P1 , P2 , val_P2 = s e l f ._A[ i ] [ R1 ]
i f val_R2 < val_P2 :

s e l f ._A[ i ] [ R1 ] = (R1 , R2 , val_R2 )
B1 , B2 , val_B2 = None , None , f loat ( ' i n f ' )
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for S1 in s e l f ._A[ s e l f . _max_level ] :
S1 , S2 , val_S2 = s e l f ._A[ s e l f . _max_level ] [ S1 ]
N_S1 = s e l f . f ind_closed_neighborhood ( S1 )

i f ( set (N_S1) . i s s u p e r s e t ( s e l f ._H[ s e l f . _max_level ] ) and

val_S2 < val_B2 ) :
B1 , B2 , val_B2 = S1 , S2 , val_S2

i f B2 and val_B2 < s e l f . c a r d i n a l i t y :
s e l f . dominating_set = B2
s e l f . c a r d i n a l i t y = val_B2

def f i nd_bf s_ l eve l s ( s e l f , node ) :
"""Creat ing a s t r u c t u r e wi th BFS l e v e l s . """
order = [ ]
a lgor i thm = BFSWithDepthTracker ( s e l f . graph )
a lgor i thm . run ( node , pre_action=lambda pa i r : order . append ( pa i r ) )
s e l f . _max_level = max( l e v e l for ( node , l e v e l ) in order )
s e l f ._H = [ set ( ) for i in range ( s e l f . _max_level + 1 ) ]
for ( node , l e v e l ) in order :

s e l f ._H[ l e v e l ] . add ( node )

def in it_queue ( s e l f ) :
""" I n i t i a l i z a t i o n o f queue . """
s e l f ._A = [ dict ( ) for i in range ( s e l f . _max_level + 1 ) ]
for r in range (1 , s e l f .w + 1 ) :

for S in i t e r t o o l s . combinat ions ( s e l f ._H[ 1 ] . union ( s e l f ._H[ 0 ] ) , r ) :
S = frozenset (S)
s e l f ._A[ 1 ] [ S ] = (S , S , len (S ) )

def iter_U ( s e l f , Hi , S ) :
""" I t e r a t o r f o r a l l combinat ions o f v e r t i c e s in Hi and S . """
for r in range (0 , len (Hi ) + 1 ) :

for U in i t e r t o o l s . combinat ions (Hi , r ) :
i f len (S . union (U) ) <= s e l f .w:

yield U

def f ind_closed_neighborhood ( s e l f , S ) :
"""Finding c l o s ed neighbourhood o f v e r t i c e s in S . """
r e s u l t = set (S)
for node in S :

r e s u l t . update ( s e l f . graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
return r e s u l t
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4. Podsumowanie

W ramach pracy zostaªy przedstawione wybrane zagadnienia zwi¡zane
z grafami bez AT. Grafy te s¡ trudne do badania, poniewa» nie nale»¡ do
grafów doskonaªych, a tak»e nie jest znany model geometryczny, który mógª-
by je reprezentowa¢. Z tego powodu du»o uwagi zostaªo po±wi¦cone rodzinom
grafów nale»¡cych do grafów bez AT, ze znanymi modelami geometryczny-
mi. Za pomoc¡ dowodów gra�cznych pokazano, »e grafy przedziaªowe i grafy
permutacyjne nale»¡ do grafów bez AT. Przedstawiono wybrane algorytmy
z zebranej literatury dotycz¡ce grafów bez AT, w tym grafów przedziaªowych
i permutacyjnych.

Zaimplementowano algorytm o zªo»ono±ci obliczeniowej O(n3) sprawdza-
j¡cy, czy dany graf nieskierowany jest grafem bez AT. Wykorzystano tu
bli¹niacz¡ implementacj¦ z biblioteki NetworkX. Opisano problem dotycz¡cy
znalezienia liczno±ci najwi¦kszego zbioru niezale»nego i znalezienia samego
zbioru niezale»nego w gra�e oraz zaprezentowano, na podstawie pracy [11],
algorytm rozwi¡zuj¡cy ten problem dla grafów bez AT. Zªo»ono±¢ oblicze-
niowa algorytmów wynosi O(n4). Przedstawione zostaªo tak»e rozwi¡zanie
problemu znalezienia najmniejszego zbioru dominuj¡cego dla grafów bez AT
na podstawie pracy [6]. Tutaj zªo»ono±¢ obliczeniowa wynosi O(n7). Zapre-
zentowano opisy wybranych algorytmów dotycz¡cych problemu najkrótszych
±cie»ek dla dwóch rodzin grafów nale»¡cych do grafów bez AT.

Wykonano testy wydajno±ciowe dla wszystkich zaimplementowanych al-
gorytmów i porównano je z wynikami teoretycznymi. Zwracano uwag¦ na
zªo»ono±ci obliczeniow¡, wydajno±ciow¡ i pami¦ciow¡. Testy poprawno±ci za-
prezentowanych moduªów wykonywane byªy za pomoc¡ moduªu unittest . Do
tych testów u»yte zostaªy ró»ne, wybrane klasy grafów nale»¡ce do rodziny
grafów bez AT.

Badania na grafami bez AT s¡ aktywnie prowadzone w literaturze, m. in.
w kontek±cie uporz¡dkowania wierzchoªków zwracanego przez ró»ne sposoby
przechodzenia przez graf. Obok klasycznych BFS i DFS, w pracy [27] analizo-
wano ogólne przeszukiwanie (ang. Generic Search), LBFS, LDFS, MNS (ang.
Maximal Neighbor Search). Wiadomo, »e DFS mo»e by¢ u»yte do rozpozna-
wania grafów planarnych, a LBFS pozwala znale¹¢ PEO w grafach ci¦ciwo-
wych. Okazuje si¦, »e przeszukiwanie LBFS mo»e by¢ u»yte do znalezienia
pary dominuj¡cej w gra�e bez AT. W pracy z roku 2014 Corneil i Stacho [28]
udowodnili twierdzenie, »e graf nie ma AT wtedy i tylko wtedy, gdy posiada
specjalne uporz¡dkowanie wierzchoªków o nazwie AT-free ORDER. Okazuje
si¦, »e to uporz¡dkowanie dla pewnych grafów bez AT jest istotnie ró»ne od
uporz¡dkowa« generowanych przez LBFS, LDFS, czy nawet zwykªego DFS.
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A. Testy algorytmów

A.1. Testy rozpoznawania grafów bez AT

W celu znalezienia praktycznej wydajno±ci algorytmu rozpoznawania gra-
fów bez AT, zmierzono czas jego dziaªania dla wybranych grafów bez AT. Wy-
korzystano do tego grafy przedziaªowe o klikach maksymalnych równych 5,
przy czym liczba wierzchoªków byªa sukcesywnie powi¦kszana.

Teoretyczna zªo»ono±¢ algorytmu znajdowania trójek astroidalnych wy-
nosi O(n3). Uzyskany wspóªczynnik dopasowania, widoczny na wykresie A.1,
wynosi a = 2.667(72) i potwierdza zaªo»enia teoretyczne.

A.2. Testy wyznaczania najwi¦kszego zbioru

niezale»nego i jego liczno±ci dla grafów bez AT

Aby znale¹¢ praktyczn¡ wydajno±¢ algorytmu wyznaczania najwi¦ksze-
go zbioru niezale»nego, zmierzono czas jego dziaªania dla wybranych rodzin
grafów bez AT. Pomiary zostaªy sporz¡dzone dla grafów permutacji, grafów
przedziaªowych ±cie»ka Pn oraz k-drzewo. Zostaªy równie» zmierzone czasy
wykonywania algorytmu znajdywania liczno±ci najwi¦kszego zbioru niezale»-
nego, jednak wyniki nie ró»ni¡ si¦ znacz¡co od wyników algorytmu znajdywa-
nia najwi¦kszego zbioru niezale»nego, co mo»na zauwa»y¢ na zamieszczonych
wykresach. Dla grafów wydªu»onych, takich jak graf ±cie»ka Pn, czas oblicze«
jest wydªu»ony i rzeczywi±cie skaluje si¦ jak zªo»ono±¢ O(n4). Natomiast
dla innych wykorzystanych grafów czas oblicze« mie±ci si¦ w O(n3), czyli
w mniejszej ni» teoretyczna zªo»ono±ci.

A.3. Testy wyznaczania najmniejszego zbioru

dominuj¡cego dla grafów bez AT

W celu znalezienia praktycznej wydajno±ci algorytmu wyznaczania naj-
mniejszego zbioru dominuj¡cego, zmierzono czasy dziaªania algorytmu dla
wybranych klas grafów bez AT. Pomiary zostaªy wykonane dla grafów per-
mutacji (grafy dwudzielne peªne, grafy typu drabina) oraz grafów przedziaªo-
wych (graf ±cie»ka Pn, 3-drzewo, k-drzewo). Dla dwudzielnych grafów permu-
tacji i grafów k-drzewo czas potrzebny do znalezienia najmniejszego zbioru
dominuj¡cego jest du»o wi¦kszy ni» dla pozostaªych rodzin grafów. Jest to
spowodowane wi¦ksz¡ liczb¡ wierzchoªków na poziomach BFS w tych grafach,
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Rysunek A.1. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego trójki asteroidalne w gra-
�e. Wspóªczynnik dopasowania a = 2.667(72) potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢

obliczeniow¡ O(n3).
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Rysunek A.2. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór nie-
zale»ny w gra�e permutacji. Wspóªczynnik dopasowania a = 2.720(65), co jest

mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n4).
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Rysunek A.3. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najwi¦kszego
zbioru niezale»nego w gra�e permutacji. Wspóªczynnik dopasowania a = 2.717(70),

co jest mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n4).
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Rysunek A.4. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór nieza-
le»ny w gra�e k-drzewo. Wspóªczynnik dopasowania a = 2.819(97), co jest mniejsze

od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n4).
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Rysunek A.5. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najwi¦kszego
zbioru niezale»nego w gra�e k-drzewo. Wspóªczynnik dopasowania a = 2.717(69),

co jest mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n4).
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Rysunek A.6. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego najwi¦kszy zbiór nieza-
le»ny w gra�e ±cie»ka Pn. Wspóªczynnik dopasowania a = 3.282(96), co potwierdza

teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n4).
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co daje wi¦ksz¡ liczb¦ podzbiorów do sprawdzenia. Wyniki dla grafów dwu-
dzielnych peªnych i grafów k-drzewo pokrywaj¡ si¦ z teoretyczn¡ zªo»ono±ci¡
O(n7). Natomiast dla pozostaªych wykorzystanych grafów czas oblicze« jest
mniejszy od teoretycznej zªo»ono±ci i skaluje si¦ jak O(n3).
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Rysunek A.7. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najwi¦kszego
zbioru niezale»nego w gra�e ±cie»ka Pn. Wspóªczynnik dopasowania a = 3.26(11),

co potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n4).
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Rysunek A.8. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najmniejszego
zbioru dominuj¡cego w gra�e permutacji. Wspóªczynnik dopasowania a = 7.33(49),

co potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n7).
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Rysunek A.9. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najmniejszego
zbioru dominuj¡cego w gra�e k-drzewo. Wspóªczynnik dopasowania a = 6.43(31),

co potwierdza teoretyczn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n7).
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AT-free dominating set for 3-tree graphs

Rysunek A.10. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najmniejszego
zbioru dominuj¡cego w gra�e 3-drzewo. Wspóªczynnik dopasowania a = 3.47(29),

co jest mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n7).
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Rysunek A.11. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najmniejszego
zbioru dominuj¡cego w gra�e przedziaªowym ±cie»ka Pn. Wspóªczynnik dopasowa-
nia a = 2.18(2), co jest mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n7).
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Rysunek A.12. Wyniki pomiarów algorytmu znajduj¡cego liczno±¢ najmniejsze-
go zbioru dominuj¡cego w gra�e drabinowym. Wspóªczynnik dopasowania a =
2.70(17), co jest mniejsze od teoretycznej zªo»ono±ci obliczeniowej O(n7).
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