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Streszczenie

W ramach niniejszej pracy omówiono zagadnienia zwi¡zane z grafami
koªowymi, które mo»na zde�niowa¢ jako grafy przeci¦¢ dla zbioru ci¦ciw
okr¦gu. Wiele problemów NP-trudnych dla grafów ogólnych, w przypadku
grafów koªowych mo»e by¢ rozwi¡zywanych w czasie wielomianowym. Powo-
dem dla zainteresowania grafami koªowymi jest ich zastosowanie w wielu dzie-
dzinach. Przedstawiono ró»ne wykorzystania grafów koªowych, przykªadowo
w naukach przyrodniczych do wizualizacji drugorz¦dowej struktury RNA lub
w problemach optymalizacyjnych, w planowaniu transportu publicznego, czy
skªadowania kontenerów na statku.

Przedstawiono relacj¦ z innymi klasami grafów, przede wszystkim grafów
permutacji, które s¡ szczególnym przypadkiem grafów koªowych, co w niektó-
rych algorytmach pozwala wykorzystywa¢ wydajne rozwi¡zania wykorzystu-
j¡ce wªa±ciwo±ci grafów permutacji. Zaprezentowano równie» gra�czny do-
wód, »e nie ka»dy graf permutacji jest grafem koªowym.

W pracy opisano wªa±ciwo±ci grafów koªowych, które stanowiªy podstaw¦
do stworzenia wydajnych algorytmów grafowych. Przedstawiono implementa-
cj¦ w j¦zyku Python wybranych algorytmów dla grafów koªowych. Algorytmy
zostaªy opisane wraz z przebiegiem ich dziaªania i analiz¡ zªo»ono±ci oblicze-
niowej. Zaprezentowano po dwa algorytmy wyznaczaj¡ce liczno±¢ najwi¦ksze-
go zbioru niezale»nego oraz znajduj¡ce najwi¦ksz¡ klik¦. Przestawiono tak»e
algorytmy przeszukiwania grafów koªowych w gª¡b i wszerz.

Ponadto, w pracy przedstawiono algorytm do wykrywania grafu permuta-
cji w reprezentacji permutacyjnej grafu koªowego, uzyskuj¡c to w czasie linio-
wym. Zaprezentowano ró»ne reprezentacje grafów koªowych oraz algorytmy
przeksztaªcaj¡ce pomi¦dzy nimi. Dodatkowo, zaimplementowano generatory
ró»nych typów grafów koªowych, zarówno grafów losowych, jak i tych speª-
niaj¡cych okre±lone kryteria.

Przetestowano poprawno±¢ wszystkich implementacji za pomoc¡ testów
jednostkowych. Czasowa zªo»ono±¢ algorytmów zostaªa zwery�kowana w spo-
sób eksperymentalny przy wykorzystaniu narz¦dzi dost¦pnych w j¦zyku Py-
thon, a wyniki zostaªy zobrazowane na wykresach.

Sªowa kluczowe: grafy koªowe, grafy permutacji, problem kliki, zbiory nie-
zale»ne, przeszukiwanie grafu, spójno±¢
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English title: Study of circle graphs with Python

Abstract

This paper discusses topics related to circle graphs, which can be de�ned as
intersection graphs of a set of chords on a circle. Many NP-hard problems
for general graphs can be solved in polynomial time in the case of circle
graphs. The motivation behind the interest in circle graphs lies in their diverse
applications. Various applications of circle graphs are presented, such as their
use in natural sciences for visualizing the secondary structure of RNA, as
well as in optimization problems related to public transport planning and
container storage on ships.

The relationship with other classes of graphs, primarily permutation gra-
phs, has been presented. Permutation graphs constitute a special case of circle
graphs, which enables the utilization of e�cient solutions based on the pro-
perties of permutation graphs in certain algorithms. Additionally, a graphical
proof was presented that not every permutation graph is a circle graph.

The properties of circle graphs are described in the paper, forming the
basis for the development of e�cient graph algorithms. An implementation
of selected algorithms for circle graphs is presented using the Python pro-
gramming language. The algorithms are described along with their execution
steps and computational complexity analysis. Two algorithms for determining
the size of the largest independent set and �nding the maximum clique are
showcased. Depth-�rst search and breadth-�rst search algorithms for circle
graphs are also presented.

Furthermore, an algorithm for detecting a permutation graph in permu-
tation representation of a circle graph, achieving it in linear time. Di�erent
representations of circle graphs and algorithms for transformations among
them are presented. Additionally, generators for various types of circle graphs
are implemented, covering both random graphs and those that ful�ll speci�c
criteria.

The correctness of all implementations is tested through unit tests. The
time complexity of the algorithms is experimentally veri�ed using tools ava-
ilable in the Python programming language, and the results are visualized
through diagrams.

Keywords: circle graphs, permutation graphs, clique problem, independent
sets, graph traversal, connectivity
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1. Wst¦p

Tematem pracy jest analiza grafów koªowych, które mo»na zde�niowa¢
jako grafy przeci¦¢ dla zbioru ci¦ciw okr¦gu [1]. Dokªadniej, graf koªowy jest
to graf nieskierowany, którego wierzchoªki odpowiadaj¡ ci¦ciwom okr¦gu, na-
tomiast dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiednie ci¦ciwy przecinaj¡ si¦.

Grafy koªowe zostaªy po raz pierwszy zde�niowane w 1971 roku w publi-
kacji Evena i Itaia, w której autorzy przeprowadzili badania mo»liwo±ci reali-
zowania permutacji przy pomocy stosów i kolejek [2]. Udowodnione zostaªo,
»e analizowany problem sprowadza si¦ do kolorowania wierzchoªków grafu
odpowiedniej klasy. Dla równolegªych kolejek jest to rodzina grafów permu-
tacji, a w przypadku stosów - grafy permutacji lub grafy koªowe, w zale»no±ci
od sposobu przenoszenia elementów pomi¦dzy stosami i kolejkami. Dla grafu
ogólnego problem kolorowania jest NP-trudny, a zaw¦»aj¡c si¦ do poszczegól-
nych klas mo»emy uzyska¢ wielomianowe algorytmy. We wspomnianej pracy
zostaªy równie» opisane dwa algorytmy: jeden do zapisu danego grafu koªo-
wego jako permutacji i drugi sªu»¡cy do zapisu permutacji jako graf koªowy.
Wykorzystanie specy�cznych wªa±ciwo±ci grafów koªowych daje mo»liwo±¢
rozwi¡zania problemów z teorii grafów w czasie wielomianowym, podczas
gdy te problemy dla grafu ogólnego s¡ NP-trudne lub NP-zupeªne. W 1973
roku opisane zostaªy algorytmy znajdowania najwi¦kszej kliki i najwi¦kszego
zbioru niezale»nego dla grafów koªowych [3]. Oba zaproponowane algorytmy
posiadaj¡ zªo»ono±¢ wielomianow¡. Algorytm do znajdowania najwi¦kszej
kliki grafu koªowego polega na utworzeniu i zbadaniu n podgrafów permuta-
cji, które nale»¡ do grafów przechodnich (ang. transitive graphs). Dla ka»dego
z nich mo»emy znale¹¢ najwi¦ksz¡ klik¦ w czasie O(n2), gdzie n jest liczb¡
wierzchoªków grafu. Do znajdowania najwi¦kszego zbioru niezale»nego, zosta-
ªo wykorzystane uto»samienie grafu koªowego z grafem nakªadania si¦ zbioru
przedziaªów na prostej (ang. overlap graph). Zauwa»my, »e nie jest to graf
przedziaªowy (ang. interval graph), bo w gra�e nakªadania przedziaª zawie-
raj¡cy si¦ caªkowicie w drugim nie tworzy kraw¦dzi w gra�e abstrakcyjnym.
Zªo»ono±¢ obliczeniowa tego algorytmu równie» wynosi O(n3).

Rozwi¡zanie problemu rozpoznania grafu koªowego jest mo»liwe w cza-
sie wielomianowym, a pierwszy taki algorytm zostaª opisany w roku 1985
[4]. Wykorzystuje on dekompozycj¦ grafu i posiada zªo»ono±¢ O(n7). Inny
algorytm rozpoznania grafu, wykorzystuj¡cy charakterystyk¦ grafów koªo-
wych w kategoriach lokalnego dopeªnienia, zostaª zaproponowany w 1987
roku przez Boucheta [5]. Jego zªo»ono±¢ wynosi O(n5). Kolejny algorytm wy-
korzystuj¡cy dekompozycj¦ grafu zostaª przedstawiony w roku 1989, a jego
zªo»ono±¢ obliczeniowa wynosi O(n3) [6]. W ko«cu w roku 1994 Spinrad podaª
algorytm rozpoznawania grafu koªowego w czasie O(n2) [7].
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W roku 2009 Geelen i Oum podali now¡ charakteryzacj¦ grafów koªo-
wych przez pivoting [8]. Autorzy znale¹li komputerowo 15 grafów, które s¡
zabronione w odniesieniu do grafów koªowych. Jest to uogólnienie twierdzenia
Kuratowskiego, które opisuje grafy planarne.

Nale»y zauwa»y¢, »e wykorzystanie grafów koªowych nie zawsze daje mo»-
liwo±¢ szybkiego rozwi¡zania danego problemu grafowego. Przykªadowo w pu-
blikacji z roku 1980 autorzy przedstawili dowód, »e dla grafu koªowego pro-
blem kolorowania wierzchoªków jest NP-trudny [9]. Podobnie w roku 1989
Damaschke pokazaª, »e problem znajdowania cyklu Hamiltona jest NP-zupeªny
dla grafów koªowych [10]. W roku 1993 Keil pokazaª, »e problem znajdowania
najmniejszego zbioru dominuj¡cego jest NP-zupeªny [11].

1.1. Cel i zakres pracy

Niniejsza praca stanowi przegl¡d wybranych zagadnie« dotycz¡cych te-
matu grafów koªowych. Jej gªównym celem jest wykorzystanie zebranej teorii
w praktyce poprzez implementacj¦ i opis algorytmów dziaªaj¡cych na grafach
koªowych.

Algorytmy zostaªy zaimplementowane w j¦zyku Python [12] w ramach
rozwoju pakietu graphtheory [13]. Implementacja algorytmów pozwala na
stworzenie praktycznych narz¦dzi, umo»liwiaj¡c u»ytkownikowi ªatwe i efek-
tywne operowanie na grafach koªowych. Rozwój biblioteki rozszerza jej funk-
cjonalno±¢ oraz uªatwia przyszªe badania i prace zwi¡zane z grafami koªowy-
mi.

Praca skupia si¦ nie tylko na implementacji algorytmów, ale tak»e na ich
analizie. Ka»dy zastosowany algorytm zostaª szczegóªowo opisany pod k¡tem
jego danych wej±ciowych, procedur oraz zªo»ono±ci obliczeniowej, umo»liwia-
j¡c czytelnikowi zrozumienie ich dziaªania i praktyczne zastosowanie. W celu
wery�kacji poprawno±ci algorytmów, przeprowadzone zostaªy testy jednost-
kowe. Zbadano równie» praktyczn¡ wydajno±¢ zaimplementowanych algoryt-
mów. Wyniki testów zostaªy przedstawione na wykresach w dodatku A.

1.2. Struktura pracy

Niniejsza praca zostaªa podzielona na pi¦¢ rozdziaªów oraz jeden doda-
tek. Rozdziaª 1 zawiera wprowadzenie przedstawiaj¡ce cel, zakres i struktur¦
pracy. Jego zadaniem jest przybli»enie czytelnikowi istoty pracy i tego, czego
mo»na si¦ spodziewa¢ w kolejnych rozdziaªach. Rozdziaª 2 przedstawia klu-
czowe poj¦cia zwi¡zane z grafami, wªa±ciwo±ci grafów koªowych oraz sposoby
ich reprezentacji. Rozdziaª 3 skupia si¦ na opisie zastosowanej implementacji
grafów, metody reprezentacji grafów koªowych oraz podstawowych algoryt-
mów sªu»¡cych do ich obsªugi. Rozdziaª 4 prezentuje implementacje i opisy
algorytmów rozwi¡zuj¡cych problemy z teorii grafów. Algorytmy te maj¡ na
celu efektywne rozwi¡zywanie ró»norodnych problemów wykorzystuj¡c im-
plementacj¦ grafów koªowych. Rozdziaª 5 stanowi podsumowanie pracy, za-
wieraj¡ce wnioski oraz mo»liwo±ci dalszych bada« i rozwoju w tej dziedzinie.
W dodatku A znajduj¡ si¦ testy algorytmów, które zostaªy przeprowadzone
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dla zaprezentowanych implementacji. S¡ to konkretne przykªady wykorzy-
stania algorytmów i prezentacja ich dziaªania w praktyce. Testy te maj¡ na
celu potwierdzenie rzeczywistej wydajno±ci algorytmów.

14:1147713263



2. Teoria grafów

W tym rozdziale, w celu zapewnienia jednoznaczno±ci, przedstawione
zostan¡ de�nicje fundamentalnych poj¦¢ niezb¦dnych do analizy i badania
struktur grafowych, które b¦d¡ wykorzystane w tej pracy. Poni»sze de�nicje
opieraj¡ si¦ przede wszystkim na opisach zawartych w podr¦cznikach Cor-
mena [14], Wilsona [15] i Golumbica [16].

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Graf prosty G = (V,E) to uporz¡dkowana para skªadaj¡c¡ si¦
z niepustego sko«czonego zbioru wierzchoªków V (G) oraz ze sko«czonego
zbioru kraw¦dzi E(G) (par wierzchoªków), ª¡cz¡cych te wierzchoªki [15].
Na ilustracjach gra�cznych, wierzchoªki (w¦zªy) s¡ przedstawiane jako kóªka
z unikalnymi etykietami, sªu»¡cymi do identy�kacji poszczególnych wierz-
choªków, natomiast kraw¦dzie stanowi¡ proste odcinki ª¡cz¡ce te kóªka. Przyj-
mujemy nast¦puj¡ce oznaczenia: n = |V (G)| to liczba wierzchoªków, m =
|E(G)| to liczba kraw¦dzi.

De�nicja: Graf nieskierowany (ang. undirected graph) to graf prosty, w któ-
rym zbiór kraw¦dzi jest zbiorem nieuporz¡dkowanych par wierzchoªków [14].
Oznacza to, »e ka»da kraw¦d¹ ª¡czy dwa ró»ne wierzchoªki, a zbiory {u, v}
oraz {v, u}, gdzie u, v ∈ V (G) i u 6= v oznaczaj¡ t¦ sam¡ kraw¦d¹.

De�nicja: Graf nieskierowany jest spójny (ang. connected), je»eli istnieje
±cie»ka (ci¡g wierzchoªków i kraw¦dzi) ª¡cz¡ca dowoln¡ par¦ wierzchoªków.
Graf niespójny jest zªo»ony z pewnej liczby spójnych skªadowych (ang. con-
nected components), które s¡ osobnymi spójnymi podgrafami [16].

De�nicja: Graf peªny Kn (ang. complete graph) jest to graf nieskierowany,
w którym dla ka»dej pary wierzchoªków istnieje kraw¦d¹ je ª¡cz¡ca.

De�nicja: Graf cykliczny Cn (ang. cycle graph) jest to graf nieskierowany
spójny z n wierzchoªkami, w którym ka»dy wierzchoªek ma dwóch s¡siadów.

De�nicja: Graf koªo Wn (ang. wheel graph) jest to graf nieskierowany z n
wierzchoªkami, który powstaje przez poª¡czenie centralnego wierzchoªka z po-
zostaªymi wierzchoªkami, tworz¡cymi graf cykliczny Cn−1. Najmniejszy graf
koªo to graf peªny K4 = W4.
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De�nicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) jest to graf nieskie-
rowany, którego wierzchoªki reprezentuj¡ elementy permutacji, a kraw¦dzie
reprezentuj¡ pary elementów tworz¡cych inwersj¦ w permutacji [17].

De�nicja: Graf koªowy (ang. circle graph) jest to graf nieskierowany, któ-
rego wierzchoªki odpowiadaj¡ ci¦ciwom okr¦gu, przy czym dwa wierzchoªki
s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie ci¦ciwy prze-
cinaj¡ si¦. Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»na przyj¡¢, »e ci¦ciwy nie maj¡
wspólnych ko«ców. Warto zauwa»y¢, »e czasem w literaturze graf koªo Wn
te» jest nazywany grafem koªowym.

Ciekawym sposobem opisu danej rodziny grafów jest podanie pewnej za-
bronionej podstruktury, która nie mo»e si¦ pojawi¢ w danej rodzinie. Przy-
kªadowo dla grafów planarnych s¡ to graf peªny K5 i graf peªny dwudzielny
K3,3 (twierdzenie Kuratowskiego). W przypadku grafów koªowych s¡ to grafy
koªo W6, W8, oraz graf W7, z którego usuni¦to trzy nies¡siednie kraw¦dzie
wychodz¡ce z wierzchoªka centralnego [18].

De�nicja: Graf przedziaªowy (ang. interval graph) to nieskierowany graf
utworzony ze zbioru przedziaªów na prostej, z wierzchoªkiem dla ka»dego
przedziaªu i kraw¦dzi¡ mi¦dzy wierzchoªkami, których przedziaªy si¦ przeci-
naj¡ [19].

De�nicja: Graf nakªadania si¦ zbioru przedziaªów na prostej (ang. overlap
graph) to graf, którego wierzchoªki mo»na uto»sami¢ z przedziaªami na pro-
stej w nast¦puj¡cy sposób: dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡, je±li ich
przedziaªy cz¦±ciowo zachodz¡ na siebie (maj¡ niepuste przeci¦cie), ale »aden
z nich nie zawiera drugiego w caªo±ci [20].

De�nicja: Grafy G1 i G2 s¡ izomor�czne, je±li istnieje jednoznaczne prze-
ksztaªcenie w¦zªów tych grafów, takie »e liczba kraw¦dzi ª¡cz¡cych dowoln¡
par¦ wierzchoªków w gra�e G1 jest równa liczbie kraw¦dzi ª¡cz¡cych odpo-
wiadaj¡ce im wierzchoªki w gra�e G2 [15].

De�nicja: Przeszukiwanie grafu to algorytmiczny proces badania struktury
grafu poprzez systematyczne przechodzenie wzdªu» kraw¦dzi, w celu odwie-
dzenia wszystkich wierzchoªków [14]. Istniej¡ ró»ne metody przeszukiwania
grafu, np. przeszukiwanie wszerz BFS (ang. Breadth-First Search) i prze-
szukiwanie w gª¡b DFS (ang. Depth-First Search), które prezentuj¡ ró»ne
techniki badania grafu, co przekªada si¦ na odmienn¡ kolejno±¢ odwiedzania
wierzchoªków.

De�nicja: Graf dwudzielny (ang. bipartite graph) to graf, w którym zbiór
wierzchoªków mo»na podzieli¢ na dwa rozª¡czne zbiory w taki sposób, »e
»adna kraw¦d¹ nie ª¡czy wierzchoªków nale»¡cych do tego samego zbioru.

De�nicja: Podziaª grafu nieskierowanego (ang. split) to podziaª, którego
zbiór elementów wyci¦tych tworzy kompletny graf dwudzielny [21].
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De�nicja: Dekompozycja grafu (ang. split decomposition, join decomposi-
tion) to podziaª grafu przechowywany w strukturze drzewa [21].

De�nicja: Graf pierwszy/gªówny (ang. prime graph) to graf, który nie ma
podziaªu w odniesieniu do split decomposition [22].

De�nicja: Klika (ang. clique) jest podzbiorem C zbioru wierzchoªków gra-
fu nieskierowanego, w którym ka»da para wierzchoªków z C jest poª¡czona
kraw¦dzi¡. Klik¦ skªadaj¡c¡ si¦ z k wierzchoªków nazywamy k-klik¡. Klik¦
nazywamy maksymaln¡ (ang. maximal clique) w danym gra�e, je±li nie mo»-
na doda¢ do niej kolejnego wierzchoªka w taki sposób, aby utworzy¢ wi¦ksz¡
klik¦ [16]. Klik¦ nazywamy najwi¦ksz¡ (ang. maximum clique), je»eli w gra�e
nie ma innej kliki o wi¦kszej liczbie wierzchoªków.

De�nicja: Zbiór niezale»ny (ang. independent set) grafu to podzbiór jego
wierzchoªków, w którym »adne dwa wierzchoªki nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.
Zbiór niezale»ny mo»e by¢ maksymalny (ang. maximal), je±li nie mo»na do-
da¢ »adnego innego wierzchoªka do tego zbioru [16]. Najwi¦kszy zbiór nieza-
le»ny (ang. maximum) to zbiór niezale»ny o najwi¦kszej liczno±ci w danym
gra�e.

De�nicja: Graf ci¦ciwowy (ang. chordal graph) to graf nieskierowany, w któ-
rym ka»dy cykl o dªugo±ci wi¦kszej ni» trzy zawiera ci¦ciw¦ (ang. chord), czyli
kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ dwa niekolejne wierzchoªki cyklu.

2.2. Zastosowania grafów koªowych

Powodem szerokiego zainteresowania rodzin¡ grafów koªowych s¡ ich mo»-
liwe zastosowania w wielu dziedzinach. W naukach przyrodniczych stosuje si¦
je do wizualizacji drugorz¦dowej struktury RNA [23]. Rozkªadaj¡c cz¡steczk¦
RNA i zapisuj¡c kolejne nukleotydy na okr¦gu, mo»na przedstawi¢ ci¦ciwy
tego okr¦gu jako równowa»ne z wi¡zaniami wyst¦puj¡cymi w prezentowanej
cz¡steczce. Po utworzeniu grafów koªowych, dla wszystkich mo»liwych wi¡za«
pomi¦dzy nukleotydami, mo»na zauwa»y¢, »e ka»da drugorz¦dowa struktu-
ra RNA odpowiada zbiorowi niezale»nemu tego grafu, ze wzgl¦du na to, »e
wi¡zania nukleotydów nie mog¡ si¦ krzy»owa¢. Zatem, algorytmy badaj¡ce
proces zwijania cz¡steczek RNA [24], [25] wªa±ciwie znajduj¡ maksymalny
wa»ony zbiór niezale»ny w gra�e koªowym [26].

Even i Itai przedstawili dowód, »e problem kolorowania grafu koªowego
jest równowa»ny problemowi sortowania permutacji przy pomocy równole-
gªych stosów [2]. W praktyce ten problem pojawia si¦ w planowaniu rozkªa-
dów publicznego transportu, gdzie istnieje potrzeba efektywnego rozmiesz-
czenia i optymalizacji zasobów. Przykªadowo, dotyczy to optymalnego usta-
lenia miejsc dla tramwajów w zajezdni, aby rano podczas wyjazdu na tras¦
si¦ wzajemnie nie blokowaªy [27]. Kolejnym przypadkiem jest wybór toru dla
poci¡gu wje»d»aj¡cego na stacj¦ tak, aby nie blokowaª innego poci¡gu i mógª
opu±ci¢ stacj¦ na czas [28], [29]. Podobne problemy pojawiaj¡ si¦ równie» na
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zajezdniach autobusowych [30]. Problem kolorowania powi¡zany jest równie»
z problemem skªadowania kontenerów na statku [31], [32].

Nash i Gregg rozwa»ali grafy koªowe pod wzgl¦dem optymalizacji kom-
pilacji [33]. Autorzy zaproponowali wykorzystanie algorytmów grafów koªo-
wych do alokacji rejestrów podczas kompilacji programowych p¦tli potoko-
wych. Opisywany przez nich algorytm do znajdowania najwi¦kszego zbio-
ru niezale»nego znalazª swoje zastosowanie równie» w geometrii obliczenio-
wej [34].

Algorytmy grafów koªowych znalazªy swoje zastosowanie tak»e w pro-
jektowaniu ukªadów scalonych VLSI (ang. Very Large Scale Integration).
Sherwani podaje, »e ró»ne klasy grafów, a w tym wªa±nie grafy koªowe s¡
wykorzystywane do reprezentowania ukªadów VLSI [35]. W projektowaniu
ukªadów elektronicznych, wierzchoªki grafu mog¡ reprezentowa¢ ró»ne kom-
ponenty ukªadu, takie jak tranzystory, rezystory czy kondensatory, a kraw¦-
dzie mi¦dzy nimi b¦d¡ odzwierciedla¢ poª¡czenia elektryczne. Dzi¦ki temu
w projektowaniu tych ukªadów mo»liwe jest wykorzystanie wydajnych algo-
rytmów.

Innym obszarem, w którym znane s¡ zastosowania grafów koªowych, jest
chemia obliczeniowa [36]. Grafy koªowe mog¡ by¢ wykorzystywane do mo-
delowania struktur chemicznych i analizy zwi¡zków chemicznych. W takim
kontek±cie wierzchoªki grafu mog¡ reprezentowa¢ atomy, a kraw¦dzie mi¦dzy
nimi oznaczaj¡ wi¡zania chemiczne.

2.3. Relacje z innymi klasami grafów

Szczególnym przypadkiem grafów koªowych s¡ grafy permutacji, które
zostaªy przeze mnie zbadane w pracy licencjackiej [37]. Przedstawiªem w niej
nast¦puj¡c¡ analiz¦: gra�czna interpretacja grafów permutacji to ci¡gi liczb,
które reprezentuj¡ wierzchoªki danego grafu - pierwszy ci¡g bazowy oraz
drugi b¦d¡cy permutacj¡ tych liczb. Po umieszczeniu ich nad równolegªy-
mi prostymi, a nast¦pnie poª¡czeniu tych samych liczby nowymi odcinkami,
przecinaj¡ce si¦ odcinki oznaczaj¡ kraw¦d¹ w gra�e pomi¦dzy wierzchoªkami,
z których wychodziªy te kraw¦dzie. Przykªad gra�cznej reprezentacji grafu
permutacji znajduje si¦ na rysunku 2.1. Zauwa»y¢ mo»na, »e ten sam zapis
grafu jest mo»liwy na okr¦gu, pierwszy ci¡g nad górn¡ cz¦±ci¡, a drugi nad
doln¡, co przedstawia rysunek 2.2. Jest to procedura dziaªaj¡ca tylko w jedn¡
stron¦, poniewa» nie ka»dy graf koªowy jest grafem permutacji. Nie zawsze
mo»liwy jest podziaª okr¦gu z opisanymi na nim liczbami na dwie cz¦±ci w ta-
ki sposób, aby ka»dy zawieraª te same liczby. Najmniejszym grafem koªowym,
który nie jest grafem permutacji, jest graf cykliczny C5, zaprezentowany na
rysunku 2.3.

Autorzy Even i Itai przedstawili gra�czny dowód na to, »e nie ka»dy graf
nieskierowany mo»e by¢ przedstawiony jako graf koªowy [2]. Analogicznie do
ich analizy na rysunku 2.4 przedstawiono przykªad takiego grafu. Jest to graf
koªoW6. Próbuj¡c narysowa¢ okr¡g reprezentuj¡cy ten graf otrzymano okr¡g
cykliczny pokazany na rysunku 2.3. Jest to jedyny sposób na uzyskanie grafu
skªadaj¡cego si¦ z tych pi¦ciu wierzchoªków. W tym przypadku nie ma mo»li-
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wo±ci dodania szóstego wierzchoªka, czyli szóstej ci¦ciwy, która jednocze±nie
przecinaªaby wszystkie pozostaªe, co dowodzi, »e dla tego grafu nie istnieje
reprezentacja w postaci grafu koªowego.

Gavril w swojej pracy zaprezentowaª, »e graf jest grafem koªowym wtedy
i tylko wtedy, gdy jest grafem nakªadania si¦ zbioru przedziaªów na prostej [3].
Grafy te s¡ reprezentowane jako przedziaªy na prostej, a wi¦c analizuj¡c graf
koªowy rozwa»a si¦ styczn¡ do okr¦gu w dowolnym punkcie, który nie jest
punktem pocz¡tkowym »adnej z ci¦ciw. Nast¦pnie wyznaczono punkt znaj-
duj¡cy si¦ po przeciwlegªej stronie okr¦gu do punktu styczno±ci. Wyprowa-
dzaj¡c z tego punktu póªproste przechodz¡ce przez punkty pocz¡tkowe ci¦ciw
zapisano punkty w miejscach przeci¦cia tych póªprostych ze styczn¡. Ka»da
ci¦ciwa okre±la w ten sposób dwa punkty na stycznej, które mo»na rozwa»y¢
jako przedziaª na tej prostej. Uzyskany w ten sposób zbiór przedziaªów inter-
pretowany jako graf nakªadania si¦ zbioru przedziaªów na prostej jest to»sa-
my z grafem koªowym wyznaczonym przez ten okr¡g z ci¦ciwami. Gra�czne
przedstawienie powy»szego rozumowania na przykªadzie grafu koªowego 2.2
znajduje si¦ na rysunku 2.5.

Rysunek 2.1. Reprezentacja gra�czna grafu permutacji.
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Rysunek 2.2. Reprezentacja gra�czna grafu koªowego.

Rysunek 2.3. Graf cykliczny C5 jako graf koªowy.

Rysunek 2.4. Graf W6, który nie jest grafem koªowym.
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Rysunek 2.5. Graf koªowy jako graf nakªadania si¦ zbioru przedziaªów na prostej.
Przedziaª 1 zawiera si¦ w caªo±ci w przedziale 3, a wi¦c nie ma w gra�e kraw¦dzi

ª¡cz¡cej wierzchoªek 1 z wierzchoªkiem 3.
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3. Implementacja grafów

Na wst¦pie warto zauwa»y¢, »e grafy koªowe opisuje si¦ u»ywaj¡c kilku
reprezentacji. Reprezentacj¦ dobiera si¦ w zale»no±ci od problemu, a prze-
ksztaªcenia mi¦dzy reprezentacjami nie zawsze s¡ proste. Reprezentacje b¦d¡
bardziej szczegóªowo opisane w dalszej cz¦±ci pracy. Pewne reprezentacje nie
s¡ wyznaczone jednoznacznie, jeden graf abstrakcyjny mo»e mie¢ kilka form
w danej reprezentacji.

1. Reprezentacja jako graf abstrakcyjny nieskierowany, gdzie mamy jedy-
nie informacj¦ o istnieniu kraw¦dzi mi¦dzy wierzchoªkami. W kodzie graf
b¦dzie instancj¡ klasy Graph.

2. Reprezentacja geometryczna przez sko«czony zbiór ci¦ciw okr¦gu. Ró»ne
reprezentacje geometryczne mog¡ prowadzi¢ do tego samego grafu abs-
trakcyjnego, co zostanie pokazane w przykªadowyh obliczeniach.

3. Reprezentacja przez zbiór odcinków na prostej, gdzie odcinki odpowiadaj¡
wierzchoªkom grafu, a wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie przedziaªy nakªadaj¡ si¦, ale jeden odcinek nie
jest w caªo±ci zawarty w drugim. W kontek±cie tej reprezentacji u»ywa
si¦ nazwy overlap graphs zamiast circle graphs. T¡ reprezentacj¦ uzyskuje
si¦ przez odpowiednie rzutowanie ci¦ciw na prost¡.

4. Reprezentacja przez permutacj¦ etykiet ci¦ciw okr¦gu, przy czym ka»da
etykieta ci¦ciwy wyst¦puje dwa razy (permutacja z podwójnymi wyst¡-
pieniami). Permutacj¦ odczytujemy z reprezentacji geometrycznej przez
przej±cie wzdªu» okr¦gu i zapisanie etykiet ko«ców napotkanych ci¦ciw.
Zapis przez permutacj¦ nie jest jednoznaczny, mo»emy zrobi¢ cykliczn¡
rotacj¦ etykiet lub odwróci¢ kolejno±¢ etykiet, a mimo to dalej opisujemy
ten sam graf koªowy.

5. σ-reprezentacja u»ywaj¡ca permutacji σ, wykorzystywana w pracy [33].
6. Reprezentacja przez permutacj¦ etykiet ci¦ciw (z primem i bez) i etykiet

pewnych sztucznych punktów umieszczonych na okr¦gu [2].

3.1. Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej

Graf koªowy mo»na przedstawia¢ jako permutacj¦ kolejnych etykiet z po-
dwójnymi wyst¡pieniami ka»dej z nich poprzez odczytanie kolejnych etykiet
ci¦ciw z modelu koªowego. Przykªadowo, dla grafu z rysunku 2.2 taka permu-
tacja to [1, 3, 2, 3, 1, 2]. Mo»emy odczyta¢ te liczby w przeciwnym kierunku
otrzymuj¡c [1, 2, 1, 3, 2, 3] lub rozpocz¡¢ odczytywanie od dowolnego innego
miejsca na okr¦gu, co przykªadowo daje nam permutacj¦ [2, 3, 1, 2, 1, 3], wci¡»
wyznaczaj¡c ten sam graf. Wykorzystanie takiej postaci grafu mo»e uªatwi¢
wykonanie pewnych algorytmów grafowych. Dla prostoty reprezentacj¦ z po-
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dwójnymi wyst¡pieniami liczb b¦dziemy nazywa¢ reprezentacj¡ permutacyj-
n¡.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Utworzenie grafu abstrakcyjnego z pakietu graphtheory na podsta-
wie permutacji z podwójnymi wyst¡pieniami.

Opis algorytmu: Algorytm tworzy obiekt grafu abstrakcyjnego z pakietu
graphtheory, startuj¡c z funkcji create_graph_from_double_occurences_permutation.
Wykorzystuje ona funkcj¦ �nd_overlaped_numbers, która dla ka»dego wierz-
choªka zwraca sªownik mapuj¡cy ten wierzchoªek z wyznaczon¡ przez niego
list¡. Na kolejnym etapie wykorzystywana jest funkcja count_occurences, która
dla takiej listy oblicza wyst¡pienia ka»dego z wierzchoªków, po czym wyszu-
kiwane s¡ te wierzchoªki, które maj¡ dokªadnie jedno wyst¡pienie na takiej
li±cie. Oznacza to, »e nale»y doda¢ kraw¦d¹ w tworzonym gra�e.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ algorytmu wynosi O(n2), gdzie n to liczba wierzchoª-
ków grafu, co zostaªo potwierdzone w dodatku A.

Uwagi: Implementacja algorytmu znajduje si¦ na listingu 3.1.

Listing 3.1. Moduª create_graph_from_permutation.
from graphtheory . s t r u c t u r e s . graphs import Graph
from graphtheory . s t r u c t u r e s . edges import Edge

def f ind_overlaped_numbers ( double_perm ) :
' ' '
: param double_perm : Double occurences permutat ion
: re turn : A d i c t i ona r y mapping each v e r t e x wi th

a sub− l i s t conta ined between the ends o f
the i n t e r v a l t h a t d e f i n e s t h i s v e r t e x

' ' '
nodes = set ( double_perm )
r e s u l t_ l i s t s = {n : [ ] for n in nodes}

for i in range ( len ( double_perm ) ) :
for j in range ( i + 1 , len ( double_perm ) ) :

i f double_perm [ j ] == double_perm [ i ] :
# add sub− l i s t
r e s u l t_ l i s t s [ double_perm [ i ] ] . append (

double_perm [ i + 1 : j ] )
break

return r e s u l t_ l i s t s

def count_occurences ( l s t ) :
' ' '
: param l s t : L i s t o f nodes
: re turn : The number o f occurrences o f each v e r t e x on the l i s t l
' ' '
counter = {}
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for node in l s t :
i f node in counter :

counter [ node ] += 1
else :

counter [ node ] = 1
return counter

def create_graph_from_double_occurences_permutation ( double_perm ) :
' ' '
: param double_perm : Graph as a doub le occurences permutat ion
: re turn : Graph as o b j e c t from graphtheory package
' ' '
nodes = set ( double_perm )
graph = Graph ( len ( nodes ) )
for node in nodes :

graph . add_node ( node )

l i s t s = find_overlaped_numbers ( double_perm )
for i , s u b l i s t in l i s t s . i tems ( ) :

count = count_occurences ( s u b l i s t [ 0 ] )
for j , c in count . i tems ( ) :

i f c == 1 :
edge = Edge ( i , j )
i f not graph . has_edge ( edge ) :

graph . add_edge ( edge )
return graph

3.2. Utworzenie σ-reprezentacji grafu koªowego

Kolejnym ze sposobów reprezentacji grafu koªowego jest σ-reprezentacja,
która zostaªa opisana w publikacji Nasha i Gregga [33]. Ten sposób przed-
stawienia grafu bazuje na wªa±ciwo±ci, »e grafy koªowe s¡ to»same z prze-
dziaªami na prostej. Permutacj¦ σ liczb {1, . . . , 2n} de�niujemy przez pary
oznaczaj¡ce zako«czenia przedziaªów (σ2k−1, σ2k), dla 1 ¬ k ¬ n, gdzie n to
liczba wierzchoªków grafu. Przykªadowo, kolejne punkty ko«cowe przedzia-
ªów grafu z rysunku 2.5 jako permutacja z podwójnymi wyst¡pieniami to
[3, 1, 2, 1, 3, 2]. Aby zapisa¢ ten sam graf jako σ-reprezentacj¦, indeksujemy
kolejne ko«ce przedziaªów (jak zdarzenia na osi liczbowej) zaczynaj¡c od 1, a
nast¦pnie zgodnie z de�nicj¡ zapisujemy je w kolejno±ci [1, 5, 2, 4, 3, 6]. Para
1 i 5 stanowi indeksy lewego i prawego ko«ca pierwszego przedziaªu, 2 i 4
wyznaczaj¡ par¦ zako«cze« kolejnego przedziaªu, a 3 i 6 ostatniego.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Przeksztaªcenie reprezentacji permutacyjnej w σ-reprezentacj¦.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od utworzeniu sªowników, które
b¦d¡ przechowywa¢ informacje o indeksach pierwszych i drugich wyst¡pie«
poszczególnych liczb w podwójnej permutacji. Wypeªniamy je, przechodz¡c
przez ka»dy element podwójnej permutacji i sprawdzaj¡c czy jest to pierwsze,
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czy ju» drugie wyst¡pienie tej warto±ci, co decyduje o wyborze sªownika,
do którego zostanie on dodany. Ostatnim krokiem algorytmu jest iteracja
po kluczach sªownika z pierwszymi wyst¡pieniami, dodaj¡c pary zako«cze«
kolejnych przedziaªów do tworzonej σ-reprezentacji.

Zªo»ono±¢: Wyniki bada« wydajno±ci algorytmu wskazuj¡ na zªo»ono±¢ li-
niow¡ O(n) i znajduj¡ si¦ w dodatku A.

Uwagi: Implementacja algorytmu znajduje si¦ na listingu 3.2.

Listing 3.2. Moduª sigma_representation.
def get_sigma_representat ion ( double_perm ) :

' ' '
: param double_perm : C i r c l e graph as

a doub le occurences permutat ion
: re turn : Sigma rep r e s en t a t i on o f C i r c l e graph
' ' '
occur r ence s = {}
for i , number in enumerate( double_perm , s t a r t =1):

i f number in occur r ence s :
o c cur r ence s [ number ] . append ( i )

else :
o c cur r ence s [ number ] = [ i ]

sigma = [ ]
for key in occur r ence s :

sigma . extend ( occur r ence s [ key ] )
return sigma

3.3. Generowanie przypadkowych grafów koªowych

Aby przeprowadza¢ badania na grafach koªowych, u»ywamy funkcji, które
umo»liwiaj¡ generowanie ich w sposób losowy. S¡ one przydatne przy badaniu
wydajno±ci algorytmów grafowych. Pierwszy algorytm polega na utworze-
niu permutacji z podwójnymi wyst¡pieniami, a nast¦pnie wymieszaniu jej.
W drugim algorytmie chcemy uzyska¢ graf spójny, wi¦c mieszamy t¦ permu-
tacj¦ a» do momentu uzyskania spójnego grafu. Implementacja tych funkcji
znajduje si¦ na listingu 3.3.

Listing 3.3. Moduª generate_random_circle_graph.
from random import s h u f f l e
from i s_connected import i s_connected
from create_graph_from_permutation import ∗

def generate_random_connected_circle_graph (n ) :
' ' '
: param n : num of v e r t i c e s
: re turn : Connected c i r c l e graph
' ' '
doubled_perm = l i s t ( range (n ) ) ∗ 2
while not i s_connected ( doubled_perm ) :
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s h u f f l e ( doubled_perm )
return create_graph_from_double_occurences_permutation ( doubled_perm )

def generate_random_circle_graph (n ) :
' ' '
: param n : num of v e r t i c e s
: re turn : Random c i r c l e graph
' ' '
doubled_perm = l i s t ( range (n ) ) ∗ 2
s h u f f l e ( doubled_perm )
return create_graph_from_double_occurences_permutation ( doubled_perm )

3.4. Generowanie nieprzypadkowych grafów koªowych

W badaniach grafów koªowych, oprócz rozwa»enia przypadkowych gra-
fów, warto równie» zbada¢ te, które maj¡ jak¡± szczególn¡ wªasno±¢. Przy-
kªadem mo»e by¢ graf liniowy (ang. path graph), czyli taki, który skªada si¦
z wierzchoªków kolejno poª¡czonych kraw¦dziami, tworz¡c pojedyncz¡ lini¦.
Kolejnym przykªadem s¡ grafy cykliczne (ang. cycle graph) czyli graf liniowy
skªadaj¡cy si¦ z co najmniej trzech wierzchoªków, gdzie dodatkowo pierw-
szy wierzchoªek jest s¡siadem ostatniego wierzchoªka. Poni»ej znajduj¡ si¦
algorytmy do generowania wspomnianych grafów.

Listing 3.4. Moduª generate_graphs.

import random

def make_iso lated_vetr ices (n ) :
perm = [ ]
for i in range (n ) :

perm . extend ( [ i , i ] )
return perm

def make_path_perm(n ) :
' ' '
: param n : S i z e
: re turn : Double occur perm tha t r ep r e s en t s path graph o f s i z e n
' ' '
perm = make_iso lated_vetr ices (n)
for i in range (1 , 2 ∗ n − 1 , 2 ) :

perm [ i ] , perm [ i + 1 ] = perm [ i + 1 ] , perm [ i ]
return perm

def make_cycle_perm(n ) :
' ' '
: param n : S i z e
: re turn : Double occur perm tha t r ep r e s en t s c y c l e graph o f s i z e n
' ' '
i f n > 2 :

perm = make_path_perm(n)
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perm [ 0 ] , perm[−1] = perm [−1] , perm [ 0 ]
return perm

else :
raise ValueError (

" cy c l e graph must have at l e a s t 3 v e r t i c e s " )

def make_teepe_perm(n ) :
' ' '
: param n : S i z e
: re turn : Double occur perm tha t r ep r e s en t s t epee graph o f s i z e n
' ' '
i f n < 3 :

raise ValueError (
"Teepe graph must have at l e a s t 3 v e r t i c e s . " )

a = 0 # top
l = 1 # l e f t base
r = n − 1 # r i g h t base
path = l i s t ( range ( l , r + 1) )
p_reversed = path [ : : − 1 ]
for i in range (0 , len ( path ) − 1 , 2 ) :

path [ i ] , path [ i + 1 ] = path [ i + 1 ] , path [ i ]
even_length = False
i f len ( p_reversed ) % 2 == 0 :

p_reversed . remove ( r )
even_length = True

for i in range (0 , len ( p_reversed ) − 1 , 2 ) :
p_reversed [ i ] , p_reversed [ i + 1 ] = p_reversed [ i + 1 ] , p_reversed [ i ]

i f even_length :
C = [ a ] + path + [ a ] + [ r ] + p_reversed

else :
C = [ a ] + path + [ a ] + p_reversed

return C

def generate_circle_graph_which_is_a_permutation_graph (n ) :
' ' '
: param n : S i z e
: re turn : Double occur perm tha t r ep r e s en t s permutat ion graph o f s i z e n
' ' '
permutation = l i s t ( range (n ) )
random . s h u f f l e ( permutation )
reversed_perm = permutation [ : : − 1 ]
doubled_perm = permutation + reversed_perm
return doubled_perm

3.5. Sprawdzenie czy dany graf koªowy jest grafem

permutacji

Posiadaj¡c informacj¦, »e dany graf koªowy jest grafem permutacji, mo»na
zastosowa¢ algorytmy specy�czne dla tej rodziny grafów. Wiemy, »e ka»dy
graf permutacji jest grafem koªowym, jednak nie ka»dy graf koªowy jest gra-
fem permutacji. Zaimplementowany algorytm sprawdza czy dany graf koªowy
w reprezentacji permutacyjnej, mo»na przeªo»y¢ bezpo±rednio na permutacj¦
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wyznaczaj¡c¡ graf permutacji. Je±li rzeczywi±cie tak jest to badany graf jest
grafem permutacji i algorytm zwraca permutacj¦ oraz odpowiednie sªowni-
ki mapuj¡ce wierzchoªki, co mo»e przyczyni¢ si¦ do szybszego rozwi¡zania
problemów grafowych. Nale»y pami¦ta¢, »e gdy ten algorytm nie wykryje
grafu permutacji w danej reprezentacji to nie mo»emy stwierdzi¢, »e dany
graf abstrakcyjny nie mo»e by¢ grafem permutacji. Implementacja algorytmu
znajduje si¦ na listingu 3.5.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Sprawdzenie czy dany graf koªowy jest grafem permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm polega na obserwacji, »e gdy istnieje mo»liwo±¢
rozci¦cia okr¦gu z opisanymi ko«cami ci¦ciw na dwie cz¦±ci w taki sposób, »e
w ka»dej z obu cz¦±ci b¦d¡ dokªadnie te same etykiety, to mamy do czynienia
z grafem permutacji. Algorytm polega na utworzeniu okienka o rozmiarze n,
które przesuwa si¦ po permutacji reprezentuj¡cej graf koªowy sprawdzaj¡c,
czy w okienku znalazªo si¦ dokªadnie n etykiet, co oznacza, »e mo»na roz-
dzieli¢ t¦ permutacj¦ na dwie cz¦±ci. Je»eli zostanie znalezione okno z liczb¡
etykiet równ¡ n, to mamy do czynienia z grafem permutacji, a wtedy nale»y
znale¹¢ jego reprezentacj¦ w postaci permutacji liczb od 0 do n − 1. Ci¡g
etykiet w znalezionym oknie wyznacza mapowanie od etykiet do liczb od 0
do n−1 (i mapowanie odwrotne). Ci¡g etykiet poza oknem wyznacza szukan¡
permutacj¦, któr¡ nale»y przeczyta¢ od ko«ca.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(n).

Uwagi: Zauwa»my, »e etykiety w reprezentacji permutacyjnej grafu koªowe-
go mog¡ by¢ pewnymi liczbami lub stringami, natomiast permutacja repre-
zentuj¡ca graf permutacji zawiera liczby od 0 do n− 1. Implementacja obok
permutacji zwraca dwa sªowniki opisuj¡c mapowanie etykiet ci¦ciw na liczby
od 0 do n− 1.

Listing 3.5. Moduª detect_permutation_graph.
def is_permutation_graph ( double_perm ) :

' ' '
Algorithm to d e t e c t a permutat ion graph from given c i r c l e graph .
: param double_perm : C i r c l e graph as a doub led permutat ion
: re turn : I f i t can d e t e c t a permutat ion graph from given
r ep r e s en t a t i on r e t u rn s the permutat ion and l a b e l s mappings o the rw i s e
r a i s e s ValueError (" permutat ion graph not d e t e c t e d ")
' ' '
window = set ( )
s tart_idx = −1
n = len ( double_perm ) // 2
for i in range (n ) : # make i n i t i a l window

node = double_perm [ i ]
i f node in window :

window . remove ( node )
else :

window . add ( node )
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i f len (window) == n :
start_idx = 0

else :
for i in range (n ) :

node = double_perm [ i ]
i f node in window :

window . remove ( node )
else :

window . add ( node )
node = double_perm [ i + n ]
i f node in window :

window . remove ( node )
else :

window . add ( node )
i f len (window) == n :

start_idx = i + 1
break

i f s tart_idx == −1:
raise ValueError ( "permutation graph not detec ted " )

label2number = dict ( )
number2label = dict ( )
for i in range (n ) :

label2number [ double_perm [ start_idx + i ] ] = i
number2label [ i ] = double_perm [ start_idx + i ]

perm = [ label2number [ double_perm [
( s tart_idx + n + i ) % (2 ∗ n ) ] ] for i in range (n ) ]

perm . r e v e r s e ( )
return perm , number2label , label2number

3.6. Przykªadowa sesja interaktywna

Oto przykªadowa sesja interaktywna, która demonstruje sposoby wyko-
rzystania zaimplementowanych algorytmów:

>>> from generate_graphs import make_teepe_perm
>>> from max_clique_from_doubled_perm import max_clique_from_double_perm
>>> from c i r c l e b f s import CircleBFS
>>> from c i r c l e d f s import CircleDFS
>>> from s igma_representat ion import get_sigma_representat ion
>>> from sensitive_maximum_independent_set import s ens i t iveMIS
>>> from detect_permutation_graph import is_permutation_graph
>>> from create_graph_from_permutation import ∗
>>> from max_clique import max_clique

>>> double_perm = make_teepe_perm (5)
>>> print ( "Tepee graph as a double permutation =" , double_perm )
Tepee graph as a double permutation = [ 0 , 2 , 1 , 4 , 3 , 0 , 4 , 2 , 3 , 1 ]

>>> maximum_clique = max_clique_from_double_perm ( double_perm )
>>> print ( "Maximum c l i q u e =" , maximum_clique )
Maximum c l i q u e = {0 , 1 , 2}
>>> print ( "Maximum c l i q u e s i z e =" , len (maximum_clique ) )
Maximum c l i q u e s i z e = 3
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>>> bfs_pre_order = [ ]
>>> bfs_post_order = [ ]
>>> BFS = CircleBFS ( double_perm )
>>> BFS. run (0 , pre_action=lambda node : bfs_pre_order . append ( node ) ,
>>> post_act ion=lambda node : bfs_post_order . append ( node ) )

>>> print ( "bfs_pre_order =" , bfs_pre_order )
bfs_pre_order = [ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ]
>>> print ( "bfs_post_order =" , bfs_post_order )
bfs_post_order = [ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ]

>>> dfs_pre_order = [ ]
>>> dfs_post_order = [ ]
>>> DFS = CircleDFS ( double_perm )
>>> DFS. run (0 , pre_action=lambda node : dfs_pre_order . append ( node ) ,
>>> post_act ion=lambda node : dfs_post_order . append ( node ) )

>>> print ( "dfs_pre_order =" , dfs_pre_order )
dfs_pre_order = [ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 ]
>>> print ( "dfs_post_order =" , dfs_post_order )
dfs_post_order = [ 4 , 3 , 2 , 1 , 0 ]

>>> sigma = get_sigma_representat ion ( double_perm )
>>> i s e t = sens i t iveMIS ( sigma )
>>> print ( "Sigma r ep r e s en t a t i on =" , sigma )
Sigma r ep r e s en t a t i on = [ 1 , 6 , 2 , 8 , 3 , 10 , 4 , 7 , 5 , 9 ]
>>> print ( "Maximum independent s e t s i z e =" , i s e t )
Maximum independent set s i z e = 2

>>> perm , number2label , label2number = is_permutation_graph ( double_perm )
>>> print ( " permutation =" , perm)
permutation = [ 2 , 4 , 1 , 3 , 0 ]
>>> print ( " number2label =" , number2label )
number2label = {0 : 0 , 1 : 2 , 2 : 1 , 3 : 4 , 4 : 3}
>>> print ( " label2number =" , label2number )
label2number = {0 : 0 , 2 : 1 , 1 : 2 , 4 : 3 , 3 : 4}

>>> graph = create_graph_from_double_occurences_permutation ( double_perm )
>>> graph . show ( )
0 : 2 1 4 3
1 : 0 2
2 : 0 1 3
3 : 0 2 4
4 : 0 3
>>> c l i q u e = max_clique ( graph )
>>> print ( "Max c l i q u e =" , c l i q u e )
Max c l i q u e = {0 , 1 , 3}

3.7. Obliczenia dla grafów koªowych

Dobrym zwyczajem jest, aby przy formuªowaniu twierdze« dotycz¡cych
danej rodziny grafów zacz¡¢ badania od grafów o maªej liczbie wierzchoª-
ków, aby lepiej zrozumie¢ t¦ rodzin¦ i sprawdzi¢, czy dane twierdzenie jest
speªnione dla jej wybranych przedstawicieli.
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Przykªadowo na listingu 3.6 przedstawiamy kod, w którym realizujemy
badania grafów koªowych dla ustalonego n = 5. Stawiamy hipotez¦, »e dany
graf abstrakcyjny mo»e mie¢ co najmniej dwie ró»ne reprezentacje w postaci
okr¦gu z ci¦ciwami, gdzie jedna z nich pozwoli na rozci¦cie tworz¡ce graf
permutacji, a druga nie. Wskazana implementacja przyjmuje jako etykie-
ty wierzchoªków litery alfabetu. Nast¦pnie wykorzystuje narz¦dzia dost¦pne
w itertools do wygenerowania z tych etykiet mo»liwych kombinacji, a w ko-
lejnych krokach od�ltrowuje grafy spójne, oraz te, dla których jest mo»liwe
rozci¦cie wyznaczaj¡ce graf permutacji. Z pozostaªych kombinacji etykiet bu-
dujemy instancj¦ grafu z biblioteki networkx, dzi¦ki której w nast¦pnym kroku
generujemy z nich obrazki. W wyniku oblicze« uzyskano 768 grafów o pi¦ciu
wierzchoªkach, które s¡ grafami koªowymi, ale ich reprezentacja jako ci¦ciwy
na okr¦gu nie pozwala na rozci¦cie tworz¡ce graf permutacji. Po przeanalizo-
waniu uzyskanych rysunków dowiadujemy si¦, »e pod wzgl¦dem izomor�zmu
s¡ to tylko 4 grafy, dla których przykªady znajduj¡ si¦ na obrazkach 3.1, 3.4,
3.7 i 3.10.

Kolejno na obrazkach 3.2, 3.5, 3.8, 3.11 znajduj¡ si¦ odpowiadaj¡ce im
reprezentacje jako ci¦ciwy na okr¦gu. Natomiast obrazki 3.3, 3.6 oraz 3.9 za-
wieraj¡ reprezentacje grafu izomor�cznego do przedstawionych, dla których
mamy mo»liwo±¢ rozci¦cia i uzyskania grafu permutacji. Dla grafu 3.10 nie
ma mo»liwo±ci utworzenia takiej reprezentacji, o czym mo»emy si¦ przeko-
na¢ zliczaj¡c uzyskane grafy izomor�czne lub po zmianach w kodzie, które
wygeneruj¡ grafy, które jeste±my w stanie rozci¡¢ a nast¦pnie wery�kuj¡c je,
»e nie znajduj¡ si¦ w nich »adne grafy izomor�czne.

Listing 3.6. Moduª graph_tests.

#!/ usr / b in /env python3

import i t e r t o o l s
import networkx as nx
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
from i s_connected import i s_connected
from create_graph_from_permutation import \

create_graph_from_double_occurences_permutation
from detect_permutation_graph import is_permutation_graph

n = 5
l e t t e r s = " abcdefghi jk lmnopqrstuvwxyz "
word = [ l e t t e r s [ i // 2 ] for i in range (2 ∗ n ) ]
l a s t = word . pop ( )
perm_set = set ( ) # doub le perms
counter = 0

for perm in i t e r t o o l s . permutat ions (word ) :
perm = perm + ( l a s t , )
i f perm in perm_set :

continue

else :
perm_set . add (perm)

i f not i s_connected (perm ) :
continue

try :
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i f is_permutation_graph (perm ) :
continue

except :
pass

graph = create_graph_from_double_occurences_permutation (perm)
print (perm)
counter += 1

f i l ename = "" . j o i n (perm) + " . png"
print ( f i l ename )
G = nx . Graph ( ) # an empty und i rec t ed graph
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

G. add_node ( node )
for edge in graph . i t e r e d g e s ( ) :

G. add_edge ( edge . source , edge . t a r g e t )

nx . draw (G, with_labe l s=True , font_weight=' bold ' )
p l t . s a v e f i g ( f i l ename )
p l t . c l o s e ( p l t . g c f ( ) )

print ( " counter {}" . format ( counter ) )
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Rysunek 3.1. Graf P5
(abacbdcede). Rysunek 3.2. Graf P5

(abacbdcede) na okr¦gu.

Rysunek 3.3. (1, 3, 0, 4, 2)
Izomor�czny graf permu-

tacji P5.

Rysunek 3.4. Graf bull

(abacdbcede). Rysunek 3.5. Graf bull

(abacdbcede) na okr¦gu.

Rysunek 3.6. (1, 4, 2, 0, 3)
Izomor�czny graf permu-

tacji bull.

Rysunek 3.7. Drzewo
(abacdbdece). Rysunek 3.8. Drzewo

(abacdbdece) na okr¦gu.

Rysunek 3.9. (1, 2, 4, 0, 3)
Izomor�czny do drzewa

graf permutacji.

Rysunek 3.10. Graf C5
(daebacbdce). Rysunek 3.11. Graf C5

(daebacbdce) na okr¦gu.
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3.8. Obliczenia dla grafów permutacji

Chcemy pokaza¢ obliczenia komputerowe w obszarze na styku grafów
permutacji i grafów ci¦ciwowych. Obie rodziny grafów maj¡ unikalne wªa-
sno±ci, wi¦c ich cz¦±¢ wspólna mo»e przynie±¢ ciekawe odkrycia. Zaczniemy
od wst¦pu teoretycznego.

Nie wszystkie grafy permutacji s¡ ci¦ciwowe, a najprostszy przykªad to
graf cykliczny C4 opisany permutacj¡ (3, 4, 1, 2). Zauwa»my, »e ªatwo mo»e-
my utworzy¢ dopeªnienie ci¦ciwowe przez dodanie kraw¦dzi 1-2 [powstanie
permutacja (3, 4, 2, 1)] lub kraw¦dzi 3-4 [powstanie permutacja (4, 3, 1, 2)].
Powstaªy graf diament jest nie tylko grafem ci¦ciwowym, ale dodatkowo gra-
fem przedziaªowym.

W grafach ci¦ciwowych liczba klik maksymalnych jest rz¦du O(n), a kliki
maksymalne wykorzystuje si¦ do budowy drzewa dekompozycji. W grafach
permutacji liczba klik maksymalnych mo»e rosn¡¢ wykªadniczo z n, o czym
±wiadczy przykªad zaczerpni¦ty z serwisu mathover�ow.net [38]. W gra�e G
zbudowanym z k kopii grafu K2 istnieje 2k maksymalnych zbiorów niezale»-
nych, a odpowiednia permutacja dla grafu ma posta¢ (2, 1, 4, 3, ..., 2k, 2k −
1), liczba wierzchoªków n = 2k. Dopeªnienie grafu G to graf zawieraj¡cy
2k klik maksymalnych, odpowiednia permutacja to permutacja odwrócona
(2k − 1, 2k, ..., 3, 4, 1, 2).

W grafach permutacji nie mog¡ istnie¢ indukowane grafy C5 i wi¦ksze,
wi¦c jedyne cykle indukowane bez ci¦ciw to grafy C4 = K2,2. Daje to mo»-
liwo±¢ wykrycia ci¦ciwowych grafów permutacji w czasie O(n4) przez wy-
kluczenie wyst¦powania cykli C4. Algorytm powinien sprawdza¢ wszystkie
ci¡gi indeksów (1 ¬ i < j < k < r ¬ n), aby wykry¢ uporz¡dkowanie
(p[k] < p[r] < p[i] < p[j]) tworz¡ce cykl C4.

Skrypt na listingu 3.7 generuje wszystkie permutacje n liczb i �ltruje
odpowiednie grafy spójne. Nast¦pnie tworzone s¡ grafy abstrakcyjne, dla
których mo»emy wykrywa¢ grafy ci¦ciwowe i ewentualnie grafy przedziaªowe.
W skrypcie �ltrowane s¡ grafy, które nie s¡ ci¦ciwowe, a nast¦pnie tworzone
s¡ odpowiednie obrazki. Dodatkowo na konsoli wypisywane s¡ znalezione
indukowane cykle C4.

Listing 3.7. Moduª graph_tests2.
#!/ usr / b in /env python3

import i t e r t o o l s
import networkx as nx
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
from graphtheory . permutat ions . permtools import perm_is_connected
from graphtheory . permutat ions . permtools import make_abstract_perm_graph
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import f ind_peo_lex_bfs
from graphtheory . cho rda l i t y . p eo too l s import is_peo1 , is_peo2

n = 5
counter = 0
for perm in i t e r t o o l s . permutat ions ( range (n ) ) :

i f not perm_is_connected (perm ) : # O(n) time
continue

graph = make_abstract_perm_graph (perm)
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order = find_peo_lex_bfs ( graph )
i f is_peo1 ( graph , order ) : # pomijamy chorda l graphs

continue

print (perm)
# Szukam 4 l i c z b tworzacych indukowany g ra f C_4.
for ( i , j , k , r ) in i t e r t o o l s . combinat ions ( range (n ) , 4 ) :

i f perm [ k ] < perm [ r ] < perm [ i ] < perm [ j ] :
print ( " idx " , i , j , k , r , "perm" ,perm [ i ] , perm [ j ] , perm [ k ] , perm [ r ] )

counter += 1

f i l ename = "" . j o i n (map( str , perm ) ) + " . png"
print ( f i l ename )
G = nx . Graph ( ) # an empty und i rec t ed graph
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

G. add_node ( node )
for edge in graph . i t e r e d g e s ( ) :

G. add_edge ( edge . source , edge . t a r g e t )
nx . draw (G, with_labe l s=True , font_weight=' bold ' )
p l t . s a v e f i g ( f i l ename )
p l t . c l o s e ( p l t . g c f ( ) ) # re s e t rysunku

print ( " counter {}" . format ( counter ) )

W tabeli 3.1 zestawiono porównanie, które obrazuje liczb¦ grafów ró»-
nych klas o n wierzchoªkach. Tabela zostaªa utworzona na podstawie danych
zebranych przy pomocy zaimplementowanych funkcji oraz cz¦±ciowo przy
wykorzystaniu zbiorów z internetowej encyklopedii [39].

Tabela 3.1. Porównanie liczby grafów ró»nych klas o n wierzchoªkach.

n n! graf prosty graf spójny spójny graf permutacji
permutacja wyznaczaj¡ca

graf spójny
permutacja daj¡ca graf,
który nie jest ci¦ciwowy

1 1 1 1 1 1 0
2 2 2 1 1 1 0
3 6 4 2 2 3 0
4 24 11 6 6 13 1 (C4)
5 120 34 21 20 (brak C5) 71 15 (5 ró»nych)
6 720 156 112 461 172
7 5040 1044 853 3447 1844
8 40320 12346 11117 29093 19702
9 362880 274668 261080 273343 215906
10 3628800 12005168 11716571 2829325 2465552

W zaprezentowanej tabeli mo»emy dokona¢ ciekawych obserwacji. Przy-
kªadowo dla n = 5 mamy 21 spójnych grafów prostych, przy czym spójnych
grafów permutacji jest 20. Jednym wyró»niaj¡cym si¦ grafem jest graf cy-
kliczny C5, który nie jest grafem permutacji.

Rozwa»my grafy permutacji, które nie s¡ grafami ci¦ciwowymi. Mo»emy
zauwa»y¢, »e najmniejszy z nich to graf C4, a przyjmuj¡c n = 5 mo»emy
wyznaczy¢ ju» 15 grafów permutacji. W±ród nich znajduje si¦ 5 istotnie ró»-
nych grafów, które zostaªy przedstawione na rysunkach 3.12, 3.13, 3.14, 3.15
i 3.16. Ka»dy z tych grafów ma indukowany cykl C4. Co ciekawe, w ka»dym
z nich wystarczy tylko jedna nowa kraw¦d¹ do wykonania triangulacji, czyli
utworzeniu grafu ci¦ciwowego. W przypadku grafu (1, 3, 4, 0, 2) 3.12 mo»e to
by¢ kraw¦d¹ 3-4 lub 0-2. W gra�e (2, 3, 4, 0, 1) 3.13 jest to kraw¦d¹ 0-1. Dla
grafu (2, 4, 0, 3, 1) 3.14, równie» mamy dwie mo»liwo±ci, kraw¦d¹ 2-4 lub 0-1.
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Graf (3, 4, 0, 2, 1) 3.15 potrzebuje kraw¦dzi 0-2, natomiast graf (3, 4, 1, 2, 0)
3.16 kraw¦dzi 1-2 lub 3-4.

Rozwa»my grafy permutacji w powi¡zaniu z grafami ci¦ciwowymi. Sfor-
muªowali±my trzy problemy, na które nie udaªo si¦ znale¹¢ odpowiedzi w li-
teraturze. Dwa pierwsze problemy mog¡ by¢ rozwi¡zane przez podanie przy-
kªadów odpowiednich grafów, ale nie ma gwarancji, »e takie grafy istniej¡.

Problem 1. Czy ka»dy ci¦ciwowy graf permutacji jest grafem przedziaªo-
wym? Je»eli odpowied¹ jest NIE, to jaki jest najmniejszy graf? Dla n = 4 i
n = 5 wszystkie grafy ci¦ciwowe s¡ przedziaªowe.

Problem 2. Czy istniej¡ grafy przedziaªowe, które nie s¡ grafami permu-
tacji? Czy istniej¡ grafy ci¦ciwowe, które nie s¡ grafami permutacji? Je»eli
odpowied¹ jest TAK, to poda¢ przykªady.

Problem 3. Optymalne uzupeªnienie ci¦ciwowe grafu permutacji jest gra-
fem przedziaªowym [40]. Czy gorsze ni» optymalne uzupeªnienie ci¦ciwowe
grafu permutacji mo»e nie by¢ grafem przedziaªowym (jest zwi¡zek z Pro-
blemem 1)? Czy optymalne uzupeªnienie ci¦ciwowe grafu permutacji zawsze
jest grafem permutacji (jest zwi¡zek z Problemem 2)?
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Rysunek 3.12. Graf
permutacji (1, 3, 4, 0, 2)

Rysunek 3.13. Graf
permutacji (2, 3, 4, 0, 1)

Rysunek 3.14. Graf
permutacji (2, 4, 0, 3, 1)

Rysunek 3.15. Graf
permutacji (3, 4, 0, 2, 1)

Rysunek 3.16. Graf
permutacji (3, 4, 1, 2, 0)
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4. Algorytmy

W tej cz¦±ci omówione zostan¡ problemy z teorii grafów, które wzbudzaj¡
zainteresowanie ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ ich rozwi¡zania przy zastosowaniu
reprezentacji grafu w postaci grafów koªowych. Przedstawione problemy to:
badanie spójno±ci grafu koªowego, znajdowanie maksymalnej kliki i mak-
symalnego zbioru niezale»nego. Wykorzystanie ich wªa±ciwo±ci pozwala na
rozwi¡zanie tych problemów w sposób bardziej efektywny pod wzgl¦dem ob-
liczeniowym.

4.1. Badanie spójno±ci grafu algorytmem BFS

Spójno±¢ grafu to wªa±ciwo±¢, która oznacza »e istnieje w nim ±cie»ka
mi¦dzy dowolnymi dwoma wierzchoªkami. Dla grafu ogólnego problem ten
rozwi¡zuje si¦ w czasie liniowym O(n+m) wykorzystuj¡c algorytm przeszu-
kiwania grafu wszerz BFS (ang. Breadth-First Search) lub przeszukiwania
grafu w gª¡b DFS (ang. Depth-First Search).

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Badanie spójno±ci grafu koªowego z wykorzystaniem BFS.

Opis algorytmu: Algorytm wykonuje przeszukiwanie BFS rozpoczynaj¡c
od pierwszego wierzchoªka, nast¦pnie sprawdza, czy liczba kolejno odwiedzo-
nych wierzchoªków jest równa ich liczbie w caªym gra�e. Je»eli odwiedzono
wszystkie wierzchoªki, to graf jest spójny.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu zostaªa zbadana w dodatku A
i wynosi O(n2).

Uwagi: Listing 4.1 zawiera kod sprawdzaj¡cy spójno±¢ grafu. W jego imple-
mentacji wykorzystano algorytm przeszukiwania grafu wszerz, którego opis
znajduje si¦ w sekcji 4.2.

Listing 4.1. Moduª is_connected.
from c i r c l e b f s import CircleBFS

def i s_connected ( double_perm ) :
""" Test ing c onn e c t i v i t y o f the c i r c l e graph in O(n^2) time . """
order = [ ]
a lgor i thm = CircleBFS ( double_perm )
algor i thm . run ( double_perm [ 0 ] , pre_action=lambda node : order . append ( node ) )
return len ( order ) ∗ 2 == len ( double_perm )
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4.2. Przeszukiwanie wszerz grafu koªowego

Przeszukiwanie grafu wszerz BFS (ang. Breadth-First Search) to jeden
z podstawowych algorytmów wykorzystywanych w analizie grafów. Jego im-
plementacja ró»ni si¦ w zale»no±ci od przyj¦tej reprezentacji grafu. Poni»ej
przedstawiono opis algorytmu dla grafu koªowego w postaci permutacji ety-
kiet ci¦ciw okr¦gu.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczyna od wybranego wierzchoªka star-
towego, nast¦pnie kontynuuje, przeszukuj¡c s¡siadów tego wierzchoªka. Po
odwiedzeniu s¡siadów pierwszego poziomu, przechodzi do s¡siadów drugie-
go poziomu, i tak dalej, a» przeszuka wszystkie wierzchoªki grafu dost¦pne
z danego wierzchoªka startowego.

Implementacja zostaªa zorganizowana w klasie CircleBFS. Algorytm wy-
konuje si¦ z poziomi metodu run, która wykorzystuje metod¦ _visit, w której
przy wykorzystaniu kolejki Q wykonywany jest algorytm BFS rozpoczynaj¡c
od danego wierzchoªka. Wykorzystywana jest równie» metoda has_edge do
sprawdzania, czy mi¦dzy dwoma wierzchoªkami istnieje kraw¦d¹. Natomiast
metoda path konstruuje ±cie»k¦ od wierzchoªka source do wierzchoªka target,
w drzewie BFS, o ile taka ±cie»ka istnieje.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(n2), co zostaªo po-
twierdzone w dodatku A.

Uwagi: Implementacja znajduje si¦ na listingu 4.2.

Listing 4.2. Moduª CircleBFS.
import c o l l e c t i o n s

class CircleBFS :
"""Breadth−F i r s t Search f o r c i r c l e graphs in O(n^2) time . """

def __init__( s e l f , double_perm ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . perm = double_perm
s e l f . parent = dict ( ) # BFS t r e e
s e l f . p a i r s = dict ( ( node , [ ] ) for node in set ( s e l f . perm ) ) # O(n) time
for i , node in enumerate( s e l f . perm ) : # O(n) time

s e l f . p a i r s [ node ] . append ( i )

def has_edge ( s e l f , source , t a r g e t ) :
s1 , s2 = s e l f . p a i r s [ source ]
t1 , t2 = s e l f . p a i r s [ t a r g e t ]
return ( s1 < t1 < s2 < t2 ) or ( t1 < s1 < t2 < s2 )

def run ( s e l f , source=None , pre_action=None , post_act ion=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :
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s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )
else :

for node in s e l f . perm : # i t e rnode s ( )
i f node not in se l f . parent :

s e l f . _v i s i t ( node , pre_action , post_act ion )

def _vi s i t ( s e l f , node , pre_action=None , post_act ion=None ) :
""" Explore the connected component . """
Q = c o l l e c t i o n s . deque ( )
s e l f . parent [ node ] = None # be fo r e Q. put
Q. append le f t ( node )
i f pre_action : # when Q. put

pre_action ( node )
while Q: # whi l e not empty , O(n) time

source = Q. pop ( )
for t a r g e t in s e l f . p a i r s : # i t e r o u t e d g e s ( source ) , O(n) time

i f s e l f . has_edge ( source , t a r g e t ) and t a r g e t not in se l f . parent :
s e l f . parent [ t a r g e t ] = source # be fo r e Q. put
Q. append le f t ( t a r g e t )
i f pre_action : # when Q. put

pre_action ( t a r g e t )
i f post_act ion :

post_act ion ( source )

def path ( s e l f , source , t a r g e t ) :
"""Construct a path from source to t a r g e t . """
i f source == ta rg e t :

return [ source ]
e l i f s e l f . parent [ t a r g e t ] i s None :

raise ValueError ( "no path to t a r g e t " )
else :

return se l f . path ( source , s e l f . parent [ t a r g e t ] ) + [ t a r g e t ]

4.3. Przeszukiwanie w gª¡b grafu koªowego

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Przeszukiwanie grafu w gª¡b.

Opis algorytmu: Implementacja zostaªa zorganizowana w klasie CircleDFS

w sposób analogiczny do opisanej wcze±niej implementacji algorytmu BFS.
Ró»nic¡ w stosunku do poprzedniego algorytmu jest to, »e zamiast kolej-
ki s¡siadów oczekuj¡cych na odwiedzenie wykorzystywana jest rekurencja.
Algorytm eksploruje jak najdalej wzdªu» ka»dej gaª¦zi, po czym nast¦puje
nawrót (ang. backtracing) i przeszukiwane s¡ kolejne gaª¦zie.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu wynosi O(n2), co zostaªo po-
twierdzone w dodatku A.

Uwagi: Algorytm zastosowany w implementacji jest rekurencyjny, co mo»e
stanowi¢ problem w przypadku du»ego grafu, gdzie mo»e wyst¡pi¢ zbyt wie-
le wywoªa« rekurencyjnych. Taka sytuacja mo»e prowadzi¢ do przekroczenia
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limitu stosu pami¦ci, co w efekcie spowoduje bª¡d wewn¦trzny interpretera
Pythona RuntimeError. Je±li zwi¦kszymy limit stosu, mo»emy napotka¢ pro-
blem na poziomie j¡dra systemu operacyjnego.

Implementacja znajduje si¦ na listingu 4.3.

Listing 4.3. Moduª CircleDFS.

import sys
import c o l l e c t i o n s

class CircleDFS :
"""Depth−F i r s t Search f o r c i r c l e graphs in O(n^2) time . """

def __init__( s e l f , double_perm ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f . perm = double_perm
s e l f . parent = dict ( ) # BFS t r e e
s e l f . p a i r s = dict ( ( node , [ ] ) for node in set ( s e l f . perm ) ) # O(n) time
for i , node in enumerate( s e l f . perm ) : # O(n) time

s e l f . p a i r s [ node ] . append ( i )
r e c u r s i o n l im i t = sys . g e t r e c u r s i o n l im i t ( )
sys . s e t r e c u r s i o n l im i t (max( len ( s e l f . perm) ∗ 2 , r e c u r s i o n l im i t ) )

def has_edge ( s e l f , source , t a r g e t ) :
s1 , s2 = s e l f . p a i r s [ source ]
t1 , t2 = s e l f . p a i r s [ t a r g e t ]
return ( s1 < t1 < s2 < t2 ) or ( t1 < s1 < t2 < s2 )

def run ( s e l f , source=None , pre_action=None , post_act ion=None ) :
""" Execu tab l e pseudocode . """
i f source i s not None :

s e l f . parent [ source ] = None # be fo r e _v i s i t
s e l f . _v i s i t ( source , pre_action , post_act ion )

else :
for node in s e l f . p a i r s : # i t e rnode s ( )

i f node not in se l f . parent :
s e l f . parent [ node ] = None # be fo r e _v i s i t
s e l f . _v i s i t ( node , pre_action , post_act ion )

def _vi s i t ( s e l f , node , pre_action=None , post_act ion=None ) :
""" Explore r e c u r s i v e l y the connected component . """
i f pre_action :

pre_action ( node )
for t a r g e t in s e l f . p a i r s : # i t e r o u t e d g e s ( node ) , O(n) time

i f s e l f . has_edge ( node , t a r g e t ) and t a r g e t not in se l f . parent :
s e l f . parent [ t a r g e t ] = node # be fo r e _v i s i t
s e l f . _v i s i t ( target , pre_action , post_act ion )

i f post_act ion :
post_act ion ( node )

def path ( s e l f , source , t a r g e t ) :
"""Construct a path from source to t a r g e t . """
i f source == ta rg e t :

return [ source ]
e l i f s e l f . parent [ t a r g e t ] i s None :

raise ValueError ( "no path to t a r g e t " )
else :
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return se l f . path ( source , s e l f . parent [ t a r g e t ] ) + [ t a r g e t ]

4.4. Wyznaczanie liczby kardynalnej najwi¦kszego

zbioru niezale»nego - algorytm naiwny

Zbiór wierzchoªków w gra�e nazywamy niezale»nym, je±li »adne dwa z je-
go elementów nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡. Najwi¦kszy zbiór niezale»ny to
zbiór niezale»ny o najwi¦kszej liczno±ci. Naiwny algorytm zaimplementowany
zostaª na podstawie artykuªu, w którym znajduje si¦ jego dokªadny opis [33].
Implementacja zostaªa przedstawiona na listingu 4.4.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w postaci σ-reprezentacji.

Problem: Znalezienie liczno±ci najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Opis algorytmu: Algorytm implementuje technik¦ programowania dyna-
micznego, wykorzystuj¡c wzajemne zale»no±ci liczno±ci najwi¦kszego zbioru
niezale»nego dla ró»nych podzbiorów w σ reprezentacji grafu. W rozwi¡zaniu
zastosowano rekurencj¦ obliczan¡ w tablicy M , zwi¦kszaj¡c m od 1 do 2n,
a nast¦pnie zapisuj¡c wpisy tej rekurencji dla tej warto±ci m poprzez zmniej-
szanie q od m− 1 do 1. W ka»dym obiegu p¦tli obliczane s¡ warto±ci M [q] =
MIS[q,m], gdzieMIS[q,m] de�niujemy jako liczb¦ kardynaln¡ najwi¦kszego
zbioru niezale»nego dla przedziaªu [q,m] w σ-reprezentacji grafu koªowego.
W ostatnim przebiegu p¦tli obliczana jest warto±¢ M [1] = MIS[1, 2n], co
stanowi rozwi¡zanie problemu.

Zªo»ono±¢: W wyniku dziaªania algorytmu otrzymuje si¦ liczb¦ kardynaln¡
najwi¦kszego zbioru niezale»nego w czasie O(n2) przy wykorzystaniu O(n)
pami¦ci. Zªo»ono±¢ czasowa zostaªa potwierdzona do±wiadczalnie w dodat-
ku A.

Uwagi: Algorytm ten sªu»y jako podstawa dla bardziej wydajnego algoryt-
mu czuªego na wyj±cie 4.5.

Listing 4.4. Moduª naive_maximum_independent_set.
def naiveMIS ( sigma ) :

' ' '
: param sigma : sigma r ep r e s en t a t i on o f a c i r c l e graph
: re turn : c a r d i n a l i t y o f maximum independent s e t
' ' '
n = len ( sigma ) // 2
M = [ 0 ] ∗ (2 ∗ n + 2)
C = [ 0 ] ∗ n

idx = [ 0 ] ∗ (2 ∗ n + 1)
for ( i , m) in enumerate( sigma ) :

idx [m] = i

for m in range (1 , 2 ∗ n + 1 ) :
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m_index = idx [m]
i f m_index % 2 == 1 : # m i s r i g h t endpoint

l e f t = sigma [ m_index − 1 ] # l e f t endpoint
i = (m_index − 1) // 2
C[ i ] = M[ l e f t + 1 ]

for q in range (m − 1 , 0 , −1):
M[ q ] = M[ q + 1 ] # r i g h t endpoint
q_index = idx [ q ]
i f q_index % 2 == 0 : # l e f t endpoint

r = sigma [ q_index + 1 ] # r i g h t endpoint
j = q_index // 2
i f r <= m:

M[ q ] = max( (M[ q + 1 ] ) , (1 + C[ j ] + M[ r + 1 ] ) )
return M[ 1 ]

4.5. Wyznaczanie liczby kardynalnej najwi¦kszego

zbioru niezale»nego - algorytm wra»liwy na wyj±cie

Algorytm wra»liwy na wyj±cie bierze pod uwag¦ liczby zmieniaj¡cych si¦
warto±ci w tablicy M , podczas zwi¦kszania m. Implementacja znajduje si¦
na listingu 4.5.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w postaci σ-reprezentacji.

Problem: Znalezienie liczno±ci najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

Opis algorytmu: Algorytm jest usprawnieniem algorytmu naiwnego 4.4.
Wyliczanie MIS nie jest konieczne dla wszystkich przedziaªów, co ogranicza
liczb¦ oblicze«. Zamiast iterowa¢ od q = m − 1 do 1 tworzymy stos, dzi¦ki
któremu badamy tylko te przedziaªy, w których mogªo nast¡pi¢ zwi¦kszenie
warto±ci MIS.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(nα), gdzie n to liczba
wierzchoªków grafu koªowego, a α to rozmiar najwi¦kszego zbioru niezale»-
nego. Zªo»ono±¢ czasowa zostaªa potwierdzona do±wiadczalnie w dodatku A.

Uwagi: W literaturze [33] opisana jest równie» mody�kacja zwi¦kszaj¡ca
wydajno±¢ tego rozwi¡zania.

Listing 4.5. Moduª sensitive_maximum_independent_set.
def update ( sigma , m, M, C, idx ) :

' ' '
Input : The sigma−r ep r e s en t a t i on o f an n ve r t e x c i r c l e graph

t o g e t h e r wi th an i n t e g e r m and the arrays M and C.
Output : M such t ha t M[ q ] = MIS [ q ,m] f o r 1 <= q <= m.
' ' '
stack_T = [ ]
m_index = idx [m]
i f m_index % 2 == 1 : # r i g h t endpoint

l e f t = sigma [ m_index − 1 ]
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i = (m_index − 1) // 2
M[ l e f t ] = 1 + C[ i ]
stack_T . append ( l e f t ) # PUSH(T, l e f t )
while stack_T :

x = stack_T . pop ( )
i f x > 1 and M[ x ] > M[ x − 1 ] :

M[ x − 1 ] = M[ x ]
stack_T . append (x − 1)

x_index = idx [ x ]
i f x_index % 2 == 1 : # r i g h t endpoint

p = sigma [ x_index − 1 ]
j = ( x_index − 1) // 2
i f (1 + C[ j ] + M[ x ] ) > M[ p ] :

M[ p ] = 1 + C[ j ] + M[ x ]
stack_T . append (p) # PUSH(T, p )

def s ens i t iveMIS ( sigma ) :
' ' '
Algorithm fo r computing the c a r d i n a l i t y o f a c i r c l e graph ' s
maximum independent s e t s in O(n a lpha ) time .
: param sigma : sigma r ep r e s en t a t i on o f a graph
: re turn : c a r d i n a l i t y o f maximum independent s e t
' ' '
n = len ( sigma ) // 2
M = [ 0 ] ∗ (2 ∗ n + 1)
C = [ 0 ] ∗ n
idx = [ 0 ] ∗ (2 ∗ n + 1)
for ( i , m) in enumerate( sigma ) :

idx [m] = i
for m in range (1 , 2 ∗ n + 1 ) :

m_index = idx [m]
i f m_index % 2 == 1 : # r i g h t endpoint

l e f t = sigma [ m_index − 1 ]
i = (m_index − 1) // 2
C[ i ] = M[ l e f t + 1 ]

update ( sigma , m, M, C, idx )
return M[ 1 ]

4.6. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e koªowym

Zaªó»my, »e mamy graf koªowy G = (V,E), gdzie V oznacza zbiór wierz-
choªków, a E oznacza zbiór kraw¦dzi. Dla ka»dego wierzchoªka v nale»¡cego
do zbioru V , indukowany podgraf Gv = (Vv, Ev) jest grafem permutacji [35].
Zatem problem szukania najwi¦kszej kliki sprowadzamy do znalezienia naj-
wi¦kszych klik w n grafach permutacji, oraz wybranie z nich tej najwi¦kszej.
Wyznaczanie najwi¦kszej kliki dla grafu permutacji wykonuje si¦ poprzez szu-
kanie najwi¦kszego malej¡cego podci¡gu (ang. Longest Decreasing Subsequ-
ence, LDS ) w permutacji reprezentuj¡cej graf. Przygotowana implementacja
wykorzystuje algorytm znajdowania najwi¦kszej kliki w grafach permutacji
przedstawiony w mojej poprzedniej pracy [37] i zostaªa zaprezentowana na
listingu 4.6.
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Dane wej±ciowe: Graf koªowy jako instancja klasy Graph.

Problem: Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e koªowym.

Opis algorytmu: Podstaw¡ algorytmu jest p¦tla, która iteruje po wszyst-
kich wierzchoªkach grafu i dla ka»dego z nich tworzy podgraf zawieraj¡cy ten
wierzchoªek i wszystkich jego s¡siadów. Nast¦pnie przeksztaªca ten podgraf
w reprezentacj¦ grafu permutacji, by wywoªa¢ odpowiedni algorytm znajdo-
wania najwi¦kszej kliki. W ostatnim kroku porównywany jest rozmiar znale-
zionej kliki z tymi sprawdzonymi do tej pory by wybra¢ najwi¦kszy.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wyznaczania najwi¦kszej kliki w gra-
�e permutacji wynosi O(n log n) [37]. W zaprezentowanym algorytmie wywo-
ªujemy go n razy. Zatem teoretyczna caªkowita zªo»ono±¢ czasowa przedsta-
wionego algorytmu wynosi O(n2 log n).

Zªo»ono±¢ obliczeniowa wyznaczona do±wiadczalnie w dodatku A wska-
zuje na zªo»ono±¢ O(n6). Jest to spowodowane wykonaniem niewydajnej im-
plementacji algorytmu do rozpoznania grafu permutacji o zªo»ono±ci O(n6).

Uwagi: W dalszej cz¦±ci pracy znajdziemy algorytm badaj¡cy graf koªowy
w reprezentacji permutacyjnej, dla którego udaªo si¦ pomin¡¢ wykonywanie
algorytmu rozpoznania grafu permutacji.

Listing 4.6. Moduª max_clique.

from PermutationGraph . r e c o gn i t i o n import PermutationGraph
from PermutationGraph . c l ique_and_iset import l a r g e s t_c l i qu e

def max_clique ( graph ) :
' ' '
: param G: Graph
: re turn : maximum c l i q u e
' ' '
maxClique = set ( )
for node in graph . i t e r nod e s ( ) :

ne ighbors = set ( graph . i t e r a d j a c e n t ( node ) )
ne ighbors . add ( node )
subgraph = graph . subgraph ( ne ighbors )
perm_graph = PermutationGraph ( subgraph )
perm_graph . run ( )
perm = perm_graph . get_perm_repr ( )
vert icesMapping = perm_graph . perm_repr . vertice_to_number
numberMapping = dict ( ( i , v ) for (v , i ) in vert icesMapping . i tems ( ) )
c l i q u e = l a r g e s t_c l i qu e (perm)
c l i qu e 2 = set ( numberMapping [ i ] for i in c l i q u e )
maxClique = max(maxClique , c l i que2 , key=len )

return maxClique
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4.7. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e koªowym

w reprezentacji permutacyjnej

Ogólne zaªo»enia algorytmu s¡ identyczne z poprzednim algorytmem, lecz
wykorzystanie reprezentacji przez permutacj¦ z podwójnymi wyst¡pieniami
pozwoliªo na wykorzystanie jej wªa±ciwo±ci oraz uzyskanie wydajniejszej zªo-
»ono±ci obliczeniowej.

Dane wej±ciowe: Graf koªowy w reprezentacji permutacyjnej.

Problem: Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e koªowym

Opis algorytmu: Algorytm analogiczny do opisanego w 4.6, przy czym roz-
poznanie grafu permutacji zast¡piono algorytmem badaj¡cym czy dany graf
koªowy jest grafem permutacji, który dziaªa w czasie liniowym. W implemen-
tacji zast¡piono równie» znajdowanie najwi¦kszej kliki dla grafu permutacji
znajdowaniem najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla dopeªnienia grafu. Ta za-
miana wynika z wªa±ciwo±ci grafów permutacji i pozwoliªa na wykorzystanie
wydajniejszego algorytmu.

Zªo»ono±¢: Teoretyczna zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2 log n).
Zªo»ono±¢ obliczeniowa wyznaczona do±wiadczalnie w dodatku A wskazuje
na zªo»ono±¢ blisk¡ O(n2). Wynika to st¡d, »e mamy n indukowanych pod-
grafów permutacji o ró»nych liczbach wierzchoªków k i zwykle k < n (dla
grafu Cn mamy k = 3). Na takim podgra�e szukamy najwi¦kszej kliki w cza-
sie O(k log k), co po wy±redniowaniu dla przypadkowych grafów jest bliskie
O(n).

Listing 4.7. Moduª max_clique_from_double_perm.
from l i s import find_maximum_iset
from detect_permutation_graph import is_permutation_graph

def max_clique_from_double_perm ( double_perm ) :
nodes = set ( double_perm )
pa i r s = dict ( ( node , [ ] ) for node in nodes )
for idx , node in enumerate( double_perm ) :

p a i r s [ node ] . append ( idx )
bes t_c l ique = set ( ) # max c l i q u e s i z e
for source in nodes :

ne ighbors = set ( [ source ] )
for t a r g e t in nodes :

s1 , s2 = pa i r s [ source ]
t1 , t2 = pa i r s [ t a r g e t ]
i f ( s1 < t1 < s2 < t2 ) or ( t1 < s1 < t2 < s2 ) :

ne ighbors . add ( t a r g e t )
subgraph = [ node for node in double_perm i f node in ne ighbors ]
perm , n2l , l2n = is_permutation_graph ( subgraph )
c l i q u e = find_maximum_iset (perm [ : : − 1 ] ) # O(n l o g n) time
c l i q u e 2 = set ( n2 l [ i ] for i in c l i q u e )
bes t_c l ique = max( best_cl ique , c l i que2 , key=len )

return bes t_c l ique
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5. Podsumowanie

Grafy koªowe s¡ uogólnieniem grafów permutacji i grafów przedziaªowych,
ale nie s¡ grafami doskonaªymi. Z tego powodu s¡ trudniejsze do analizy,
a znalezione algorytmy s¡ czasem do±¢ zªo»one. W tej pracy zaimplemento-
wano ró»ne algorytmy wykorzystywane do oblicze« na grafach koªowych.

Przygotowano algorytmy do transformacji grafu koªowego pomi¦dzy ró»-
nymi reprezentacjami. Permutacj¦ z podwójnymi wyst¡pieniami mo»na prze-
ksztaªci¢ do grafu abstrakcyjnego i do σ-reprezentacji.

Przygotowano generatory grafów koªowych w reprezentacji z podwójnymi
wyst¡pieniami: graf przypadkowy spójny lub ogólny, graf ±cie»ka Pn, graf
cykliczny Cn, graf k-tree, graf gwiazda K1,n−1.

Przygotowano test czy dany graf koªowy jest grafem permutacji, a zªo-
»ono±¢ obliczeniowa testu jest liniowa O(n). Przygotowano implementacj¦
dwóch wersji algorytmu wyznaczaj¡cego najwi¦ksz¡ klik¦ w gra�e koªowym.

Zaimplementowano dwa algorytmy wyznaczaj¡ce liczno±¢ najwi¦kszego
zbioru niezale»nego α. Algorytm naiwny ma zªo»ono±¢ O(n2), algorytm czuªy
na wyj±cie ma zªo»ono±¢ O(nα). Dla grafów koªowych przypadkowych cz¦sto
obserwowali±my, »e α byªo O(

√
n). Skrajne przypadki to α = 1 dla Kn,

α = n/2 dla Cn, α = n dla grafu bez kraw¦dzi.
Oprócz tego, warto zwróci¢ uwag¦ na perspektywy dalszych bada« i roz-

woju w dziedzinie grafów koªowych. Jednym z ciekawych obszarów bada«
jest poszukiwanie algorytmów, które mog¡ osi¡gn¡¢ lepsz¡ wydajno±¢, ma-
j¡c informacj¦, »e analizujemy graf koªowy. Znaj¡c pewne cechy specy�czne
dla grafów koªowych, mo»na implementowa¢ algorytmy, które wykorzystuj¡
t¦ charakterystyk¦ w celu optymalizacji ich dziaªania.

Kolejnym interesuj¡cym aspektem, który warto zbada¢, jest mo»liwo±¢
zastosowania σ-reprezentacji, która ju» udowodniªa swoj¡ u»yteczno±¢ w al-
gorytmie do wyznaczania liczno±ci najwi¦kszego zbioru niezale»nego, do in-
nych problemów grafowych. W rezultacie, istotne jest sprawdzenie, czy to
podej±cie mogªoby przyczyni¢ si¦ do poprawy efektywno±ci rozwi¡za« tych
problemów.

Na koniec musimy jeszcze raz wspomnie¢ o problemie rozpoznawania gra-
fów koªowych, dla którego nie mamy dziaªaj¡cej implementacji. W teorii pro-
blem jest rozwi¡zany (por. rozdziaª 1), podano kilka algorytmów. W praktyce
okazuje si¦, »e algorytmy albo maj¡ du»¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ i nie nadaj¡
si¦ do oblicze« na du»ych grafach, albo w algorytmach stosowane s¡ zaawan-
sowane metody teoretyczne (np. teoria matroidów, split decomposition), przez
co przygotowanie implementacji jest spraw¡ bardzo trudn¡. Z drugiej strony,
w pewnych zastosowaniach (ukªady VLSI) na wej±ciu dana jest reprezenta-
cja gra�czna grafu koªowego, wi¦c to ona mo»e by¢ wygodniejszym punktem
startowym.
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A. Testy algorytmów

Algorytmy zostaªy sprawdzone pod k¡tem poprawno±ci przy u»yciu te-
stów jednostkowych za pomoc¡ moduªu unittest [41]. Przeprowadzono rów-
nie» testy wydajno±ci, które zostaªy wykonane za pomoc¡ moduªu timeit [42],
umo»liwiaj¡cego pomiar czasu wykonania poszczególnych funkcji. Dla ka»de-
go zestawu danych przeprowadzono trzykrotne testy, a przedstawione w tym
rozdziale wykresy prezentuj¡ wyniki najszybszego z tych testów.

A.1. Testy tworzenia grafu abstrakcyjnego na

podstawie reprezentacji permutacyjnej

W celu oceny wydajno±ci algorytmu przetestowano go na losowych per-
mutacjach z podwójnymi wyst¡pieniami, które reprezentuj¡ spójne grafy ko-
ªowe. Czasy wykonania algorytmu zostaªy zmierzone i przedstawione na wy-
kresie A.1. Dopasowanie krzywej o wspóªczynniku a = 1.971(24) potwierdza,
»e czas wykonania algorytmu jest kwadratowy, co jest zgodne z teoretyczn¡
zªo»ono±ci¡ obliczeniow¡.
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Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu utworzenia grafu z pakietu graphthe-

ory na podstawie reprezentacji permutacyjnej.
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A.2. Testy tworzenia σ-reprezentacji grafu koªowego

Losowe permutacje z podwójnymi wyst¡pieniami, które reprezentuj¡ spój-
ne grafy koªowe zostaªy równie» wykorzystane do przetestowania algorytmu
generuj¡cego σ-reprezentacj¦. Uzyskane wyniki znajduj¡ si¦ na wykresie A.2.
Wspóªczynnik dopasowania prostej a = 0.837(23) potwierdza liniow¡ zªo»o-
no±¢ obliczeniow¡ O(n) tego algorytmu.
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Rysunek A.2. Wykres wydajno±ci algorytmu utworzenia σ-reprezentacji grafu na
podstawie reprezentacji permutacyjnej.
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A.3. Testy algorytmu do sprawdzania czy dany graf

koªowy jest grafem permutacji

Przeprowadzono testy wydajno±ci algorytmu sprawdzaj¡cego czy dany
graf koªowy jest grafem permutacji. Badania zostaªy przeprowadzone na
dwóch typach grafów. Pierwszy to losowe grafy permutacji, które zapewniªy
wykonanie si¦ caªego algorytmu. Wspóªczynnik dopasowania prostej wyniósª
a = 0.972(34).

W drugim przypadku u»yto grafów cyklicznych Cn, które nie s¡ grafa-
mi permutacji dla n > 4. W ten sposób zbadano cz¦±¢ algorytmu wystar-
czaj¡c¡ do sprawdzenia czy graf jest grafem permutacji, a pomini¦ty zostaª
etap generowania permutacji i mapowa« etykiet. W tym przypadku uzyskano
wspóªczynnik a = 0.938(60).

Uzyskane wyniki potwierdzaj¡ liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡ algorytmu
co zostaªo zaprezentowane na wykresach A.3 i A.4.
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Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu do sprawdzania czy dany graf koªowy
jest grafem permutacji w przypadku, gdy faktycznie nim jest.
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Rysunek A.4. Wykres wydajno±ci algorytmu do sprawdzania czy dany graf koªowy
jest grafem permutacji w przypadku, gdy nim nie jest.

A.4. Testy badania spójno±ci grafu koªowego

Wydajno±¢ sprawdzania spójno±ci grafu koªowego zostaªa wyznaczona na
przypadkowych grafach. Wykres A.5 prezentuje rezultaty pomiarów. Warto±¢
wspóªczynnika a w dopasowanej krzywej wyniosªa 1.923(18) i ±wiadczy o zªo-
»ono±ci O(n2). Na wykresie A.6 przedstawiono wyniki dla algorytmu siªowe-
go, gdzie wspóªczynnik a wyniósª 2.801(46) i ±wiadczy o zªo»ono±ci O(n3).
Na wykresie A.13 przedstawiono równie» porównanie wydajno±ci algorytmu
wykorzystuj¡cego BFS dla szczególnych grafów.
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci algorytmu badania spójno±ci grafu koªowego.
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Rysunek A.6. Wykres wydajno±ci algorytmu badania spójno±ci grafu koªowego -
metoda siªowa

A.5. Testy przeszukiwania grafów koªowych

Przeprowadzono testy algorytmów BFS i DFS, za ka»dym razem rozpo-
czynaj¡c przeszukiwanie od wierzchoªka 0. Wyniki dla przeszukiwania wszerz
zaprezentowano na wykresach A.7 i A.14, a dla przeszukiwania w gª¡b na wy-
kresach A.8 i A.15. Otrzymane warto±ci wspóªczynników dopasowania pro-
stej a to odpowiednio 1.894(16) dla przeszukiwania wszerz, oraz 1.910(10)
dla przeszukiwania wgª¡b. W obu przypadkach wspóªczynniki a ±wiadcz¡
o zªo»ono±ci rz¦du O(n2).
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Rysunek A.7. Wykres wydajno±ci algorytmu przechodzenia grafu wszerz.
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Rysunek A.8. Wykres wydajno±ci algorytmu przechodzenia grafu w gª¡b.

A.6. Testy algorytmów do wyznaczania liczby

kardynalnej najwi¦kszego zbioru niezale»nego

Zostaªy przetestowane dwa algorytmy do wyznaczania liczby kardynalnej
najwi¦kszego zbioru niezale»nego. Wyniki pomiarów zostaªy zobrazowane na
wykresach dla algorytmu naiwnego A.9 i algorytmu wra»liwego A.10. War-
to±¢ wspóªczynnika a wskazuje na ró»nic¦ w ich zªo»ono±ci obliczeniowej.
Dla algorytmu naiwnego a = 1.952(57) oznacza czas kwadratowy, a dla al-
gorytmu wra»liwego a = 0.89(1), ±wiadczy o czasie liniowym. Na wykresach
A.16 i A.17 przedstawiono równie» porównanie szybko±ci tych algorytmów dla
grafów, gdzie ka»dy wierzchoªek jest osobny, grafu liniowego i grafu przypad-
kowego. Dla algorytmu wra»liwego mo»emy zauwa»y¢ spor¡ ró»nic¦ mi¦dzy
wynikami dla ró»nych grafów. Potwierdza to zakªadan¡ zªo»ono±¢ algoryt-
mu O(nα). Wspóªczynnik dopasowania w przypadku grafu liniowego wyniósª
a = 1.669(46) czyli lepiej ni» O(n2). Wynika to z faktu, »e dla grafu liniowego
α = n/2.
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci algorytmu naiwnego do wyznaczanie liczby kar-
dynalnej najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

A.7. Testy algorytmów do wyznaczania najwi¦kszej

kliki w gra�e koªowym

Zostaªy przetestowane dwa algorytmy do wyznaczania najwi¦kszej kli-
ki w gra�e koªowym. Pierwszy wykorzystuj¡cy algorytm rozpoznania grafu
permutacji, dla którego wspóªczynnik a wyniósª w przybli»eniu 6 co oznacza
zªo»ono±¢ obliczeniow¡ O(n6). W drugim algorytmie uzyskano wspóªczyn-
nik a = 2.026(42), ±wiadcz¡cy o zªo»ono±ci bliskiej O(n2). Opisane wyniki
znajduj¡ si¦ na wykresach A.11 oraz A.12.
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Rysunek A.10. Wykres wydajno±ci algorytmu wra»liwego do wyznaczanie liczby
kardynalnej najwi¦kszego zbioru niezale»nego.
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Rysunek A.11. Wykres wydajno±ci algorytmu algorytmu do wyznaczania najwi¦k-
szej kliki w gra�e koªowym.
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Rysunek A.12. Wykres wydajno±ci algorytmu algorytmu do wyznaczania najwi¦k-
szej kliki w gra�e koªowym w reprezentacji permutacyjnej.
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Rysunek A.13. Porównanie wydajno±ci algorytmu badania spójno±ci grafu koªowe-
go dla ró»nych danych wej±ciowych.
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Rysunek A.14. Porównanie dziaªania algorytmu BFS dla szczególnych grafów.
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Rysunek A.15. Porównanie dziaªania algorytmu DFS dla szczególnych grafów.
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Rysunek A.16. Porównanie dziaªania algorytmu naiveMIS dla grafu liniowego, gra-
fu z izolowanych wierzchoªków i grafu przypadkowego.
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Rysunek A.17. Porównanie dziaªania algorytmu sensitiveMIS dla grafu liniowego,
grafu z izolowanych wierzchoªków i grafu przypadkowego.
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