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Streszczenie

W pracy zebrano informacje na temat grafów permutacji. Graf nieskierowa-
ny nazywamy grafem permutacji wtedy, gdy jego wierzchoªki reprezentuj¡
elementy permutacji, a kraw¦dzie reprezentuj¡ pary elementów odwróconych
przez t¦ permutacj¦. Interesuj¡ce jest to, »e niektóre problemy trudne dla
grafów ogólnych, dla grafów permutacji s¡ rozwi¡zywalne w czasie wielomia-
nowym. Dodatkowo rozpoznanie grafu permutacji mo»na wykona¢ w czasie
wielomianowym.

Przedstawiono implementacje w j¦zyku Python wybranych algorytmów
dla grafów permutacji. Opisano wªa±ciwo±ci grafów permutacji, które po-
sªu»yªy do implementacji wydajnych algorytmów grafowych. Implementa-
cje przedstawiono wraz z opisami przebiegu algorytmów i analiz¡ zªo»ono-
±ci obliczeniowej. Zaimplementowano dwa algorytmy rozpoznawania grafów
permutacji. Przygotowano generatory wybranych typów grafów permutacji,
grafy losowe i grafy o zaªo»onych wªa±ciwo±ciach. Ciekawym algorytmem jest
sprawdzanie spójno±ci dla grafu permutacji, czego nie znaleziono w innych
publikacjach, a zªo»ono±¢ obliczeniowa zale»na liniowo od liczby wierzchoª-
ków jest lepsza ni» dla grafu ogólnego. Przedstawiono równie» algorytmy
wyznaczania dopeªnienia, najwi¦kszej kliki, oraz dwa algorytmy wyznaczania
najwi¦kszeo zbioru niezale»nego. Wykorzystuj¡ one dwie odmienne techniki
programowania. Pierwsz¡ jest metoda dziel i zwyci¦»aj, a druga to programo-
wanie dynamiczne. Zaimplementowano przeszukiwanie grafu w gª¡b i wszerz,
gdzie na wej±ciu graf ma posta¢ permutacji.

Zostaªa równie» wykonana galeria przykªadowych grafów permutacji. In-
teresuj¡cym jest porównanie grafów permutacji z grafami koªowymi. Przygo-
towano te» tabel¦ porównuj¡c¡ ilo±ci grafów o danej wielko±ci nale»¡cych do
ró»nych klas grafów, do której wykorzystano mi¦dzy innymi dane uzyskane
przy pomocy zaimplementowanych algorytmów.

Poprawno±¢ wszystkich implementacji zostaªa potwierdzona testami jed-
nostkowymi. Zªo»ono±ci czasowe przedstawionych algorytmów zostaªy po-
twierdzone do±wiadczalnie przy pomocy narz¦dzi dost¦pnych w j¦zyku Py-
thon, a wyniki zilustrowane na wykresach.

Sªowa kluczowe: grafy permutacji, problem kliki, zbiory niezale»ne, spój-
no±¢, dopeªnienie grafu, przeszukiwanie grafu
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English title: Study of permutation graphs with Python

Abstract

Information on permutation graphs was collected in this paper. An undirec-
ted graph is a permutation graph if its vertices represent the permutation
elements, and whose edges represent pairs of elements that are reversed by
the permutation. The interesting thing is that several problems that are hard
for general graphs may be solved in polynomial time for permutation graphs.
Furthermore, permutation graphs can be recognized in polynomial time.

Python implementations of selected graph algorithms for permutation
graphs are presented. This work describes the properties of permutation gra-
phs that were used to implement e�cient graph algorithms. Implementations
with descriptions of algorithms are presented with time complexity analy-
sis. Two permutation graph recognition algorithms were implemented. There
are implementations of permutation graphs generators, both random and
with detailed properties. An interesting algorithm is a connectivity check for
permutation graphs that had not been found in other publications and its
time complexity linear in vertices is more e�cient than for general simple
graphs. This study presents also implementations of algorithms for �nding
the complement graph, the largest clique, and two di�erent algorithms for
�nding the largest independent sets. These implementations use two di�erent
programming techniques: the divide and conquer method, and the dynamic
programming. There are two methods for graph traversal, a depth-�rst search
and a breadth-�rst search, where the permutation representation was used
as an input.

A gallery of sample permutation graphs is also presented and compared
with circle graphs. A table comparing the number of graphs belonging to
di�erent classes of graphs is also prepared. Data on permutation graphs comes
from tests performed with implemented algorithms.

The correctness of all presented implementations was con�rmed by unit
tests. The time complexities of the presented algorithms have been con�rmed
empirically using the tools available in Python, and the results are illustrated
in plots.

Keywords: permutation graphs, clique problem, independent sets, connec-
tivity, complement graph, graph traversal
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1. Wst¦p

Tematem niniejszej pracy jest prezentacja grafów permutacji. Interesuj¡ce
w nich jest to, »e do zapisu informacji o wierzchoªkach i w¦zªach takiego grafu
wystarcza ci¡g liczb. Przedmiotem naszego zainteresowania s¡ równie» zwi¡-
zane z nimi algorytmy, które wykorzystuj¡ t¦ wªasno±¢. Wyj¡tkowe w nich
jest to, »e pewne problemy grafowe, które dla grafów ogólnych s¡ NP-trudne,
dla grafów permutacji posiadaj¡ rozwi¡zania w postaci algorytmów dzia-
ªaj¡cych w czasie wielomianowym. Równie» rozpoznanie grafów permutacji
mo»na wykona¢ w czasie wielomianowym, co w sumie daje mo»liwo±¢ szyb-
kiego rozwi¡zywania pewnych problemów dla instancji grafów, które s¡ gra-
fami permutacji. Ta przewaga sprawia, »e s¡ warte do rozwa»enia przy pracy
z grafami, ale równie» znajduj¡ swoje specjalne zastosowania mi¦dzy innymi
w problemach oblicze« równolegªych [5].

Celem pracy jest implementacja wybranych algorytmów grafów permuta-
cji w j¦zyku Python. Jest to przede wszystkim algorytm rozpoznania grafu
permutacji, oraz inne algorytmy u»yteczne podczas pracy z grafami permuta-
cji. Przykªadowo generowanie pewnych typów grafów permutacji, sprawdza-
nie spójno±ci grafu, wyznaczanie dopeªnienia grafu, przeszukiwanie wszerz
oraz przeszukiwanie w gª¡b. S¡ to równie» algorytmy zwi¡zane z typowymi
problemami w teorii grafów, jak wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»-
nego, oraz wyznaczanie najwi¦kszej kliki.

Praca zostaªa podzielona na cz¦±ci stopniowo rozwijaj¡ce tematyk¦ grafów
permutacji. Rozdziaª 1 jest wprowadzeniem do niniejszej pracy. Rozdziaª 2
podaje podstawowe de�nicje zwi¡zane z problematyk¡ teorii grafów, oraz
wprowadza w tematyk¦ grafów permutacji. Zawiera równie» galeri¦ wszyst-
kich spójnych grafów permutacji z liczb¡ wierzchoªków n mniejsz¡ od 5.
Rozdziaª 3 przedstawia implementacj¦ grafów, która zostaªa wykorzystana
do projektowania przedstawianych w tej pracy algorytmów. Rozdziaª 4 to
zbiór algorytmów wraz z ich implementacjami w j¦zyku Python, oraz ze
szczegóªowymi opisami zawieraj¡cymi szacowania zªo»ono±ci obliczeniowych
zaprezentowanych rozwi¡za«. Rozdziaª 5 to podsumowanie caªej pracy, oraz
porównanie reprezentacji grafu poprzez permutacj¦ z reprezentacj¡ macierzy
s¡siedztwa. W dodatku A znajduj¡ si¦ wykresy prezentuj¡ce wyniki testów
wydajno±ciowych zaimplementowanych algorytmów.
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2. Teoria grafów

Teoria grafów to nauka z zakresu matematyki i informatyki. Zagª¦biaj¡c
si¦ w literatur¦, spotykamy si¦ z ró»nymi autorami, którzy stosuj¡ odmienn¡
terminologi¦. W tym rozdziale, dla jednoznaczno±ci podamy de�nicje podsta-
wowych poj¦¢ wykorzystywanych w niniejszej pracy. Wzorujemy si¦ gªównie
na opisach z podr¦czników Cormena [2], Wilsona [3] i Golumbica[5].

2.1. Podstawowe de�nicje

De�nicja: Graf prosty G = (V,E) de�niujemy jako uporz¡dkowan¡ par¦
skªadaj¡c¡ si¦ z niepustego sko«czonego zbioru wierzchoªków V , oraz ze sko«-
czonego zbioru kraw¦dzi E (par wierzchoªków) ª¡cz¡cych te wierzchoªki [3].
Na rysunkach wierzchoªki, inaczej nazywane w¦zªami, oznaczamy jako kóªka
z zapisan¡ w ±rodku unikaln¡ etykiet¡ identy�kuj¡c¡ wierzchoªek, natomiast
kraw¦dzie jako proste odcinki pomi¦dzy nimi.

De�nicja: Graf nieskierowany (ang. undirected graph) to graf prosty, w któ-
rym zbiór kraw¦dzi E jest zbiorem nieuporz¡dkowanych par wierzchoªków [2].
Oznacza to, »e ka»da kraw¦d¹ ª¡czy dwa ró»ne wierzchoªki, a zbiory {u, v}
oraz {v, u} gdzie u, v ∈ V i u 6= v oznaczaj¡ t¦ sam¡ kraw¦d¹.

De�nicja: Graf nieskierowany jest spójny (ang. connected), je»eli pomi¦-
dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków grafu istnieje poª¡czenie (ci¡g kraw¦dzi). Graf
niespójny skªada si¦ z pewnej liczby spójnych podgrafów, nazywanych skªa-
dowymi spójnymi (ang. connected components)[5].

De�nicja: Graf peªny (ang. complete graph) to graf prosty nieskierowany,
w którym ka»da para wierzchoªków poª¡czona jest kraw¦dzi¡. Graf oznacza-
my symbolem Kn, gdzie n to liczba wierzchoªków [3].

De�nicja: Graf cykliczny (ang. cycle graph) o n wierzchoªkach zapisywany
jako Cn to graf prosty nieskierowany spójny, w którym ka»dy wierzchoªek
jest poª¡czony z dwoma innymi wierzchoªkami [3].

De�nicja: Graf liniowy Pn (ang. path graph) o n wierzchoªkach to graf otrzy-
many z grafu Cn poprzez usuni¦cie jednej kraw¦dzi [3].

De�nicja: Dopeªnienie (ang. complement, inverse) grafu G zapisywane jako
G jest grafem z identycznym zbiorem wierzchoªków co graf G, oraz zbiorem
kraw¦dzi skªadaj¡cym si¦ z tych par wierzchoªków, pomi¦dzy którymi nie
wyst¦puj¡ kraw¦dzie w gra�e G [5].
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De�nicja: Zbiór niezale»ny (ang. independent set) dla grafu G = (V,E)
jest to podzbiór wierzchoªków S ⊂ V z tak¡ wªa±ciwo±ci¡, »e dla ka»dej pary
wierzchoªków (u, v) z tego zbioru nie istnieje kraw¦d¹ w gra�e G ª¡cz¡ca te
wierzchoªki [5].

De�nicja: Klika (ang. clique) jest to podzbiór C zbioru wierzchoªków gra-
fu nieskierowanego, gdzie pomi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków z C istnieje
kraw¦d¹. Klik¦ skªadaj¡c¡ si¦ z k wierzchoªków nazywamy k-klik¡. Mówimy
o klice, »e jest maksymalna (ang.maximal) w danym gra�e, je»eli nie mo»emy
doda¢ do niej kolejnego wierzchoªka tak, by utworzy¢ wi¦ksz¡ klik¦ [5].

De�nicja: Grafy izomor�czne G1, G2 s¡ to takie grafy, dla których istnieje
jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy w¦zªami tych grafów, taka, »e liczba
kraw¦dzi ª¡cz¡cych dane dwa wierzchoªki grafu G1 jest równa liczbie kraw¦dzi
ª¡cz¡cych odpowiadaj¡ce im wierzchoªki grafu G2 [3].

De�nicja: Reprezentacja macierzy s¡siedztwa (ang. adjacency matrix repre-
sentation) to jeden ze sposobów zapami¦tywania grafu w pami¦ci komputera.
Je±li graf ma n wierzchoªków oznakowanych liczbami ze zbioru {0, 1, ..., n−1},
to macierz¡ s¡siedztwa reprezentuj¡c¡ ten graf jest macierz A o wymiarze
n× n, której wyraz A[i, j] jest równy liczbie kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªek
i z wierzchoªkiem j [3]. W ten sposób mo»na zapisa¢ grafy proste i multigra-
fy (na diagonali zapisywana jest liczba p¦tli przy wierzchoªkach). Dla grafów
nieskierowanych macierz s¡siedztwa jest symetryczna.

U»ywaj¡c innej konwencji, mo»na za pomoc¡ macierzy s¡siedztwa zapisa¢
graf prosty wa»ony, gdzie niezerowe elementy macierzy A oznaczaj¡ wagi
odpowiednich kraw¦dzi. Zero oznacza brak kraw¦dzi, co mo»e by¢ problemem
dla algorytmów wykorzystuj¡cych kraw¦dzie o wadze zero.

2.2. Grafy permutacji

De�nicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) jest to graf nieskie-
rowany, którego wierzchoªki reprezentuj¡ elementy permutacji, a kraw¦dzie
reprezentuj¡ pary elementów tworz¡cych inwersj¦ w permutacji [12]. W ni-
niejszej pracy rozwa»amy tylko te permutacje, które zgodnie z podan¡ de�-
nicj¡ tworz¡ grafy spójne, poniewa» typowe problemy z teorii grafów mo»na
rozwi¡zywa¢ niezale»nie dla ka»dej skªadowej spójnej. Na rysunkach od 2.1
do 2.17 przedstawiono galeri¦ wszystkich spójnych grafów permutacji z liczb¡
wierzchoªków n równ¡ 2, 3, 4.

Z ró»nych permutacji mo»na uzyska¢ izomor�czne grafy. Przykªadowo,
graf zaprezentowany na rysunku 2.14 to graf na bazie permutacji (2, 3, 1, 0),
natomiast pozostaªe izomor�czne do niego grafy permutacji to (3, 1, 2, 0) 2.15
oraz (3, 2, 0, 1) 2.16. Cecha ta nie wyst¦puje dla grafów peªnych, poniewa»
zawsze istnieje tylko jedna reprezentacja i jest to permutacja, w której wszyst-
kie elementy s¡ posortowane malej¡co. Przykªady grafów peªnych znajduj¡
si¦ na rysunkach 2.1 [permutacja (1, 0)], 2.4 [permutacja (2, 1, 0)] oraz 2.17
[permutacja (3, 2, 1, 0)].
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W tabeli 2.1 zestawiono porównanie, które obrazuje liczb¦ grafów permu-
tacji w±ród grafów ogólnych. Znajdujemy tam potwierdzenie, »e nie wszystkie
grafy s¡ mo»liwe do zapisania jako permutacja. Sama liczba permutacji, która
dla n elementów wynosi n!, jest mniejsza ni» liczba grafów o tej samej liczbie
wierzchoªków. Tabela pozwala nam równie» zobrazowa¢ sobie rozmiary klasy
grafów permutacji. Liczba spójnych grafów permutacji jest to liczba permu-
tacji wyznaczaj¡cych grafy spójne. Nale»y pami¦ta¢, »e s¡ to dane dla grafów,
w których rozró»niamy wierzchoªki, wi¦c s¡ w±ród nich grafy izomor�czne.

Tabela zostaªa utworzona na podstawie zbiorów z internetowej encyklo-
pedii [11], za wyj¡tkiem danych o ilo±ci spójnych grafów permutacji, które
zostaªy wyznaczone przy pomocy zaimplementowanych funkcji.

Tabela 2.1. Porównanie liczby grafów etykietowanych o n wierzchoªkach z liczb¡
permutacji oraz grafów permutacji.

n graf prosty spójny graf prosty permutacja spójny graf permutacji
1 1 1 1 1
2 2 1 2 1
3 8 4 6 3
4 64 38 24 13
5 1024 728 120 71
6 32768 26704 720 461
7 2097152 1866256 5040 3447

De�nicja: Graf koªowy (ang. circle graph) jest to graf nieskierowany, które-
go wierzchoªki reprezentuj¡ ci¦ciwy pewnego okr¦gu, a kraw¦dzie ª¡cz¡ dwa
wierzchoªki, których odpowiednie ci¦ciwy przecinaj¡ si¦ [13].

Grafy permutacji s¡ szczególnym przypadkiem grafów koªowych. Wªa±ci-
wo±¢, »e istniej¡ grafy koªowe, które nie s¡ grafami permutacji mo»emy ªa-
two zaobserwowa¢ przedstawiaj¡c interpretacj¦ gra�czn¡ grafów permutacji
przedstawion¡ na rysunku 2.18. Grafy permutacji przedstawiamy jako ci¡g
liczb przedstawiaj¡cych kolejne elementy permutacji. Zapisujemy je w jed-
nym wierszu, a powy»ej nich zapisujemy te same liczby lecz w posortowanej
kolejno±ci. Nast¦pnie pomi¦dzy takimi samymi elementami, które oznaczaj¡
wierzchoªki grafu, rysujemy odcinki. Przecinaj¡ce si¦ odcinki wyznaczaj¡ kra-
w¦dzie w tym gra�e pomi¦dzy wierzchoªkami, z których wychodz¡ te odcinki.
Nast¦pnie zapisujemy te same elementy tym razem na okr¦gu, a narysowane
proste wyznacz¡ ci¦ciwy. Widzimy zatem, »e ka»dy graf permutacji jest gra-
fem koªowym. Jednak istniej¡ grafy koªowe, które nie s¡ grafami permutacji.
Zapisuj¡c graf permutacji na okr¦gu mamy to ograniczenie, »e zapisujemy
liczby w taki sposób, »e zawsze mo»na podzieli¢ okr¡g na dwie cz¦±ci i na
obu poªowach znajd¡ si¦ te same liczby. Graf cykliczny C5 jest najmniejszym
grafem koªowym, który nie jest grafem permutacji. Na jego reprezentacji ko-
ªowej widzimy, »e podziaª, taki jak w przypadku grafów permutacji nie jest
mo»liwy. Graf koªowy znajdziemy na rysunku 2.19.
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Rysunek 2.1. (1, 0). Rysunek 2.2. (1, 2, 0). Rysunek 2.3. (2, 0, 1).

Rysunek 2.4. (2, 1, 0). Rysunek 2.5. (1, 2, 3, 0). Rysunek 2.6. (3, 0, 1, 2).

Rysunek 2.7. (1, 3, 0, 2). Rysunek 2.8. (2, 0, 3, 1). Rysunek 2.9. (1, 3, 2, 0).

Rysunek 2.10. (2, 1, 3, 0). Rysunek 2.11. (3, 0, 2, 1). Rysunek 2.12. (3, 1, 0, 2).

Rysunek 2.13. (2, 3, 0, 1). Rysunek 2.14. (2, 3, 1, 0). Rysunek 2.15. (3, 1, 2, 0).
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Rysunek 2.16. (3, 2, 0, 1). Rysunek 2.17. (3, 2, 1, 0).

Rysunek 2.18. Graf permutacji (2, 3, 1, 0) jako graf koªowy.

Rysunek 2.19. Graf cykliczny C5 jako graf koªowy.
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3. Implementacja grafów

Grafy permutacji b¦d¡ reprezentowane jako lista Pythona z permutacj¡
kolejnych liczb caªkowitych od zera w gór¦. Narz¦dzia przygotowane w ra-
mach tej pracy dziaªaj¡ w Pythonie 2.7 i Pythonie 3.7+. Poni»ej przedsta-
wiamy przykªadowe zastosowanie zaimplementowanych algorytmów.

Listing 3.1. Moduª usages.

#!/ usr / b in /python

from graphs import Graph
from edges import Edge
from r e c o gn i t i o n import PermutationGraph
from is_connected_graph import is_connected_graph
from c l ique_and_iset import l a r g e s t_c l i que , maximum_iset
from BFS import permBFS
from DFS import permDFS

# crea t e a graph
N = 4 # number o f nodes
G = Graph(N)
nodes = range (N)
edges = [ Edge (2 , 1 ) , Edge (2 , 0 ) , Edge (1 , 0 ) , Edge (1 , 3 ) , Edge (0 , 3 ) ]
for node in nodes :

G. add_node ( node )
for edge in edges :

G. add_edge ( edge )

perm_graph_recog = PermutationGraph (G)

i f perm_graph_recog . run ( ) :
# f ind r ep r e s en t a t i on
permutation = perm_graph_recog . get_perm_repr ( )

is_connected = is_connected_graph ( permutation )
c l i q u e = l a r g e s t_c l i qu e ( permutation )
i s e t = maximum_iset ( permutation )

start ing_node = 0
BFS = permBFS( permutation )
order_BFS = BFS. BFS_order ( start ing_node )

DFS = permDFS( permutation )
order_DFS = DFS. DFS_order ( start ing_node )

print ( " permutation = {}" . format ( permutation ) )
print ( " is_connected = {}" . format ( is_connected ) )
print ( " l a r g e s t c l i q u e = {}" . format ( c l i q u e ) )
print ( "maximum i s e t {}" . format ( i s e t ) )
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print ( "BFS order = {}" . format ( order_BFS ) )
print ( "DFS order = {}" . format ( order_DFS ) )

else :
print ( "not a permutation graph" )
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4. Algorytmy

Przedstawimy tutaj wybrane problemy z teorii grafów, które s¡ interesu-
j¡ce ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ ich rozwi¡zywania w odmienny sposób dzi¦ki
wykorzystaniu reprezentacji grafu w postaci permutacji. Omówione zostan¡
przy tym zªo»ono±ci obliczeniowe takich rozwi¡za«.

4.1. Rozpoznawanie grafów permutacji - algorytm

siªowy

Aby wykorzysta¢ potencjaª grafów permutacji najistotniejszym algoryt-
mem jest rozpoznanie, czy dany graf speªnia warunki ich de�nicji, oraz czy
potra�my wyznaczy¢ odpowiedni¡ permutacj¦. Maj¡c t¦ pewno±¢ i wyzna-
czon¡ permutacj¦, mo»emy stosowa¢ specjalne algorytmy dla tej rodziny gra-
fów, które mog¡ okaza¢ si¦ wydajniejsze ni» algorytmy ogólne. Przedstawimy
dwa sposoby rozwi¡zania tego problemu. Pierwszym z nich jest algorytm
siªowy (ang. brute force) sprawdzaj¡cy wszystkie mo»liwe sposoby przypo-
rz¡dkowania liczb do wierzchoªków grafu.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf nieskierowany.

Problem: Rozpoznanie czy jest to graf permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przygotowania wszystkich
mo»liwych permutacji o liczbie elementów równej liczbie w¦zªów badane-
go grafu. Nast¦pnie porównujemy kraw¦dzie badanego grafu z interpretacj¡
badanych permutacji. Sprawdzamy ka»de mo»liwe odwzorowanie etykiet na
wierzchoªki badanego grafu. Je±li znajdziemy ró»nic¦, przechodzimy do kolej-
nego odwzorowania. Je±li oka»e si¦, »e badali±my graf permutacji, sko«czymy
w momencie znalezienia permutacji i odwzorowania, które wyznacz¡ takie
same kraw¦dzie jak w danym gra�e. Natomiast je±li nim nie jest, algorytm
zako«czy si¦ dopiero po zwery�kowaniu ka»dej mo»liwej permutacji.

Zªo»ono±¢: Algorytm jest maªo wydajny, poniewa» za ka»dym razem, gdy
badamy graf o n wierzchoªkach, który nie jest grafem permutacji, sprawdza
wszystkie mo»liwe permutacje, których jest n!, oraz wszystkie odwzorowania
tych permutacji na wierzchoªki grafu, których jest równie» n!. Zatem zªo»o-
no±¢ czasowa wynosi O(n! · n!).

Uwagi: Du»a zªo»ono±¢ obliczeniowa tego algorytmu powoduje, »e stosowa-
nie go w celu mo»liwo±ci pó¹niejszego stosowania wydajnych algorytmów nie
jest opªacalne.
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Listing 4.1. Moduª is_permutation_graph.

import i t e r t o o l s
from graphs import Graph
from edges import Edge
from i s_edge import i s_edge

def is_correct_perm ( graph , permutation ) :
' ' ' Czy dany g ra f mozna zap i sac dana permutacja . ' ' '
s i z e = len ( permutation )
for keys in i t e r t o o l s . permutat ions ( range ( s i z e ) ) :

i s_co r r e c t = True
z i p_ i t e r a t o r = zip ( keys , permutation )
mapping_dict = dict ( z i p_ i t e r a t o r )
for a in range ( s i z e ) :

for b in range ( a + 1 , s i z e ) :
i f i s_edge ( permutation , a , b ) != graph . has_edge (

Edge (mapping_dict [ a ] , mapping_dict [ b ] ) ) :
i s_co r r e c t = False

i f i s_co r r e c t :
return keys

return [ ]

def is_permutation_graph ( graph ) :
' ' ' Czy g ra f mozna zap i sac jako permutacje . ' ' '
for permutation in i t e r t o o l s . permutat ions ( range ( graph . v ( ) ) ) :

key = is_correct_perm ( graph , permutation )
i f key :

return permutation , key
return [ ]

4.2. Rozpoznawanie grafów permutacji - algorytm

wielomianowy

Grafy permutacji nie byªyby tak atrakcyjne, gdyby nie istniaª algorytm
rozpoznawania ich w czasie wielomianowym. Na szcz¦±cie taki algorytm zo-
staª podany przez autorów takich jak Pnueli, Lempel i Eeven [6]. Dziaªanie
opisanego algorytmu opiera si¦ na twierdzeniu, które mówi, »e graf G jest gra-
fem permutacji wtedy i tylko wtedy, gdy G i Ḡ s¡ grafami porównywalno±ci
(ang. comparability graph) [6].

Dane wej±ciowe: Dowolny graf nieskierowany.

Problem: Rozpoznanie czy jest to graf permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od próby wyznaczenia grafu po-
równywalno±ci. W tym celu wybieramy dowoln¡ kraw¦d¹ i nadajemy jej do-
wolny kierunek. Nast¦pnie sprawdzamy, czy utworzony w ten sposób graf
jest stabilny, co oznacza, »e nie ma w nim kraw¦dzi w relacji Γ zde�niowa-
nej nast¦puj¡co. Je»eli i 6= k oraz (i, j), (j, k) ∈ E, to (i, j)Γ(j, k) wtedy
i tylko wtedy, gdy (i, k) /∈ E. Oznacza to konieczno±¢ sprawdzania kolejnych
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kraw¦dzi grafu w celu identy�kacji tej relacji. W przypadku znalezienia ta-
kiej kraw¦dzi nadajemy jej odpowiedni kierunek i powtarzamy sprawdzanie
kraw¦dzi.

Gdy ju» sprawdzimy wszystkie kraw¦dzie, wykonujemy test na podgra�e
utworzonym z kraw¦dzi skierowanych badanego grafu. Test polega na spraw-
dzaniu zale»no±ci pomi¦dzy zbiorami wierzchoªków do których mo»emy si¦
dosta¢ z danego wierzchoªka. Niech V (i) oznacza zbiór wierzchoªków do któ-
rego wychodz¡ kraw¦dzie skierowane rozpoczynaj¡ce si¦ w wierzchoªku i.
Aby speªni¢ warunki testu, dla ka»dego wierzchoªka musi zachodzi¢ zale»-
no±¢ V (i) ⊃ W (i) =

⋃
j∈V (i) V (j). Je±li graf nie speªnia warunków tego testu,

ko«czymy algorytm z pewno±ci¡, »e badany graf nie jest grafem permuta-
cji. W przeciwnym przypadku kontynuujemy algorytm powtarzaj¡c opisane
wcze±niej kroki dla pozostaªych kraw¦dzi nieskierowanych tego grafu. Je±li
dojdziemy do momentu, w którym ju» takich nie ma, czyli graf jest grafem
porównywalno±ci, nale»y powtórzy¢ caªy algorytm dla dopeªnienia grafu. Je±li
równie» dla dopeªnienia grafu przebrniemy przez caªy algorytm, oznacza to,
»e badany graf jest grafem permutacji.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ przedstawionego algorytmu jest wielomianowa. Algo-
rytm przetwarza ka»d¡ kraw¦d¹ grafu, jednak liczba kraw¦dzi badanego grafu
nie ma bezpo±redniego znaczenia, poniewa» i tak oprócz grafu sprawdzamy
równie» jego dopeªnienie. Zatem zªo»ono±¢ obliczeniowa ro±nie proporcjonal-
nie do liczby wszystkich mo»liwych kraw¦dzi w gra�e o danej liczbie w¦zªów.
Testy potwierdzaj¡ce wielomianow¡ zªo»ono±¢ znajduj¡ si¦ w dodatku A.

Uwagi: Do wyznaczenia permutacji reprezentuj¡cej dany graf permutacji
wykorzystujemy utworzone w tym algorytmie zbiory wierzchoªków V (i).

4.3. Generowanie przypadkowych grafów permutacji

Do bada« nad grafami permutacji wykorzystujemy funkcj¦, która pozwala
generowa¢ losowe grafy permutacji. Implementacja funkcji jest przedstawiona
na listingu 4.2.

Dane wej±ciowe: Liczba wierzchoªków grafu permutacji.

Problem: Generowanie losowej permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przygotowania listy o roz-
miarze równym parametrowi size zawieraj¡cej kolejne liczby pocz¡wszy od
0. Nast¦pnie korzystaj¡c z metody random.shu�e(), która implementuje algo-
rytm Fishera i Yatesa, mieszamy kolejno±¢ elementów listy. Otrzyman¡ list¦
zwracamy jako wynik.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ jest zale»na od zastosowanego algorytmu mieszania
liczb w permutacji. W przypadku algorytmu Fishera i Yatesa zªo»ono±¢ cza-
sowa wynosi O(n).

16

20:2536908429



Uwagi: Jako wynik mo»liwa jest do uzyskania ka»da permutacja. Oznacza
to, »e grafy mog¡ by¢ spójne lub niespójne, a tak»e kilka permutacji mo»e
reprezentowa¢ izomor�czne grafy.

Listing 4.2. Moduª generation_of_permutations, graf przypadkowy.
import random

def generate_random_permutation ( s i z e ) :
' ' ' Generacja l o sowe j permutac j i . ' ' '
permutation = l i s t ( range ( s i z e ) )
random . s h u f f l e ( permutation )
return permutation

4.4. Generowanie wybranych grafów permutacji

Do bada« nad grafami permutacji stosujemy nie tylko generacj¦ losowych
grafów, ale równie» generowanie grafów permutacji o zaªo»onych wªa±ciwo-
±ciach. Przygotowali±my funkcje pozwalaj¡ce na generowanie grafów dwu-
dzielnych: graf liniowy Pn, graf gwiazda K1,p, graf dwudzielny peªny Kp,q.
Gªównie interesuj¡ce jest wyznaczanie grafu liniowego, którego implementa-
cja zostaªa przedstawiona na listingu 4.3. Algorytm polega na powi¦kszaniu
listy wyznaczaj¡cej permutacj¦ o kolejne liczby przy zachowaniu spójno±ci
grafu.

Listing 4.3. Moduª generation_of_permutations, graf liniowy.
def swap (L , i , j ) :

L [ i ] , L [ j ] = L [ j ] , L [ i ]

def make_path_perm(n ) :
i f n < 1 :
raise ValueError ( "no nodes " )
e l i f n == 1 :

return [ 0 ]
e l i f n == 2 :

return [ 1 , 0 ]
else :

perm = make_path_perm(n − 2)
perm . append (n − 2)
perm . append (n − 1)
swap (perm , −2, −1)
swap (perm , −3, −2)
return perm

4.5. Testowanie spójno±ci grafu permutacji

Wykorzystuj¡c funkcj¦ generowania losowych permutacji nie mamy pew-
no±ci, »e otrzymana permutacja b¦dzie odpowiadaªa grafowi spójnemu. W na-
szych badaniach szczególnie interesuj¡ nas grafy spójne, dlatego potrzebna
jest funkcja testuj¡ca spójno±¢ grafu.
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Dane wej±ciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Badanie spójno±ci grafu.

Opis algorytmu: Algorytm polega na sprawdzaniu, czy kolejne podci¡gi
utworzone z pocz¡tkowych liczb permutacji zawieraj¡ element o warto±ci
wi¦kszej od rozmiaru tego podci¡gu. Je±li znajdziemy taki podci¡g, który
nie ma takiej liczby, oznacza to, »e te w¦zªy nie posiadaj¡ »adnej kraw¦dzi
do w¦zªów poza tym podci¡giem, czyli graf nie jest spójny.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu jest liniowa O(n), poniewa»
mamy jedno przej±cie wzdªu» permutacji i dwa testy dla ka»dej pozycji. Zªo-
»ono±¢ zostaªa potwierdzona w testach, których wyniki znajdziemy w dodat-
ku A.

Uwagi: Uzyskiwana zªo»ono±¢ obliczeniowa jest korzystniejsza ni» zªo»ono±¢
algorytmów dla grafu ogólnego (wtedy korzysta si¦ z BFS lub DFS).

Listing 4.4. Testowanie spójno±ci grafu permutacji.

def is_connected_graph ( permutation ) :
' ' ' Test czy permutacja r ep r e z en tu j e g ra f spojny . ' ' '
s i z e = len ( permutation )
maxi = 0
for i in range ( s i z e ) :

i f permutation [ i ] > maxi :
maxi = permutation [ i ]

i f i != s i z e − 1 and maxi == i :
return False

return True

4.6. Wyznaczanie dopeªnienia grafu permutacji

Dopeªnieniem grafu G jest graf Ḡ, który ma kraw¦dzie tylko pomi¦dzy
parami tych wierzchoªków, pomi¦dzy którymi nie istnieje kraw¦d¹ w gra�e
G. W j¦zyku permutacji oznacza to, »e liczby tworz¡ce inwersj¦ w gra�e G,
nie b¦d¡ tworzyªy inwersji w gra�e Ḡ i na odwrót, liczby tworz¡ce inwersj¦
w gra�e Ḡ, nie b¦d¡ tworzyªy inwersji w ga�e G. St¡d wida¢, »e wystarczy od-
wróci¢ kolejno±¢ liczb w permutacji zwi¡zanej z G, aby otrzyma¢ permutacj¦
zwi¡zan¡ z Ḡ.

Funkcja wyznaczaj¡ca dopeªnienie grafu permutacji jest przedstawiona
na listingu 4.5. Zªo»ono±¢ obliczeniowa funkcji jest rz¦du O(n).

Listing 4.5. Wyznaczanie dopeªnienia grafu permutacji.

def complement_graph ( permutation ) :
' ' ' Wyznaczanie dope ln i en i a gra fu permutac j i . ' ' '
return permutation [ : : − 1 ]
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4.7. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego -

dziel i zwyci¦»aj

Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego dla grafów permutacji spro-
wadza si¦ do znalezienia najdªu»szego podci¡gu rosn¡cego (ang. Longest In-
creasing Subsequence, LIS ) w permutacji reprezentuj¡cej graf, co zostaªo za-
prezentowane na listingu 4.8.

Podamy dwa rozwi¡zania tego problemu. Pierwsze z nich stosuje algorytm
wyszukiwania binarnego (ang. binary search), opieraj¡cego si¦ na metodzie
dziel i zwyci¦»aj (ang. divide and conquer). Drugie rozwi¡zanie stosuje tech-
nik¦ programowania dynamicznego (ang. dynamic programming), w której
do obliczenia pewnej warto±ci u»ywamy warto±ci obliczonych ju» wcze±niej.
Odmienne sposoby uzyskuj¡ ró»ne zªo»ono±ci obliczeniowe.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Wyznaczanie najdªu»szego rosn¡cego podci¡gu przy wykorzysta-
niu wyszukiwania binarnego.

Opis algorytmu: Algorytm polega na przechodzeniu po kolejnych elemen-
tach permutacji i przy u»yciu wyszukiwania binarnego wyznaczania takiej
liczby mid, »eby dany element mógª przedªu»y¢ podci¡g o dªugo±ci mid.

Zªo»ono±¢: Za n przyjmujemy rozmiar badanej permutacji. Zªo»ono±¢ cza-
sowa wyszukiwania binarnego wynosi O(log n). W zaprezentowanym algoryt-
mie wykonujemy go na ka»dym elemencie, zatem w sumie zªo»ono±¢ czasowa
jest równa O(n log n). Wyniki testów znajduj¡ si¦ w dodatku A.

Uwagi: Zwracana lista zawiera liczby w rosn¡cym porz¡dku ze wzgl¦du na
zastosowan¡ metod¦. W ogólnym przypadku kolejno±¢ elementów najwi¦k-
szego zbioru niezale»nego nie ma znaczenia.

Listing 4.6. Najdªu»szy rosn¡cy podci¡g (wyszukiwanie binarne).
def l ongest_increas ing_subsequence ( permutation ) :

' ' ' LIS wers ja z wyszukiwaniem binarnym . ' ' '
s i z e = len ( permutation )
P = [0 for i in range ( s i z e ) ]
M = [1 for i in range ( s i z e + 1 ) ]
L = 0
for i in range ( s i z e ) :

l o = 1
hi = L
while l o <= hi :

mid = int ( c e i l ( ( l o + hi ) / 2 . 0 ) ) # Py2 vs Py3
i f permutation [M[mid ] ] < permutation [ i ] :

l o = mid + 1
else :

h i = mid − 1
newL = lo
P[ i ] = M[ newL − 1 ]
M[ newL ] = i
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i f newL > L :
L = newL

S = [0 for i in range (L ) ]
k = M[L ]
for i in range (L − 1 , −1, −1):

S [ i ] = permutation [ k ]
k = P[ k ]

return S

4.8. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego -

programowanie dynamiczne

Dane wej±ciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Wyznaczanie najdªu»szego rosn¡cego podci¡gu przy wykorzysta-
niu programowania dynamicznego.

Opis algorytmu: Dziaªanie algorytmu polega na przechodzeniu permuta-
cji wykorzystuj¡c dwa indeksy, pocz¡tku i ko«ca badanego w danej chwili
fragmentu oraz zapisywaniu w pomocniczych listach poprzedników danego
elementu dla dotychczasowo znalezionych rosn¡cych podci¡gów i ich rozmia-
rów. Gdy zbadamy ju» caª¡ permutacj¦ wybierany jest najdªu»szy z nich,
który zostaje przepisany do listy zwracanej w wyniku.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2), gdzie n to rozmiar
permutacji. Wynika to z tego, »e dla ka»dego elementu musimy sprawdzi¢
wszystkie poprzednie elementy.

Uwagi: Nie jest to najwydajniejsze rozwi¡zanie, ale interesuj¡ce ze wzgl¦du
na mo»liwo±¢ zastosowania techniki programowania dynamicznego.

Listing 4.7. Najdªu»szy rosn¡cy podci¡g (programowanie dynamiczne).
def longest_increasing_subsequence_dynamic_programming ( permutation ) :

' ' ' LIS wers ja z programowaniem dynamicznym . ' ' '
n = len ( permutation )
l i s = [ 1 ] ∗ n
prev = [ None ] ∗ n
for i in range (1 , n ) :

for j in range (0 , i ) :
i f permutation [ i ] > permutation [ j ] and l i s [ i ] < l i s [ j ] + 1 :
l i s [ i ] = l i s [ j ] + 1
prev [ i ] = j

maxId = l i s . index (max( l i s ) )

i = maxId
r e s u l t = [ permutation [ maxId ] ]
while prev [ i ] i s not None :

i = prev [ i ]
r e s u l t . append ( permutation [ i ] )

r e s u l t . r e v e r s e ( )
return r e s u l t
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Listing 4.8. Wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego.

def maximum_iset ( permutation ) :
' ' ' Wyznaczanie na jw iek s zego z b i o ru n i e z a l e zne go w g r a f i e permutac j i . ' ' '
return l ongest_increas ing_subsequence ( permutation )

4.9. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki w gra�e permutacji

Wyznaczanie najwi¦kszej kliki dla grafu permutacji sprowadza si¦ do zna-
lezienia najwi¦kszego malej¡cego podci¡gu (ang. Longest Decreasing Sub-
sequence, LDS ) w permutacji reprezentuj¡cej graf. Jest to równowa»ne ze
znalezieniem LIS dla dopeªnienia tego grafu. Zatem do wyznaczenia LDS
stosujemy przedstawione wcze±niej funkcje wyznaczania dopeªnienia grafu
oraz do znajdywania LIS.

Implementacja jest przedstawiona na listingach 4.9 i 4.10.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Wyznaczenie najwi¦kszego malej¡cego podci¡gu w permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od wyznaczenia dopeªnienia gra-
fu. Nast¦pnie znajdujemy LIS dla tego dopeªnienia oraz odwracamy jego
kolejno±¢. Otrzyman¡ w ten sposób list¦ zwracamy jako wynik.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu zale»y od zastosowanego algoryt-
mu wyszukiwania LIS. W zaprezentowanym przypadku zªo»ono±¢ wynosi
O(n log n). Testy zostaªy umieszczone w dodatku A.

Uwagi: Problem ten mo»na rozwi¡za¢ bez korzystania z wªa±ciwo±ci dopeª-
nienia grafu implementuj¡c funkcj¦ analogiczn¡ do wyznaczania LIS. Nale»y
równie» pami¦ta¢, »e kolejno±¢ elementów najwi¦kszej kliki nie ma znaczenia,
a otrzymywana lista w porz¡dku malej¡cym wynika ze sposobu prezentowa-
nej implementacji.

Listing 4.9. Wyznaczanie najwi¦kszego malej¡cego podci¡gu.

def longest_decreas ing_subsequence ( permutation ) :
' ' ' Wyznaczanie LDS przy wykorzys taniu LIS i dope ln i en i a gra fu . ' ' '
return l ongest_increas ing_subsequence (

complement_graph ( permutation ) ) [ : : − 1 ]

Listing 4.10. Wyznaczanie najwi¦kszej kliki.

def l a r g e s t_c l i qu e ( permutation ) :
' ' ' Wyznaczanie na jw i e k s z e j k l i k i w g r a f i e permutac j i . ' ' '
return longest_decreas ing_subsequence ( permutation )
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4.10. Sprawdzanie istnienia kraw¦dzi w gra�e

permutacji

Aby sprawdzi¢, czy graf zawiera kraw¦d¹ pomi¦dzy dwoma wybrany-
mi w¦zªami, wczytujemy permutacj¦ oraz w¦zªy, które b¦dziemy sprawdza¢.
W implementacji wykorzystujemy niejawnie permutacj¦ odwrotn¡, poniewa»
znajdujemy pozycje w¦zªów w permutacji. Na ko«cu wystarczy sprawdzi¢,
czy dwa w¦zªy tworz¡ inwersj¦. Wa»ne jest, aby zastosowa¢ poprawn¡ kolej-
no±¢ argumentów funkcji, bo to wpªywa na wykrywanie inwersji.

Implementacja jest przedstawiona na listingu 4.11. Czas pracy funkcji jest
liniowy O(n), poniewa» mamy pojedyncze przej±cie wzdªu» permutacji.

Listing 4.11. Sprawdzanie istnienia kraw¦dzi w gra�e permutacji.
def i s_edge ( permutation , a , b ) :

' ' ' Test i s t n i e n i a krawedz i w g r a f i e permutac j i . ' ' '
i f a > b :

a , b = b , a
for k , item in enumerate( permutation ) : # O(n) time , O(1) memory

i f item == a :
l e f t = k

i f item == b :
r i g h t = k

return l e f t > r i gh t

4.11. Przeszukiwanie wszerz grafu permutacji

Przeszukiwanie wszerz (ang. breadth-�rst search) to dobrze znana metoda
przechodzenia przez graf. Jednak jej implementacja ró»ni si¦ w zale»no±ci od
zastosowanej reprezentacji grafu.

Dane wej±ciowe: Dowolny graf oraz w¦zeª, od którego zaczniemy przeszu-
kiwanie.

Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia listy, której ele-
menty odpowiadaj¡ za przechowywanie informacji o tym, czy dany wierzcho-
ªek zostaª ju» odwiedzony. Pocz¡tkowo lista ma same warto±ci False. Two-
rzymy te» kolejk¦, która sªu»y do przechowywania kolejnych kandydatów na
w¦zªy do odwiedzenia. Dodajemy do niej startowy w¦zeª i oznaczamy go
jako odwiedzony. Nast¦pnie wyci¡gamy wierzchoªek z pocz¡tku kolejki oraz
dodajemy wierzchoªki, które mo»na bezpo±rednio z niego odwiedzi¢. Aby to
zrobi¢ przeszukujemy caª¡ permutacj¦ wyznaczaj¡c¡ badany graf. Szukamy
nieodwiedzonych s¡siadów danego w¦zªa. Wykorzystujemy do tego przed-
stawion¡ wcze±niej funkcj¦ do sprawdzania istnienia kraw¦dzi. Za ka»dym
razem, gdy zostan¡ speªnione warunki, oznaczamy znaleziony w¦zeª jako od-
wiedzony. W dalszym ci¡gu algorytm powtarza te czynno±ci do momentu,
gdy kolejka b¦dzie ju» pusta.
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Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2), gdzie n oznacza
rozmiar permutacji. Powodem kwadratowej zªo»ono±ci jest konieczno±¢ spraw-
dzania ka»dego elementu permutacji tyle razy ile elementów w sumie znajdzie
si¦ w kolejce, a dla grafu spójnego liczba ta wyniesie dokªadnie n. Testy
znajduj¡ si¦ w dodatku A.

Uwagi: Algorytm dziaªa dla dowolnej permutacji.

Listing 4.12. Moduª BFS.
import c o l l e c t i o n s

class permBFS ( ) :

def __init__( s e l f , perm ) :
s e l f . s i z e = len (perm)
s e l f . perm = perm
s e l f . p o s i t i o n = l i s t (perm) # temporary , O(n) memory
for k , item in enumerate(perm ) : # O(n) time

s e l f . p o s i t i o n [ item ] = k # for t e s t i n g edges

def has_edge ( s e l f , i , j ) :
i f i > j :

i , j = j , i
return se l f . p o s i t i o n [ i ] > s e l f . p o s i t i o n [ j ]

def BFS_order ( s e l f , node ) :
order = [ ]
v i s i t e d = [ Fa l se ] ∗ s e l f . s i z e
queue = c o l l e c t i o n s . deque ( )
queue . append l e f t ( node )
v i s i t e d [ node ] = True

while queue :
source = queue . pop ( )
order . append ( source )
for t a r g e t in s e l f . perm :

i f not v i s i t e d [ t a r g e t ] :
i f s e l f . has_edge ( source , t a r g e t ) :

queue . append l e f t ( t a r g e t )
v i s i t e d [ t a r g e t ] = True

return order

4.12. Przeszukiwanie w gª¡b grafu permutacji

Przeszukiwanie w gª¡b (ang. depth-�rst search) to druga dobrze znana
metoda przechodzenia przez graf. W tym przypadku implementacja rów-
nie» ró»ni si¦ w zale»no±ci od zastosowanej reprezentacji grafu. Listing 4.13
przedstawia implementacj¦ algorytmu rekurencyjnego. Rekurencja to techni-
ka, w której w celu rozwi¡zania danego problemu algorytm wywoªuje samego
siebie do rozwi¡zywania mniejszych podproblemów [2].

Dane wej±ciowe: Dowolny graf oraz w¦zeª, od którego zaczniemy przeszu-
kiwanie.
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Problem: Przeszukiwanie grafu w gª¡b.

Opis algorytmu: Algorytm polega na przeszukiwaniu nieodwiedzonych s¡-
siadów danego wierzchoªka, nast¦pnie oznaczaniu ich jako odwiedzone oraz
wywoªywaniu samego siebie. Wywoªanie to nast¦puje dla tej samej permuta-
cji, ale rozpoczyna si¦ od znalezionego uprzednio s¡siada. Je±li dany wierz-
choªek nie ma ju» takich s¡siadów nast¦puje nawrót (ang. backtracking), co
oznacza, »e algorytm cofa si¦ do poprzedniego wierzchoªka. Po powrocie algo-
rytm kontynuuje poszukiwanie s¡siadów do odwiedzenia. Algorytm ko«czy
si¦ w chwili powrotu do wierzchoªka startowego, kiedy nie b¦dzie ju» nie-
odwiedzonych s¡siadów tego wierzchoªka.

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu wynosi O(n2), gdzie n oznacza
rozmiar permutacji. Zostaªo to potwierdzone w dodatku A.

Uwagi: Algorytm rekurencyjny dla problemu z du»ym grafem, w którym
b¦dziemy mieli zbyt du»o wywoªa« rekurencyjnych, mo»e spowodowa¢ bª¡d
pami¦ci. Bª¡d mo»e wyst¡pi¢ na poziomie interpretera Pythona (wyj¡tek
RuntimeError), a je»eli przesuniemy ograniczenie, to bª¡d wyst¡pi na poziomie
j¡dra systemu operacyjnego.

Listing 4.13. Moduª DFS.
class permDFS ( ) :

def __init__( s e l f , perm ) :
s e l f . s i z e = len (perm)
s e l f . perm = perm
s e l f . v i s i t e d = set ( )
s e l f . p o s i t i o n = l i s t (perm)
for k , item in enumerate(perm ) :

s e l f . p o s i t i o n [ item ] = k

def has_edge ( s e l f , i , j ) :
i f i > j :

i , j = j , i
return se l f . p o s i t i o n [ i ] > s e l f . p o s i t i o n [ j ]

def v i s i t ( s e l f , node , order=None ) :
s e l f . v i s i t e d . add ( node )
i f order i s None :

order = [ node ]
for t a r g e t in s e l f . perm :

i f s e l f . has_edge ( node , t a r g e t ) :
i f t a r g e t not in se l f . v i s i t e d :

order . append ( t a r g e t )
s e l f . v i s i t ( target , order )

return order

def DFS_order ( s e l f , node , order=None ) :
order = s e l f . v i s i t ( node , order )
s e l f . v i s i t e d . c l e a r ( )
return order
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5. Podsumowanie

Celem niniejszej pracy byªo przedstawienie grafów permutacji i zbadanie
ich wªa±ciwo±ci. Przytoczono odpowiednie de�nicje z ogólnej teorii grafów,
jak i zagadnienia dotycz¡ce samych grafów permutacji. W pracy znajduje
si¦ równie» porównanie grafów permutacji z grafami koªowymi, oraz galeria
przykªadowych grafów permutacji z liczb¡ wierzchoªków co najwy»ej pi¦¢.

Przedstawione zostaªy równie» implementacje szybkich rozwi¡za« dla pro-
blemów, rozwi¡zywalnych na grafach permutacji, które s¡ trudniej wykony-
walne dla grafu ogólnego. Wykonano je w j¦zyku Python. Dla potwierdzenia
opisanych zªo»ono±ci wykonano testy sprawdzaj¡ce wydajno±¢ tych algoryt-
mów. Wyniki testów zostaªy przedstawione na wykresach.

Warto zauwa»y¢ podobie«stwa i ró»nice mi¦dzy reprezentacj¡ grafu jako
permutacji, a reprezentacj¡ macierzy s¡siedztwa. W tabeli 5 porównano te
reprezentacje. Pami¦¢ wykorzystana do przechowywania grafu jest mniej-
sza dla grafu permutacji, ale na przykªad macierz ma przewag¦ w szybko-
±ci sprawdzania istnienia danej kraw¦dzi. Algorytmy przeszukiwania grafu
mimo odmiennych implementacji uzyskuj¡ podobn¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.
Zªo»ono±ci czasowe algorytmów takich jak wyznaczanie najwi¦kszej kliki,
wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego, badanie spójno±ci grafu, czy
wyznaczanie dopeªnienia grafu, mo»na wykona¢ szybciej implementuj¡c graf
jako permutacj¦ ni» jako macierz s¡siedztwa. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e
reprezentacja przez permutacj¦, w przeciwie«stwie do reprezentacji macierzy
s¡siedztwa, nie umo»liwia przedstawienia ka»dego grafu.

Na koniec warto podkre±li¢ oszcz¦dno±¢ pami¦ci oferowan¡ przez repre-
zentacj¦ przez permutacj¦, oraz mo»liwo±¢ szybkiego rozwi¡zywania proble-
mów trudnych dla ogólnych grafów. Zadziwiaj¡ca jest zªo»ono±¢ O(n) algo-
rytmu sprawdzaj¡cego spójno±¢ grafu. Algorytm w peªni wykorzystuje zako-
dowan¡ w inwersjach informacj¦ o kraw¦dziach grafu. Do±¢ nieoczekiwanie
nie znale¹li±my tego algorytmu w literaturze.
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Tabela 5.1. Porównanie reprezentacji przez permutacj¦ i reprezentacji macierzy
s¡siedztwa. Liczba n oznacza liczb¦ wierzchoªków grafu, a jednocze±nie dªugo±¢

permutacji, liczb¦ wierszy i liczb¦ kolumn macierzy s¡siedztwa.

Nazwa problemu Permutacja Macierz s¡siedztwa
zaj¦to±¢ pami¦ci O(n) O(n2)
sprawdzanie istnienia kraw¦dzi O(n) O(1)
wyznaczanie dopeªnienia grafu O(n) O(n2)
przeszukiwanie wszerz O(n2) O(n2)
przeszukiwanie w gª¡b O(n2) O(n2)
wyznaczanie najwi¦kszej kliki O(n log n) O(n2)
wyznaczanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego O(n log n) O(n2)
badanie spójno±ci grafu O(n) O(n2)
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A. Testy algorytmów

Poprawno±¢ zaimplementowanych algorytmów zostaªa przetestowana za
pomoc¡ testów jednostkowych przy u»yciu moduªu unittest [9].

Przeprowadzone zostaªy równie» testy wydajno±ci. Wykonano je za po-
moc¡ moduªu timeit [10], który wykorzystany zostaª do dokonania pomiarów
pojedynczych wywoªa« badanych funkcji. Testy przeprowadzano dla ka»dych
badanych danych po trzy razy, a przedstawione w niniejszym rozdziale wy-
kresy prezentuj¡ najszybsze z nich.

A.1. Testy rozpoznawania grafów permutacji

W celu przetestowania wydajno±ci zmierzono czasy wykonania algorytmu.
Badano wywoªania dla grafów peªnych o coraz wi¦kszych liczbach wierzchoª-
ków. Uzyskane wyniki znajduj¡ si¦ na wykresie A.1. Wspóªczynnik dopa-
sowanej krzywej a = 6.09(14) ±wiadczy o wielomianowym czasie badanego
algorytmu.

Wykres A.2 przedstawia porównanie wydajno±ci dla odmiennych klas gra-
fów. Mo»emy na nim zauwa»y¢, »e dla grafu peªnego i grafu bez kraw¦dzi
algorytm jest wykonywany w podobnym czasie.

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 0.6  0.7  0.8  0.9  1  1.1  1.2  1.3  1.4  1.5  1.6  1.7

a = 6.091434  +/- 0.132515

b = -8.108405  +/- 0.159401

lo
g
(t

im
e
 [

s]
)

log(n)

Recognition

log(t) = a log(n) + b
data

fit

Rysunek A.1. Wykres wydajno±ci algorytmu rozpoznania grafu permutacji.
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Rysunek A.2. Porównanie wydajno±ci algorytmu rozpoznania grafu permutacji dla
grafu liniowego, grafu peªnego i wierzchoªków izolowanych.

A.2. Testy sprawdzania spójno±ci grafów permutacji

Algorytm sprawdzania spójno±ci grafu permutacji przetestowano na gra-
fach peªnych, a uzyskane wyniki przedstawiono na wykresie A.3. Wspóªczyn-
nik a = 0.949(26) mówi, »e jest to potwierdzona zale»no±¢ liniowa. Porówna-
no równie» czasy dla grafów liniowych i wierzchoªków izolowanych. Uzyskane
rezultaty przedstawiono na wykresie A.4. Wynika z nich, »e graf peªny jest
ªatwiejszym przypadkiem ni» graf liniowy, a dla grafu bez kraw¦dzi algorytm
dziaªa w czasie staªym niezale»nie od ilo±ci wierzchoªków.
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Rysunek A.3. Wykres wydajno±ci algorytmu badania spójno±ci grafu permutacji.
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Rysunek A.4. Porównanie wydajno±ci algorytmu badania spójno±ci grafu permu-
tacji dla grafu liniowego, grafu peªnego i wierzchoªków izolowanych.

A.3. Testy wyznaczania najwi¦kszego zbioru

niezale»nego

Znajdywanie najwi¦kszego zbioru niezale»nego zostaªo przetestowane na
coraz to wi¦kszych grafach peªnych. Wyniki znajduj¡ si¦ na wykresie A.5.
Warto±¢ wspóªczynnika prostej dopasowanej do danych pomiarowych wy-
niosªa a = 0.917(15). Mo»emy potwierdzi¢ zakªadan¡ wcze±niej zªo»ono±¢
O(n log n). Podobnie jak dla uprzednich algorytmów wykonano porównanie
dla konkretnych grafów A.6. Analogicznie do poprzednich algorytmów po-
miary czasów dla grafu liniowego s¡ wi¦ksze ni» dla grafu peªnego o tej samej
liczbie wierzchoªków. Warto zauwa»y¢, »e tym razem graf bez wierzchoªków
zajmuje jeszcze wi¦cej czasu. Rozmiar grafów liniowych zostaª ograniczony
ze wzgl¦du na wyj¡tek przekroczenia dozwolonej gª¦boko±¢ rekurencji wyst¦-
puj¡cy przy ich generowaniu.
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Rysunek A.5. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania najwi¦kszego zbioru nie-
zale»nego dla grafu peªnego.
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Rysunek A.6. Porównanie wydajno±ci algorytmu wyznaczania najwi¦kszego zbioru
niezale»nego dla grafu liniowego, grafu peªnego i wierzchoªków izolowanych.
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A.4. Testy wyznaczania najwi¦kszej kliki

Testy algorytmu wyznaczania najwi¦kszej kliki przeprowadzono analo-
gicznie do testów wyznaczania najwi¦kszego zbioru niezale»nego. Wyniki
przedstawiono na wykresach: A.7 i A.8. Warto±¢ wspóªczynnika a wyniosªa
1.188(17). Jest to wynik wi¦kszy ni» dla algorytmu dla zbioru niezale»nego,
ale potwierdza on teoretyczn¡ zªo»ono±¢ czasow¡ O(n log n). Warto równie»
zauwa»y¢, »e tym razem grafy peªne s¡ najtrudniejszymi, a izolowane wierz-
choªki najªatwiejszymi przypadkami dla tego algorytmu.
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Rysunek A.7. Wykres wydajno±ci algorytmu wyznaczania najwi¦kszej kliki.
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Rysunek A.8. Porównanie wydajno±ci algorytmu wyznaczania najwi¦kszej kliki dla
grafu liniowego, grafu peªnego i wierzchoªków izolowanych.
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A.5. Testy przeszukiwania grafów permutacji

W celu sprawdzenia wydajno±ci algorytmów przeszukiwa« grafu. Prze-
prowadzono testy algorytmów BFS i DFS rozpoczynaj¡c przeszukiwanie za
ka»dym razem od wierzchoªka 0. Pojedyncze wywoªania algorytmów wykony-
wano na grafach peªnych i liniowych. Wyniki zaprezentowano na wykresach
A.9 i A.10 dla przeszukiwania wszerz oraz A.11 i A.11 dla przeszukiwa-
nia w gª¡b. Otrzymane warto±ci wspóªczynników to a = 1.79(2) dla BFS
oraz a = 1.98(1) dla DFS. �wiadcz¡ one o kwadratowej zªo»ono±ci czasowej
zaimplementowanych algorytmów.
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Rysunek A.9. Wykres wydajno±ci algorytmu BFS dla grafu peªnego.
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Rysunek A.10. Porównanie wydajno±ci BFS dla grafu peªnego i liniowego.
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Rysunek A.11. Wykres wydajno±ci algorytmu DFS.
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Rysunek A.12. Porównanie wydajno±ci DFS dla grafu peªnego i liniowego.
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