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Streszczenie

W pracy zebrano informacje na temat graféw permutacji. Graf nieskierowa-
ny nazywamy grafem permutacji wtedy, gdy jego wierzcholki reprezentujg
elementy permutacji, a krawedzie reprezentuja pary elementéw odwroconych
przez te permutacje. Interesujace jest to, ze niektoére problemy trudne dla
grafow ogoélnych, dla graféw permutacji sg rozwigzywalne w czasie wielomia-
nowym. Dodatkowo rozpoznanie grafu permutacji mozna wykona¢ w czasie
wielomianowym.

Przedstawiono implementacje w jezyku Python wybranych algorytméow
dla graféw permutacji. Opisano wtasciwoséci graféw permutacji, ktére po-
stuzyty do implementacji wydajnych algorytméw grafowych. Implementa-
cje przedstawiono wraz z opisami przebiegu algorytméw i analiza ztozono-
Sci obliczeniowej. Zaimplementowano dwa algorytmy rozpoznawania grafow
permutacji. Przygotowano generatory wybranych typow grafow permutacji,
grafy losowe i grafy o zalozonych wtasciwosciach. Ciekawym algorytmem jest
sprawdzanie spojnosci dla grafu permutacji, czego nie znaleziono w innych
publikacjach, a zlozono$¢ obliczeniowa zalezna liniowo od liczby wierzchot-
kow jest lepsza niz dla grafu ogélnego. Przedstawiono réwniez algorytmy
wyznaczania dopetnienia, najwiekszej kliki, oraz dwa algorytmy wyznaczania
najwiekszeo zbioru niezaleznego. Wykorzystuja one dwie odmienne techniki
programowania. Pierwsza jest metoda dziel i zwyciezaj, a druga to programo-
wanie dynamiczne. Zaimplementowano przeszukiwanie grafu w gtab i wszerz,
gdzie na wejéciu graf ma postaé¢ permutacji.

Zostala rowniez wykonana galeria przyktadowych graféw permutacji. In-
teresujacym jest poroéwnanie grafow permutacji z grafami kotowymi. Przygo-
towano tez tabele poréwnujaca ilosci grafow o danej wielkosci nalezacych do
roznych klas grafow, do ktérej wykorzystano miedzy innymi dane uzyskane
przy pomocy zaimplementowanych algorytmow.

Poprawnosé¢ wszystkich implementacji zostata potwierdzona testami jed-
nostkowymi. Ztozonosci czasowe przedstawionych algorytmoéw zostaty po-
twierdzone doswiadczalnie przy pomocy narzedzi dostepnych w jezyku Py-
thon, a wyniki zilustrowane na wykresach.

Slowa kluczowe: grafy permutacji, problem kliki, zbiory niezalezne, sp6j-
no$c¢, dopetnienie grafu, przeszukiwanie grafu



English title: Study of permutation graphs with Python

Abstract

Information on permutation graphs was collected in this paper. An undirec-
ted graph is a permutation graph if its vertices represent the permutation
elements, and whose edges represent pairs of elements that are reversed by
the permutation. The interesting thing is that several problems that are hard
for general graphs may be solved in polynomial time for permutation graphs.
Furthermore, permutation graphs can be recognized in polynomial time.

Python implementations of selected graph algorithms for permutation
graphs are presented. This work describes the properties of permutation gra-
phs that were used to implement efficient graph algorithms. Implementations
with descriptions of algorithms are presented with time complexity analy-
sis. Two permutation graph recognition algorithms were implemented. There
are implementations of permutation graphs generators, both random and
with detailed properties. An interesting algorithm is a connectivity check for
permutation graphs that had not been found in other publications and its
time complexity linear in vertices is more efficient than for general simple
graphs. This study presents also implementations of algorithms for finding
the complement graph, the largest clique, and two different algorithms for
finding the largest independent sets. These implementations use two different
programming techniques: the divide and conquer method, and the dynamic
programming. There are two methods for graph traversal, a depth-first search
and a breadth-first search, where the permutation representation was used
as an input.

A gallery of sample permutation graphs is also presented and compared
with circle graphs. A table comparing the number of graphs belonging to
different classes of graphs is also prepared. Data on permutation graphs comes
from tests performed with implemented algorithms.

The correctness of all presented implementations was confirmed by unit
tests. The time complexities of the presented algorithms have been confirmed
empirically using the tools available in Python, and the results are illustrated
in plots.

Keywords: permutation graphs, clique problem, independent sets, connec-
tivity, complement graph, graph traversal
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1. Wstep

Tematem niniejszej pracy jest prezentacja graféw permutacji. Interesujace
w nich jest to, ze do zapisu informacji o wierzchotkach i weztach takiego grafu
wystarcza cigg liczb. Przedmiotem naszego zainteresowania sa réwniez zwia-
zane z nimi algorytmy, ktore wykorzystuja te wlasnosé. Wyjatkowe w nich
jest to, ze pewne problemy grafowe, ktore dla graféw ogoélnych sag NP-trudne,
dla grafow permutacji posiadaja rozwiazania w postaci algorytmoéw dzia-
lajacych w czasie wielomianowym. Réwniez rozpoznanie graféw permutacji
mozna wykona¢ w czasie wielomianowym, co w sumie daje mozliwos$¢ szyb-
kiego rozwiazywania pewnych probleméw dla instancji grafow, ktore sa gra-
fami permutacji. Ta przewaga sprawia, ze sa warte do rozwazenia przy pracy
z grafami, ale rowniez znajduja swoje specjalne zastosowania miedzy innymi
w problemach obliczen rownoleglych [5].

Celem pracy jest implementacja wybranych algorytméw graféw permuta-
cji w jezyku Python. Jest to przede wszystkim algorytm rozpoznania grafu
permutacji, oraz inne algorytmy uzyteczne podczas pracy z grafami permuta-
¢ji. Przyktadowo generowanie pewnych typow grafow permutacji, sprawdza-
nie spojnosci grafu, wyznaczanie dopelnienia grafu, przeszukiwanie wszerz
oraz przeszukiwanie w glab. Sa to réwniez algorytmy zwigzane z typowymi
problemami w teorii grafow, jak wyznaczanie najwiekszego zbioru niezalez-
nego, oraz wyznaczanie najwiekszej kliki.

Praca zostalta podzielona na czeéci stopniowo rozwijajace tematyke grafow
permutacji. Rozdzial [I] jest wprowadzeniem do niniejszej pracy. Rozdzial
podaje podstawowe definicje zwigzane z problematyka teorii graféw, oraz
wprowadza w tematyke graféow permutacji. Zawiera rowniez galerie wszyst-
kich spojnych graféw permutacji z liczba wierzchotkéw n mniejsza od 5.
Rozdziat 3| przedstawia implementacje grafow, ktora zostala wykorzystana
do projektowania przedstawianych w tej pracy algorytmoéw. Rozdziat [4] to
zbior algorytméw wraz z ich implementacjami w jezyku Python, oraz ze
szczegolowymi opisami zawierajacymi szacowania ztozonosci obliczeniowych
zaprezentowanych rozwigzan. Rozdzial b to podsumowanie calej pracy, oraz
porownanie reprezentacji grafu poprzez permutacje z reprezentacja macierzy
sasiedztwa. W dodatku [A] znajduja sie wykresy prezentujace wyniki testow
wydajnosciowych zaimplementowanych algorytmoéw.



2. Teoria grafow

Teoria graféow to nauka z zakresu matematyki i informatyki. Zagtebiajac
sie w literature, spotykamy sie z r6znymi autorami, ktorzy stosuja odmienng
terminologie. W tym rozdziale, dla jednoznacznosci podamy definicje podsta-
wowych poje¢ wykorzystywanych w niniejszej pracy. Wzorujemy sie gltownie
na opisach z podrecznikow Cormena [2], Wilsona [3] i Golumbica|5].

2.1. Podstawowe definicje

Definicja: Graf prosty G = (V, E) definiujemy jako uporzadkowana pare
sktadajaca sie z niepustego skorniczonego zbioru wierzchotkow V', oraz ze skon-
czonego zbioru krawedzi E (par wierzchotkéw) taczacych te wierzchotki [3].
Na rysunkach wierzchotki, inaczej nazywane weztami, oznaczamy jako kotka
z zapisang w Srodku unikalng etykieta identyfikujaca wierzchotek, natomiast
krawedzie jako proste odcinki pomiedzy nimi.

Definicja: Graf nieskierowany (ang. undirected graph) to graf prosty, w kto-
rym zbiér krawedzi E jest zbiorem nieuporzadkowanych par wierzchotkow [2].
Oznacza to, ze kazda krawedz taczy dwa rozne wierzcholki, a zbiory {u,v}
oraz {v,u} gdzie u,v € V i u # v oznaczaja te sama krawedz.

Definicja: Graf nieskierowany jest spojny (ang. connected), jezeli pomie-
dzy kazda para wierzchotkow grafu istnieje polaczenie (ciag krawedzi). Graf
niespojny sktada sie z pewnej liczby spéjnych podgraféow, nazywanych skta-
dowymi spdjnymi (ang. connected components)|s].

Definicja: Graf pelny (ang. complete graph) to graf prosty nieskierowany,
w ktorym kazda para wierzchotkéw polaczona jest krawedzia. Graf oznacza-
my symbolem K, gdzie n to liczba wierzchotkow [3].

Definicja: Graf cykliczny (ang. cycle graph) o n wierzchotkach zapisywany
jako C), to graf prosty nieskierowany spo6jny, w ktorym kazdy wierzchotek
jest potaczony z dwoma innymi wierzchotkami [3].

Definicja: Grafliniowy P, (ang. path graph) o n wierzchotkach to graf otrzy-
many z grafu C), poprzez usuniecie jednej krawedzi [3].

Definicja: Dopelnienie (ang. complement, inverse) grafu G zapisywane jako
G jest grafem z identycznym zbiorem wierzcholkéw co graf G, oraz zbiorem
krawedzi sktadajacym sie z tych par wierzchotkéw, pomiedzy ktérymi nie
wystepuja krawedzie w grafie G [5].



Definicja: Zbior niezalezny (ang. independent set) dla grafu G = (V, E)
jest to podzbioér wierzchotkow S C V' z taka wlasciwoscig, ze dla kazdej pary
wierzchotkéw (u,v) z tego zbioru nie istnieje krawedz w grafie G taczaca te
wierzchotki [5].

Definicja: Klika (ang. clique) jest to podzbior C' zbioru wierzchotkow gra-
fu nieskierowanego, gdzie pomiedzy kazda para wierzchotkéw z C' istnieje
krawedz. Klike sktadajaca sie z k£ wierzchotkéw nazywamy k-klikg. Mowimy
o klice, ze jest maksymalna (ang. mazimal) w danym grafie, jezeli nie mozemy
doda¢ do niej kolejnego wierzchotka tak, by utworzy¢ wieksza klike [5].

Definicja: Grafy izomorficzne G, G5 sa to takie grafy, dla ktorych istnieje
jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy weztami tych grafow, taka, ze liczba
krawedzi taczacych dane dwa wierzchotki grafu G; jest réwna liczbie krawedzi
taczacych odpowiadajace im wierzcholki grafu G [3].

Definicja: Reprezentacja macierzy sasiedztwa (ang. adjacency matriz repre-
sentation) to jeden ze sposobow zapamietywania grafu w pamieci komputera.
Jesli graf ma n wierzchotkéw oznakowanych liczbami ze zbioru {0, 1, ...,n—1},
to macierza sasiedztwa reprezentujaca ten graf jest macierz A o wymiarze
n x n, ktorej wyraz Ali, j] jest rowny liczbie krawedzi taczacych wierzcholek
i 7z wierzchotkiem j [3]. W ten sposoéb mozna zapisac grafy proste i multigra-
fy (na diagonali zapisywana jest liczba petli przy wierzchotkach). Dla grafow
nieskierowanych macierz sasiedztwa jest symetryczna.

Uzywajac innej konwencji, mozna za pomoca macierzy sasiedztwa zapisa¢
graf prosty wazony, gdzie niezerowe elementy macierzy A oznaczaja wagi
odpowiednich krawedzi. Zero oznacza brak krawedzi, co moze by¢ problemem
dla algorytméw wykorzystujacych krawedzie o wadze zero.

2.2. Grafy permutacji

Definicja: Graf permutacji (ang. permutation graph) jest to graf nieskie-
rowany, ktorego wierzchotki reprezentuja elementy permutacji, a krawedzie
reprezentuja pary elementow tworzacych inwersje w permutacji [12]. W ni-
niejszej pracy rozwazamy tylko te permutacje, ktore zgodnie z podang defi-
nicja tworza grafy spojne, poniewaz typowe problemy z teorii graféw mozna
rozwigzywaé niezaleznie dla kazdej sktadowej spojnej. Na rysunkach od
do[2.17] przedstawiono galerie wszystkich spojnych graféow permutacji z liczba
wierzchotkéw n réwna 2, 3, 4.

7 réznych permutacji mozna uzyskaé izomorficzne grafy. Przykladowo,
graf zaprezentowany na rysunku to graf na bazie permutacji (2,3, 1,0),
natomiast pozostale izomorficzne do niego grafy permutacji to (3,1, 2,0)
oraz (3,2,0,1) Cecha ta nie wystepuje dla graféw pelnych, poniewaz
zawsze istnieje tylko jedna reprezentacja i jest to permutacja, w ktorej wszyst-
kie elementy sa posortowane malejaco. Przyktady graféw pelnych znajduja

sie na rysunkach [permutacja (1,0)], [permutacja (2, 1,0)] oraz 2.17]
|[permutacja (3,2, 1,0)].



W tabeli zestawiono poréwnanie, ktére obrazuje liczbe graféow permu-
tacji wsrod grafow ogélnych. Znajdujemy tam potwierdzenie, ze nie wszystkie
grafy sa mozliwe do zapisania jako permutacja. Sama liczba permutacji, ktora
dla n elementéw wynosi n!, jest mniejsza niz liczba grafow o tej samej liczbie
wierzchotkéw. Tabela pozwala nam réwniez zobrazowaé sobie rozmiary klasy
grafow permutacji. Liczba spojnych graféw permutacji jest to liczba permu-
tacji wyznaczajacych grafy spojne. Nalezy pamietad, ze sa to dane dla grafow,
w ktorych rozrozniamy wierzcholki, wiec sg wsrod nich grafy izomorficzne.

Tabela zostata utworzona na podstawie zbioréw z internetowej encyklo-
pedii [11], za wyjatkiem danych o ilosci spojnych grafow permutacji, ktore
zostaly wyznaczone przy pomocy zaimplementowanych funkcji.

Tabela 2.1. Poréwnanie liczby graféw etykietowanych o n wierzchotkach z liczba
permutacji oraz graféw permutacji.

n | graf prosty | spojny graf prosty | permutacja | spojny graf permutacji
1 1 1 1 1

2 2 1 2 1

3 8 4 6 3

4 64 38 24 13

5 1024 728 120 71

6 32768 26704 720 461

7| 2097152 1866256 5040 3447

Definicja: Graf kotowy (ang. circle graph) jest to graf nieskierowany, ktore-
go wierzchotki reprezentuja cieciwy pewnego okregu, a krawedzie taczg dwa
wierzcholtki, ktorych odpowiednie cieciwy przecinaja sie [13].

Grafy permutacji s szczegdlnym przypadkiem grafow kotowych. Wtasci-
wosé, ze istnieja grafy kotowe, ktére nie sa grafami permutacji mozemy ta-
two zaobserwowaé przedstawiajac interpretacje graficzna grafow permutacji
przedstawiona na rysunku [2.18] Grafy permutacji przedstawiamy jako ciag
liczb przedstawiajacych kolejne elementy permutacji. Zapisujemy je w jed-
nym wierszu, a powyzej nich zapisujemy te same liczby lecz w posortowanej
kolejnosci. Nastepnie pomiedzy takimi samymi elementami, ktore oznaczaja
wierzchotki grafu, rysujemy odcinki. Przecinajace sie odcinki wyznaczaja kra-
wedzie w tym grafie pomiedzy wierzchotkami, z ktorych wychodza te odcinki.
Nastepnie zapisujemy te same elementy tym razem na okregu, a narysowane
proste wyznaczg cieciwy. Widzimy zatem, ze kazdy graf permutacji jest gra-
fem kotowym. Jednak istnieja grafy kotowe, ktore nie sg grafami permutacji.
Zapisujac graf permutacji na okregu mamy to ograniczenie, ze zapisujemy
liczby w taki sposéb, ze zawsze mozna podzieli¢ okrag na dwie czedci i na
obu polowach znajda sie te same liczby. Graf cykliczny Cs jest najmniejszym
grafem kotowym, ktéry nie jest grafem permutacji. Na jego reprezentacji ko-
lowej widzimy, ze podzial, taki jak w przypadku graféw permutacji nie jest
mozliwy. Graf kotowy znajdziemy na rysunku [2.19
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Rysunek 2.16. (3,2,0,1). Rysunek 2.17. (3,2,1,0).

2 3 1 0 3

Rysunek 2.18. Graf permutacji (2,3, 1,0) jako graf kolowy.

Rysunek 2.19. Graf cykliczny C5 jako graf kotowy.
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3. Implementacja graféw

Grafy permutacji beda reprezentowane jako lista Pythona z permutacja
kolejnych liczb catkowitych od zera w gére. Narzedzia przygotowane w ra-
mach tej pracy dzialaja w Pythonie 2.7 i Pythonie 3.7+. Ponizej przedsta-
wiamy przyktadowe zastosowanie zaimplementowanych algorytmoéw.

Listing 3.1. Modut usages.

#1/usr/bin/python

from graphs import Graph

from edges import Edge

from recognition import PermutationGraph

from is connected graph import is connected graph

from clique and iset import largest clique , maximum _iset
from BFS import permBFS

from DFS import permDFS

# create a graph
N =4 # number of nodes
G = Graph(N)
nodes = range(N)
edges = [Edge(2, 1), Edge(2, 0), Edge(1, 0), Edge(1, 3), Edge(0, 3)]
for node in nodes:
G.add_node(node)
for edge in edges:
G.add edge(edge)

perm_graph recog = PermutationGraph (G)

if perm graph recog.run():
# find representation
permutation = perm_graph recog.get perm repr ()

is _connected = is connected graph(permutation)
clique = largest clique (permutation)
iset = maximum iset(permutation)

starting node = 0
BFS = permBFS(permutation)
order  BFS = BFS.BFS _order(starting node)

DFS = permDFS(permutation)
order  DFS = DFS.DFS order(starting node)

print ("permutation = {}".format(permutation))
print ("is_connected = {}".format(is_ connected))
print ("largest clique = {}".format(clique))
print ("maximum iset {}".format(iset))
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print ("BFS order = {}".format (order BFS))

print ("DFS order = {}".format (order DFS))
else:

print ("not a permutation graph")




4. Algorytmy

Przedstawimy tutaj wybrane problemy z teorii grafow, ktére sa interesu-
jace ze wzgledu na mozliwos¢ ich rozwigzywania w odmienny sposob dzieki
wykorzystaniu reprezentacji grafu w postaci permutacji. Omoéwione zostang,
przy tym ztozonosci obliczeniowe takich rozwigzan.

4.1. Rozpoznawanie graféw permutacji - algorytm
silowy

Aby wykorzysta¢ potencjal graféow permutacji najistotniejszym algoryt-
mem jest rozpoznanie, czy dany graf spelnia warunki ich definicji, oraz czy
potrafimy wyznaczy¢ odpowiednia permutacje. Majac te pewnos¢ i wyzna-
czong permutacje, mozemy stosowac specjalne algorytmy dla tej rodziny gra-
fow, ktore moga okazaé sie wydajniejsze niz algorytmy ogoélne. Przedstawimy
dwa sposoby rozwiazania tego problemu. Pierwszym z nich jest algorytm
sitowy (ang. brute force) sprawdzajacy wszystkie mozliwe sposoby przypo-
rzadkowania liczb do wierzchotkéw grafu.

Dane wej$ciowe: Dowolny graf nieskierowany.
Problem: Rozpoznanie czy jest to graf permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przygotowania wszystkich
mozliwych permutacji o liczbie elementéw réwnej liczbie wezléw badane-
go grafu. Nastepnie poréwnujemy krawedzie badanego grafu z interpretacja
badanych permutacji. Sprawdzamy kazde mozliwe odwzorowanie etykiet na
wierzchotki badanego grafu. Jesli znajdziemy réznice, przechodzimy do kolej-
nego odwzorowania. Jegli okaze sie, ze badaliSmy graf permutacji, skonczymy
w momencie znalezienia permutacji i odwzorowania, ktére wyznacza takie
same krawedzie jak w danym grafie. Natomiast jesli nim nie jest, algorytm
zakonczy sie dopiero po zweryfikowaniu kazdej mozliwej permutacji.

Zlozonosé: Algorytm jest mato wydajny, poniewaz za kazdym razem, gdy
badamy graf o n wierzchotkach, ktory nie jest grafem permutacji, sprawdza
wszystkie mozliwe permutacje, ktorych jest n!, oraz wszystkie odwzorowania
tych permutacji na wierzchotki grafu, ktorych jest rowniez n!. Zatem ztozo-
nos$¢ czasowa wynosi O(n! - n!).

Uwagi: Duza ztozonosé¢ obliczeniowa tego algorytmu powoduje, ze stosowa-

nie go w celu mozliwosci poézniejszego stosowania wydajnych algorytmoéw nie
jest optacalne.
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Listing 4.1. Modut is_permutation graph.

import itertools

from graphs import Graph
from edges import Edge
from is edge import is edge

def is_ correct perm(graph, permutation):
777 Czy dany graf mozna zapisac dana permutacja.

J 20

size = len(permutation)

for keys in itertools.permutations(range(size)):
is_correct = True
zip iterator = zip(keys, permutation)

mapping dict = dict(zip iterator)
for a in range(size):
for b in range(a + 1, size):

if is edge(permutation, a, b) != graph.has edge(
Edge(mapping dict[a], mapping dict[b])):
is _correct = False

if is correct:
return keys
return |[]

def is permutation graph (graph):
777 Czy graf mozna zapisac jako permutacje.
for permutation in itertools.permutations(range(graph.v())):
key = is_correct perm (graph, permutation)
if key:
return permutation, key
return |[]

PR A

4.2. Rozpoznawanie graféw permutacji - algorytm
wielomianowy

Grafy permutacji nie bylyby tak atrakcyjne, gdyby nie istnial algorytm
rozpoznawania ich w czasie wielomianowym. Na szczescie taki algorytm zo-
stal podany przez autoréw takich jak Pnueli, Lempel i Eeven [6]. Dziatanie
opisanego algorytmu opiera sie na twierdzeniu, ktore méwi, ze graf G jest gra-
fem permutacji wtedy i tylko wtedy, gdy G i G sa grafami poréwnywalnosci
(ang. comparability graph) [6].

Dane wejéciowe: Dowolny graf nieskierowany.
Problem: Rozpoznanie czy jest to graf permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od proby wyznaczenia grafu po-
rownywalnosci. W tym celu wybieramy dowolng krawedz i nadajemy jej do-
wolny kierunek. Nastepnie sprawdzamy, czy utworzony w ten sposob graf
jest stabilny, co oznacza, ze nie ma w nim krawedzi w relacji I' zdefiniowa-
nej nastepujaco. Jezeli i # k oraz (i,j), (j,k) € E, to (i,7)I'(j, k) wtedy
i tylko wtedy, gdy (i, k) ¢ E. Oznacza to koniecznos¢ sprawdzania kolejnych
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krawedzi grafu w celu identyfikacji tej relacji. W przypadku znalezienia ta-
kiej krawedzi nadajemy jej odpowiedni kierunek i powtarzamy sprawdzanie
krawedzi.

Gdy juz sprawdzimy wszystkie krawedzie, wykonujemy test na podgrafie
utworzonym z krawedzi skierowanych badanego grafu. Test polega na spraw-
dzaniu zalezno$ci pomiedzy zbiorami wierzchotkéw do ktérych mozemy sie
dosta¢ z danego wierzchotka. Niech V(i) oznacza zbior wierzchotkow do kto-
rego wychodza krawedzie skierowane rozpoczynajace sie w wierzchotku 1.
Aby spelni¢ warunki testu, dla kazdego wierzchotka musi zachodzi¢ zalez-
nos¢ V(i) D W(i) = Ujey ) V(j)- Jedli graf nie spetnia warunkéw tego testu,
koniczymy algorytm z pewnoscia, ze badany graf nie jest grafem permuta-
cji. W przeciwnym przypadku kontynuujemy algorytm powtarzajac opisane
wezesniej kroki dla pozostalych krawedzi nieskierowanych tego grafu. Jesli
dojdziemy do momentu, w ktorym juz takich nie ma, czyli graf jest grafem
poréwnywalnosci, nalezy powtorzy¢ caly algorytm dla dopetnienia grafu. Jesli
rowniez dla dopelienia grafu przebrniemy przez caly algorytm, oznacza to,
ze badany graf jest grafem permutacji.

Zlozono$é: Ztozonosé przedstawionego algorytmu jest wielomianowa. Algo-
rytm przetwarza kazda krawedz grafu, jednak liczba krawedzi badanego grafu
nie ma bezposredniego znaczenia, poniewaz i tak oprocz grafu sprawdzamy
rowniez jego dopelnienie. Zatem ztozono$¢ obliczeniowa ros$nie proporcjonal-
nie do liczby wszystkich mozliwych krawedzi w grafie o danej liczbie weztow.
Testy potwierdzajace wielomianowa ztozonos$¢ znajduja sie w dodatku [A]

Uwagi: Do wyznaczenia permutacji reprezentujacej dany graf permutacji
wykorzystujemy utworzone w tym algorytmie zbiory wierzchotkow V(7).

4.3. Generowanie przypadkowych grafé6w permutacji

Do badan nad grafami permutacji wykorzystujemy funkcje, ktéra pozwala
generowad losowe grafy permutacji. Implementacja funkeji jest przedstawiona

na listingu
Dane wej$ciowe: Liczba wierzchotkéw grafu permutacji.
Problem: Generowanie losowej permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od przygotowania listy o roz-
miarze réwnym parametrowi size zawierajacej kolejne liczby poczawszy od
0. Nastepnie korzystajac z metody random.shuffle(), ktora implementuje algo-
rytm Fishera i Yatesa, mieszamy kolejno$¢ elementow listy. Otrzymang liste
zwracamy jako wynik.

Zlozonodé: Ztozonosé jest zalezna od zastosowanego algorytmu mieszania
liczb w permutacji. W przypadku algorytmu Fishera i Yatesa ztozonosé¢ cza-
sowa wynosi O(n).
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Uwagi: Jako wynik mozliwa jest do uzyskania kazda permutacja. Oznacza
to, ze grafy moga byé¢ spojne lub niespojne, a takze kilka permutacji moze
reprezentowac izomorficzne grafy.

Listing 4.2. Modul generation of permutations, graf przypadkowy.

import random

def generate random permutation(size):
"7 Generacja losowej permutacji.
permutation = list (range(size))
random. shuffle (permutation)
return permutation

20

4.4. Generowanie wybranych graféw permutacji

Do badan nad grafami permutacji stosujemy nie tylko generacje losowych
grafow, ale rowniez generowanie grafow permutacji o zalozonych wlasciwo-
Sciach. PrzygotowaliSmy funkcje pozwalajace na generowanie grafow dwu-
dzielnych: graf liniowy P,, graf gwiazda K, ,, graf dwudzielny pelny K, ,.
Glownie interesujace jest wyznaczanie grafu liniowego, ktorego implementa-
cja zostala przedstawiona na listingu [£.3] Algorytm polega na powiekszaniu
listy wyznaczajacej permutacje o kolejne liczby przy zachowaniu spojnosci
grafu.

Listing 4.3. Modut generation of permutations, graf liniowy.

def swap(L, i, j):
L[i], L{j] = L[j], L[i]

def make path perm(n):

if n < 1:
raise ValueError ("no nodes")
elif n ==
return [0]
elif n =—
return [1, 0]
else:

perm = make path perm(n — 2)
perm.append(n — 2)
perm.append(n — 1)

swap (perm, -2, —1)
swap (perm, —3, —2)
return perm

4.5. Testowanie sp6jnosci grafu permutacji

Wykorzystujac funkcje generowania losowych permutacji nie mamy pew-
noéci, ze otrzymana permutacja bedzie odpowiadata grafowi spéjnemu. W na-
szych badaniach szczegodlnie interesuja nas grafy spojne, dlatego potrzebna
jest funkcja testujaca spdjnosc grafu.
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Dane wej$ciowe: Dowolny graf permutacji.
Problem: Badanie spdjnosci grafu.

Opis algorytmu: Algorytm polega na sprawdzaniu, czy kolejne podciagi
utworzone z poczatkowych liczb permutacji zawieraja element o wartosci
wieksze] od rozmiaru tego podciagu. Jesli znajdziemy taki podciag, ktory
nie ma takiej liczby, oznacza to, ze te wezly nie posiadaja zadnej krawedzi
do weztéw poza tym podciggiem, czyli graf nie jest spojny.

Zlozono$é: Ztozonosé obliczeniowa algorytmu jest liniowa O(n), poniewaz
mamy jedno przejscie wzdtuz permutacji i dwa testy dla kazdej pozycji. Zto-
zono$¢ zostata potwierdzona w testach, ktorych wyniki znajdziemy w dodat-

ku [Al

Uwagi: Uzyskiwana zlozonosé obliczeniowa jest korzystniejsza niz ztozonosé
algorytmow dla grafu ogdlnego (wtedy korzysta sie z BFS lub DFS).

Listing 4.4. Testowanie spojnosci grafu permutacji.

def is connected graph(permutation):
"’ Test czy permutacja rTeprezentuje graf spojny.
size = len(permutation)
maxi = 0
for i in range(size):
if permutation|[i] > maxi:
maxi = permutation|i]
if i = size — 1 and maxi — 1i:
return False
return True

)00

4.6. Wyznaczanie dopelnienia grafu permutacji

Dopetnieniem grafu G jest graf G, ktory ma krawedzie tylko pomiedzy
parami tych wierzchotkéw, pomiedzy ktorymi nie istnieje krawedZz w grafie
G. W jezyku permutacji oznacza to, ze liczby tworzace inwersje w grafie G,
nie bedg tworzyly inwersji w grafie G i na odwroét, liczby tworzace inwersje
w grafie G, nie beda tworzyly inwersji w gafie G. Stad wida¢, ze wystarczy od-
wrocié kolejnosé liczb w permutacji zwigzanej z G, aby otrzymaé¢ permutacje
zwigzang z G.

Funkcja wyznaczajaca dopelnienie grafu permutacji jest przedstawiona
na listingu Ztozonos¢ obliczeniowa funkcji jest rzedu O(n).

Listing 4.5. Wyznaczanie dopelnienia grafu permutacji.

def complement graph(permutation):
772 Wyznaczanie dopelnienia grafu permutacji.
return permutation[:: —1]

270
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4.7. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego -
dziel i zwyciezaj

Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego dla graféw permutacji spro-
wadza sie do znalezienia najdtuzszego podciagu rosnacego (ang. Longest In-
creasing Subsequence, LIS) w permutacji reprezentujacej graf, co zostalo za-
prezentowane na listingu

Podamy dwa rozwiazania tego problemu. Pierwsze z nich stosuje algorytm
wyszukiwania binarnego (ang. binary search), opierajacego sie na metodzie
dziel i zwyciezaj (ang. divide and conquer). Drugie rozwiazanie stosuje tech-
nike programowania dynamicznego (ang. dynamic programming), w ktorej
do obliczenia pewnej wartosci uzywamy wartosci obliczonych juz wczesdniej.
Odmienne sposoby uzyskuja rézne ztozonosci obliczeniowe.

Dane wej$ciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Wyznaczanie najdluzszego rosnacego podciggu przy wykorzysta-
niu wyszukiwania binarnego.

Opis algorytmu: Algorytm polega na przechodzeniu po kolejnych elemen-
tach permutacji i przy uzyciu wyszukiwania binarnego wyznaczania takiej
liczby mud, zeby dany element mogt przedtuzy¢ podciag o dtugosci mid.

Zlozono$é: Za n przyjmujemy rozmiar badanej permutacji. Ztozonosé cza-
sowa wyszukiwania binarnego wynosi O(logn). W zaprezentowanym algoryt-
mie wykonujemy go na kazdym elemencie, zatem w sumie ztozonos¢ czasowa
jest rowna O(nlogn). Wyniki testow znajduja sie w dodatku [A]

Uwagi: Zwracana lista zawiera liczby w rosngcym porzadku ze wzgledu na
zastosowang metode. W ogélnym przypadku kolejnosé elementow najwiek-
szego zbioru niezaleznego nie ma znaczenia.

Listing 4.6. Najdluzszy rosnacy podciag (wyszukiwanie binarne).

def longest increasing subsequence (permutation ):
"2 LIS wersja z wyszukiwaniem binarnym. '’

size = len(permutation)
P = [0 for i in range(size)]
M= [1 for i in range(size + 1)]
L=0
for i in range(size):

lo =1

hi = L

while lo <= hi:
mid = int (ceil ((lo + hi) / 2.0)) # Py2 vs Py3
if permutation[M[mid]] < permutation[i]:
lo = mid + 1
else:
hi = mid — 1
newL = lo
Pl[i] = M[newL — 1]
M[newL] = i
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if newL > L:
L = newL
S = [0 for i in range(L)]
k = M[L]
for i in range(L — 1, -1, —1):
S[i] = permutation [k]
k = P[k]

return S

4.8. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego -
programowanie dynamiczne

Dane wejéciowe: Dowolny graf permutacji.

Problem: Wyznaczanie najdtuzszego rosnacego podciagu przy wykorzysta-
niu programowania dynamicznego.

Opis algorytmu: Dziatanie algorytmu polega na przechodzeniu permuta-
cji wykorzystujac dwa indeksy, poczatku i konica badanego w danej chwili
fragmentu oraz zapisywaniu w pomocniczych listach poprzednikow danego
elementu dla dotychczasowo znalezionych rosnacych podciggoéw i ich rozmia-
row. Gdy zbadamy juz cala permutacje wybierany jest najdtuzszy z nich,
ktory zostaje przepisany do listy zwracanej w wyniku.

Zlozonosé: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n to rozmiar
permutacji. Wynika to z tego, ze dla kazdego elementu musimy sprawdzi¢
wszystkie poprzednie elementy.

Uwagi: Nie jest to najwydajniejsze rozwigzanie, ale interesujace ze wzgledu
na mozliwo$¢ zastosowania techniki programowania dynamicznego.

Listing 4.7. Najdluzszy rosnacy podciag (programowanie dynamiczne).

def longest increasing subsequence dynamic_ programming(permutation ):
7P LIS wersja z programowaniem dynamicznym. '’

n = len(permutation)
lis = [1] * n
prev = [None] * n

for i in range(l, n):
for j in range(0, i):
if permutation[i] > permutation[j] and lis[i] < lis[j] + 1:

lis[i] = lis[j] + 1
prev[i] = ]
maxId = lis.index (max(lis))
i = maxId
result = [permutation[maxId]]
while prev[i] is not None:
i = prev|[i]

result .append (permutation[i])
result .reverse ()
return result
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Listing 4.8. Wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego.

def maximum iset(permutation):
"’ Wyznaczanie mnajwiekszego zbioru mniezaleznego w grafie permutacyi.
return longest increasing subsequence(permutation)

)00

4.9. Wyznaczanie najwiekszej kliki w grafie permutacji

Wyznaczanie najwiekszej kliki dla grafu permutacji sprowadza sie do zna-
lezienia najwiekszego malejacego podciagu (ang. Longest Decreasing Sub-
sequence, LDS) w permutacji reprezentujacej graf. Jest to rownowazne ze
znalezieniem LIS dla dopelnienia tego grafu. Zatem do wyznaczenia LDS
stosujemy przedstawione wcze$niej funkcje wyznaczania dopetnienia grafu
oraz do znajdywania LIS.

Implementacja jest przedstawiona na listingach 1[4.10]

Dane wejéciowe: Dowolny graf permutacji.
Problem: Wyznaczenie najwiekszego malejacego podciagu w permutacji.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od wyznaczenia dopelnienia gra-
fu. Nastepnie znajdujemy LIS dla tego dopelnienia oraz odwracamy jego
kolejnosg¢. Otrzymang w ten sposob liste zwracamy jako wynik.

Zlozono$é: Ztozonosé czasowa algorytmu zalezy od zastosowanego algoryt-
mu wyszukiwania LIS. W zaprezentowanym przypadku zlozonos¢ wynosi
O(nlogn). Testy zostaly umieszczone w dodatku [Al

Uwagi: Problem ten mozna rozwigza¢ bez korzystania z wlasciwosci dopet-
nienia grafu implementujac funkcje analogiczna do wyznaczania LIS. Nalezy
rowniez pamietac, ze kolejnosé¢ elementow najwickszej kliki nie ma znaczenia,
a otrzymywana lista w porzadku malejacym wynika ze sposobu prezentowa-
nej implementacji.

Listing 4.9. Wyznaczanie najwiekszego malejacego podciagu.

def longest decreasing subsequence (permutation ):
772 Wyznaczanie LDS przy wykorzystaniu LIS i dopelnienia grafu.
return longest increasing subsequence (
complement graph (permutation))[:: —1]

Listing 4.10. Wyznaczanie najwiekszej kliki.

def largest clique (permutation):
77 Wyznaczanie najwiekszej kliki w grafie permutacji.
return longest decreasing subsequence(permutation)

PR A
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4.10. Sprawdzanie istnienia krawedzi w grafie
permutacji

Aby sprawdzié¢, czy graf zawiera krawedz pomiedzy dwoma wybrany-
mi weztami, wezytujemy permutacje oraz wezly, ktore bedziemy sprawdzac.
W implementacji wykorzystujemy niejawnie permutacje odwrotna, poniewaz
znajdujemy pozycje weztow w permutacji. Na koncu wystarczy sprawdzic,
czy dwa wezly tworza inwersje. Wazne jest, aby zastosowa¢ poprawna kolej-
nos¢ argumentow funkeji, bo to wpltywa na wykrywanie inwersji.

Implementacja jest przedstawiona na listingu [4.11] Czas pracy funkeji jest
liniowy O(n), poniewaz mamy pojedyncze przejscie wzdluz permutacji.

Listing 4.11. Sprawdzanie istnienia krawedzi w grafie permutacji.

def is _edge(permutation, a, b):

"2’ Test istnienia krawedzi w grafie permutacji.’’’

if a > b:
a, b=">b, a
for k, item in enumerate(permutation): # O(n) time, O(1) memory
if item =— a:
left = k
if item — b:
right = k

return left > right

4.11. Przeszukiwanie wszerz grafu permutacji

Przeszukiwanie wszerz (ang. breadth-first search) to dobrze znana metoda
przechodzenia przez graf. Jednak jej implementacja rézni sie w zaleznosci od
zastosowanej reprezentacji grafu.

Dane wejsciowe: Dowolny graf oraz wezel, od ktorego zaczniemy przeszu-
kiwanie.

Problem: Przeszukiwanie grafu wszerz.

Opis algorytmu: Algorytm rozpoczynamy od stworzenia listy, ktorej ele-
menty odpowiadajg za przechowywanie informacji o tym, czy dany wierzcho-
tek zostal juz odwiedzony. Poczatkowo lista ma same wartosci False. Two-
rzymy tez kolejke, ktora stuzy do przechowywania kolejnych kandydatow na
wezly do odwiedzenia. Dodajemy do niej startowy wezel i oznaczamy go
jako odwiedzony. Nastepnie wyciggamy wierzcholek z poczatku kolejki oraz
dodajemy wierzchotki, ktére mozna bezposrednio z niego odwiedzi¢. Aby to
zrobi¢ przeszukujemy cala permutacje wyznaczajaca badany graf. Szukamy
nieodwiedzonych sgsiadéow danego wezta. Wykorzystujemy do tego przed-
stawiong wczeéniej funkcje do sprawdzania istnienia krawedzi. Za kazdym
razem, gdy zostang spelnione warunki, oznaczamy znaleziony wezet jako od-
wiedzony. W dalszym ciggu algorytm powtarza te czynnosci do momentu,
gdy kolejka bedzie juz pusta.
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Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n oznacza
rozmiar permutacji. Powodem kwadratowej ztozonosci jest koniecznosé spraw-
dzania kazdego elementu permutacji tyle razy ile elementéw w sumie znajdzie
sie w kolejce, a dla grafu spojnego liczba ta wyniesie dokladnie n. Testy
znajduja sie w dodatku [A]

Uwagi: Algorytm dziala dla dowolnej permutacji.

Listing 4.12. Modutl BFS.

import collections
class permBFS():

def  init  (self, perm):
self.size = len(perm)
self.perm = perm
self.position = list (perm) # temporary, O(n) memory
for k, item in enumerate(perm): # O(n) time
self.position[item] = k # for testing edges

def has edge(self, i, j):
if i > j:
i, j =13, 1
return self.position[i] > self.position][j]

def BFS order(self, node):
order = []
visited = [False] x self.size
queue = collections.deque()
queue. appendleft (node)
visited [node] = True

while queue:
source = queue.pop ()
order .append(source)
for target in self.perm:
if not visited[target]:
if self.has edge(source, target):
queue . appendleft (target)
visited [target | = True
return order

4.12. Przeszukiwanie w glab grafu permutacji

Przeszukiwanie w glab (ang. depth-first search) to druga dobrze znana
metoda przechodzenia przez graf. W tym przypadku implementacja row-
niez rézni sie w zaleznosci od zastosowanej reprezentacji grafu. Listing
przedstawia implementacje algorytmu rekurencyjnego. Rekurencja to techni-
ka, w ktorej w celu rozwiazania danego problemu algorytm wywotuje samego
siebie do rozwigzywania mniejszych podproblemoéw [2].

Dane wejsciowe: Dowolny graf oraz wezel, od ktoérego zaczniemy przeszu-
kiwanie.
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Problem: Przeszukiwanie grafu w glab.

Opis algorytmu: Algorytm polega na przeszukiwaniu nieodwiedzonych sa-
siadow danego wierzchotka, nastepnie oznaczaniu ich jako odwiedzone oraz
wywolywaniu samego siebie. Wywotanie to nastepuje dla tej samej permuta-
cji, ale rozpoczyna sie od znalezionego uprzednio sasiada. Jesli dany wierz-
cholek nie ma juz takich sasiadow nastepuje nawrdt (ang. backtracking), co
oznacza, ze algorytm cofa sie do poprzedniego wierzchotka. Po powrocie algo-
rytm kontynuuje poszukiwanie sasiadow do odwiedzenia. Algorytm koticzy
sic w chwili powrotu do wierzchotka startowego, kiedy nie bedzie juz nie-
odwiedzonych sasiadow tego wierzchotka.

Zlozono$é: Zlozonosé czasowa algorytmu wynosi O(n?), gdzie n oznacza
rozmiar permutacji. Zostalo to potwierdzone w dodatku [A]

Uwagi: Algorytm rekurencyjny dla problemu z duzym grafem, w ktorym
bedziemy mieli zbyt duzo wywolan rekurencyjnych, moze spowodowaé blad
pamieci. Blad moze wystapi¢ na poziomie interpretera Pythona (wyjatek
RuntimeError), a jezeli przesuniemy ograniczenie, to btad wystapi na poziomie
jadra systemu operacyjnego.

Listing 4.13. Modutl DFS.

class permDFS():

def  init (self, perm):
self.size = len(perm)
self.perm = perm
self.visited = set ()
self . position = list (perm)
for k, item in enumerate(perm):
self . position[item] = k

def has edge(self, i, j):
if i > j:
i, j =13, 1
return self.position[i] > self.position|[]]

def visit(self, node, order=None):
self.visited .add(node)
if order is None:
order = [node]
for target in self.perm:
if self.has edge(node, target):
if target not in self.visited:
order.append(target)
self. visit (target , order)
return order

def DFS_order(self, node, order=None):
order = self.visit (node, order)
self.visited .clear ()
return order




5. Podsumowanie

Celem niniejszej pracy byto przedstawienie graféow permutacji i zbadanie
ich wtasciwosci. Przytoczono odpowiednie definicje z ogoélnej teorii grafow,
jak i zagadnienia dotyczace samych graféw permutacji. W pracy znajduje
sie réwniez poroOwnanie graféow permutacji z grafami kolowymi, oraz galeria
przyktadowych graféw permutacji z liczba wierzchotkow co najwyzej piec.

Przedstawione zostaly réwniez implementacje szybkich rozwiazan dla pro-
bleméw, rozwigzywalnych na grafach permutacji, ktore sa trudniej wykony-
walne dla grafu ogédlnego. Wykonano je w jezyku Python. Dla potwierdzenia
opisanych ztozonosci wykonano testy sprawdzajgce wydajnosé tych algoryt-
mow. Wyniki testow zostaly przedstawione na wykresach.

Warto zauwazy¢ podobienistwa i roznice miedzy reprezentacja grafu jako
permutacji, a reprezentacja macierzy sasiedztwa. W tabeli [p| poréwnano te
reprezentacje. Pamie¢ wykorzystana do przechowywania grafu jest mniej-
sza dla grafu permutacji, ale na przyktad macierz ma przewage w szybko-
$ci sprawdzania istnienia danej krawedzi. Algorytmy przeszukiwania grafu
mimo odmiennych implementacji uzyskuja podobna ztozono$¢ obliczeniows.
Ztozonosci czasowe algorytmoéw takich jak wyznaczanie najwiekszej kliki,
wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego, badanie sp6jnosci grafu, czy
wyznaczanie dopelnienia grafu, mozna wykona¢ szybciej implementujac graf
jako permutacje niz jako macierz sasiedztwa. Nalezy jednak pamietaé, ze
reprezentacja przez permutacje, w przeciwienstwie do reprezentacji macierzy
sasiedztwa, nie umozliwia przedstawienia kazdego grafu.

Na koniec warto podkresli¢ oszczedno$é pamieci oferowang przez repre-
zentacje przez permutacje, oraz mozliwo$é¢ szybkiego rozwiazywania proble-
mow trudnych dla ogolnych grafow. Zadziwiajaca jest ztozonosé O(n) algo-
rytmu sprawdzajacego spojnosé grafu. Algorytm w pelni wykorzystuje zako-
dowana w inwersjach informacje o krawedziach grafu. Do$¢ nieoczekiwanie
nie znalezliSmy tego algorytmu w literaturze.
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Tabela 5.1. Poréwnanie reprezentacji przez permutacje i reprezentacji macierzy
sasiedztwa. Liczba n oznacza liczbe wierzchotkéw grafu, a jednoczesnie dtugosc
permutacji, liczbe wierszy i liczbe kolumn macierzy sasiedztwa.

Nazwa problemu Permutacja | Macierz sasiedztwa
zajetosé pamieci O(n) O(n?)
sprawdzanie istnienia krawedzi O(n) O(1)
wyznaczanie dopelnienia grafu O(n) O(n?)
przeszukiwanie wszerz O(n?) O(n?)
przeszukiwanie w glab O(n?) O(n?)
wyznaczanie najwickszej kliki O(nlogn) O(n?)
wyznaczanie najwiekszego zbioru niezaleznego | O(nlogn) O(n?)
badanie spojnosci grafu O(n) O(n?)
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A. Testy algorytmoéow

Poprawnos¢ zaimplementowanych algorytmow zostata przetestowana za
pomoca testow jednostkowych przy uzyciu modutu unittest [9].

Przeprowadzone zostaly rowniez testy wydajnosci. Wykonano je za po-
moca modutu timeit [I0], ktory wykorzystany zostal do dokonania pomiarow
pojedynczych wywotan badanych funkcji. Testy przeprowadzano dla kazdych
badanych danych po trzy razy, a przedstawione w niniejszym rozdziale wy-
kresy prezentuja najszybsze z nich.

A.1. Testy rozpoznawania graféw permutacji

W celu przetestowania wydajnosci zmierzono czasy wykonania algorytmu.
Badano wywotania dla graféw petnych o coraz wiekszych liczbach wierzchot-
kow. Uzyskane wyniki znajduja sie na wykresie Wspoélczynnik dopa-
sowanej krzywej a = 6.09(14) $wiadczy o wielomianowym czasie badanego
algorytmu.

Wykres[A.2] przedstawia porownanie wydajnosci dla odmiennych klas gra-
fow. Mozemy na nim zauwazy¢, ze dla grafu petnego i grafu bez krawedzi
algorytm jest wykonywany w podobnym czasie.

Recognition

T T T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b .
data L
1 fit

a =6.091434 +/-0.132515
b =-8.108405 +/- 0.159401

log(time [s])

0.6 0.7 0.8 09 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
log(n)

Rysunek A.1. Wykres wydajnosci algorytmu rozpoznania grafu permutacji.
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Recognition

I. T T T T T T T T L
linear —=—

complete —e—
1  no edgess .

log(time [s])

-4 | | | | | | | | | |

06 0.7 08 09 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7
log(n)

Rysunek A.2. Poréwnanie wydajnosci algorytmu rozpoznania grafu permutacji dla
grafu liniowego, grafu petnego i wierzchotkéw izolowanych.

A.2. Testy sprawdzania spdjnosci grafow permutacji

Algorytm sprawdzania spojnosci grafu permutacji przetestowano na gra-
fach pelnych, a uzyskane wyniki przedstawiono na wykresie Wspolezyn-
nik a = 0.949(26) mowi, ze jest to potwierdzona zalezno$¢ liniowa. Porowna-
no réwniez czasy dla graféw liniowych i wierzchotkéw izolowanych. Uzyskane
rezultaty przedstawiono na wykresie [A.4 Wynika z nich, ze graf pelny jest
latwiejszym przypadkiem niz graf liniowy, a dla grafu bez krawedzi algorytm
dziala w czasie stalym niezaleznie od iloci wierzchotkow.

Connectivity

-3 T T T T T
log(t) = alog(n) + b
data .
-3.5 | fit 1
a = 0.949342 +/- 0.026009
4 b =-6.749524 +/- 0.068220 |

log(time [s])
A
[0}

-6 I I I I I
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log(n)

Rysunek A.3. Wykres wydajnosci algorytmu badania spéjnosci grafu permutacji.
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Connectivity
'3 T T T T T
linear —e—
complete —#%—
-3.5  no edges

log(time [s])
SN
[6;}
T

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
log(n)

Rysunek A.4. Poréwnanie wydajnosci algorytmu badania spdjnosci grafu permu-
tacji dla grafu liniowego, grafu pelnego i wierzchotkéw izolowanych.

A.3. Testy wyznaczania najwiekszego zbioru
niezaleznego

Znajdywanie najwiekszego zbioru niezaleznego zostato przetestowane na
coraz to wiekszych grafach petnych. Wyniki znajduja sie na wykresie
Wartos¢ wspoteczynnika prostej dopasowanej do danych pomiarowych wy-
niosta a = 0.917(15). Mozemy potwierdzi¢ zakladana wczesniej zlozonosé
O(nlogn). Podobnie jak dla uprzednich algorytméw wykonano poréwnanie
dla konkretnych grafow Analogicznie do poprzednich algorytméw po-
miary czasow dla grafu liniowego sg wieksze niz dla grafu petnego o tej samej
liczbie wierzchotkow. Warto zauwazy¢, ze tym razem graf bez wierzchotkow
zajmuje jeszcze wiecej czasu. Rozmiar graféw liniowych zostal ograniczony
ze wzgledu na wyjatek przekroczenia dozwolonej glebokosé rekurencji wyste-
pujacy przy ich generowaniu.
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Maximum iset

log(t) = a Iolg(n) +b I I I
3 [ data =

3.2+ fit

34+ a =0.916855 +/-0.014705

b =-6.084356 +/- 0.036080

log(time [s])

log(n)

Rysunek A.5. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania najwiekszego zbioru nie-
zaleznego dla grafu pelnego.

Maximum iset

T T T T
linear —e—

complete —=—
-2.5 - no edges .

~ 3 :
G
(0]
E 35F -
=
()]
o

4.5 — .

1 1.5 2 2.5 3 3.5
log(n)

Rysunek A.6. Poréwnanie wydajnosci algorytmu wyznaczania najwiekszego zbioru
niezaleznego dla grafu liniowego, grafu pelnego i wierzchotkéw izolowanych.



A.4. Testy wyznaczania najwiekszej kliki

Testy algorytmu wyznaczania najwiekszej kliki przeprowadzono analo-
gicznie do testow wyznaczania najwickszego zbioru niezaleznego. Wyniki
przedstawiono na wykresach: [A.7i Wartos$¢ wspotezynnika a wyniosta
1.188(17). Jest to wynik wiekszy niz dla algorytmu dla zbioru niezaleznego,
ale potwierdza on teoretyczna ztozonosé¢ czasowa O(nlogn). Warto rowniez
rzauwazy¢, ze tym razem grafy pelne sa najtrudniejszymi, a izolowane wierz-
chotki najtatwiejszymi przypadkami dla tego algorytmu.

Maximum clique

'2 T T T T
log(t) = alog(n) + b
data .
-2.5 0 fit .
a=1.187833 +/-0.016798
3 b =-6.161633 +/- 0.041216
@
(]
E 351 1
=)
@)
o al 1
-4.5 —
-5 1 1 1 1
1 1.5 2 2.5 3 3.5

log(n)

Rysunek A.7. Wykres wydajnosci algorytmu wyznaczania najwickszej kliki.

Maximum clique

T T T T
linear —e—

complete —=—
-2.5  no edges b

log(time [s])
w
(6]
T
|

log(n)

Rysunek A.8. Poréwnanie wydajnosci algorytmu wyznaczania najwiekszej kliki dla
grafu liniowego, grafu petnego i wierzchotkéw izolowanych.



A.5. Testy przeszukiwania graféw permutacji

W celu sprawdzenia wydajnosci algorytmoéow przeszukiwarn grafu. Prze-
prowadzono testy algorytmoéw BFS i DFS rozpoczynajac przeszukiwanie za
kazdym razem od wierzchotka 0. Pojedyncze wywotania algorytméw wykony-
wano na grafach pelnych i liniowych. Wyniki zaprezentowano na wykresach
A9 i dla przeszukiwania wszerz oraz [A.11]i dla przeszukiwa-
nia w glab. Otrzymane wartosci wspotczynnikow to a = 1.79(2) dla BFS
oraz a = 1.98(1) dla DFS. Swiadcza one o kwadratowe]j ztozonosci czasowej
zaimplementowanych algorytmow.

BFS

T
log(t) = alog(n) + b
-1 |- data u
fit
‘L5 3=1.789029 +/-0.019704
5| b=-7.040191 +/-0.048345

log(time [s])

log(n)

Rysunek A.9. Wykres wydajnosci algorytmu BFS dla grafu pelnego.

BFS

-0.5

T
linear —eo—
complete —=— —

1
=
T

-1.5 T

-2.5 .

log(time [s])

3.5 F T

4.5 |- 4

log(n)

Rysunek A.10. Poréwnanie wydajnosci BF'S dla grafu pelnego i liniowego.



DFS

'1 T T T T T T T T
log(t) = alog(n) + b
data L]
-1.5 fit b
2k a = 1.982217 +/- 0.007826 |
= b =-6.705038 +/- 0.016566
7))
° 25 F b
£
-
> 3T }
o
3.5 b
4 | 4
_45 1 1 1 1 1 1 1 1
1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
log(n)
Rysunek A.11. Wykres wydajnosci algorytmu DFS.
DFS
-1 T T T T T T T
linear —e—
15 b complete —=— ]
2 4
@
° -25 F B
£
5 3T }
o°
3.5 B
4 | 4
_45 1 1 1 1 1 1 1 1
1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

log(n)

Rysunek A.12. Poréwnanie wydajnosci DFS dla grafu pelnego i liniowego.
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