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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacje w jezyku Python wielomianéw jednej
i wielu zmiennych. Wspotezynniki wielomianéw moga by¢ przede wszystkim
catkowite i ulamkowe, ale obshugiwane sg takze wspotczynniki rzeczywiste i
zespolone. Stworzono generatory kilku wielomianéw ortogonalnych (Hermi-
te’a, Czebyszewa, Legendre’a), oraz pewnych prostych wielomianow.

Podano podstawy matematyczne potrzebne do zrozumienia teorii baz
Grobnera. Wyjasniono pojecia pierscienia wielomianéw, porzadku dopusz-
czalnego jednomianéw, redukeji wielomianowej, S-wielomianéw i baz Gréb-
nera.

Zaimplementowano algorytm Euklidesa dzielenia wielomianéw i algorytm
Euklidesa wyznaczania najwiekszego wspolnego podzielnika dwoch wielomia-
noéw jednej zmiennej. Zaimplementowano algorytm dzielenia uogo6lnionego
wielomianéw wielu zmiennych. Zaimplementowano algorytm Buchbergera
i jego modyfikacje do obliczania bazy Grobnera. Algorytmy te sa obecne
w wiekszosci systemow algebry komputerowe;j.

Przedstawiono zastosowania algorytmu bazy Grobnera do rozwigzywania
uktadow rownan wielomianowych wielu zmiennych.

Stowa kluczowe: wielomiany, pierscienn wielomianéw, baza Grobnera, al-
gorytm Buchbergera, algorytm Fuklidesa, schemat Hornera



English title: Python implementation of polynomials

Abstract

Python implementation of univariate and multivariate polynomials is pre-
sented. The polynomial coefficients are mainly integer or fractions, but float
and complex types are also supported. Generators of several orthogonal po-
lynomials are provided (Hermite, Chebyshev, Legendre) together with some
simple polynomials.

The mathematical background for understanding the theory of Grobner
basis is given. The concepts of a polynomial ring, an admissible monomial or-
dering, polynomial reduction, S-polynomials, and a Grobner basis are expla-
ined.

The Euclidean division of polynomials and the Euclidean algorithm for
computing the greatest common divisor of two univariate polynomials is im-
plemented. The algorithm for generalized division of multivariate polynomials
is also shown. The Buchberger’s algorithm for computing Grébner bases and
a modified version of it are given. They are used in most computer algebra
systems.

An application of the Grobner basis algorithm for solving systems of po-
lynomial equations in several variables is presented.

Keywords: polynomials, polynomial ring, Grébner basis, Buchberger’s al-
goritm, Euclidean algorithm, Horner scheme
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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest implementacja wielomianow jednej i wielu
zmiennych w jezyku Python [I]. Wielomian (ang. polynomial) to wyrazenie
algebraiczne zlozone ze zmiennych i stalych, ktore sa potaczone dziatania-
mi dodawania, odejmowania, mnozenia i podnoszenia do potegi o stalym
wyktadniku naturalnym [2].

Wielomiany sa uzywane w wielu dziatach matematyki. W analizie mate-
matycznej pewne funkcje moga by¢ przedstawiane w postaci ciagu wielomia-
n6w. Wielomiany stuza tez kodowaniu wtasnosci rozmaitych obiektow. Przy-
ktadowo wielomian charakterystyczny [3] zawiera informacje o niektoérych
wlasnosciach macierzy kwadratowej (wartosci wlasne, wyznacznik, slad). W teo-
rii grafow wielomian chromatyczny [4] zlicza liczbe kolorowan grafu jako funk-
cje liczby kolorow.

Wielomiany sa zamkniete ze wzgledu na operacje sktadania wielomianéw,
stad znalazly zastosowanie w teorii ztozonosci obliczeniowej (ang. computa-
tional complezity theory), w analizie algorytmow. Problemy sa uwazane za
tatwe, jezeli istnieja algorytmy o wielomianowym czasie dziatania, pozwala-
jace te problemy rozwiazac.

Drugim celem pracy, oprocz implementacji wielomianéw, jest implemen-
tacja algorytmow zwigzanych z wielomianami, w szczeg6lnosci algorytmow
teorii baz Grobnera (lub Groebnera), zwanych tez bazami standardowymi
[5]. Bazy te sa wykorzystywane do rozwigzywania ukladéw réwnan wielo-
mianowych wielu zmiennych. Jest to uogélnienie metody eliminacji Gaussa,
oraz algorytmu Euklidesa obliczania najwiekszego wspo6lnego dzielnika dwoch
wielomianéw jednej zmiennej. Algorytmy baz Grobnera wykorzystywane sa
w algebrze komputerowej. Popularne programy do obliczen matematycznych
(Mathematica, Maple) pozwalaja na obliczanie baz Grobnera dla roznych po-
rzadkéw jednomiandéw. Istnieja réwniez wyspecjalizowane programy o wiek-
szych mozliwosciach (SINGULAR, CoCoA).

Tres¢ pracy jest zorganizowana w nastepujacy sposob. Rozdziat [1f zawie-
ra wprowadzenie do calej pracy. Rozdzial 2] omawia najwazniejsze elementy
jezyka Python. W rozdziale [3| przypomniano elementarne definicje zwigzane
z wielomianami, a rozdzial |4| zawiera wprowadzenie do teorii baz Grébnera.
W rozdziatach [f i [6] przedstawiono implementacje odpowiednio wielomia-
n6éw jednej i wielu zmiennych. W rozdziale [7| zebrano najwazniejsze algoryt-
my omawiane i implementowane w niniejszej pracy. Rozdzial |8 przedstawia
krotko dwa systemy algebry symbolicznej, mianowicie SINGULAR i CoCoA.
Rozdzial [9] zawiera podsumowanie pracy.



2. Wprowadzenie do Pythona

Python zostal stworzony w latach 90-tych przez Guido van Rossuma,
holenderskiego programiste i pracownika naukowego, zatrudnionego m.in. w
National Research Institute for Mathematics and Computer Science w Am-
sterdamie, a pdzniej w firmie Google. Holender, tworzac jezyk Python jako
nastepce jezyka ABC, chcial stworzyé¢ jezyk tatwy i intuicyjny, ale nie od-
biegajacy funkcjonalnie od konkurencyjnych jezykéw programowania. Kod
miatl byé¢ zrozumialy w jezyku angielskim, co na tamte czasy jak i obecne
jest standardem w projektach informatycznych. Jezyk mial by¢ przydatny
do réznych celow, od programowania hobbystycznego do duzych projektow
komercyjnych lub naukowych. Licencja open source miata umozliwiaé¢ kazde-
mu rozwijanie jezyka. Obecnie kody Zrodtowe jezyka sa dostepne bez optat na
oficjalnej stronie Pythona. Ciekawostka jest to, ze nazwa Python kojarzaca sie
z wezem, pochodzi z angielskiego serialu komediowego Latajgcy cyrk Monty
Pythona, ktorego tworca jezyka byt ogromnym fanem.

Python w roku 2016 przynosi wersje 3.5. Jezyk wspiera obiektowy, impe-
ratywny, oraz funkcyjny paradygmat programowania. Oznacza to, ze w Py-
thonie mozemy programowac¢ proceduralnie, czyli piszac ciag instrukcji do
wykonania przez procesor, lub obiektowo, tworzac obiekty sktadajace sie na
calg aplikacje, ktore komunikujg sie ze sobg za pomoca metod. Python jest
czesto uzywany jako jezyk skryptowy przystosowany do pracy na réznych
systemach operacyjnych. Dostepny jest réwniez tryb interaktywny, przydat-
ny szczegodlnie do krotkich obliczen i uzyskiwania pomocy.

Cecha charakterystyczna jezyka Python jest ,brak wasow” (nawiasow
klamrowych {}) przy instrukcjach ztozonych, kojarzacych nam sie z wiek-
szoScia jezykow programowania (C/C-++, Java, Pike ...), ktore tutaj zostaly
zastapione poprzez wciecia. Druga charakterystyczng cecha jest brak sredni-
kow koriczacych instrukcje ($redniki separuja instrukcje w wierszu). Listing
2.1 ukazuje typowy program hello wyswietlajacy napis na ekranie.

Listing 2.1. Skrypt hello.

#!1/usr/bin/python

# To jest komentarz.

# Definicja funkcji.
def hello world ():

a = "Hello"
b = "World!"
return a + " " + b

print hello world ()
# Wypisanie na ekranie napisu "Hello World!"




2.1. Typy, arytmetyka i struktury danych

Python posiada dynamiczny system typoéw co oznacza, ze wartosci sg
przypisywane do zmiennych w trakcie dziatania programu. Nie ma deklaracji
typow zmiennych, bo w czasie dziatania programu zmienna moze przecho-
wywa¢ wartosci roznych typoéw. Duzym udogodnieniem dla programisty jest
automatyczne od$miecanie pamieci (ang. garbage collection).

2.1.1. Typy danych

Typy danych w jezyku Python znamy juz z innych jezykéw programowa-
nia. Podstawowe typy liczbowe to liczby catkowite, zmiennoprzecinkowe, ze-
spolone. Nowoscig sa tancuchy znakowe, ograniczane para pojedynczych lub
podwojnych apostrofow. Dzieki temu mozna wygodnie zagniezdzaé stringi.

Czes¢ typow to tak zwane kolekcje (listy, krotki, stowniki, zbiory) zapew-
niajace szybkie przeszukiwanie danych. Listing przedstawia przyktady
typow danych.

Listing 2.2. Typy danych w jezyku Python.

nothing = None # nic odpowiednik null

integer = 7 # liczba calkowita

real = 7.5 # liczba zmiennoprzecinkowa

complex = 3 + 4j # liczba zespolona

logical = True # typ logiczny

string = ’hello’ # napis

string2 = "witaj" # inny napis

alist = ["one", "two", "Truck", "Milion"] # lista

aset = set (["Orange", "Yellow", "Green"]) # zbior zmienny
afrozenset = frozenset ({4.0, ’string’, True}) # zbior mniezmienny
atuple = ("1", "Mass", "Beryl", "continental") # krotka

adict = {"name":"Jacob", "age":23} # slownik

2.1.2. Operacje arytmetyczne i bitowe

Przy operacjach arytmetycznych nalezy wspomnie¢, ze w Pythonie wszyst-
ko jest obiektem. Mozemy dziedziczy¢ i to wielokrotnie praktycznie z kazdej
klasy. Python posiada umiarkowana kontrole typowania. Oznacza to, ze nie
jest bardzo restrykcyjny, ale tez nie pozwala na rzutowanie wszystkiego na
wszystko. Python pozwoli nam na mnozenie liczby zespolonej przez liczbe
catkowita, ale juz nie pozwoli doda¢ nam tekstu do liczby. Jesli zdarzy sie
przypadek, ze do operacji zostanie uzyty nie wlasciwy typ, zostanie rzucony
wyjatek TypeError.

Listing [2.3] ukazuje nam podstawowe operacje arytmetyczne, a listing
podstawowe operacje bitowe.

Listing 2.3. Operacje arytmetyczne w jezyku Python.

# Operacje arytmetyczne dwuargumentowe .

2 + 4 # dodawanie
8§ — 17 # odejmowanie
2 *x 2 # mmnozenie



8 / 2 # dzielenie

64 // 8 # dzielenie calkowite

6 % 4 # modulo (reszta z dzielenia)

2 xx 4 # potegowanie (dwa do potegi czwartej)

# Operacje arytmetyczne jednoargumentowe.

z = 4
i = 10
x =1
—7 # minus, wartosc przeciwna
+i # plus, zapewnia niezmienna wartosc przekazanego argumentu
“x # inwersja bitowa
Listing 2.4. Operacje bitowe w jezyku Python.
3&5 # koniunkcja
2 | 4 # alternatywa
4 ~ 3 # alternatywa wykluczajaca
2 << 3 # przesuniecie bitowe w lewo
8 >> 7 # przesuniecie bitowe w prawo
4 # megacja

2.1.3. Operatory logiczne

Podstawowe operatory logiczne w jezyku Python to not (zaprzeczenie),
and (koniunkcja), oraz or (alternatywa). Przyktady ich uzycia oraz pozostate
operatory ukazuje listing

Listing 2.5. Podstawowe operatory logiczne.

not (5 > 1) # False
4 < 10 and 1 <=1 # True
10 I= 10 or 9 — 9 # True

a—=nb # jest rowne

al="»> # nie rowne

a<b # mniejsze od
a<=5b # mniejsze lub rowne
a>b # wieksze od

a>=> # wieksze lub rowne

2.2. Instrukcje sterujace programem

Instrukcje sterujgce to mechanizmy pozwalajace na nieliniowe przetwarza-
nie programu. W zaleznosci od rodzaju mechanizmu sterujacego i sprawdza-
nych warunkow program moze zmieni¢ kolejno$é¢ przetwarzanych instrukcji.

2.2.1. Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa to najbardziej popularny mechanizm sterujacy. Po-
lega on na wyborze bloku if (warunek jest prawdziwy) lub bloku else (wa-
runek jest falszywy). Wzbogaceniem jest tutaj jeden lub wiecej blokow elif,
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ktore pozwalajg na ponowne sprawdzenie prawdziwosci warunku, gdy zostat
odrzucony przez poprzedzajacy go blok if lub elif. Listing przedstawia
przyktad zastosowania instrukcji warunkowej. Zauwazmy, ze wiersze nagtow-
kowe konicza sie dwukropkiem, a instrukcje w bloku sa wciete o statg szerokosé¢
(zwykle cztery spacje).

Listing 2.6. Instrukcja warunkowa.

x = 10
y =8
if 10 < y:

print "10 jest mniejsze od", y
elif y =— 10:

print y, "jest rowne 10"
elif y < 10:

print y, "jest mniejsze od 10"
else:

print "blad"

# Wynik: napis "8 jest mniejsze od 10"

if x 1= y:

print "liczby rozne"
else:

print "liczby rowne"
# Wynik: napis "liczby rozne’

2.2.2. Petla for

Petla for to mechanizm pozwalajacy na powtarzanie instrukcji zawartych
w bloku az do wyczerpania sekwencji obiektow. Listing 2.7 ukazuje petle for
w dziataniu.

Listing 2.7. Petla for.

# Petla po znakach z napisu.
word = ’Master’
for letter in word:

print ’'Now loop state :’, letter
# Wynik :
#Now loop state : M
#Now loop state :
#Now loop state
#Now loop state
#Now loop state
#Now loop state

=N 0+~ ®»

# Petla po elementach listy .

articles = [’chleb’, ’mleko’, ’kalafior’]
for item in articles:
print 'Now i eat : ’, item

#Now 4+ eat : chleb
#Now 1+ eat : mleko
#Now i eat : kalafior
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# Petla po zakresie liczb od &5 do 10.
for i in range(5, 11):

print i
# Wynik: 5 6 7 8 9 10

Przy podawaniu zakresu nalezy pamietaé, ze liczba odpowiadajaca za
element maksymalny musi by¢ o jeden wyzsza niz zakladana przez progra-
miste, aby spetniony byl warunek. Liczba 10 jest mniejsze od 11, dlatego
10 zostanie wySwietlona, ale 11 juz nie jest mniejsze od 11. Dlatego w tym
momencie petla koriczy swoj bieg.

2.2.3. Petla while

Petla while przetwarza instrukcje w bloku dopéki warunek jest prawdziwy.
Jezeli warunek od poczatku bedzie falszywy, to instrukcje z bloku nie bedg
ani razu wykonane. Listing ukazuje dzialanie petli while.

Listing 2.8. Petla while.

i=20
f =1
while i < 5:
i4+=1
f =1
print f # factorial 5!

Znawcy innych jezykow programowania nie znajda w Pythonie petli typu
do-while. Mozna ja jednak zastapi¢ instrukcjami zawierajacymi petle while.

2.3. Funkcje

Funkcje to pewien blok kodu posiadajacy swojg nazwe, oraz pozwalajacy
na wywolywanie go z pewnych ograniczonych miejsc w programie. Zazwy-
czaj celem uzycia funkcji jest unikniecie powielania kodu oraz utatwienie w
poprawianiu bledéw (jedno miejsce do sprawdzenia). Funkcje wywolujemy
poprzez jej nazwe, z argumentami lub bez. Python posiada funkcje anonimo-
we, funkcje wbhudowane, oraz funkcje stworzone przez uzytkownika. Funkcje
deklarujemy poprzez stowo kluczowe def. Funkcja zwraca warto$¢ poprzez
return. Python réwniez obstuguje funkcje o nieokreslonej liczbie argumen-
tow. Listning ukazuje dziatanie przyktadowych funkcji, w tym przypadku
zdefiniowanych przez programiste.

Listing 2.9. Funkcje w Pythonie.

# Funkcja bez argumentow .
def function one ():
print "function one is active N

function omne ()

# Zalazek aplikacji bazujacej na slowniku polsko—angielskim .
dict_pl_en = {}

12



def modify word(x, y): # funkcja dwuargumentowa
dict_pl _en[x] =y

def remove word(x): # funkcja jednoargumentowa
del dict pl en[x]

def return_ word(x): # przyklad funkcji zwracajacej wartosc
return dict_pl en[x]

modify word ("kot", "cat")
modify word ("ciac", "cut")
modify word("bialy", "black")
remove_word ("bialy")

print len(dict pl en) # 2
print return word ("kot") # cat

2.4. Wyrazenia lambda i generatory

Wyrazenia lambda to zapozyczone z jezyka Lisp funkcje anonimowe, mo-
gace zawiera¢ tylko proste wyrazenia. Najczesciej sa one jednolinijkowe. Li-
sting ukazuje sposob uzycia wyrazenia lambda.

Listing 2.10. Wyrazenia lambda.

a — lambda x: x x 2 + 4
b = lambda y: y + 4

print a(2) # 8
print b(3) # 7

Poczatkowo generatory w Pythonie byly dostepne po wywotaniu instruk-
¢ji from _ future_  import generators. Od Pythona 2.3 generatory sa juz do-
stepne domyslnie bez zadnych importow. Generator to funkcja, ktoéra za-
pamietuje sw6j wewnetrzny stan. W przypadku zwyklej funkcji jej pola sa
niszczone przy wyjsciu z niej, natomiast po wyjsciu z generatora jej pola
istnieja nadal. Mozna wiec dowolnie generator zatrzymywacé i go wznawiac.
Oszczedzamy przy tym inicjalizacje duzych obiektéw. Generator uzywa yield
zamiast return, ktore w wersji 2.3 weszto do zbioru stow kluczowych jezyka
Python. Listing ukazuje przyktad generatora oraz jego wywolanie.

Listing 2.11. Przykltad generatora.

# Generator zwraca kolejne liczby podzielne przez 8 lub 5.
def get_int35():
i=20
while True:
if (i %3=20) or (i %5 =—0):
yield i
i+=1

for x in get_int35():
if x > 10:
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break
print x

# Wynik: 0 8 5 6 9 10

2.5. Moduly i pakiety

Moduty w Pythonie to najczesciej pliki z rozszerzeniem .py, zawierajace
instrukcje w jezyku Python, np. definicje zmiennych, funkcji, klas, do po-
nownego wykorzystania. Sa bardzo przydatne przy tworzeniu rozbudowanych
aplikacji. Aby zaladowa¢ modul wystarczy wydaé polecenie import nazwa_modulu.
Czesto mamy do czynienia z sytuacja, w ktorej jeden modul importuje kilka
nastepnych. Kazdy modut jest importowany tylko raz.

Pakiety to przestrzenie nazw zawierajace w sobie moduty, niekiedy nawet
znéw pakiety. Kazdy pakiet w Pythonie jest folderem zawierajacym plik ini-
cjalizujacy _ init__.py i inne pliki lub foldery. Plik inicjalizujacy moze by¢
pusty. Zatem jesli chcemy stworzy¢ pakiet mathematica z modutem algebra, to
tworzymy folder mathematica, a w nim plik algebra.py. Import modutu bedzie
korzystal z notacji z kropka: import mathematica.algebra.

2.6. Klasy

W XXI wieku metodologia programowania obiektowego jest juz rozpo-
wszechniona. Wiekszos¢ rozbudowanych aplikacji jest pisanych z wykorzysta-
niem klas. Jest mnostwo powodow, aby tak robi¢, ale najwazniejszym z nich
to koszt. Programy obiektowe sa po prostu tansze w utrzymaniu i tatwiej sie
je serwisuje.

Klasy to podstawowe narzedzia do tworzenia wtasnych struktur danych.
Instancje klasy komunikujg sie ze §wiatem za pomocg metod. Klasy i instan-
cje zawierajg pola (dane, atrybuty). W Pythonie nie ma enkapsulacji danych
tzn. wszystkie atrybuty sa dostepne publicznie. Klase w Pythonie tworzymy
poprzez stowo kluczowe class. Listning ukazuje przyktad definicji klasy
wraz z dziedziczeniem.

Listing 2.12. Przyktady klas wraz z dziedziczeniem.

class Car:

def  init (self):
pass

def get name(self):
raise NotImplementedError("virtual method")

def get color(self):
raise NotImplementedError("virtual method")

class FamilyCar(Car): # dziedziczenie z klasy Car

def  init  (self, name, color):
self .name = name

14



self.color = color

def get name(self):
return self.name

def get color(self):

return self.color

my car = FamilyCar("Sniezynka", "Bialy")
print my car.getName () # Sniezynka
print my car.getColor () # Bialy

2.7. Wyjatki

W Pythonie wyjatki to po prostu klasy. Stuza do raportowania bledéow
lub sytuacji wyjatkowych. Wyjatki moga by¢ przechwytywane i obstugiwane
w zadany przez nas sposob. Listing[2.13|ukazuje wyjatek typu ZeroDivisionError
(dzielenie przez zero), oraz wlasng klase obstugujaca napotkany wyjatek.

Listing 2.13. Wyjatek ZeroDivisionError.

print 25 / 0 # sprowokowanie wyjatku

# Przykladowe komunikaty:

#Traceback (most recent call last):

# File "introduction_to_ python.py", line 74, in <module>
# 25 /0

#ZeroDivisionError: integer division or modulo by zero

# Wlasna klasa obslugujaca wyjatek.
class MyError(ZeroDivisionError):

def  init (self, message):
self . message = message

def  str  (self):

return "Exception: " 4+ self.message

raise MyError("dzielenie przez zero") # rzucenie wyjatku

2.8. Biblioteka standardowa

Jezyk Python posiada obszerna biblioteke standardowa. Jest to zestaw
pakietow do wielu réznych zastosowari. W Internecie sa dostepne dodatkowe
pakiety stworzone przez firmy lub pojedyniczych programistéw, ktére mozna
uzy¢ jako podstawe do dalszego rozwoju aplikacji dopasowanej do indywidu-
alnych potrzeb.

Przyktady pakietéw z biblioteki standardowe;:

— math, zbior funkcji matematycznych,

— fractions, obstuga liczb wymiernych,

— random, m.in. generowanie liczb pseudolosowych,
— pickle, serializacja obiektow,
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copy, kopiowanie dowolnych obiektow,

re, obshuga wyrazen regularnych,

timeit, narzadzia do pomiaru czasu wykonywania kodu,
unittest, narzedzia do testowania kodu.



3. Matematyka wielomianéw

W tym rozdziale przypominamy elementarne definicje dotyczace glownie
wielomianéw jednej zmiennej.

3.1. Podstawowe definicje

Wielomianem jednej zmiennej stopnia n nazywamy wyrazenie postaci [2]

f(@) =" arz® (posta¢ kanoniczna), (3.1)
k=0

gdzie a; sa stalymi wspoétczynnikami, a = jest zmienng niezalezng. Wspol-
czynniki a; moga by¢ dowolnymi liczbami (catkowite, wymierne, rzeczywiste,
zespolone). f(z) moze by¢ jednym wyrazem lub suma skonczonej liczby wy-
razow akxk.

Wielomian wielu zmiennych jest skoniczona suma wyrazow, a kazdy wyraz
jest iloczynem statego wspotczynnika i zmiennych niezaleznych. Przykladowy
wielomian dwoch zmiennych ma postac

f(z,y) = 32 — 4oy + 5y + 62 — Ty + 8, (3.2)

gdzie zmienne niezalezne s oznaczone jako x i y.

Stopniem zmiennej w wyrazie nazywa sie wyktadnik przy danej zmienne;j.
Stopniem (niezerowego) wyrazu nazywamy sume stopni wszystkich zmien-
nych tego wyrazu. Stopniem (niezerowego) wielomianu f nazywa sie naj-
wiekszy stopien wyrazu [oznaczenie deg(f)|. Wyraz wiodgcy wielomianu to
wyraz o najwiekszym stopniu, przy czym nalezy doprecyzowa¢ jak sortowa-
ne beda wyrazy o jednakowym stopniu. Jednomian, dwumian i trégmian to
nazwy wielomianéw sktadajacych sie odpowiednio z jednego, dwoch i trzech
wyrazow.

Wielomiany moga by¢ tworzone ze statych i zmiennych wytacznie za po-
mocg dwoch dziatan: dodawanie i mnozenia, poniewaz odejmowanie jest row-
nowazne dodawaniu liczby przeciwnej, a potegowanie to wielokrotne mnoze-
nie. Wlasnosci dzialan na wielomianach:

— Suma i iloczyn wielomianéw jest wielomianem.

— Pochodna wielomianu jest wielomianem.

— Calka (funkcja pierwotna) wielomianu jest wielomianem.
— Zlozenie wielomianow jest wielomianem.

Dzielenie wielomianéw jednej zmiennej: Kazdy wielomian f jednej zmien-
nej mozna przedstawi¢ w postaci f = gh + r, gdzie g, h, r sa wielomianami,
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deg(r) < deg(g), h i r sa wyznaczone jednoznacznie. Jezeli r = 0, to mowi-
my, ze f jest podzielny przez g. Do wyznaczenia h i r stosuje sie algorytm
FEuklidesa [6].
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4. Bazy Grobnera

Bazy standardowe i dowo6d ich istnienia pojawit sie w pracy Hironaki
(1964) o usuwaniu osobliwosci [7]. Algorytmy umozliwiajace wyznaczanie
bazy podal Buchberger (1965) w pracy doktorskiej, ktorej promotorem byt
Grébner [5]. Teoria baz Grobnera zostala uogdlniona w wielu kierunkach
i znaleziono jej rozne zastosowania. Pierwsza w Polsce ksigzka Dumnickiego
i Winiarskiego o bazach Grobnera ukazata sie w roku 2007 (drugie wydanie
w roku 2009) [8]. Z tej ksiazki pochodzi wiekszos¢ definicji i twierdzen tego
rozdziatu. Literatura w jezyku angielskim jest bardzo bogata, szczegolnie
przydatny dla nas okazal sie raport z pseudokodami algorytmoéow baz Grob-
nera [9)].

4.1. Porzadek dopuszczalny

W zbiorze liczb naturalnych N (7 zerem) istnieje naturalne uporzadko-
wanie, ktore przenosi sie do zbioru jednomian6w jednej zmiennej 7' (1 < z <
x? < ...). Mnozenie jednomian6w odpowiada dodawaniu w zbiorze N, przy
czym jezeli 27 < a¥, to afx® < 2Fas.

W przypadku n zmiennych mozemy rozwazyé¢ zbior N™ z elementami

a = (ai,...,aqy,), oraz powiazany z nim zbiér jednomianéw T" 7 elementami
x® =" - ... 2% Stopniem jednomianu z® nazywamy liczbe
deg(z®) =la| =1 + ... + . (4.1)

Definicja: Porzadek < jest dopuszczalny (ang. admissible order) w N™, je-
zeli dla dowolnych «, 5,7 € N™
(i) a < B lub 6 < «,
(i) 0 < o,
i) a<f=a+y<F+1.

W zbiorze T istnieje tylko jeden porzadek dopuszczalny, opisany wcze-
$niej. Dla wielu zmiennych istnieje kilka mozliwych porzadkéw dopuszczal-
nych. Podamy przyktady dla trzech zmiennych 2 < y < x.

— Porzadek leksykograficzny (ang. (pure) lexicographic order, lex, plex), np.

22523 <pep 23Y%2 (2% < 23),

2222 <pp 2202 (32 = 22, 4F < 1P).
— Porzadek stopniowo leksykograficzny (ang. graded lex order, grlez, deglex),
np.
TY2 <gegler T2ytz (34241 <24+4+1),
T2y 2% <gegier T3Y2* (24+2+2=3+1+2=06, 2? < z%).
— Porzadek stopniowo leksykograficzny odwrotny (ang. graded reverse lex
order, grevlex, degrevlex), np.
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I3y22 <degreviex $2y322 (3 +24+1<2+3+ 2),
Y 2? <gegrevier Y2z (1+2+2=143+1=5, 22 > z2).

Twierdzenie: W dowolnym niepustym podzbiorze T™ istnieje jednomian
najmniejszy [8]. Stad wynika, ze jezeli jakis algorytm bedzie generowal silnie
malejacy cigg jednomianéw, to ten algorytm musi kiedys skonczyé dziatanie
(wltasnos$é stopu).

4.2. PierScien wielomianow

Definicja: Wielomianem n zmiennych o wspoélczynnikach z ciata K nazy-
wamy skoriczong sume postaci [§]

f(@) = cax®, ca€ K, 2% €T (4.2)

Definicja: Zbiér wielomiandéw n zmiennych o wspoétczynnikach z ciala K,
z naturalnymi dziatlaniami dodawania i mnozenia, tworzy pierscien wielo-
miandw K|x].

Definicja: Dla ustalonego porzadku dopuszczalnego i niezerowego wielomia-
nu f definiujemy

— Nosnik f, supp(f) = {z* € T" : ¢, # 0},

— Jednomian wiodacy f (ang. leading monomial),

LM(f) = max{supp([)},

— Wspolezynnik wiodacy f (ang. leading coefficient),
LCO(f) = co dla z* = LM(f),

— Wyraz wiodacy f (ang. leading term),
LT(f) = LO(f)LM(f),

— Ogon f, tail(f) = f — LT(f).

Definicja: Monoid generowany przez A C T"™ jest to zbior
A-T"={am:a€ A, meT"}. (4.3)
Przestrzen liniowa generowana przez A jest to zbior
Span(A) = {f € Kla]: f =) caa®, 2° € A}. (4.4)
Jezeli A-T" = A, to A nazywamy monoidem.
Stwierdzenie: Jezeli f € K|x], to f € Span(supp(f)).

Lemat Dickinsona: Dla dowolnego zbioru A C T™ istnieje skoriczony zbior
B C T"™ taki, ze A-T™ = B - T" (réwne monoidy generowane).

Definicja: Dla ustalonego porzadku dopuszczalnego i niepustego zbioru wie-
lomianéw F C K[z]\{0} definiujemy
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— Zbior jednomianéw wiodacych LM (F) ={LM(f): f € F},
— Monoid wiodacy L(F) = LM(F)-T",
— Jednomiany standardowe D(F) = T™\L(F).

Definicja: Niech F' = {f1,..., fs} bedzie skoniczonym zbiorem wielomianow
z K[x]. Definiujemy ideal generowany przez F jako

(F) = {;hf L hi € K[m]} . (4.5)

Zbior F nazywamy baza ideatu (F') i jest to baza skonczona, wiec ideal (F')
nazywamy skoriczenie generowanym. Dla nieskoriczonego zbioru F C K|z]
ideal (F) definiuje sie podobnie, ale tworzymy jedynie skoriczone kombinacje
wielomianow. Jezeli F' = (F), to F nazywamy ideatem.

Zauwazmy, ze baza idealu (F') nie jest wyznaczona jednoznacznie. Wérod
roznych baz szczegélnie uzyteczna jest baza Grobnera.

Przyktad: Niech F = {z,y?} zawiera sic w K[z, y] [8]. Wtedy do idealu
(F) nalezg tylko wielomiany, dla ktorych cq0) = c@,1) = 0.

Stwierdzenie: Dla niepustego zbioru A C T™ zachodzi
(1) A-T" C (A) (monoid zawiera si¢ w ideale),
(2) (A) = Span(A - T™).

Twierdzenie Hilberta o bazie: Kazdy ideal w pierscieniu wielomianow
K[z] nad pierscieniem noetherowskim K jest skoriczenie generowany. Pier-
cieniem noetherowskim (ang. Noetherian ring) jest kazde cialo oraz np.
pierscien liczb catkowitych. W naszych zastosowaniach pierscien K bedzie
odpowiadat liczbom catkowitym, wymiernym, rzeczywistym lub zespolonym.
Twierdzenie Hilberta o bazie mozna wystowi¢ nastepujaco: jezeli pierscien K
jest noetherowski, to jego pierscien wielomianéw K[z] rowniez jest noethe-
rowski.

4.3. Baza i zredukowana baza Grobnera

Definicja: Dla ustalonego porzadku dopuszczalnego i skonczonego podzbio-
ru G C Klz|, G nazywamy bazq Grébnera, jezeli 0 ¢ G oraz L((G)) = L(G).

Definicja: Niezerowy wielomian f z K|[z] jest unitarny wzgledem danego
porzadku dopuszczalnego, jezeli LC(f) = 1. Zbiér F' C K|x] jest unitarny,
jezeli kazdy wielomian z F' jest unitarny.

Definicja: Baze Grobnera G wzgledem ustalonego porzadku dopuszczalnego
nazywamy zredukowang, jezeli

(1) G jest minimalng baza Grobnera (najmniejsza licznosé),

(2) G jest unitarna,

(3) supp(tail(g)) C D(G) dla wszystkich g € G.
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4.4. Redukcja wielomianowa

Redukcja wielomianowa jest istotng czedcia algorytmu baz Grobnera, a
zarazem czeScig najbardziej kosztowng obliczeniowo. Dla wielomianu jednej
zmiennej f, redukcja za pomocg wielomianu g odpowiada szukaniu reszty r
w algorytmie Euklidesa, gdzie f = gh + r. Dla wielomianu wielu zmiennych
f, redukuje sie go za pomoca zbioru wielomianéw F', aby wyznaczy¢ reszte
r. Realizuje to algorytm dzielenia uogélnionego.

Definicja: Niech f, g naleza do K[x]. Jezeli LM (g) dzieli LM (f), to redukcje
f do r za pomoca g okreslamy nastepujaco

LT(f)

IT(9) g. (4.6)

=f—

Czasem okresla sie operacje redukcji nie tylko dla LT'(f), ale dla dowolnego
wyrazu wielomianu f, ktory jest podzielny przez LM(g).

Algorytm dzielenia uogdlnionego wykonuje wielokrotnie redukcje f za po-
moca wielomian6w ze zbioru F'. Jako wynik konicowy otrzymuje sie reszte r
catkowicie zredukowang ze wzgledu na F.

4.5. S-wielomiany

Definicja: Dla ustalonego porzadku dopuszczalnego i niezerowych wielomia-
now f, g nalezacych do Klz|, okreslamy najmniejsza wspolna wielokrotnosé
jednomianow

J =lem(LM(f), LM(qg)). (4.7)
Wtedy wielomian
S(f,9) = LTJ(f)f— Mlj(g)g (4.8)

nazywamy S-wielomianem wielomianoéw f i g. Zauwazmy, ze wyrazy wiodace
f 1 g kasuja sie. Niektorzy autorzy okreslajg S-wielomiany z innym mnozni-
kiem

. J J

S(f.9) = LC(f)LC(9)S(f.9) = LO(Q)WJC - LC(f)LM(g)g' (4.9)
Stwierdzenie: LM (S(f,g)) < LM(f)LM(g).
4.6. Kryterium Buchbergera
Twierdzenie: Niech G = {¢1,...,9s} bedzie zbiorem niezerowych wielo-

mianéw z K |[x]. Wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:

— (@ jest baza Grobnera.
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— Dla dowolnych 1 < j < k < s wielomian S(g;, gx) redukuje sie do zera ze
wzgledu na G.

— Dla kazdego wielomianu f z idealu (G), redukcja f ze wzgledu na G daje
7€ero.

Na tym twierdzeniu opiera sie algorytm Buchbergera wyznaczania bazy Gréb-
nera.

W celu wyznaczenia zredukowanej bazy Grobnera trzeba usunaé pewng
nadmiarowos¢ z posiadanej bazy Grobnera G. Po pierwsze, kazdy wielomian
w bazie musi by¢ unitarny, czyli wystarczy podzieli¢ go przez wspolczynnik
wiodacy. Po drugie, kazdy element g bazy G nalezy zredukowaé¢ uzywajac
zbioru G\{g}. Jezeli w wyniku redukcji otrzymamy zero, to dany element g
mozna usunaé z bazy.

4.7. Zastosowania

Przedstawimy liste wybranych zastosowan teorii baz Grobnera. We wszyst-
kich zastosowaniach udato sie sformutowaé¢ dany problem jako pytanie do-
tyczace zbioru wielomianéw wielu zmiennych. Po wykonaniu obliczei baz
Grobnera i wykorzystaniu kluczowych wtasnosci tych baz udalo sie otrzymacé
rozwigzanie problemu.

— Kolorowanie wierzchotkoéw grafu (problem trzech kolorow [g]).

— Dowodzenie twierdzen geometrycznych (wzér Herona [8], twierdzenie Apo-
loniusza [10]).

— Obliczanie catek funkcji specjalnych [10].

— Rozwigzywanie uktadow liniowych rownan diofantycznych [§].

— Rozwigzywanie zagadek logicznych, np. Mastermind [§].

— Rozwiazywanie pewnych probleméw optymalizacyjnych catkowitoliczbo-
wych, np. wydawanie monet [10].

— Zastosowanie w teorii kodowania sygnatéw do korekty btedéw transmisji
[10].

— Zastosowanie w robotyce do znajdowania polozeni ramion robota [10].

— Zastosowanie w inzynierii oprogramowania do znajdowania niezmienni-
kow petli, przy automatycznej weryfikacji poprawnosci programow [10].

— Optymalizacja wydobycia ropy naftowej z platform wiertniczych [10].



5. Wielomiany jednej zmienne;

W tym rozdziale przedstawiono interfejs i implementacje wielomianow
jednej zmiennej (klasa Poly).

5.1. Interfejs wielomianéw

Interfejs wielomianéw jednej zmiennej zostal przedstawiony w tabeli
Przygotowano dwie implementacje wielomianéw jednej zmiennej, ktore reali-
zujg podany interfejs.

Pierwsza implementacja jest oparta na wewnetrznej liscie. Wszystkie wspot-
czynniki sg tam obecne, przez co ta implementacja jest zalecana przy wielo-
mianach z duza liczba niezerowych wspotczynnikéw. Pomyst jest zaczerpniety
z ksiazki Sedgewicka [IT].

Druga implementacja jest oparta na wewnetrznym stowniku, w ktorym
kluczami sg potegi niezerowych wyrazow, a warto$ciami sg niezerowe wspot-
czynniki. Ta implementacja zajmuje mniej pamieci, jezeli pracujemy z wielo-
maniami o wysokich potegach, a matg liczba wyrazéw. W obu implementa-
cjach wzieto pod uwage nastepujace zagadnienia.

— Wielomiany przede wszystkim sa dostosowane do obliczen doktadnych na
liczbach catkowitych (int, long) i utamkach (Fraction), ale pracuja rowniez
z liczbami float i complex. Dziatania na wielomianach o wspoétczynnikach
catkowitych lub utamkowych nie generujg liczb float lub complex.

— Ulamki z mianownikiem ré6wnym jeden sa zamieniane na liczby catkowite
w metodzie __repr__, aby poprawi¢ czytelnos¢ wyswietlania wynikow.

— Zerowe wspolczynniki przy najwyzszych potegach zmiennej niezaleznej,
ktore moga pojawic sie podczas wykonywania dziatan na wielomianach, sa
usuwane. Wykonuje to metoda prywatna _cancel(), ktora jest wywotywa-
na po wykonaniu dodawania, odejmowania i mnozenia. W implementacji
stownikowej w ogoéle nie przechowuje sie zerowych wspotczynnikow.

— Konstruktor klasy Poly tworzy jednomian z zadanym wspoélczynnikiem
przy podanej potedze zmiennej niezaleznej. Metoda klasy Poly.from list
tworzy wielomian z podanej listy kolejnych wspotczynnikow.

— Obliczanie wartoéci wielomianu dla danego argumentu jest wykonywane
algorytmem Hornera.

— Potegowanie wielomianu jest wykonywane metoda potegowania binarne-
go.

— Wielomiany sa niezmienne (ang. immutable), dziatania zawsze tworza no-
wy obiekt wielomianu (z wyjatkiem operatora jednoargumentowego +p).
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— Pewne operacje sa zdefiniowane tylko dla jednomianow: dzielenie jed-
nomianéw, obliczanie najmniejszej wspolnej wielokrotnosci jednomianow
(wynik ma zawsze wspolczynnik wiodacy rowny jeden).

— Obliczanie wyrazu wiodacego, jednomianu wiodacego i wspotczynnika
wiodacego jest mozliwe tylko dla niezerowego wielomianu. Wymagane jest
podanie metody okreslajacej porzadek dopuszczalny, np. key=Poly. key _lex.
Dla wielomianéw jednej zmiennej istnieje tylko jeden porzadek dopusz-
czalny.

— Sortowanie listy wielomianéw jednej zmiennej mozna wykonac¢ za pomo-
ca metody list .sort, przy czym nalezy podaé¢ argument key—Poly.key deg.
Odpowiada to jedynemu istniejagcemu porzadkowi dopuszczalnemu. Zdefi-
niowano rowniez inne metody, ktore odpowiadajg pewnym porzadkom do-
puszczalnym. Sa to Poly.key _lex (porzadek leksykograficzny) i Poly.key _deglex
(porzadek stopniowo leksykograficzny). Dla wielomianéw jednej zmiennej
te metody sa aliasami do metody Poly.key deg, ale dla wielomianéw wielu
zmiennych sa to istotnie rézne porzadki.
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Tabela 5.1. Interfejs wielomianéw jednej zmiennej. p i ¢ sa wielomianami, n
jest liczba caltkowita nieujemna, a,b,c to liczby (int, long, float, complex) lub

utamki (Fraction) .

Operacja Znaczenie Metoda
p = Poly(c, n) tworzenie jednomianu __init_
q = Poly(c) tworzenie jednomianu __init_
Poly/() wielomian zerowy __init_
Poly.from _list(L) tworzenie wielomianu z listy from _list
print ¢ wyswietlanie wielomianu __repr_
p+aqp+a dodawanie wielomianow __add
a+p dodawanie wielomianow __radd_
P—qp-—a odejmowanie wielomianow __sub_
a—p odejmowanie wielomianow __rsub_
p*q, p*a mnozenie wielomianow _ mul
a*p mnozenie wielomianow __rmul
p/a dzielenie przez liczbe _div_
p/q dzielenie jednomianow _div_
+p operator jednoargumentowy __pos_
-p operator jednoargumentowy __neg
p.is_zero() czy wielomian jest zerowy is_zero
p.degree() stopien wielomianu degree
len (p) liczba niezerowych wyrazow _len_
p.key deg() porzadek stopniowy key deg
p.key lex() porzadek leksykograficzny key lex
p.key _deglex() porzadek stopniowo leksykograficzny key deglex
p[n] n-ty wspolczynnik wielomianu __getitem
p==q poréwnywanie wielomianow _eq_
pl=q porownywanie wielomianow __ne_
p.eval(a) warto$¢ wielomianu eval
p(a) warto$¢ wielomianu _call_
p.combine(q) sktadanie wielomianow combine
p(q) sktadanie wielomianow _call
p ** n, pow(p, n) potegowanie wielomianu __pow_
p.leading term/(key) wyraz wiodacy leading term
p.leading_monomial(key) | jednomian wiodacy leading monomial
p.leading_coefficient (key) | wspolczynnik wiodacy leading_ coefficient
p.iterterms () generator wyrazow wielomianu iterterms
p. diff () rozniczkowanie wielomianu diff
p.integrate () catkowanie wielomianu integrate
p.lem(q) najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ lem
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Przykladowa sesja interaktywna prezentuje mozliwoséci wielomianow jed-
nej zmiennej (listing [5.1)).

Listing 5.1. Sesja interaktywna z wielomianami jednej zmienne;j.

>>> from fractions import Fraction
>>> from polys import Poly

>>> p = Poly (2, 3) + 4 # 2 x x oxx 8 + 4

S>> p

Poly (4) + Poly (2, 3) # bez potegi 0 przy /4
>>> p.is_zero ()

False

>>> len (p) # liczba wyrazow

2

>>> p % Poly(3, 5) # mnozenie

Poly (12, 5) + Poly(6, 8)

S>> pokk 2 # potegowanie

Poly(16) + Poly (16, 3) + Poly(4, 6)

>>> p.diff () # pochodna

Poly (6, 2) # 6 % T xx 2

>>> p.integrate () # calkowanie

Poly (4, 1) + Poly(Fraction(1, 2), 4) # 4 xx+xoxx 4 /)2
>>> p.combine(Poly (5, 7)) # skladanie wielomianow
Poly (4) + Poly (250, 21)

>>> p.eval (Fraction (3, 5)) # wartosc w punkcie
Fraction (554, 125)

>>> p.eval (0.6) # przejscie do float
4.432

>>> p.leading term (key=Poly.key deg)

Poly (2, 3) # wyraz wiodacy

>>> p.leading monomial (key=Poly.key deg)

Poly (1, 3) # jednomian wiodacy
>>> p.leading coefficient (key=Poly.key deg)

2 # wspolczynnik wiodacy
>>> Poly (6, 5) / Poly(3, 2) # dzielenie jednomianow
Poly (2, 3)

>>> Poly (6, 3).lem(Poly (3, 2))

Poly (1, 3)

>>> list (p.iterterms()) # lista wyraezow (jednomianow)

[Poly (4), Poly(2, 3)]

>>> sorted (term.degree () for term in p.iterterms())

[0, 3] # posortowana lista stopni
>>> [p[i] for i in range(8)] # lista osmiu wspolczynnikow
[4, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0]

>>> p.data # [4, 0, 0, 2] implementacja listowa
>>> p.data # {0: 4, 3: 2} implementacja slownikowa
# Zapis wielomianu do pliku .

>>> import pickle

>>> afile = open("data.pickle", "w")

>>> pickle.dump(p, afile)

>>> afile.close ()

# Odczyt wielomianu z pliku.

>>> afile = open("data.pickle", "r")

>>> q = pickle.load(afile)

>>> afile.close ()

S p —

True




6. Wielomiany wielu zmiennych

W tym rozdziale przedstawiono interfejs i implementacje wielomiandw
wielu zmiennych. Implementacja klasy Poly zawarta jest w module mpolys.
Jednakowa nazwa klasy pozwala wymiennie stosowaé¢ rézne implementacje
do przypadku wielomianéw jednej zmiennej.

6.1. Interfejs wielomianéw

Interfejs wielomianéw wielu zmiennych zawiera w sobie wszystkie elemen-
ty interfejsu wielomianéw jednej zmiennej. Dodatkowo pojawiaja sie nowe
elementy, poniewaz niektére operacje moga dotyczy¢ jednej z kilku zmien-
nych niezaleznych. W przypadku wielu zmiennych w ramach niniejszej pracy
przygotowano jedynie implementacje stownikows klasy Poly. Oto zestawienie
najwazniejszych zagadnien implementacyjnych.

— W implementacji stownikowej dla wielu zmiennych, w wewnetrznym stow-
niku kluczem jest krotka z potegami kolejnych zmiennych niezaleznych, a
wartoscia jest niezerowy wspotczynnik. Kazdy klucz ma dtugosé co naj-
mniej jeden.

— Zmienne niezalezne sg numerowane od zera, a numery zmiennych sg po-
trzebne w wielu operacjach, aby nie bylo niejednoznacznosci (pochodna,
catka, podstawianie). Domy$lnie dzialania sa wykonywane na zmiennej
o indeksie zero, co zapewnia kompatybilnos¢ interfejsu z wielomianami
jednej zmiennej. Wygodnie jest w obliczeniach nazywaé¢ kolejne zmienne
x (var=0), y (var=1), z (var=2), itd.

— Dla wielomianéw wielu zmiennych, a w szczegdlnosci jednomianéw, po-
rownywanie mozna wykona¢ wg wielu mozliwych porzadkow dopuszczal-
nych. Przygotowano metody generujace klucze do wykorzystania podczas
korzystania z sortowania listy wielomianow (listing . Latwo mozna
doda¢ inny porzadek do tych juz istniejacych.

Listing 6.1. Sortowanie wielomianéw wielu zmiennych.

>>> poly list = [ ... ] # lista wielomianow

>>> poly list.sort (key=Poly.key deg) # wykorzystanie stopnia
>>> poly list.sort (key=Poly.key lex) # porzadek leksykograficzny
>>> poly list.sort (key=Poly.key deglex) # porzadek stopniowo leks.
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Przykladowa sesja interaktywna prezentuje mozliwoséci wielomianoéw wie-
lu zmiennych (listing [6.2]).

Listing 6.2. Sesja interaktywna z wielomianami wielu zmiennych.

>>> from fractions import Fraction
>>> from mpolys import Poly

# Wygodne podstawienia .

>>> x = Poly (1 1)

>>> y = Poly (1 , 1)

>>>z:Poly( , 0, 1)

>>> p = 3 (x**2)+5*y*z

S>> pokk 2

Poly (25, 0, 2, 2) + Poly(30, 2, 1, 1) + Poly(9, 4)
>>> list (p.iterterms()) # lista wyrazow

[Poly (3, 2), Poly(5, 0, 1, 1)]

>>> p.degree () # stopien wielomianu

2

>>> len (p) # liczba wyrazow

2

>>> p.leading term (key=Poly.key deglex)

Poly (3, 2) # wyraz wiodacy

>>> p.leading monomial (key=Poly .key deglex)

Poly (1, 2) # jednomian wiodacy
>>> p.leading coefficient (key=Poly.key deglex)

3 # wspolczynnik wiodacy
S>> (x* y) lem(y * z)

Poly (1 , 1) #xox oy * z

> Poly( 5, 4, 2) / Poly(2, 2, 2, 2)
Poly(Fract10n(3, 2), 3, 2) # dzielenie jednomianow
>>> pl[0, 1, 1] # wspolczynnik przy y x 2
5

>>> p[l, 0, 1] # wspolczynnik przy = * =z
0

>>> p.diff(var=1) # pochodna po y

Poly (5, 0, 0, 1)

>>> p.integrate (var=2) # calka po z

Poly (Fraction (5, 2), 0, 1, 2) + Poly(3, 2, 0, 1)

>>> p.combine(y * y, var=2) # podstawienie z = y * y
Poly (3, 2) + Poly(5, 0, 3)

>>> p.combine(Poly(7), var=1) # podstawienie y = 7

Poly (3, 2) + Poly(35, 0, 0, 1)

>>> p.data

{(2,): 3, (0, 1, 1): 5} # implementacja slownikowa

6.2. Zamiana kolejnosci zmiennych

Podczas obliczania baz Grobnera czasem zachodzi potrzeba eksperymen-
towania z réznymi porzadkami dopuszczalnymi, czy z r6zng kolejnoscia zmien-
nych w porzadku leksykograficznym. Zalézmy, ze mamy dany wielomian
w zmiennych z,vy, z, a interesuje nas porzadek leksykograficzny i kolejnosé
x > z > y. W naszej implementacji rozwigzaniem jest zamiana kolejnosci
zmiennych y, z, wykonana przy pomocy zmiennej ¢ (listing .
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Listing 6.3. Zamiana kolejno$ci zmiennych.

>>> from mpolys import Poly

>>> x = Poly(1, 1)

>>> y = Poly (1, 0, 1)

>>> 7z = Poly(1, 0, 0, 1)

>>> t = Poly(1, 0, 0, 0, 1)

>>> p = 7 % x*%2 + & *x y*x3 + 9 x zx*xx4
>>> p

Poly (7, 2) + Poly(8, 0, 3) + Poly(9, 0, 0, 4)
# Zamiana miejscami y i 2.

>>> p = p.combine(t, var=1) #y na t

>>> p = p.combine(y, var=2) # 7z na y

>>> p = p.combine(z, var=3) # t na z

S>> p

Poly (7, 2) + Poly(8, 0, 0, 3) + Poly(9, 0, 4)




7. Algorytmy

Ten rozdzial jest poswiecony algorytmom wykorzystywanym przy imple-
mentacji wielomianéw lub pojawiajacych sie podczas wykonywania dzialan
na wielomianach.

7.1. Schemat Hornera

Schemat Hornera (ang. Horner’s method, Horner scheme) jest to sposob
obliczania wartosci wielomianu jednej zmiennej, dla danej wartosci argumen-
tu, wykorzystujacy minimalna liczbe mnozen [12]. Jest to rowniez algorytm
dzielenia wielomianu przez dwumian.

Listing przedstawia funkcje wykorzystujaca schemat Hornera do ob-
liczenia wartosci wielomianu w punkcie x, przy czym wielomian jest dany
jako lista wspotczynnikoéw data. W niniejszej pracy wykorzystujemy schemat
Hornera przy obliczaniu wartosci wielomianu w punkcie [metoda eval ()], oraz
przy sktadaniu wielomianéw [metoda combine()|.

Listing 7.1. Schemat Hornera.

def Horner scheme(data, x):

"""Horner scheme for polynomials. """

result = 0
for item in reversed(data):
result = result * x + item

return result

Warto zauwazyé, ze uog6lnieniem schematu Hornera jest algorytm Clen-
shawa [I3]. Jest to rekurencyjna metoda obliczania liniowej kombinacji wie-
lomianéw Czebyszewa. Stosuje sie réwniez do dowolnej klasy funkcji definio-
walnych za pomoca tréjwyrazowego rownania rekurencyjnego.

7.2. Wielomiany ortogonalne

W pracy zaimplementowano kilka rodzajow wielomianéw ortogonalnych
jednej zmiennej. Wykorzystano relacje rekurencyjne dla wielomianéw i tech-
nike programowania dynamicznego zstepujacego. Wielomiany po obliczeniu
sa zapamietywane w stowniku, co przyspiesza poOzniejsze obliczenia. Oto
zwigzki rekurencyjne dla zaimplementowanych wielomianéw ortogonalnych:
— Wielomiany Czebyszewa, To(x) = 1, Ti(z) = =,

Ti(x) = 22T (x) — Ti—o(x). (7.1)
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— Wielomiany Hermite’a, Hy(z) = 1, Hy(z) = 2z,
Hi(z) =2xHp_1(z) — 2(k — 1) Hg—o(x). (7.2)
— Wielomiany Legendre’a, Py(x) =1, Pi(x) = x,
kPy(x) = (2k — D)xPy_y1(z) — (k — 1) Pe_s(2). (7.3)

Przykladowa sesja interaktywna prezentuje korzystanie z wielomianéw orto-

gonalnych (listing [7.2).

Listing 7.2. Sesja interaktywna z wielomianami ortogonalnymi.

>>> from fractions import Fraction
>>> from polys import Poly
>>> from factory import PolyFactory
>>> pf = PolyFactory (Poly)

>>> pf.legendre (3) # wielomian Legendre’a P_3

Poly (Fraction(—3, 2), 1) + Poly(Fraction (5, 2), 3)

>>> pf.hermite (4) # wielomian Hermite 'a H 4

Poly(12) + Poly(48, 2) + Poly (16, 4)

>>> pf.chebyshev (5) # wielomian Czebyszewa T 5

Poly (5, 1) + Poly(—20, 3) + Poly(16, 5)

>>> pf .HERMITE # zapamietane wielomiany Hermite 'a

{0: Poly (1), 1: Poly(2, 1),

2: Poly(2) + Poly(4, 2),

3: Poly (12, 1) + Poly(8, 3),

4: Poly(12) + Poly (48, 2) + Poly(16, 4)}

>>> pf .LEGENDRE # zapamietane wielomiany Legendre ’'a
>>> pf.CHEBYSHEV # zapamietane wielomiany Czebyszewa

7.3. Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa jest wykorzystywany do znalezienia najwiekszego
wspolnego podzielnika dwoch wielomianéw jednej zmiennej [6].

Listing 7.3. Modutl edivision z algorytmem Euklidesa.

#!/usr/bin/python
#

# Based on pseudocode from:

#
# hittp://en. wikipedia.org/wiki/Polynomial_ long division

class EuclideanDivision:
"""The Euclidean division of polynomials. """

def  init (self, first poly, second poly):
""irThe algorithm initialization . """
if second poly.is zero():
raise ValueError("poly is zero")
self.cls = first poly._ class
self.A = first poly
self .B = second poly
self.Q = self.cls () # the quotient
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self.R = self.A # the remainder

def run(self):
mrrCalculate @ and R, A = B x Q + R, R.degree() < B.degree(). """
# At each step A =B x @ + R.
while (not self.R.is_zero()) and (
self .R.degree() >= self.B.degree()):
# Divide the leading term.
T = (self.R.leading term(self.cls.key deg) /
self .B.leading term(self.cls.key deg))
self .Q = self.Q + T
self R = self.R — T % self.B

class PolyGCD:

"""The greatest common divisor (GCD) of polynomials. """
def  init (self, first poly, second poly):

"""'The algorithm initialization. """

self.A = first poly

self .B = second poly

self.gcd = None

def run(self):
mrCalculate GCD using Euclidean algorithm. """

a = self A

b = self.B

while not b.is_zero():
algorithm = EuclideanDivision (a, b)
algorithm . run ()
a=>

b = algorithm .R
self.gcd = a / ala.degree ()]

7.4. Algorytm dzielenia uogélnionego

Algorytm dzielenia uogélnionego jest uogédlnieniem algorytmu Euklidesa
na przypadek wielomianéw wielu zmiennych [9]. Jest to w istocie redukcja
wielomianu f ze wzgledu na zbior wielomianow F' = {fi,..., fs} z K[z], przy
ustalonym porzadku dopuszczalnym. Na wyjsciu otrzymujemy zbior wielo-
mian6éw h; i wielomian r, przy czym f = >°7 ; fih;+r. Wielomian r nie dzieli
sie przez zadne LT'(f;). W ogolnym przypadku wielomiany h; i r nie sa wy-
znaczone jednoznacznie, chyba ze F jest bazg Grobnera. Algorytm dzielenia
uogoblnionego jest wykorzystywany przy wyznaczaniu bazy Grobnera.

Listing 7.4. Modul gdivision z dzieleniem uogélnionym.
#1/usr/bin/python

class GeneralizedDivision:

"rGeneralized division of polynomials. """

def  init (self, first poly, base, key=None):
"""'The algorithm initialization. """
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if len(base) == 0:
raise ValueError ("base is empty")
self.cls = first poly._ class
self.A = first poly
self.B = base
self .Q = [self.cls() for item in base] # the quotients
self .R = self.cls () # the remainder
self.sort key = key

def run(self):
" Calculate @ and R, A = \sum_14 Bfi] = Q[i] + R."""
poly = self A
base len = len(self.B)
while not poly.is zero():
dividing = True

i=20
while i < base len and dividing:
try:

item = self .B[i]
mono — (poly.leading term (self.sort key) /
item .leading term (self.sort key))
self.Q[i] += mono
poly —— mono * item
dividing = False
except ValueError:
i4+=1
if dividing: # ERROR in [Ajwa, Liu, Wang, 2003]
p_lt = poly.leading term(self.sort key)
self R += p 1t
poly — p It

7.5. Algorytm Buchbergera

Algorytm Buchbergera jest oryginalnym algorytmem podanym przez Buch-
bergera w jego pracy doktorskiej. Algorytm stuzy do wyznaczenia bazy Gréb-
nera GG na bazie podanego zbioru wielomianow F' [9], [14], [15]. Idea algorytmu
jest stosunkowo prosta. Inicjalizujemy baze Grobnera G jako rowna zbioro-
wi F. Tworzymy zbiér M par roéznych wielomianéw z G. Dla kazdej pary
(p,q) z M obliczamy S-wielomian, ktéry nastepnie redukujemy modulo G
do wielomianu h. Jezeli wielomian h jest niezerowy, to dodajemy go bazy
G, oraz uaktualniamy zbiér par M. Czynnosci kontynuujemy do momentu
wyczerpania zbioru par M.

W naszej implementacji wielomiany ze zbioru F' dodajemy pojedynczo do
bazy G (metoda insert ). Po kazdym dodaniu wielomianu nastepuje sekwencja
tworzenia par, obliczania S-wielomianéw (metoda _spoly) i redukeji (metoda
_reduce).

Ztozonosé: Ztozonosé obliczeniowa algorytmu Buchbergera jest trudna do
oszacowania. Dla zredukowanej bazy Grobnera pokazano [16], ze stopnie ele-
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mentOw w bazie s ograniczone przez wyrazenie

d2 2n—1
2 (2 + d) : (7.4)

gdzie n jest liczba zmiennych, a d najwickszym stopniem wielomianéw wej-
Sciowych. Jest to zaleznos¢ podwojnie wyktadnicza, ktora obrazuje prawdzi-
wa trudnos¢ problemu. Okazuje sie jednak, ze w wielu praktycznych zastoso-
waniach algorytm dziata znacznie wydajniej. Moze to oznaczad, ze oczekiwa-
ny czas dziatania algorytmu zalezy nie od n i d, a od wewnetrznych wlasnosci
algebraicznych danych wejsciowych.

Uwagi: W podstawowej postaci algorytm Buchbergera nie precyzuje sposo-
bu pobierania par ze zbioru M. Na listingu M to kolejka FIFO. Spraw-
dzalismy takze kolejke LIFO, czyli stos.

Listing 7.5. Modut groebner3 z algorytmem Buchbergera.
#!/usr/bin/python

from Queue import Queue

class Groebner:
""" Buchberger ’s algoritm for finding a Groebner basis."""

def  init (self, key=None):
"hLoad up an algorithm instance."""
self.base = list ()
self.sort key = key

def insert(self, poly):
" insert a poly to the base.”""
M = Queue()
for item in self.base:
M. put ((item , poly))
self.base.append(poly)
while not M.empty ():
a, b =M. get()
poly = self. spoly(a, b)
poly = self. reduce(poly, self.base) # mnormal form
if not poly.is zero ():
for item in self.base:
M. put ((item, poly))
self.base.append(poly)

def reduce(self, poly, base):
"rReturn the mnormal form of the poly. """
remainder — poly. class ()
base len = len(base)
while not poly.is zero ():
dividing = True

i=20
while i < base len and dividing:
try:

item = base|i]
mono = (poly.leading term (self.sort key) /
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item .leading term(self.sort key))
poly —— mono * item
dividing = False
except ValueError:
i+=1
if dividing: # ERROR in [Ajwa, Liu, Wang, 2003]
p_lt = poly.leading term(self.sort key)
remainder += p_1It
poly — p It
return remainder

def spoly(self, a, b):
HH/IReturn S_poly nnn
a_lt = a.leading term (self.sort key)
b 1t = b.leading term (self.sort key)
LCM = a_lt.lem(b_lt)
return (LCM / a 1t) = a — (LCM / b_1t) = b

7.6. Wyznaczanie zredukowanej bazy Grobnera

W praktycznych obliczeniach najwygodniejsza jest zredukowana baza Grob-
nera, poniewaz jest wyznaczona jednoznacznie dla danego porzadku dopusz-

czalnego i jest najmniej liczna.

Listing 7.6. Modut groebner4 (wyznaczanie zredukowanej bazy Grobnera).

#1/usr/bin/python

from Queue import Queue

class Groebner:
" Buchberger’s algoritm for finding a reduced Groebner basis."""

def  init (self, key=None):
" Load up an algorithm instance.
self.base = list ()
self.sort key = key

mnimnn

def insert(self, poly):
"irInsert a poly to the base.
M = Queue()
if len(self.base) > 0:
poly = self. reduce(poly, self.base)
if poly.is zero():
return
poly /= poly.leading coefficient(self.sort key)
for item in self.base:
M. put ((item, poly))
self.base.append(poly)
while not M.empty ():
a, b =M. get()
poly = self. spoly(a, b)
poly = self. reduce(poly, self.base) # normal form
if not poly.is zero():
poly /= poly.leading coefficient (self.sort_ key)

nimnn
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for item in self.base:
M. put ((item , poly))
self.base.append(poly)
# Redukcja bazy Groebnera.
new base = []
base len = len(self.base)
for i in xrange(base len—1):
poly = self.base[i]

poly = self. reduce(poly, new_ base + self.base[i+1:])

if not poly.is zero():

poly /= poly.leading coefficient (self.sort key)

new base.append (poly)
poly = self.base[—1] # ostatni element
poly = self. reduce(poly, new base)
if not poly.is_ zero():

poly /= poly.leading coefficient (self.sort key)

new _base.append(poly)
self.base = new base

def reduce(self, poly, base):
"hReturn the normal form of the poly."""
remainder = poly. class ()
base len = len (base)
while not poly.is_zero():
dividing = True

i=20
while i < base len and dividing:
try:

item = base[i]

mono = (poly.leading term (self.sort key) /
item .leading term (self.sort key))

poly — mono * item
dividing = False
except ValueError:
i+=1
if dividing: # ERROR in [Ajwa, Liu, Wang,
p_lt = poly.leading term(self.sort key)
remainder 4= p_1t
poly — p_It
return remainder

def spoly(self, a, b):
//////Return S_poly' nnn
a_lt = a.leading term (self.sort key)
b_ 1t = b.leading term(self.sort key)
LCM = a_lt.lem (b _lt)
return (ICM / a 1t) *= a — (LCM / b_1t) = b

2003]

7.7. Ulepszony algorytm Buchbergera

W literaturze znane sa rézne usprawnienia oryginalnego algorytmu Buch-
bergera. Sa to kryteria usuwania (ang. deletion criteria) i strategie wyboru

(ang. selection stategies).
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— W podstawowowym algorytmie Buchbergera mamy swobode wyboru pary
wielomianow (p, q) ze zbioru M. Okazuje sie, ze pewne strategie wybo-
ru mogg prowadzi¢ do szybszego zakonczenia pracy algorytmu, choé¢ nie
w kazdym przypadku. Stosowano przyktadowo nastepujace heurystyki:
(1) wybieranie pary o najmniejszej wartosci LCM, (2) wybieranie pary
o najmniejszym rozmiarze catkowitym wielomianéw, (3) wybieranie naj-
starszej pary.

— Pewne pary wielomianéw (p,q) moga by¢ usuniete ze zbioru M, ponie-
waz 1 tak beda zredukowane do zera. Tak jest przyktadowo wtedy, gdy
LM (p) i LM (q) nie maja wspoélnych zmiennych. Wtedy zachodzi zwiazek
lem(LM(f), LM(g)) = LM(f)LM(g).

Listing 7.7. Modul groebner6 (ulepszony algorytm Buchbergera dla bazy zre-
dukowanej).

#1/usr/bin/python
from Queue import PriorityQueue

class Groebner:

""" Buchberger’s algoritm for finding a reduced Groebner basis.

def  init (self, key=None):
" Load up an algorithm instance.
self.base = list ()
self.sort key = key
self.time = 0 # time stamp

mnimnn

def priority numberl(self, a, b):
""rReturn a priority number. """
a_lt = a.leading term(self.sort key)
b_ It = b.leading term (self.sort key)
LCM = a_lt.lem(b_lt)
return self.sort key (LCM)

def priority number2(self, a, b):
"hReturn a priority number. """
a_ 1t = a.leading term(self.sort key)
b_ 1t = b.leading term(self.sort_ key)
ILCM = a_lt.lecm(b _It)
return LCM. degree ()

def priority number3(self, a, b):
"hReturn a priority number. """
return len(a) + len(b) # the number of terms

def priority numberd (self, a, b):
" Return a priority number. """
return max(a.degree(), b.degree()) # maz degree

priority number = priority numberl
def insert(self, poly):

"irinsert a poly to the base.
# Podejscie wg [Ajwa, Liuw, Wang, 20083].

nnn
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M = PriorityQueue () # kolejka par wielomianow do przetworzenia
if len(self.base) > 0:
poly = self. reduce(poly, self.base)
if poly.is zero(): # wielomian nalezy do idealu
return
# Tworzymy wielomian unitarny.
poly /= poly.leading coefficient(self.sort key)
poly lm = poly.leading monomial(self.sort key)
for item in self.base:
item lm = item.leading monomial (self.sort key)
LCM = poly_Im.lecm (item_Im)
if LCM = poly Im x item Im:
# Jednomiany wzglednie pierwsze, wiec nie wstawiamy.
continue
self.time 4= 1
pri = self.priority number (item, poly)
M.put ((pri, self.time, item, poly))
self.base.append(poly)
while not M.empty ():
pri, time, a, b = M.get ()
poly = self. spoly(a, b)
poly = self. reduce(poly, self.base) # normal form
if not poly.is_ zero ():
# Tworzymy wielomian unitarny.
poly /= poly.leading coefficient (self.sort_ key)
for item in self.base:
self . time 4= 1
pri = self.priority number(item, poly)
M.put ((pri, self.time, item, poly))
self.base.append(poly)
# Teraz chcemy zredukowac posiadana baze Groebnera.

new base = []
base len = len(self.base)
for i in xrange(base len—1): # bez ostatniego

poly = self.base[i]
poly = self. reduce(poly, new base + self.base[i+1:])
if not poly.is zero():
poly /= poly.leading coefficient (self.sort key)
new _base.append(poly)
# Ostatni przetwarzam osobno (nie wiem, czy to potrzebne).
poly = self.base[—1]
poly = self. reduce(poly, new_ base)
if not poly.is zero():
poly /= poly.leading coefficient (self.sort key)
new base.append(poly)
self.base = new base

def reduce(self, poly, base):
"hReturn the normal form of the poly."""
# Redukowanie wzgledem calej bazy.
remainder = poly. class () # nie ma jawnie nazwy Poly
base len — len (base)
while not poly.is zero ():
dividing = True

i=20
while i < base len and dividing:
try:
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item = base|1i]
mono = (poly.leading term (self.sort key) /
item .leading term (self.sort key))
poly —— mono * item
dividing = False
except ValueError:
i4=1
if dividing: # ERROR in [Ajwa, Liu, Wang, 2003]
p_lt = poly.leading term(self.sort key)
remainder += p_1t
poly — p 1t
return remainder

def spoly(self, a, b):
//////Return Sfpoly- nnn
a_lt = a.leading term(self.sort key)
b It = b.leading term(self.sort key)
LCM = a_lt.lecm(b _It)
return (ICM / a_1t) * a — (LCM / b_1t) = b

7.8. Algorytmy Faugére

Od momentu odkrycia zaproponowano wiele wariantéw algorytmu Buch-
bergera. Za najbardziej efektywne uwaza sie obecnie algorytmy F4 i F5, kto-
rych autorem jest Faugére [I7]. Oba algorytmy wykonuja dzialania na ma-
cierzach rzadkich. Wiele redukcji jest wykonywanych réwnolegle. Algorytm
F'5 byl w stanie rozwiazac kilka problemoéw kryptograficznych.

Algorytm F4 [I8] zaimplementowano w programach FGb, Maple i Mag-
ma. Algorytm F5 [19] zaimplementowano w programach SINGULAR i Sage.



8. Systemy algebry komputerowej

Przedstawimy krotko dwa systemy algebry komputerowej, ktore sa do-
stepne bez zadnych optat. Wykorzystamy je do niezaleznych testoéw naszych
wynikow, oraz do poréwnania sktadni.

8.1. Singular

Program SINGULAR stuzy do obliczen wielomianowych [20]. Jest rozwi-
jany na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Technicznego w Kaiserslautern
(Niemcy). Pierwsze prace nad programem zaczely sie w roku 1984, a wersja
1.0 pojawita sie w roku 1997. Obecna wersje 4 mozna instalowa¢ na platfor-
mach Unix/Linux, Windows, Macintosh.

8.2. CoCoA

Program CoCoA (ang. Computations in Commutative Algebra) stuzy do
obliczeni z pierscieniami wielomianéw wielu zmiennych [2I]. Sa tutaj dwa
sktadniki: system CoCoA-5 (napisany w jezyku interpretowanym CoCoALan-
guage, podobnym do Pascala) i biblioteka CoCoALib (napisana w C-+-f).
Projekt jest rozwijany od roku 1987. Autorzy pracuja gtownie na Wydzia-
le Matematyki (DIMA) Uniwersytetu w Genui (Wlochy). Obecnie CoCoA
dziala na wielu platformach, m.in. Linux, MacOS X, Microsoft Windows.

8.3. Przykladowe obliczenia

Rozwazymy dwa proste problemy prowadzace do uktadéw wielomiano-
wych. Przedstawimy rozwigzywanie tych probleméw przy uzyciu naszego ko-
du (listing, oraz przy uzyciu programoéw SINGULAR (listing i CoCoA
(listing [8.3).

1. Problem kolorowania wierzchotkow grafu trzema kolorami [8]. Zmienne
x; oznaczaja kolory wierzchotkow, ktére moga by¢ jednym z trzech ze-
spolonych pierwiastkow trzeciego stopnia z 1. Dla kazdego wierzchotka
dodajemy réwnanie xj — 1 =0, a dla kazdej krawedzi (x;, z)) rownanie
zi4x;x+2; = 0. Z koncowych rownan dla naszego grafu wynika rownosé
koloréw wierzchotkow x; = x5, 19 = xg, T3 = 4.

2. Udowodni¢ twierdzenie, ze przekatne prostokata dziela sie na potowy [8].
Dobieramy uktad wspotrzednych tak, aby wierzcholki prostokata znala-
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zty si¢ w punktach (0,0), (a,0), (0,b), (a,b). Punkt (x,y) jest punktem
przeciecia przekatnych. Tworzymy uktad réwnan

ya—xb = 0, (8.1)
xb+ya—ab = 0,
abt —1 = 0.

Pierwsze dwa réwnania opisujg przekatne. Trzecie réwnanie ze zmienng
dodatkowa t wymusza niezerowe a i b (unikamy patologii). Konicowe row-
nania daja teze twierdzenia 2x = a, 2y = b.

Listing 8.1. Obliczenia z uzyciem naszego kodu.

#1

#O0— 1 — 2

#
# A
# [ Y A
# §— 4 — 5

from mpolys import Poly
from groebner5 import Groebner

N=26 # liczba wierzcholkow grafu

nodes range (N)

edges [(0, 1), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 4),
(3, 4), (2, 5), (4, 5)]

x = N % [None|

for i in range(N):

alist = [1] + 1 = [0] + [1]
x[i] = Poly(xalist)
equations = []

for i in nodes:
equations.append(x[i] * x[i] * x[1] + Poly(-1))
for (i, j) in edges:
equations.append(x[i] * x[i] + x[i] * x[j] + x[j] = x[j])

#ideal = Groebner(key=Poly.key deglex)
ideal = Groebner (key=Poly.key lex)
for item in equations:
ideal.insert (item)
for item in ideal.Dbase:
print item
# Wynik po uporzadkowaniu .
# x[5]xx3 —1 = 0
#—ald] + wl0] = 0
#xfl1] — z[5] =0
#axl[2] + x[4] + x[5] =0
#x[3] + x[5] + x[4] =0
#oldlsx2 + ald] + w[5] + w[5]xx2 ~ 0

#2
from mpolys import Poly
from groebner5 import Groebner

a

b

Poly (1, 1)
Poly (1, 0, 1)
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X Poly (1, 0, 0, 1)

y Poly (1, 0, 0, 0, 1)

t = Poly(1, 0, 0, 0, 0, 1)

equations = []

equations.append(y * a — x % b)
equations.append(x * b + y *x a — a * b)
equations.append(a * b *x t + Poly(—1))

ideal = Groebner(key=Poly.key deglex)
#ideal = Groebner(key=Poly.key lex)
for item in equations:
ideal .insert (item)
for item in ideal.Dbase:
print item
# Wynik po uporzadkowaniu .
#a— 2%z =20
#b—2%xy=20
# x xy *x t + Poly(Fraction(—1, 4})) =

Listing 8.2. Obliczenia w programie SINGULAR.

41

ring RING=0,x(0..5) ,1p; option(redSB);
ideal IDEAL; int 1i;

for (i=0;i<=5;i++) { IDEAI=IDEAL,x(i)~3-1;}

list edges=0, 1, 0, 3, 1, 2, 1, 3, 1, 4, 2, 4, 3, 4, 2, 5, 4, 5;
for (i=1l;i<size (edges);i=i+2) { IDEAL=IDEAL,x(edges[i])"
+x(edges[i])*x(edges[i+1])+x(edges[i+1])"2; }
std (IDEAL);
# Wynik wyswietlony przez program
[1]-x(5)"3
2] x(4)-2 £ x (4)x(5) +x(5) 2
T[8]—x(3)+x(4) +x(5)
4] x(2) - x(4) +x(5)
T[5]=x(1)~x(5)
“16]=x(0)—x (4)
#2
ring RING=0,(a,b,x,y,t),lp; option(redSB);
ideal IDEAL=y*a—xx*b,xxbt+y*a—axb,axbxt—1;
std (IDEAL);
# Wynik wyswietlony przez program
_[1]=4xyt-1
_[2]=b=2y
_[3]=a—2x
Listing 8.3. Obliczenia w programie CoCoA.
#1
Use ring ::= QQ[x[0..5]], Lex;
I1 := Ideal ([X"3—1 | X In Indets(ring)]);
edges := [[0, 1], [0, 3], [1, 2], [1, 3], [1, 4], [2, 4], [3, 4],

[2, 5], [4, 5]];
12 := Ideal ([x[i[1]]"2+x][i[1]]*x[i[2]]+x[1[2]]"2 | i In edges]);
ReducedGBasis (I11+12);
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# Wynik wyswietlony przez program (po sformatowaniu
# do czytelniejszej wersji)

[

x[5]°3 -1,

x[4]"2 +x[4]*x[5] +x[5] 2,

x[3] +x[4] +x][35],

x[2] +x[4] +x[5],

x[1] —x[5],

x[0] —x[4]

|

#2

Use ring ::= QQ[a,b,x,y,t], Lex;

I Ideal (yxa—xx*b,x*btyxa—axb, axbxt —1);

ReducedGBasis (I);

# Wynik wyswietlony przez program (po sformatowaniu
# do czytelniejszej wersji)

[

x*xyxt —1/4,

b —2xy,

a —2%x

|




9. Podsumowanie

W pracy zdefiniowano interfejs wielomianow, ktory pozwala na typowe
obliczenia zwigzane z wielomianami. Przygotowano dwie implementacje wie-
lomianow jednej zmiennej (modul polys), oraz implementacje stownikowa wie-
lomianéw wielu zmiennych (modul mpolys). Jest mozliwos¢ prowadzenia obli-
czen z wykorzystaniem porzadku leksykograficznego lub porzadku stopniowo
leksykograficznego.

Przygotowano generatory pewnych typowych wielomianéw (modut factory),
a takze generatory trzech rodzajow wielomian6w ortogonalnych: Czebyszewa,
Hermite’a i Legendre’a. Generatory korzystaja ze zdefiniowanego interfejsu
wielomianéw, dlatego pracuja z dowolng implementacja wielomianow.

Najwazniejszym wynikiem pracy jest implementacja algorytmow baz Grob-
nera, ktore sa podstawa systemow algebry komputerowej. Na poczatku zaim-
plementowano algorytm Euklidesa dla wielomianow jednej zmiennej (modut
edivision ) i algorytm uogdlnionego dzielenia wielomianéw wielu zmiennych
(modut gdivision). Wreszcie powstala implementacja oryginalnego algorytmu
Buchbergera do wyznaczania bazy Grobnera i zredukowanej bazy Grobnera
(moduty groebners). Pokazano przyktadowe obliczenia z uzyciem stworzonej
implementacji, a takze pokazano analogiczne obliczenia prowadzone przy uzy-
ciu program6éw SINGULAR i CoCoA.
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A. Testy wybranych algorytmow

W tym dodatku przedstawimy testy implementacji wielomianéw i wybra-
nych algorytmoéw wielomianowych.

A.1. Dzialania na wielomianach jednej zmiennej

W ramach pracy sprawdzono wydajnosé¢ dzialan na wielomianach jednej
zmiennej. Podstawowe dzialania to dodawanie (rysunek [A.1]), odejmowanie
(rysunek i mnozenie (rysunek [A.3). Do dzialan uzyto dwoch roznych
wielomianéw stopnia n o wspoétczynnikach catkowitych. Sprawdzono imple-
mentacje listowa i stownikowa. Dla obu implementacji dodawanie i odejmo-
wanie przekracza spodziewany czas O(n), a mnozenie przekracza czas O(n?).
Podobne zachowanie [przekroczenie O(n)| zaobserwowalismy dla operacji roz-
niczkowania i calkowania wielomianéw jednej zmiennej, dla implementacji
listowej i stownikowej.

Prawdopodobna przyczyna braku liniowosci w dodawaniu i odejmowaniu
jest brak liniowosci ukryty w wewnetrznych mechanizmach Pythona doty-
czacych obstugi list i stownikow. Przykladowo przy zwickszaniu liczby kluczy
w stowniku wielko$¢ tablicy mieszajacej zwieksza sie, a indeksy sa ponow-
nie przeliczane. Przy listach natomiast warto pamietac¢, ze Python rezerwuje
zwykle wiecej pamieci, aby szybciej obstuzyé¢ powiekszanie listy. Jednak po
wyczerpaniu rezerwy potrzebna jest nowa alokacja pamieci.

Przy implementacji listowej wielomianow jednej zmiennej mozna w doda-
waniu i odejmowaniu zastapi¢ petle for przez narzedzie itertools .izip_longest.
Przynosi to prawie dwukrotny wzrost szybkosci.

A.2. Dzialania na wielomianach wielu zmiennych

W pracy sprawdzono takze dzialania na wielomianach wielu zmiennych.
Zbadano czas dodawania, odejmowania i mnozenia dwoch wielomianéw stop-
nia n, jednego w zmiennej y, a drugiego w zmiennej z. Dodawanie i odejmo-
wanie bylo rzedu O(n), natomiast mnozenie lekko przekraczato zaleznosé

O(n?).

A.3. Testy algorytmu Buchbergera

Wykonalismy kilka testéw algorytmu Buchbergera dla nastepujacego ze-
stawu wielomianow [§]:

o —yF =P R R R R Py P T M T s 5P e (ALT)
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log(time [s])

log(time [s])

add for polys
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3.5 |- .
4 - i
[ ]
-4.5 .
u
-5 b i
_55 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1.6 1.8 2 22 24 26 28 3 32 34 36
log(N)
Rysunek A.1. Dodawanie wielomian6éw jednej zmiennej.
sub for polys
'2 I I I I I &
log(t) = alog(V) + b Y~
list u
231 dict o i
fit list
-3 a=1.562613 +/- 0.029115 .
3.5 |- .
4 - ,
[ ]
-4.5 |- 4
n
5 - i
_55 | | | | | | | | |
1.6 1.8 2 22 24 26 28 3 32 34 36

log(N)

Rysunek A.2. Odejmowanie wielomianéw jednej zmienne;j.
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mul for polys

1.5 T T T T T =
log(t) =alog(V) + b
1r list = f
dict
05 fit list iy
0 a=2.659767 +/-0.022978 B
z -0.5 - b =-7.965436 +/- 0.070812 B
(0]
£ 1k 7
E 1.5 | .
2L |
2.5 - B
. -
_35 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6
log(N)

Rysunek A.3. Mnozenie wielomianéw jednej zmienne;.

Tabela A.1. Wyniki testéw algorytmu Buchbergera: czasy wyznaczania zre-

dukowanej bazy Grébnera. Sprawdzane priorytety par wielomianow: PRI1 to

klucz sortowania dla LCM, PRI2 to stopierin LCM, PRI3 to suma wyrazow
pary, PRI4 to najwickszy stopienn z pary.

Modul, porzadek | PRI1 ‘ PRI2 ‘ PRI3 ‘ PRI4
groebner4 lex 0.29212

groebner5 lex 0.95550 | 0.23351 | 0.89321 | 0.31401
groebner6 lex 1.01833 | 0.24172 | 0.95037 | 0.31154
groebnerd deglex 0.30376

groebner5 deglex 0.24103 | 0.25723 | 0.96792 | 0.32840
groebner6 deglex 0.22806 | 0.24819 | 0.98712 | 0.31972

Dla k = 2 i porzadku deglex lub lex zredukowana baza Grobnera liczy 17
elementow. Testy z modutami groebner3 i groebner4 pokazaly, ze okoto 6 razy
szybciej wykonuja sie obliczenia, kiedy zbior M dziata jak kolejka FIFO, a
nie LIFO (stos).

Algorytmy z modutéw groebner5 i groebner6 wykorzystuja do realizacji zbio-
ru M kolejke priorytetowa, przy czym priorytety mozna ustala¢ na rozne
sposoby. SprawdziliSmy cztery r6zne sposoby przyznawania priorytetow, przy
czym kolejka pobiera elementy o najmniejszym priorytecie. Wyniki zebrano
w tabeli [A.T] Najkrotsze czasy obliczen przy porzadku leksykograficznym
otrzymalisSmy przy ustaleniu priorytetu pobierania elementéow zbioru M na
stopieri LCM (PRI2). Przy porzadku stopniowo leksykograficznym najlepszy
okazal sie priorytet bedacy kluczem sortowania dla wielomianu LCM (PRI1).
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