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Streszczenie

W pracy przedstawiono implementacj¦ w j¦zyku Python wielomianów jednej
i wielu zmiennych. Wspóªczynniki wielomianów mog¡ by¢ przede wszystkim
caªkowite i uªamkowe, ale obsªugiwane s¡ tak»e wspóªczynniki rzeczywiste i
zespolone. Stworzono generatory kilku wielomianów ortogonalnych (Hermi-
te'a, Czebyszewa, Legendre'a), oraz pewnych prostych wielomianów.

Podano podstawy matematyczne potrzebne do zrozumienia teorii baz
Gröbnera. Wyja±niono poj¦cia pier±cienia wielomianów, porz¡dku dopusz-
czalnego jednomianów, redukcji wielomianowej, S-wielomianów i baz Gröb-
nera.

Zaimplementowano algorytm Euklidesa dzielenia wielomianów i algorytm
Euklidesa wyznaczania najwi¦kszego wspólnego podzielnika dwóch wielomia-
nów jednej zmiennej. Zaimplementowano algorytm dzielenia uogólnionego
wielomianów wielu zmiennych. Zaimplementowano algorytm Buchbergera
i jego mody�kacje do obliczania bazy Gröbnera. Algorytmy te s¡ obecne
w wi¦kszo±ci systemów algebry komputerowej.

Przedstawiono zastosowania algorytmu bazy Gröbnera do rozwi¡zywania
ukªadów równa« wielomianowych wielu zmiennych.

Sªowa kluczowe: wielomiany, pier±cie« wielomianów, baza Gröbnera, al-
gorytm Buchbergera, algorytm Euklidesa, schemat Hornera
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English title: Python implementation of polynomials

Abstract

Python implementation of univariate and multivariate polynomials is pre-
sented. The polynomial coe�cients are mainly integer or fractions, but �oat
and complex types are also supported. Generators of several orthogonal po-
lynomials are provided (Hermite, Chebyshev, Legendre) together with some
simple polynomials.

The mathematical background for understanding the theory of Gröbner
basis is given. The concepts of a polynomial ring, an admissible monomial or-
dering, polynomial reduction, S-polynomials, and a Gröbner basis are expla-
ined.

The Euclidean division of polynomials and the Euclidean algorithm for
computing the greatest common divisor of two univariate polynomials is im-
plemented. The algorithm for generalized division of multivariate polynomials
is also shown. The Buchberger's algorithm for computing Gröbner bases and
a modi�ed version of it are given. They are used in most computer algebra
systems.

An application of the Gröbner basis algorithm for solving systems of po-
lynomial equations in several variables is presented.

Keywords: polynomials, polynomial ring, Gröbner basis, Buchberger's al-
goritm, Euclidean algorithm, Horner scheme
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1. Wst¦p

Celem niniejszej pracy jest implementacja wielomianów jednej i wielu
zmiennych w j¦zyku Python [1]. Wielomian (ang. polynomial) to wyra»enie
algebraiczne zªo»one ze zmiennych i staªych, które s¡ poª¡czone dziaªania-
mi dodawania, odejmowania, mno»enia i podnoszenia do pot¦gi o staªym
wykªadniku naturalnym [2].

Wielomiany s¡ u»ywane w wielu dziaªach matematyki. W analizie mate-
matycznej pewne funkcje mog¡ by¢ przedstawiane w postaci ci¡gu wielomia-
nów. Wielomiany sªu»¡ te» kodowaniu wªasno±ci rozmaitych obiektów. Przy-
kªadowo wielomian charakterystyczny [3] zawiera informacje o niektórych
wªasno±ciach macierzy kwadratowej (warto±ci wªasne, wyznacznik, ±lad). W teo-
rii grafów wielomian chromatyczny [4] zlicza liczb¦ kolorowa« grafu jako funk-
cj¦ liczby kolorów.

Wielomiany s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du na operacj¦ skªadania wielomianów,
st¡d znalazªy zastosowanie w teorii zªo»ono±ci obliczeniowej (ang. computa-
tional complexity theory), w analizie algorytmów. Problemy s¡ uwa»ane za
ªatwe, je»eli istniej¡ algorytmy o wielomianowym czasie dziaªania, pozwala-
j¡ce te problemy rozwi¡za¢.

Drugim celem pracy, oprócz implementacji wielomianów, jest implemen-
tacja algorytmów zwi¡zanych z wielomianami, w szczególno±ci algorytmów
teorii baz Gröbnera (lub Groebnera), zwanych te» bazami standardowymi
[5]. Bazy te s¡ wykorzystywane do rozwi¡zywania ukªadów równa« wielo-
mianowych wielu zmiennych. Jest to uogólnienie metody eliminacji Gaussa,
oraz algorytmu Euklidesa obliczania najwi¦kszego wspólnego dzielnika dwóch
wielomianów jednej zmiennej. Algorytmy baz Gröbnera wykorzystywane s¡
w algebrze komputerowej. Popularne programy do oblicze« matematycznych
(Mathematica, Maple) pozwalaj¡ na obliczanie baz Gröbnera dla ró»nych po-
rz¡dków jednomianów. Istniej¡ równie» wyspecjalizowane programy o wi¦k-
szych mo»liwo±ciach (Singular, CoCoA).

Tre±¢ pracy jest zorganizowana w nast¦puj¡cy sposób. Rozdziaª 1 zawie-
ra wprowadzenie do caªej pracy. Rozdziaª 2 omawia najwa»niejsze elementy
j¦zyka Python. W rozdziale 3 przypomniano elementarne de�nicje zwi¡zane
z wielomianami, a rozdziaª 4 zawiera wprowadzenie do teorii baz Gröbnera.
W rozdziaªach 5 i 6 przedstawiono implementacj¦ odpowiednio wielomia-
nów jednej i wielu zmiennych. W rozdziale 7 zebrano najwa»niejsze algoryt-
my omawiane i implementowane w niniejszej pracy. Rozdziaª 8 przedstawia
krótko dwa systemy algebry symbolicznej, mianowicie Singular i CoCoA.
Rozdziaª 9 zawiera podsumowanie pracy.

7

11:9888688527



2. Wprowadzenie do Pythona

Python zostaª stworzony w latach 90-tych przez Guido van Rossuma,
holenderskiego programist¦ i pracownika naukowego, zatrudnionego m.in. w
National Research Institute for Mathematics and Computer Science w Am-
sterdamie, a pó¹niej w �rmie Google. Holender, tworz¡c j¦zyk Python jako
nast¦pc¦ j¦zyka ABC, chciaª stworzy¢ jezyk ªatwy i intuicyjny, ale nie od-
biegaj¡cy funkcjonalnie od konkurencyjnych j¦zyków programowania. Kod
miaª by¢ zrozumiaªy w j¦zyku angielskim, co na tamte czasy jak i obecne
jest standardem w projektach informatycznych. J¦zyk miaª by¢ przydatny
do ró»nych celów, od programowania hobbystycznego do du»ych projektów
komercyjnych lub naukowych. Licencja open source miaªa umo»liwia¢ ka»de-
mu rozwijanie j¦zyka. Obecnie kody ¹ródªowe j¦zyka s¡ dost¦pne bez opªat na
o�cjalnej stronie Pythona. Ciekawostk¡ jest to, »e nazwa Python kojarz¡ca si¦
z w¦»em, pochodzi z angielskiego serialu komediowego Lataj¡cy cyrk Monty
Pythona, którego twórca j¦zyka byª ogromnym fanem.

Python w roku 2016 przynosi wersj¦ 3.5. J¦zyk wspiera obiektowy, impe-
ratywny, oraz funkcyjny paradygmat programowania. Oznacza to, »e w Py-
thonie mo»emy programowa¢ proceduralnie, czyli pisz¡c ci¡g instrukcji do
wykonania przez procesor, lub obiektowo, tworz¡c obiekty skªadaj¡ce si¦ na
caª¡ aplikacj¦, które komunikuj¡ si¦ ze sob¡ za pomoc¡ metod. Python jest
cz¦sto u»ywany jako j¦zyk skryptowy przystosowany do pracy na ró»nych
systemach operacyjnych. Dost¦pny jest równie» tryb interaktywny, przydat-
ny szczególnie do krótkich oblicze« i uzyskiwania pomocy.

Cech¡ charakterystyczn¡ j¦zyka Python jest �brak w¡sów� (nawiasów
klamrowych {}) przy instrukcjach zªo»onych, kojarz¡cych nam si¦ z wi¦k-
szo±ci¡ j¦zyków programowania (C/C++, Java, Pike ...), które tutaj zostaªy
zast¡pione poprzez wci¦cia. Drug¡ charakterystyczn¡ cech¡ jest brak ±redni-
ków ko«cz¡cych instrukcje (±redniki separuj¡ instrukcje w wierszu). Listing
2.1 ukazuj¦ typowy program hello wy±wietlaj¡cy napis na ekranie.

Listing 2.1. Skrypt hello.

#!/ usr / b in /python
# To j e s t komentarz .

# De f i n i c j a f u n k c j i .
def hel lo_world ( ) :

a = "He l lo "
b = "World ! "
return a + " " + b

print hel lo_world ( )
# Wypisanie na ekran ie napisu "He l l o World !"

8
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2.1. Typy, arytmetyka i struktury danych

Python posiada dynamiczny system typów co oznacza, »e warto±ci s¡
przypisywane do zmiennych w trakcie dziaªania programu. Nie ma deklaracji
typów zmiennych, bo w czasie dziaªania programu zmienna mo»e przecho-
wywa¢ warto±ci ró»nych typów. Du»ym udogodnieniem dla programisty jest
automatyczne od±miecanie pami¦ci (ang. garbage collection).

2.1.1. Typy danych

Typy danych w j¦zyku Python znamy ju» z innych j¦zyków programowa-
nia. Podstawowe typy liczbowe to liczby caªkowite, zmiennoprzecinkowe, ze-
spolone. Nowo±ci¡ s¡ ªa«cuchy znakowe, ograniczane par¡ pojedy«czych lub
podwójnych apostrofów. Dzi¦ki temu mo»na wygodnie zagnie»d»a¢ stringi.

Cz¦±¢ typów to tak zwane kolekcje (listy, krotki, sªowniki, zbiory) zapew-
niaj¡ce szybkie przeszukiwanie danych. Listing 2.2 przedstawia przykªady
typów danych.

Listing 2.2. Typy danych w j¦zyku Python.
nothing = None # nic odpowiednik n u l l
i n t e g e r = 7 # l i c z b a ca l kow i t a
r e a l = 7 .5 # l i c z b a zmiennoprzecinkowa
complex = 3 + 4 j # l i c z b a zespo lona
l o g i c a l = True # typ l o g i c z n y
s t r i n g = ' h e l l o ' # napis
s t r i n g 2 = "wi ta j " # inny napis
a l i s t = [ "one" , "two" , "Truck" , "Mil ion " ] # l i s t a
as e t = s e t ( [ "Orange" , "Yellow" , "Green" ] ) # zb i o r zmienny
a f r o z en s e t = f r o z e n s e t ( { 4 . 0 , ' s t r i n g ' , True }) # zb i o r niezmienny
atup le = ( "1" , "Mass" , "Beryl " , " c on t i n en t a l " ) # kro tka
ad i c t = {"name" : "Jacob" , "age" :23} # slownik

2.1.2. Operacje arytmetyczne i bitowe

Przy operacjach arytmetycznych nale»y wspomnie¢, »e w Pythonie wszyst-
ko jest obiektem. Mo»emy dziedziczy¢ i to wielokrotnie praktycznie z ka»dej
klasy. Python posiada umiarkowan¡ kontrol¦ typowania. Oznacza to, »e nie
jest bardzo restrykcyjny, ale te» nie pozwala na rzutowanie wszystkiego na
wszystko. Python pozwoli nam na mno»enie liczby zespolonej przez liczb¦
caªkowit¡, ale ju» nie pozwoli doda¢ nam tekstu do liczby. Je±li zdarzy si¦
przypadek, »e do operacji zostanie u»yty nie wªa±ciwy typ, zostanie rzucony
wyj¡tek TypeError.

Listing 2.3 ukazuje nam podstawowe operacje arytmetyczne, a listing 2.4
podstawowe operacje bitowe.

Listing 2.3. Operacje arytmetyczne w j¦zyku Python.
# Operacje arytmetyczne dwuargumentowe .

2 + 4 # dodawanie
8 − 17 # odejmowanie
2 ∗ 2 # mnozenie

9
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8 / 2 # d z i e l e n i e
64 // 8 # d z i e l e n i e c a l k ow i t e
6 % 4 # modulo ( r e s z t a z d z i e l e n i a )
2 ∗∗ 4 # potegowanie (dwa do po t e g i c zwar t e j )

# Operacje arytmetyczne jednoargumentowe .

z = 4
i = 10
x = 1
−z # minus , wartosc przeciwna
+i # plus , zapewnia niezmienna wartosc przekazanego argumentu
~x # inwers ja b i towa

Listing 2.4. Operacje bitowe w j¦zyku Python.
3 & 5 # koniunkc ja
2 | 4 # al t e rna tywa
4 ^ 3 # al t e rna tywa wyk lucza jaca
2 << 3 # pr z e sun i e c i e b i towe w lewo
8 >> 7 # pr z e sun i e c i e b i towe w prawo
~4 # negacja

2.1.3. Operatory logiczne

Podstawowe operatory logiczne w j¦zyku Python to not (zaprzeczenie),
and (koniunkcja), oraz or (alternatywa). Przykªady ich u»ycia oraz pozostaªe
operatory ukazuje listing 2.5

Listing 2.5. Podstawowe operatory logiczne.
not (5 > 1) # False
4 < 10 and 1 <= 1 # True
10 != 10 or 9 == 9 # True

a == b # j e s t rowne
a != b # nie rowne
a < b # mnie jsze od
a <= b # mnie jsze l u b rowne
a > b # wieks ze od
a >= b # wieks ze l u b rowne

2.2. Instrukcje steruj¡ce programem

Instrukcje steruj¡ce to mechanizmy pozwalaj¡ce na nieliniowe przetwarza-
nie programu. W zale»no±ci od rodzaju mechanizmu steruj¡cego i sprawdza-
nych warunków program mo»e zmieni¢ kolejno±¢ przetwarzanych instrukcji.

2.2.1. Instrukcja warunkowa

Instrukcja warunkowa to najbardziej popularny mechanizm steruj¡cy. Po-
lega on na wyborze bloku if (warunek jest prawdziwy) lub bloku else (wa-
runek jest faªszywy). Wzbogaceniem jest tutaj jeden lub wi¦cej bloków elif ,
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które pozwalaj¡ na ponowne sprawdzenie prawdziwo±ci warunku, gdy zostaª
odrzucony przez poprzedzaj¡cy go blok if lub elif . Listing 2.6 przedstawia
przykªad zastosowania instrukcji warunkowej. Zauwa»my, »e wiersze nagªów-
kowe ko«cz¡ si¦ dwukropkiem, a instrukcje w bloku s¡ wci¦te o staª¡ szeroko±¢
(zwykle cztery spacje).

Listing 2.6. Instrukcja warunkowa.

x = 10
y = 8

i f 10 < y :
print "10 j e s t mnie j sze od" , y

e l i f y == 10 :
print y , " j e s t rowne 10"

e l i f y < 10 :
print y , " j e s t mnie j sze od 10"

else :
print "blad "

# Wynik : napis "8 j e s t mnie j sze od 10"

i f x != y :
print " l i c z b y rozne "

else :
print " l i c z b y rowne"

# Wynik : napis " l i c z b y rozne "

2.2.2. P¦tla for

P¦tla for to mechanizm pozwalaj¡cy na powtarzanie instrukcji zawartych
w bloku a» do wyczerpania sekwencji obiektów. Listing 2.7 ukazuje p¦tl¦ for

w dziaªaniu.

Listing 2.7. P¦tla for.

# Pet la po znakach z napisu .
word = 'Master '
for l e t t e r in word :

print 'Now loop s t a t e : ' , l e t t e r
# Wynik :
#Now loop s t a t e : M
#Now loop s t a t e : a
#Now loop s t a t e : s
#Now loop s t a t e : t
#Now loop s t a t e : e
#Now loop s t a t e : r

# Pet la po elementach l i s t y .
a r t i c l e s = [ ' ch leb ' , ' mleko ' , ' k a l a f i o r ' ]
for item in a r t i c l e s :

print 'Now i eat : ' , item

# Wynik :
#Now i ea t : c h l e b
#Now i ea t : mleko
#Now i ea t : k a l a f i o r
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# Pet la po z a k r e s i e l i c z b od 5 do 10.
for i in range (5 , 1 1 ) :

print i
# Wynik : 5 6 7 8 9 10

Przy podawaniu zakresu nale»y pami¦ta¢, »e liczba odpowiadaj¡ca za
element maksymalny musi by¢ o jeden wy»sza ni» zakªadana przez progra-
mist¦, aby speªniony byª warunek. Liczba 10 jest mniejsze od 11, dlatego
10 zostanie wy±wietlona, ale 11 ju» nie jest mniejsze od 11. Dlatego w tym
momencie p¦tla ko«czy swój bieg.

2.2.3. P¦tla while

P¦tla while przetwarza instrukcje w bloku dopóki warunek jest prawdziwy.
Je»eli warunek od pocz¡tku b¦dzie faªszywy, to instrukcje z bloku nie b¦d¡
ani razu wykonane. Listing 2.8 ukazuje dziaªanie p¦tli while.

Listing 2.8. P¦tla while.
i = 0
f = 1
while i < 5 :

i += 1
f ∗= i

print f # f a c t o r i a l 5 !

Znawcy innych j¦zyków programowania nie znajd¡ w Pythonie p¦tli typu
do-while. Mo»na j¡ jednak zast¡pi¢ instrukcjami zawieraj¡cymi p¦tl¦ while.

2.3. Funkcje

Funkcje to pewien blok kodu posiadaj¡cy swoj¡ nazw¦, oraz pozwalaj¡cy
na wywoªywanie go z pewnych ograniczonych miejsc w programie. Zazwy-
czaj celem u»ycia funkcji jest unikni¦cie powielania kodu oraz uªatwienie w
poprawianiu bª¦dów (jedno miejsce do sprawdzenia). Funkcj¦ wywoªujemy
poprzez jej nazw¦, z argumentami lub bez. Python posiada funkcje anonimo-
we, funkcje wbudowane, oraz funkcje stworzone przez u»ytkownika. Funkcje
deklarujemy poprzez sªowo kluczowe def. Funkcja zwraca warto±¢ poprzez
return. Python równie» obsªuguje funkcje o nieokre±lonej liczbie argumen-
tów. Listning 2.9 ukazuje dziaªanie przykªadowych funkcji, w tym przypadku
zde�niowanych przez programist¦.

Listing 2.9. Funkcje w Pythonie.
# Funkcja bez argumentow .
def function_one ( ) :

print " func t i on one i s a c t i v e . . . "

function_one ( )

# Zalazek a p l i k a c j i b a zu j a c e j na s lowniku po lsko−ang i e l s k im .
dict_pl_en = {}
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def modify_word (x , y ) : # funkc ja dwuargumentowa
dict_pl_en [ x ] = y

def remove_word (x ) : # funkc ja jednoargumentowa
del dict_pl_en [ x ]

def return_word (x ) : # przyk l ad f u n k c j i zwraca jace j wartosc
return dict_pl_en [ x ]

modify_word ( "kot " , " cat " )
modify_word ( " c i a c " , " cut " )
modify_word ( " b i a l y " , " black " )
remove_word ( " b i a l y " )

print l en ( dict_pl_en ) # 2
print return_word ( "kot " ) # cat

2.4. Wyra»enia lambda i generatory

Wyra»enia lambda to zapo»yczone z j¦zyka Lisp funkcje anonimowe, mo-
g¡ce zawiera¢ tylko proste wyra»enia. Najcz¦±ciej s¡ one jednolinijkowe. Li-
sting 2.10 ukazuje sposób u»ycia wyra»enia lambda.

Listing 2.10. Wyra»enia lambda.
a = lambda x : x ∗ 2 + 4
b = lambda y : y + 4

print a (2 ) # 8
print b (3) # 7

Pocz¡tkowo generatory w Pythonie byªy dost¦pne po wywoªaniu instruk-
cji from __future__ import generators. Od Pythona 2.3 generatory s¡ ju» do-
st¦pne domy±lnie bez »adnych importów. Generator to funkcja, która za-
pami¦tuje swój wewn¦trzny stan. W przypadku zwykªej funkcji jej pola s¡
niszczone przy wyj±ciu z niej, natomiast po wyj±ciu z generatora jej pola
istniej¡ nadal. Mo»na wi¦c dowolnie generator zatrzymywa¢ i go wznawia¢.
Oszcz¦dzamy przy tym inicjalizacj¦ du»ych obiektów. Generator u»ywa yield

zamiast return, które w wersji 2.3 weszªo do zbióru sªów kluczowych j¦zyka
Python. Listing 2.11 ukazuje przykªad generatora oraz jego wywoªanie.

Listing 2.11. Przykªad generatora.
# Generator zwraca ko l e j n e l i c z b y pod z i e l n e pr ze z 3 l u b 5 .
def get_int35 ( ) :

i = 0
while True :

i f ( i % 3 == 0) or ( i % 5 == 0 ) :
yield i

i += 1

for x in get_int35 ( ) :
i f x > 10 :
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break

print x
# Wynik : 0 3 5 6 9 10

2.5. Moduªy i pakiety

Moduªy w Pythonie to najcz¦±ciej pliki z rozszerzeniem .py, zawieraj¡ce
instrukcje w j¦zyku Python, np. de�nicje zmiennych, funkcji, klas, do po-
nownego wykorzystania. S¡ bardzo przydatne przy tworzeniu rozbudowanych
aplikacji. Aby zaªadowa¢ moduª wystarczy wyda¢ polecenie import nazwa_modulu.
Cz¦sto mamy do czynienia z sytuacj¡, w której jeden moduª importuje kilka
nast¦pnych. Ka»dy moduª jest importowany tylko raz.

Pakiety to przestrzenie nazw zawieraj¡ce w sobie moduªy, niekiedy nawet
znów pakiety. Ka»dy pakiet w Pythonie jest folderem zawieraj¡cym plik ini-
cjalizuj¡cy __init__.py i inne pliki lub foldery. Plik inicjalizuj¡cy mo»e by¢
pusty. Zatem je±li chcemy stworzy¢ pakiet mathematica z moduªem algebra, to
tworzymy folder mathematica, a w nim plik algebra.py. Import moduªu b¦dzie
korzystaª z notacji z kropk¡: import mathematica.algebra.

2.6. Klasy

W XXI wieku metodologia programowania obiektowego jest ju» rozpo-
wszechniona. Wi¦kszo±¢ rozbudowanych aplikacji jest pisanych z wykorzysta-
niem klas. Jest mnóstwo powodów, aby tak robi¢, ale najwa»niejszym z nich
to koszt. Programy obiektowe s¡ po prostu ta«sze w utrzymaniu i ªatwiej si¦
je serwisuje.

Klasy to podstawowe narz¦dzia do tworzenia wªasnych struktur danych.
Instancje klasy komunikuj¡ si¦ ze ±wiatem za pomoc¡ metod. Klasy i instan-
cje zawieraj¡ pola (dane, atrybuty). W Pythonie nie ma enkapsulacji danych
tzn. wszystkie atrybuty s¡ dost¦pne publicznie. Klas¦ w Pythonie tworzymy
poprzez sªowo kluczowe class. Listning 2.12 ukazuje przykªad de�nicji klasy
wraz z dziedziczeniem.

Listing 2.12. Przykªady klas wraz z dziedziczeniem.
class Car :

def __init__( s e l f ) :
pass

def get_name ( s e l f ) :
raise NotImplementedError ( " v i r t u a l method" )

def get_color ( s e l f ) :
raise NotImplementedError ( " v i r t u a l method" )

class FamilyCar (Car ) : # dz i e d z i c z e n i e z k l a s y Car

def __init__( s e l f , name , c o l o r ) :
s e l f . name = name

14

18:8802290729



s e l f . c o l o r = co l o r

def get_name ( s e l f ) :
return se l f . name

def get_color ( s e l f ) :
return se l f . c o l o r

my_car = FamilyCar ( "Sniezynka" , "Bia ly " )
print my_car . getName ( ) # Sniezynka
print my_car . getColor ( ) # Bia ly

2.7. Wyj¡tki

W Pythonie wyj¡tki to po prostu klasy. Sªu»¡ do raportowania bª¦dów
lub sytuacji wyj¡tkowych. Wyj¡tki mog¡ by¢ przechwytywane i obsªugiwane
w »¡dany przez nas sposób. Listing 2.13 ukazuje wyj¡tek typu ZeroDivisionError

(dzielenie przez zero), oraz wªasn¡ klas¦ obsªuguj¡c¡ napotkany wyj¡tek.

Listing 2.13. Wyj¡tek ZeroDivisionError.
print 25 / 0 # sprowokowanie wyjatku
# Przykladowe komunikaty :
#Traceback (most recen t c a l l l a s t ) :
# F i l e " introduct ion_to_python . py " , l i n e 74 , in <module>
# 25 / 0
#ZeroDiv is ionError : i n t e g e r d i v i s i o n or modulo by zero

# Wlasna k l a s a ob s l u gu j aca wyja tek .
class MyError ( ZeroDiv i s i onError ) :

def __init__( s e l f , message ) :
s e l f . message = message

def __str__( s e l f ) :
return "Exception : " + s e l f . message

raise MyError ( " d z i e l e n i e przez zero " ) # rzucen i e wyjatku

2.8. Biblioteka standardowa

J¦zyk Python posiada obszern¡ bibliotek¦ standardow¡. Jest to zestaw
pakietów do wielu ró»nych zastosowa«. W Internecie s¡ dost¦pne dodatkowe
pakiety stworzone przez �rmy lub pojedy«czych programistów, które mo»na
u»y¢ jako podstaw¦ do dalszego rozwoju aplikacji dopasowanej do indywidu-
alnych potrzeb.

Przykªady pakietów z biblioteki standardowej:
� math, zbiór funkcji matematycznych,
� fractions , obsªuga liczb wymiernych,
� random, m.in. generowanie liczb pseudolosowych,
� pickle , serializacja obiektów,

15

19:7811935032



� copy, kopiowanie dowolnych obiektów,
� re, obsªuga wyra»e« regularnych,
� timeit, narz¡dzia do pomiaru czasu wykonywania kodu,
� unittest , narz¦dzia do testowania kodu.
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3. Matematyka wielomianów

W tym rozdziale przypominamy elementarne de�nicje dotycz¡ce gªównie
wielomianów jednej zmiennej.

3.1. Podstawowe de�nicje

Wielomianem jednej zmiennej stopnia n nazywamy wyra»enie postaci [2]

f(x) =
n∑
k=0

akx
k (posta¢ kanoniczna), (3.1)

gdzie ak s¡ staªymi wspóªczynnikami, a x jest zmienn¡ niezale»n¡. Wspóª-
czynniki ak mog¡ by¢ dowolnymi liczbami (caªkowite, wymierne, rzeczywiste,
zespolone). f(x) mo»e by¢ jednym wyrazem lub sum¡ sko«czonej liczby wy-
razów akx

k.
Wielomian wielu zmiennych jest sko«czon¡ sum¡ wyrazów, a ka»dy wyraz

jest iloczynem staªego wspóªczynnika i zmiennych niezale»nych. Przykªadowy
wielomian dwóch zmiennych ma posta¢

f(x, y) = 3x2 − 4xy + 5y2 + 6x− 7y + 8, (3.2)

gdzie zmienne niezale»ne s¡ oznaczone jako x i y.
Stopniem zmiennej w wyrazie nazywa si¦ wykªadnik przy danej zmiennej.

Stopniem (niezerowego) wyrazu nazywamy sum¦ stopni wszystkich zmien-
nych tego wyrazu. Stopniem (niezerowego) wielomianu f nazywa si¦ naj-
wi¦kszy stopie« wyrazu [oznaczenie deg(f)]. Wyraz wiod¡cy wielomianu to
wyraz o najwi¦kszym stopniu, przy czym nale»y doprecyzowa¢ jak sortowa-
ne b¦d¡ wyrazy o jednakowym stopniu. Jednomian, dwumian i trójmian to
nazwy wielomianów skªadaj¡cych si¦ odpowiednio z jednego, dwóch i trzech
wyrazów.

Wielomiany mog¡ by¢ tworzone ze staªych i zmiennych wyª¡cznie za po-
moc¡ dwóch dziaªa«: dodawanie i mno»enia, poniewa» odejmowanie jest rów-
nowa»ne dodawaniu liczby przeciwnej, a pot¦gowanie to wielokrotne mno»e-
nie. Wªasno±ci dziaªa« na wielomianach:

� Suma i iloczyn wielomianów jest wielomianem.
� Pochodna wielomianu jest wielomianem.
� Caªka (funkcja pierwotna) wielomianu jest wielomianem.
� Zªo»enie wielomianów jest wielomianem.

Dzielenie wielomianów jednej zmiennej: Ka»dy wielomian f jednej zmien-
nej mo»na przedstawi¢ w postaci f = gh+ r, gdzie g, h, r s¡ wielomianami,
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deg(r) < deg(g), h i r s¡ wyznaczone jednoznacznie. Je»eli r = 0, to mówi-
my, »e f jest podzielny przez g. Do wyznaczenia h i r stosuje si¦ algorytm
Euklidesa [6].
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4. Bazy Gröbnera

Bazy standardowe i dowód ich istnienia pojawiª si¦ w pracy Hironaki
(1964) o usuwaniu osobliwo±ci [7]. Algorytmy umo»liwiaj¡ce wyznaczanie
bazy podaª Buchberger (1965) w pracy doktorskiej, której promotorem byª
Gröbner [5]. Teoria baz Gröbnera zostaªa uogólniona w wielu kierunkach
i znaleziono jej ró»ne zastosowania. Pierwsza w Polsce ksi¡»ka Dumnickiego
i Winiarskiego o bazach Gröbnera ukazaªa si¦ w roku 2007 (drugie wydanie
w roku 2009) [8]. Z tej ksi¡»ki pochodzi wi¦kszo±¢ de�nicji i twierdze« tego
rozdziaªu. Literatura w j¦zyku angielskim jest bardzo bogata, szczególnie
przydatny dla nas okazaª si¦ raport z pseudokodami algorytmów baz Gröb-
nera [9].

4.1. Porz¡dek dopuszczalny

W zbiorze liczb naturalnych N (z zerem) istnieje naturalne uporz¡dko-
wanie, które przenosi si¦ do zbioru jednomianów jednej zmiennej T (1 < x <
x2 < . . .). Mno»enie jednomianów odpowiada dodawaniu w zbiorze N , przy
czym je»eli xj < xk, to xjxs < xkxs.

W przypadku n zmiennych mo»emy rozwa»y¢ zbiór Nn z elementami
α = (α1, . . . , αn), oraz powi¡zany z nim zbiór jednomianów T n z elementami
xα = xα11 · . . . · xαnn . Stopniem jednomianu xα nazywamy liczb¦

deg(xα) = |α| = α1 + . . .+ αn. (4.1)

De�nicja: Porz¡dek ¬ jest dopuszczalny (ang. admissible order) w Nn, je-
»eli dla dowolnych α, β, γ ∈ Nn

(i) α ¬ β lub β ¬ α,
(ii) 0 ¬ α,
(iii) α ¬ β ⇒ α + γ ¬ β + γ.

W zbiorze T istnieje tylko jeden porz¡dek dopuszczalny, opisany wcze-
±niej. Dla wielu zmiennych istnieje kilka mo»liwych porz¡dków dopuszczal-
nych. Podamy przykªady dla trzech zmiennych z < y < x.

� Porz¡dek leksykogra�czny (ang. (pure) lexicographic order, lex, plex ), np.
x2y5z3 <lex x

3y2z (x2 < x3),
x2y3z2 <lex x

2y5z (x2 = x2, y3 < y5).
� Porz¡dek stopniowo leksykogra�czny (ang. graded lex order, grlex, deglex ),

np.
x3y2z <deglex x

2y4z (3 + 2 + 1 < 2 + 4 + 1),
x2y2z2 <deglex x

3yz2 (2 + 2 + 2 = 3 + 1 + 2 = 6, x2 < x3).
� Porz¡dek stopniowo leksykogra�czny odwrotny (ang. graded reverse lex

order, grevlex, degrevlex ), np.
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x3y2z <degrevlex x
2y3z2 (3 + 2 + 1 < 2 + 3 + 2),

xy2z2 <degrevlex xy
3z (1 + 2 + 2 = 1 + 3 + 1 = 5, z2 > z).

Twierdzenie: W dowolnym niepustym podzbiorze T n istnieje jednomian
najmniejszy [8]. St¡d wynika, »e je»eli jaki± algorytm b¦dzie generowaª silnie
malej¡cy ci¡g jednomianów, to ten algorytm musi kiedy± sko«czy¢ dziaªanie
(wªasno±¢ stopu).

4.2. Pier±cie« wielomianów

De�nicja: Wielomianem n zmiennych o wspóªczynnikach z ciaªa K nazy-
wamy sko«czon¡ sum¦ postaci [8]

f(x) =
∑
α

cαx
α, cα ∈ K, xα ∈ T n. (4.2)

De�nicja: Zbiór wielomianów n zmiennych o wspóªczynnikach z ciaªa K,
z naturalnymi dziaªaniami dodawania i mno»enia, tworzy pier±cie« wielo-
mianów K[x].

De�nicja: Dla ustalonego porz¡dku dopuszczalnego i niezerowego wielomia-
nu f de�niujemy
� No±nik f , supp(f) = {xα ∈ T n : cα 6= 0},
� Jednomian wiod¡cy f (ang. leading monomial),

LM(f) = max{supp(f)},
� Wspóªczynnik wiod¡cy f (ang. leading coe�cient),

LC(f) = cα dla xα = LM(f),
� Wyraz wiod¡cy f (ang. leading term),

LT (f) = LC(f)LM(f),
� Ogon f , tail(f) = f − LT (f).

De�nicja: Monoid generowany przez A ⊂ T n jest to zbiór

A · T n = {am : a ∈ A, m ∈ T n}. (4.3)

Przestrze« liniowa generowana przez A jest to zbiór

Span(A) =
{
f ∈ K[x] : f =

∑
cαx

α, xα ∈ A
}
. (4.4)

Je»eli A · T n = A, to A nazywamy monoidem.

Stwierdzenie: Je»eli f ∈ K[x], to f ∈ Span(supp(f)).

Lemat Dickinsona: Dla dowolnego zbioru A ⊂ T n istnieje sko«czony zbiór
B ⊂ T n taki, »e A · T n = B · T n (równe monoidy generowane).

De�nicja: Dla ustalonego porz¡dku dopuszczalnego i niepustego zbioru wie-
lomianów F ⊂ K[x]\{0} de�niujemy
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� Zbiór jednomianów wiod¡cych LM(F ) = {LM(f) : f ∈ F},
� Monoid wiod¡cy L(F ) = LM(F ) · T n,
� Jednomiany standardowe D(F ) = T n\L(F ).

De�nicja: Niech F = {f1, . . . , fs} b¦dzie sko«czonym zbiorem wielomianów
z K[x]. De�niujemy ideaª generowany przez F jako

〈F 〉 =
{

s∑
i=1

hifi : hi ∈ K[x]
}
. (4.5)

Zbiór F nazywamy baz¡ ideaªu 〈F 〉 i jest to baza sko«czona, wi¦c ideaª 〈F 〉
nazywamy sko«czenie generowanym. Dla niesko«czonego zbioru F ⊂ K[x]
ideaª 〈F 〉 de�niuje si¦ podobnie, ale tworzymy jedynie sko«czone kombinacje
wielomianów. Je»eli F = 〈F 〉, to F nazywamy ideaªem.

Zauwa»my, »e baza ideaªu 〈F 〉 nie jest wyznaczona jednoznacznie. W±ród
ró»nych baz szczególnie u»yteczna jest baza Gröbnera.

Przykªad: Niech F = {x, y2} zawiera si¦ w K[x, y] [8]. Wtedy do ideaªu
〈F 〉 nale»¡ tylko wielomiany, dla których c(0,0) = c(0,1) = 0.

Stwierdzenie: Dla niepustego zbioru A ⊂ T n zachodzi
(1) A · T n ⊂ 〈A〉 (monoid zawiera si¦ w ideale),
(2) 〈A〉 = Span(A · T n).

Twierdzenie Hilberta o bazie: Ka»dy ideaª w pier±cieniu wielomianów
K[x] nad pier±cieniem noetherowskim K jest sko«czenie generowany. Pier-
±cieniem noetherowskim (ang. Noetherian ring) jest ka»de ciaªo oraz np.
pier±cie« liczb caªkowitych. W naszych zastosowaniach pier±cie« K b¦dzie
odpowiadaª liczbom caªkowitym, wymiernym, rzeczywistym lub zespolonym.
Twierdzenie Hilberta o bazie mo»na wysªowi¢ nast¦puj¡co: je»eli pier±cie« K
jest noetherowski, to jego pier±cie« wielomianów K[x] równie» jest noethe-
rowski.

4.3. Baza i zredukowana baza Gröbnera

De�nicja: Dla ustalonego porz¡dku dopuszczalnego i sko«czonego podzbio-
ru G ⊂ K[x], G nazywamy baz¡ Gröbnera, je»eli 0 /∈ G oraz L(〈G〉) = L(G).

De�nicja: Niezerowy wielomian f z K[x] jest unitarny wzgl¦dem danego
porz¡dku dopuszczalnego, je»eli LC(f) = 1. Zbiór F ⊂ K[x] jest unitarny,
je»eli ka»dy wielomian z F jest unitarny.

De�nicja: Baz¦ GröbneraG wzgl¦dem ustalonego porz¡dku dopuszczalnego
nazywamy zredukowan¡, je»eli
(1) G jest minimaln¡ baz¡ Gröbnera (najmniejsza liczno±¢),
(2) G jest unitarna,
(3) supp(tail(g)) ⊂ D(G) dla wszystkich g ∈ G.
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4.4. Redukcja wielomianowa

Redukcja wielomianowa jest istotn¡ cz¦±ci¡ algorytmu baz Gröbnera, a
zarazem cz¦±ci¡ najbardziej kosztown¡ obliczeniowo. Dla wielomianu jednej
zmiennej f , redukcja za pomoc¡ wielomianu g odpowiada szukaniu reszty r
w algorytmie Euklidesa, gdzie f = gh+ r. Dla wielomianu wielu zmiennych
f , redukuje si¦ go za pomoc¡ zbioru wielomianów F , aby wyznaczy¢ reszt¦
r. Realizuje to algorytm dzielenia uogólnionego.

De�nicja: Niech f , g nale»¡ doK[x]. Je»eli LM(g) dzieli LM(f), to redukcj¦
f do r za pomoc¡ g okre±lamy nast¦puj¡co

r = f − LT (f)
LT (g)

g. (4.6)

Czasem okre±la si¦ operacj¦ redukcji nie tylko dla LT (f), ale dla dowolnego
wyrazu wielomianu f , który jest podzielny przez LM(g).

Algorytm dzielenia uogólnionego wykonuje wielokrotnie redukcj¦ f za po-
moc¡ wielomianów ze zbioru F . Jako wynik ko«cowy otrzymuje si¦ reszt¦ r
caªkowicie zredukowan¡ ze wzgl¦du na F .

4.5. S-wielomiany

De�nicja: Dla ustalonego porz¡dku dopuszczalnego i niezerowych wielomia-
nów f , g nale»¡cych do K[x], okre±lamy najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢
jednomianów

J = lcm(LM(f), LM(g)). (4.7)

Wtedy wielomian

S(f, g) =
J

LT (f)
f − J

LT (g)
g (4.8)

nazywamy S-wielomianem wielomianów f i g. Zauwa»my, »e wyrazy wiod¡ce
f i g kasuj¡ si¦. Niektórzy autorzy okre±laj¡ S-wielomiany z innym mno»ni-
kiem

S̃(f, g) = LC(f)LC(g)S(f, g) = LC(g)
J

LM(f)
f − LC(f) J

LM(g)
g. (4.9)

Stwierdzenie: LM(S(f, g)) ¬ LM(f)LM(g).

4.6. Kryterium Buchbergera

Twierdzenie: Niech G = {g1, . . . , gs} b¦dzie zbiorem niezerowych wielo-
mianów z K[x]. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

� G jest baz¡ Gröbnera.
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� Dla dowolnych 1 ¬ j < k ¬ s wielomian S(gj, gk) redukuje si¦ do zera ze
wzgl¦du na G.

� Dla ka»dego wielomianu f z ideaªu 〈G〉, redukcja f ze wzgl¦du na G daje
zero.

Na tym twierdzeniu opiera si¦ algorytm Buchbergera wyznaczania bazy Gröb-
nera.

W celu wyznaczenia zredukowanej bazy Gröbnera trzeba usun¡¢ pewn¡
nadmiarowo±¢ z posiadanej bazy Gröbnera G. Po pierwsze, ka»dy wielomian
w bazie musi by¢ unitarny, czyli wystarczy podzieli¢ go przez wspóªczynnik
wiod¡cy. Po drugie, ka»dy element g bazy G nale»y zredukowa¢ u»ywaj¡c
zbioru G\{g}. Je»eli w wyniku redukcji otrzymamy zero, to dany element g
mo»na usun¡¢ z bazy.

4.7. Zastosowania

Przedstawimy list¦ wybranych zastosowa« teorii baz Gröbnera. We wszyst-
kich zastosowaniach udaªo si¦ sformuªowa¢ dany problem jako pytanie do-
tycz¡ce zbioru wielomianów wielu zmiennych. Po wykonaniu oblicze« baz
Gröbnera i wykorzystaniu kluczowych wªasno±ci tych baz udaªo si¦ otrzyma¢
rozwi¡zanie problemu.

� Kolorowanie wierzchoªków grafu (problem trzech kolorów [8]).
� Dowodzenie twierdze« geometrycznych (wzór Herona [8], twierdzenie Apo-

loniusza [10]).
� Obliczanie caªek funkcji specjalnych [10].
� Rozwi¡zywanie ukªadów liniowych równa« diofantycznych [8].
� Rozwi¡zywanie zagadek logicznych, np. Mastermind [8].
� Rozwi¡zywanie pewnych problemów optymalizacyjnych caªkowitoliczbo-

wych, np. wydawanie monet [10].
� Zastosowanie w teorii kodowania sygnaªów do korekty bª¦dów transmisji

[10].
� Zastosowanie w robotyce do znajdowania poªo»e« ramion robota [10].
� Zastosowanie w in»ynierii oprogramowania do znajdowania niezmienni-

ków p¦tli, przy automatycznej wery�kacji poprawno±ci programów [10].
� Optymalizacja wydobycia ropy naftowej z platform wiertniczych [10].

27:7491765701



5. Wielomiany jednej zmiennej

W tym rozdziale przedstawiono interfejs i implementacje wielomianów
jednej zmiennej (klasa Poly).

5.1. Interfejs wielomianów

Interfejs wielomianów jednej zmiennej zostaª przedstawiony w tabeli 5.1.
Przygotowano dwie implementacje wielomianów jednej zmiennej, które reali-
zuj¡ podany interfejs.

Pierwsza implementacja jest oparta na wewn¦trznej li±cie. Wszystkie wspóª-
czynniki s¡ tam obecne, przez co ta implementacja jest zalecana przy wielo-
mianach z du»¡ liczb¡ niezerowych wspóªczynników. Pomysª jest zaczerpni¦ty
z ksi¡»ki Sedgewicka [11].

Druga implementacja jest oparta na wewn¦trznym sªowniku, w którym
kluczami s¡ pot¦gi niezerowych wyrazów, a warto±ciami s¡ niezerowe wspóª-
czynniki. Ta implementacja zajmuje mniej pami¦ci, je»eli pracujemy z wielo-
maniami o wysokich pot¦gach, a maª¡ liczb¡ wyrazów. W obu implementa-
cjach wzi¦to pod uwag¦ nast¦puj¡ce zagadnienia.

� Wielomiany przede wszystkim s¡ dostosowane do oblicze« dokªadnych na
liczbach caªkowitych (int, long) i uªamkach (Fraction), ale pracuj¡ równie»
z liczbami �oat i complex. Dziaªania na wielomianach o wspóªczynnikach
caªkowitych lub uªamkowych nie generuj¡ liczb �oat lub complex.

� Uªamki z mianownikiem równym jeden s¡ zamieniane na liczby caªkowite
w metodzie __repr__, aby poprawi¢ czytelno±¢ wy±wietlania wyników.

� Zerowe wspóªczynniki przy najwy»szych pot¦gach zmiennej niezale»nej,
które mog¡ pojawi¢ si¦ podczas wykonywania dziaªa« na wielomianach, s¡
usuwane. Wykonuje to metoda prywatna _cancel(), która jest wywoªywa-
na po wykonaniu dodawania, odejmowania i mno»enia. W implementacji
sªownikowej w ogóle nie przechowuje si¦ zerowych wspóªczynników.

� Konstruktor klasy Poly tworzy jednomian z zadanym wspóªczynnikiem
przy podanej pot¦dze zmiennej niezale»nej. Metoda klasy Poly.from_list

tworzy wielomian z podanej listy kolejnych wspóªczynników.
� Obliczanie warto±ci wielomianu dla danego argumentu jest wykonywane

algorytmem Hornera.
� Pot¦gowanie wielomianu jest wykonywane metod¡ pot¦gowania binarne-

go.
� Wielomiany s¡ niezmienne (ang. immutable), dziaªania zawsze tworz¡ no-

wy obiekt wielomianu (z wyj¡tkiem operatora jednoargumentowego +p).
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� Pewne operacje s¡ zde�niowane tylko dla jednomianów: dzielenie jed-
nomianów, obliczanie najmniejszej wspólnej wielokrotno±ci jednomianów
(wynik ma zawsze wspóªczynnik wiod¡cy równy jeden).

� Obliczanie wyrazu wiod¡cego, jednomianu wiod¡cego i wspóªczynnika
wiod¡cego jest mo»liwe tylko dla niezerowego wielomianu. Wymagane jest
podanie metody okre±laj¡cej porz¡dek dopuszczalny, np. key=Poly.key_lex.
Dla wielomianów jednej zmiennej istnieje tylko jeden porz¡dek dopusz-
czalny.

� Sortowanie listy wielomianów jednej zmiennej mo»na wykona¢ za pomo-
c¡ metody list . sort, przy czym nale»y poda¢ argument key=Poly.key_deg.
Odpowiada to jedynemu istniej¡cemu porz¡dkowi dopuszczalnemu. Zde�-
niowano równie» inne metody, które odpowiadaj¡ pewnym porz¡dkom do-
puszczalnym. S¡ to Poly.key_lex (porz¡dek leksykogra�czny) i Poly.key_deglex
(porz¡dek stopniowo leksykogra�czny). Dla wielomianów jednej zmiennej
te metody s¡ aliasami do metody Poly.key_deg, ale dla wielomianów wielu
zmiennych s¡ to istotnie ró»ne porz¡dki.
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Tabela 5.1. Interfejs wielomianów jednej zmiennej. p i q s¡ wielomianami, n
jest liczb¡ caªkowit¡ nieujemn¡, a, b, c to liczby (int, long, �oat , complex) lub

uªamki (Fraction).

Operacja Znaczenie Metoda

p = Poly(c, n) tworzenie jednomianu __init__

q = Poly(c) tworzenie jednomianu __init__

Poly() wielomian zerowy __init__

Poly.from_list(L) tworzenie wielomianu z listy from_list

print q wy±wietlanie wielomianu __repr__

p + q, p + a dodawanie wielomianów __add__

a + p dodawanie wielomianów __radd__

p − q, p − a odejmowanie wielomianów __sub__

a − p odejmowanie wielomianów __rsub__

p ∗ q, p ∗ a mno»enie wielomianów __mul__

a ∗ p mno»enie wielomianów __rmul__

p / a dzielenie przez liczb¦ __div__

p / q dzielenie jednomianów __div__

+p operator jednoargumentowy __pos__

−p operator jednoargumentowy __neg__

p.is_zero() czy wielomian jest zerowy is_zero

p.degree() stopie« wielomianu degree

len(p) liczba niezerowych wyrazów __len__

p.key_deg() porz¡dek stopniowy key_deg

p.key_lex() porz¡dek leksykogra�czny key_lex

p.key_deglex() porz¡dek stopniowo leksykogra�czny key_deglex

p[n] n-ty wspóªczynnik wielomianu __getitem__

p == q porównywanie wielomianów __eq__

p != q porównywanie wielomianów __ne__

p.eval(a) warto±¢ wielomianu eval

p(a) warto±¢ wielomianu __call__

p.combine(q) skªadanie wielomianów combine

p(q) skªadanie wielomianów __call__

p ∗∗ n, pow(p, n) pot¦gowanie wielomianu __pow__

p.leading_term(key) wyraz wiod¡cy leading_term

p.leading_monomial(key) jednomian wiod¡cy leading_monomial

p. leading_coe�cient (key) wspóªczynnik wiod¡cy leading_coe�cient

p.iterterms() generator wyrazów wielomianu iterterms

p. di� () ró»niczkowanie wielomianu di�

p. integrate () caªkowanie wielomianu integrate

p.lcm(q) najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ lcm
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Przykªadowa sesja interaktywna prezentuje mo»liwo±ci wielomianów jed-
nej zmiennej (listing 5.1).

Listing 5.1. Sesja interaktywna z wielomianami jednej zmiennej.
>>> from f r a c t i o n s import Fract ion
>>> from po lys import Poly
>>> p = Poly (2 , 3) + 4 # 2 ∗ x ∗∗ 3 + 4
>>> p
Poly (4 ) + Poly (2 , 3) # bez po t e g i 0 przy 4
>>> p . i s_zero ( )
Fa l se
>>> len (p) # l i c z b a wyrazow
2
>>> p ∗ Poly (3 , 5) # mnozenie
Poly (12 , 5) + Poly (6 , 8)
>>> p ∗∗ 2 # potegowanie
Poly (16) + Poly (16 , 3) + Poly (4 , 6)
>>> p . d i f f ( ) # pochodna
Poly (6 , 2) # 6 ∗ x ∗∗ 2
>>> p . i n t e g r a t e ( ) # calkowanie
Poly (4 , 1) + Poly ( Fract ion (1 , 2 ) , 4) # 4 ∗ x + x ∗∗ 4 / 2
>>> p . combine ( Poly (5 , 7 ) ) # sk l adan i e wielomianow
Poly (4 ) + Poly (250 , 21)
>>> p . eva l ( Fract ion (3 , 5 ) ) # wartosc w punkcie
Fract ion (554 , 125)
>>> p . eva l ( 0 . 6 ) # p r z e j s c i e do f l o a t
4 .432
>>> p . leading_term ( key=Poly . key_deg )
Poly (2 , 3) # wyraz wiodacy
>>> p . leading_monomial ( key=Poly . key_deg )
Poly (1 , 3) # jednomian wiodacy
>>> p . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( key=Poly . key_deg )
2 # wspo lczynnik wiodacy
>>> Poly (6 , 5) / Poly (3 , 2) # d z i e l e n i e jednomianow
Poly (2 , 3)
>>> Poly (6 , 3 ) . lcm ( Poly (3 , 2 ) )
Poly (1 , 3)
>>> l i s t (p . i t e r t e rms ( ) ) # l i s t a wyrazow ( jednomianow )
[ Poly ( 4 ) , Poly (2 , 3 ) ]
>>> sor t ed ( term . degree ( ) for term in p . i t e r t e rms ( ) )
[ 0 , 3 ] # posortowana l i s t a s t opn i
>>> [ p [ i ] for i in range ( 8 ) ] # l i s t a osmiu wspolczynnikow
[ 4 , 0 , 0 , 2 , 0 , 0 , 0 , 0 ]
>>> p . data # [4 , 0 , 0 , 2 ] implementacja l i s t owa
>>> p . data # {0: 4 , 3 : 2} implementacja s lownikowa
# Zapis wielomianu do p l i k u .
>>> import p i c k l e
>>> a f i l e = open ( "data . p i c k l e " , "w" )
>>> p i c k l e . dump(p , a f i l e )
>>> a f i l e . c l o s e ( )
# Odczyt wielomianu z p l i k u .
>>> a f i l e = open ( "data . p i c k l e " , " r " )
>>> q = p i c k l e . load ( a f i l e )
>>> a f i l e . c l o s e ( )
>>> p == q
True
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6. Wielomiany wielu zmiennych

W tym rozdziale przedstawiono interfejs i implementacj¦ wielomianów
wielu zmiennych. Implementacja klasy Poly zawarta jest w module mpolys.
Jednakowa nazwa klasy pozwala wymiennie stosowa¢ ró»ne implementacje
do przypadku wielomianów jednej zmiennej.

6.1. Interfejs wielomianów

Interfejs wielomianów wielu zmiennych zawiera w sobie wszystkie elemen-
ty interfejsu wielomianów jednej zmiennej. Dodatkowo pojawiaj¡ si¦ nowe
elementy, poniewa» niektóre operacje mog¡ dotyczy¢ jednej z kilku zmien-
nych niezale»nych. W przypadku wielu zmiennych w ramach niniejszej pracy
przygotowano jedynie implementacj¦ sªownikow¡ klasy Poly. Oto zestawienie
najwa»niejszych zagadnie« implementacyjnych.

� W implementacji sªownikowej dla wielu zmiennych, w wewn¦trznym sªow-
niku kluczem jest krotka z pot¦gami kolejnych zmiennych niezale»nych, a
warto±ci¡ jest niezerowy wspóªczynnik. Ka»dy klucz ma dªugo±¢ co naj-
mniej jeden.

� Zmienne niezale»ne s¡ numerowane od zera, a numery zmiennych s¡ po-
trzebne w wielu operacjach, aby nie byªo niejednoznaczno±ci (pochodna,
caªka, podstawianie). Domy±lnie dziaªania s¡ wykonywane na zmiennej
o indeksie zero, co zapewnia kompatybilno±¢ interfejsu z wielomianami
jednej zmiennej. Wygodnie jest w obliczeniach nazywa¢ kolejne zmienne
x (var=0), y (var=1), z (var=2), itd.

� Dla wielomianów wielu zmiennych, a w szczególno±ci jednomianów, po-
równywanie mo»na wykona¢ wg wielu mo»liwych porz¡dków dopuszczal-
nych. Przygotowano metody generuj¡ce klucze do wykorzystania podczas
korzystania z sortowania listy wielomianów (listing 6.1). �atwo mo»na
doda¢ inny porz¡dek do tych ju» istniej¡cych.

Listing 6.1. Sortowanie wielomianów wielu zmiennych.
>>> po ly_ l i s t = [ . . . ] # l i s t a wielomianow
>>> po ly_ l i s t . s o r t ( key=Poly . key_deg ) # wykorzys tan ie s topn ia
>>> po ly_ l i s t . s o r t ( key=Poly . key_lex ) # porzadek l e k s y k o g r a f i c z n y
>>> po ly_ l i s t . s o r t ( key=Poly . key_deglex ) # porzadek stopniowo l e k s .
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Przykªadowa sesja interaktywna prezentuje mo»liwo±ci wielomianów wie-
lu zmiennych (listing 6.2).

Listing 6.2. Sesja interaktywna z wielomianami wielu zmiennych.

>>> from f r a c t i o n s import Fract ion
>>> from mpolys import Poly
# Wygodne pods tawien ia .
>>> x = Poly (1 , 1)
>>> y = Poly (1 , 0 , 1)
>>> z = Poly (1 , 0 , 0 , 1)
>>> p = 3 ∗ ( x ∗∗ 2) + 5 ∗ y ∗ z
>>> p ∗∗ 2
Poly (25 , 0 , 2 , 2) + Poly (30 , 2 , 1 , 1) + Poly (9 , 4)
>>> l i s t (p . i t e r t e rms ( ) ) # l i s t a wyrazow
[ Poly (3 , 2 ) , Poly (5 , 0 , 1 , 1 ) ]
>>> p . degree ( ) # stop i en wielomianu
2
>>> len (p) # l i c z b a wyrazow
2
>>> p . leading_term ( key=Poly . key_deglex )
Poly (3 , 2) # wyraz wiodacy
>>> p . leading_monomial ( key=Poly . key_deglex )
Poly (1 , 2) # jednomian wiodacy
>>> p . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( key=Poly . key_deglex )
3 # wspo lczynnik wiodacy
>>> (x ∗ y ) . lcm (y ∗ z )
Poly (1 , 1 , 1 , 1) # x ∗ y ∗ z
>>> Poly (3 , 5 , 4 , 2) / Poly (2 , 2 , 2 , 2)
Poly ( Fract ion (3 , 2 ) , 3 , 2) # d z i e l e n i e jednomianow
>>> p [ 0 , 1 , 1 ] # wspo lczynnik przy y ∗ z
5
>>> p [ 1 , 0 , 1 ] # wspo lczynnik przy x ∗ z
0
>>> p . d i f f ( var=1) # pochodna po y
Poly (5 , 0 , 0 , 1)
>>> p . i n t e g r a t e ( var=2) # ca l ka po z
Poly ( Fract ion (5 , 2 ) , 0 , 1 , 2) + Poly (3 , 2 , 0 , 1)
>>> p . combine (y ∗ y , var=2) # pods tawien ie z = y ∗ y
Poly (3 , 2) + Poly (5 , 0 , 3)
>>> p . combine ( Poly ( 7 ) , var=1) # pods tawien ie y = 7
Poly (3 , 2) + Poly (35 , 0 , 0 , 1)
>>> p . data
{ ( 2 , ) : 3 , (0 , 1 , 1 ) : 5} # implementacja s lownikowa

6.2. Zamiana kolejno±ci zmiennych

Podczas obliczania baz Gröbnera czasem zachodzi potrzeba eksperymen-
towania z ró»nymi porz¡dkami dopuszczalnymi, czy z ró»n¡ kolejno±ci¡ zmien-
nych w porz¡dku leksykogra�cznym. Zaªó»my, »e mamy dany wielomian
w zmiennych x, y, z, a interesuje nas porz¡dek leksykogra�czny i kolejno±¢
x > z > y. W naszej implementacji rozwi¡zaniem jest zamiana kolejno±ci
zmiennych y, z, wykonana przy pomocy zmiennej t (listing 6.3).
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Listing 6.3. Zamiana kolejno±ci zmiennych.
>>> from mpolys import Poly
>>> x = Poly (1 , 1)
>>> y = Poly (1 , 0 , 1)
>>> z = Poly (1 , 0 , 0 , 1)
>>> t = Poly (1 , 0 , 0 , 0 , 1)
>>> p = 7 ∗ x∗∗2 + 8 ∗ y∗∗3 + 9 ∗ z ∗∗4
>>> p
Poly (7 , 2) + Poly (8 , 0 , 3) + Poly (9 , 0 , 0 , 4)
# Zamiana miejscami y i z .
>>> p = p . combine ( t , var=1) # y na t
>>> p = p . combine (y , var=2) # z na y
>>> p = p . combine ( z , var=3) # t na z
>>> p
Poly (7 , 2) + Poly (8 , 0 , 0 , 3) + Poly (9 , 0 , 4)
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7. Algorytmy

Ten rozdziaª jest po±wi¦cony algorytmom wykorzystywanym przy imple-
mentacji wielomianów lub pojawiaj¡cych si¦ podczas wykonywania dziaªa«
na wielomianach.

7.1. Schemat Hornera

Schemat Hornera (ang. Horner's method, Horner scheme) jest to sposób
obliczania warto±ci wielomianu jednej zmiennej, dla danej warto±ci argumen-
tu, wykorzystuj¡cy minimaln¡ liczb¦ mno»e« [12]. Jest to równie» algorytm
dzielenia wielomianu przez dwumian.

Listing 7.1 przedstawia funkcj¦ wykorzystuj¡c¡ schemat Hornera do ob-
liczenia warto±ci wielomianu w punkcie x, przy czym wielomian jest dany
jako lista wspóªczynników data. W niniejszej pracy wykorzystujemy schemat
Hornera przy obliczaniu warto±ci wielomianu w punkcie [metoda eval()], oraz
przy skªadaniu wielomianów [metoda combine()].

Listing 7.1. Schemat Hornera.

def Horner_scheme ( data , x ) :
"""Horner scheme fo r po lynomia l s . """

r e s u l t = 0
for item in r eve r s ed ( data ) :

r e s u l t = r e s u l t ∗ x + item
return r e s u l t

Warto zauwa»y¢, »e uogólnieniem schematu Hornera jest algorytm Clen-
shawa [13]. Jest to rekurencyjna metoda obliczania liniowej kombinacji wie-
lomianów Czebyszewa. Stosuje si¦ równie» do dowolnej klasy funkcji de�nio-
walnych za pomoc¡ trójwyrazowego równania rekurencyjnego.

7.2. Wielomiany ortogonalne

W pracy zaimplementowano kilka rodzajów wielomianów ortogonalnych
jednej zmiennej. Wykorzystano relacje rekurencyjne dla wielomianów i tech-
nik¦ programowania dynamicznego zst¦puj¡cego. Wielomiany po obliczeniu
s¡ zapami¦tywane w sªowniku, co przyspiesza pó¹niejsze obliczenia. Oto
zwi¡zki rekurencyjne dla zaimplementowanych wielomianów ortogonalnych:
� Wielomiany Czebyszewa, T0(x) = 1, T1(x) = x,

Tk(x) = 2xTk−1(x)− Tk−2(x). (7.1)
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� Wielomiany Hermite'a, H0(x) = 1, H1(x) = 2x,

Hk(x) = 2xHk−1(x)− 2(k − 1)Hk−2(x). (7.2)

� Wielomiany Legendre'a, P0(x) = 1, P1(x) = x,

kPk(x) = (2k − 1)xPk−1(x)− (k − 1)Pk−2(x). (7.3)

Przykªadowa sesja interaktywna prezentuje korzystanie z wielomianów orto-
gonalnych (listing 7.2).

Listing 7.2. Sesja interaktywna z wielomianami ortogonalnymi.
>>> from f r a c t i o n s import Fract ion
>>> from po lys import Poly
>>> from f a c t o r y import PolyFactory
>>> pf = PolyFactory ( Poly )
>>> pf . l egendre (3 ) # wielomian Legendre ' a P_3
Poly ( Fract ion (−3 , 2 ) , 1) + Poly ( Fract ion (5 , 2 ) , 3)
>>> pf . hermite (4 ) # wielomian Hermite ' a H_4
Poly (12) + Poly (48 , 2) + Poly (16 , 4)
>>> pf . chebyshev (5 ) # wielomian Czebyszewa T_5
Poly (5 , 1) + Poly (−20 , 3) + Poly (16 , 5)
>>> pf .HERMITE # zapamietane wielomiany Hermite ' a
{0 : Poly ( 1 ) , 1 : Poly (2 , 1 ) ,
2 : Poly (2 ) + Poly (4 , 2 ) ,
3 : Poly (12 , 1) + Poly (8 , 3 ) ,
4 : Poly (12) + Poly (48 , 2) + Poly (16 , 4)}
>>> pf .LEGENDRE # zapamietane wielomiany Legendre ' a
>>> pf .CHEBYSHEV # zapamietane wielomiany Czebyszewa

7.3. Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa jest wykorzystywany do znalezienia najwi¦kszego
wspólnego podzielnika dwóch wielomianów jednej zmiennej [6].

Listing 7.3. Moduª edivision z algorytmem Euklidesa.
#!/ usr / b in /python
#
# Based on pseudocode from :
#
# ht t p :// en . w i k i p ed i a . org / w ik i /Polynomial_long_divis ion

class Euc l ideanDiv i s i on :
"""The Eucl idean d i v i s i o n o f po lynomia l s . """

def __init__( s e l f , f i r s t_po ly , second_poly ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
i f second_poly . i s_zero ( ) :

raise ValueError ( " poly i s ze ro " )
s e l f . c l s = f i r s t_po l y . __class__
s e l f .A = f i r s t_po l y
s e l f .B = second_poly
s e l f .Q = s e l f . c l s ( ) # the quo t i en t
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s e l f .R = s e l f .A # the remainder

def run ( s e l f ) :
""" Ca l cu l a t e Q and R, A = B ∗ Q + R, R. degree ( ) < B. degree ( ) . """
# At each s t ep A = B ∗ Q + R.
while (not se l f .R. i s_zero ( ) ) and (

s e l f .R. degree ( ) >= s e l f .B. degree ( ) ) :
# Divide the l e ad in g term .
T = ( s e l f .R. leading_term ( s e l f . c l s . key_deg ) /

s e l f .B. leading_term ( s e l f . c l s . key_deg ) )
s e l f .Q = s e l f .Q + T
s e l f .R = s e l f .R − T ∗ s e l f .B

class PolyGCD :
"""The g r e a t e s t common d i v i s o r (GCD) o f po lynomia l s . """

def __init__( s e l f , f i r s t_po ly , second_poly ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """
s e l f .A = f i r s t_po l y
s e l f .B = second_poly
s e l f . gcd = None

def run ( s e l f ) :
""" Ca l cu l a t e GCD using Eucl idean a l gor i thm . """
a = s e l f .A
b = s e l f .B
while not b . i s_zero ( ) :

a lgor i thm = Euc l ideanDiv i s i on (a , b )
a lgor i thm . run ( )
a = b
b = algor i thm .R

s e l f . gcd = a / a [ a . degree ( ) ]

7.4. Algorytm dzielenia uogólnionego

Algorytm dzielenia uogólnionego jest uogólnieniem algorytmu Euklidesa
na przypadek wielomianów wielu zmiennych [9]. Jest to w istocie redukcja
wielomianu f ze wzgl¦du na zbiór wielomianów F = {f1, . . . , fs} z K[x], przy
ustalonym porz¡dku dopuszczalnym. Na wyj±ciu otrzymujemy zbiór wielo-
mianów hi i wielomian r, przy czym f =

∑s
i=1 fihi+r. Wielomian r nie dzieli

si¦ przez »adne LT (fi). W ogólnym przypadku wielomiany hi i r nie s¡ wy-
znaczone jednoznacznie, chyba »e F jest baz¡ Gröbnera. Algorytm dzielenia
uogólnionego jest wykorzystywany przy wyznaczaniu bazy Gröbnera.

Listing 7.4. Moduª gdivision z dzieleniem uogólnionym.

#!/ usr / b in /python

class Genera l i z edDiv i s i on :
"""Genera l i zed d i v i s i o n o f po lynomia l s . """

def __init__( s e l f , f i r s t_po ly , base , key=None ) :
"""The a l gor i thm i n i t i a l i z a t i o n . """

33

37:6657590247



i f l en ( base ) == 0 :
raise ValueError ( "base i s empty" )

s e l f . c l s = f i r s t_po l y . __class__
s e l f .A = f i r s t_po l y
s e l f .B = base
s e l f .Q = [ s e l f . c l s ( ) for item in base ] # the quo t i e n t s
s e l f .R = s e l f . c l s ( ) # the remainder
s e l f . sort_key = key

def run ( s e l f ) :
""" Ca l cu l a t e Q and R, A = \sum_i B[ i ] ∗ Q[ i ] + R. """
poly = s e l f .A
base_len = len ( s e l f .B)
while not poly . i s_zero ( ) :

d i v i d i ng = True
i = 0
while i < base_len and d i v i d i ng :

try :
item = s e l f .B[ i ]
mono = ( poly . leading_term ( s e l f . sort_key ) /

item . leading_term ( s e l f . sort_key ) )
s e l f .Q[ i ] += mono
poly −= mono ∗ item
d iv i d i ng = False

except ValueError :
i += 1

i f d i v i d i ng : # ERROR in [ Ajwa , Liu , Wang, 2003]
p_lt = poly . leading_term ( s e l f . sort_key )
s e l f .R += p_lt
poly −= p_lt

7.5. Algorytm Buchbergera

Algorytm Buchbergera jest oryginalnym algorytmem podanym przez Buch-
bergera w jego pracy doktorskiej. Algorytm sªu»y do wyznaczenia bazy Gröb-
neraG na bazie podanego zbioru wielomianów F [9], [14], [15]. Idea algorytmu
jest stosunkowo prosta. Inicjalizujemy baz¦ Gröbnera G jako równ¡ zbioro-
wi F . Tworzymy zbiór M par ró»nych wielomianów z G. Dla ka»dej pary
(p, q) z M obliczamy S-wielomian, który nast¦pnie redukujemy modulo G
do wielomianu h. Je»eli wielomian h jest niezerowy, to dodajemy go bazy
G, oraz uaktualniamy zbiór par M . Czynno±ci kontynuujemy do momentu
wyczerpania zbioru par M .

W naszej implementacji wielomiany ze zbioru F dodajemy pojedy«czo do
bazy G (metoda insert). Po ka»dym dodaniu wielomianu nast¦puje sekwencja
tworzenia par, obliczania S-wielomianów (metoda _spoly) i redukcji (metoda
_reduce).

Zªo»ono±¢: Zªo»ono±¢ obliczeniowa algorytmu Buchbergera jest trudna do
oszacowania. Dla zredukowanej bazy Gröbnera pokazano [16], »e stopnie ele-
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mentów w bazie s¡ ograniczone przez wyra»enie

2
(
d2

2
+ d

)2n−1
, (7.4)

gdzie n jest liczb¡ zmiennych, a d najwi¦kszym stopniem wielomianów wej-
±ciowych. Jest to zale»no±¢ podwójnie wykªadnicza, która obrazuje prawdzi-
w¡ trudno±¢ problemu. Okazuje si¦ jednak, »e w wielu praktycznych zastoso-
waniach algorytm dziaªa znacznie wydajniej. Mo»e to oznacza¢, »e oczekiwa-
ny czas dziaªania algorytmu zale»y nie od n i d, a od wewn¦trznych wªasno±ci
algebraicznych danych wej±ciowych.

Uwagi: W podstawowej postaci algorytm Buchbergera nie precyzuje sposo-
bu pobierania par ze zbioru M . Na listingu 7.5 M to kolejka FIFO. Spraw-
dzali±my tak»e kolejk¦ LIFO, czyli stos.

Listing 7.5. Moduª groebner3 z algorytmem Buchbergera.
#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue

class Groebner :
"""Buchberger ' s a l gor i tm fo r f i n d i n g a Groebner b a s i s . """

def __init__( s e l f , key=None ) :
"""Load up an a l gor i thm ins tance . """
s e l f . base = l i s t ( )
s e l f . sort_key = key

def i n s e r t ( s e l f , poly ) :
""" In s e r t a po ly to the base . """
M = Queue ( )
for item in s e l f . base :

M. put ( ( item , poly ) )
s e l f . base . append ( poly )
while not M. empty ( ) :

a , b = M. get ( )
poly = s e l f . _spoly ( a , b )
poly = s e l f . _reduce ( poly , s e l f . base ) # normal form
i f not poly . i s_zero ( ) :

for item in s e l f . base :
M. put ( ( item , poly ) )

s e l f . base . append ( poly )

def _reduce ( s e l f , poly , base ) :
"""Return the normal form of the po ly . """
remainder = poly . __class__ ( )
base_len = len ( base )
while not poly . i s_zero ( ) :

d i v i d i ng = True
i = 0
while i < base_len and d i v i d i ng :

try :
item = base [ i ]
mono = ( poly . leading_term ( s e l f . sort_key ) /
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item . leading_term ( s e l f . sort_key ) )
poly −= mono ∗ item
d iv i d i ng = False

except ValueError :
i += 1

i f d i v i d i ng : # ERROR in [ Ajwa , Liu , Wang, 2003]
p_lt = poly . leading_term ( s e l f . sort_key )
remainder += p_lt
poly −= p_lt

return remainder

def _spoly ( s e l f , a , b ) :
"""Return S−po ly . """
a_lt = a . leading_term ( s e l f . sort_key )
b_lt = b . leading_term ( s e l f . sort_key )
LCM = a_lt . lcm ( b_lt )
return (LCM / a_lt ) ∗ a − (LCM / b_lt ) ∗ b

7.6. Wyznaczanie zredukowanej bazy Gröbnera

Wpraktycznych obliczeniach najwygodniejsza jest zredukowana baza Gröb-
nera, poniewa» jest wyznaczona jednoznacznie dla danego porz¡dku dopusz-
czalnego i jest najmniej liczna.

Listing 7.6. Moduª groebner4 (wyznaczanie zredukowanej bazy Gröbnera).

#!/ usr / b in /python

from Queue import Queue

class Groebner :
"""Buchberger ' s a l gor i tm fo r f i n d i n g a reduced Groebner b a s i s . """

def __init__( s e l f , key=None ) :
"""Load up an a l gor i thm ins tance . """
s e l f . base = l i s t ( )
s e l f . sort_key = key

def i n s e r t ( s e l f , poly ) :
""" In s e r t a po ly to the base . """
M = Queue ( )
i f l en ( s e l f . base ) > 0 :

poly = s e l f . _reduce ( poly , s e l f . base )
i f poly . i s_zero ( ) :

return

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
for item in s e l f . base :

M. put ( ( item , poly ) )
s e l f . base . append ( poly )
while not M. empty ( ) :

a , b = M. get ( )
poly = s e l f . _spoly ( a , b )
poly = s e l f . _reduce ( poly , s e l f . base ) # normal form
i f not poly . i s_zero ( ) :

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )

36

40:7724705950



for item in s e l f . base :
M. put ( ( item , poly ) )

s e l f . base . append ( poly )
# Redukcja bazy Groebnera .
new_base = [ ]
base_len = len ( s e l f . base )
for i in xrange ( base_len −1):

poly = s e l f . base [ i ]
poly = s e l f . _reduce ( poly , new_base + s e l f . base [ i +1 : ] )
i f not poly . i s_zero ( ) :

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
new_base . append ( poly )

poly = s e l f . base [−1] # os t a t n i e lement
poly = s e l f . _reduce ( poly , new_base )
i f not poly . i s_zero ( ) :

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
new_base . append ( poly )

s e l f . base = new_base

def _reduce ( s e l f , poly , base ) :
"""Return the normal form of the po ly . """
remainder = poly . __class__ ( )
base_len = len ( base )
while not poly . i s_zero ( ) :

d i v i d i ng = True
i = 0
while i < base_len and d i v i d i ng :

try :
item = base [ i ]
mono = ( poly . leading_term ( s e l f . sort_key ) /

item . leading_term ( s e l f . sort_key ) )
poly −= mono ∗ item
d iv i d i ng = False

except ValueError :
i += 1

i f d i v i d i ng : # ERROR in [ Ajwa , Liu , Wang, 2003]
p_lt = poly . leading_term ( s e l f . sort_key )
remainder += p_lt
poly −= p_lt

return remainder

def _spoly ( s e l f , a , b ) :
"""Return S−po ly . """
a_lt = a . leading_term ( s e l f . sort_key )
b_lt = b . leading_term ( s e l f . sort_key )
LCM = a_lt . lcm ( b_lt )
return (LCM / a_lt ) ∗ a − (LCM / b_lt ) ∗ b

7.7. Ulepszony algorytm Buchbergera

W literaturze znane s¡ ró»ne usprawnienia oryginalnego algorytmu Buch-
bergera. S¡ to kryteria usuwania (ang. deletion criteria) i strategie wyboru
(ang. selection stategies).
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� Wpodstawowowym algorytmie Buchbergera mamy swobod¦ wyboru pary
wielomianów (p, q) ze zbioru M . Okazuje si¦, »e pewne strategie wybo-
ru mog¡ prowadzi¢ do szybszego zako«czenia pracy algorytmu, cho¢ nie
w ka»dym przypadku. Stosowano przykªadowo nast¦puj¡ce heurystyki:
(1) wybieranie pary o najmniejszej warto±ci LCM, (2) wybieranie pary
o najmniejszym rozmiarze caªkowitym wielomianów, (3) wybieranie naj-
starszej pary.

� Pewne pary wielomianów (p, q) mog¡ by¢ usuni¦te ze zbioru M , ponie-
wa» i tak b¦d¡ zredukowane do zera. Tak jest przykªadowo wtedy, gdy
LM(p) i LM(q) nie maj¡ wspólnych zmiennych. Wtedy zachodzi zwi¡zek
lcm(LM(f), LM(g)) = LM(f)LM(g).

Listing 7.7. Moduª groebner6 (ulepszony algorytm Buchbergera dla bazy zre-
dukowanej).

#!/ usr / b in /python

from Queue import Prior i tyQueue

class Groebner :
"""Buchberger ' s a l gor i tm fo r f i n d i n g a reduced Groebner b a s i s . """

def __init__( s e l f , key=None ) :
"""Load up an a l gor i thm ins tance . """
s e l f . base = l i s t ( )
s e l f . sort_key = key
s e l f . time = 0 # time stamp

def priority_number1 ( s e l f , a , b ) :
"""Return a p r i o r i t y number . """
a_lt = a . leading_term ( s e l f . sort_key )
b_lt = b . leading_term ( s e l f . sort_key )
LCM = a_lt . lcm ( b_lt )
return se l f . sort_key (LCM)

def priority_number2 ( s e l f , a , b ) :
"""Return a p r i o r i t y number . """
a_lt = a . leading_term ( s e l f . sort_key )
b_lt = b . leading_term ( s e l f . sort_key )
LCM = a_lt . lcm ( b_lt )
return LCM. degree ( )

def priority_number3 ( s e l f , a , b ) :
"""Return a p r i o r i t y number . """
return l en ( a ) + len (b) # the number o f terms

def priority_number4 ( s e l f , a , b ) :
"""Return a p r i o r i t y number . """
return max( a . degree ( ) , b . degree ( ) ) # max degree

priority_number = priority_number1

def i n s e r t ( s e l f , poly ) :
""" In s e r t a po ly to the base . """
# Pode j sc i e wg [ Ajwa , Liu , Wang, 2003 ] .
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M = Prior i tyQueue ( ) # ko l e j k a par wielomianow do prze tworzen ia
i f l en ( s e l f . base ) > 0 :

poly = s e l f . _reduce ( poly , s e l f . base )
i f poly . i s_zero ( ) : # wielomian na l e zy do i d ea l u

return

# Tworzymy wielomian uni tarny .
poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
poly_lm = poly . leading_monomial ( s e l f . sort_key )
for item in s e l f . base :

item_lm = item . leading_monomial ( s e l f . sort_key )
LCM = poly_lm . lcm ( item_lm)
i f LCM == poly_lm ∗ item_lm :

# Jednomiany wzg l edn i e pierwsze , wiec nie wstawiamy .
continue

se l f . time += 1
pr i = s e l f . priority_number ( item , poly )
M. put ( ( pr i , s e l f . time , item , poly ) )

s e l f . base . append ( poly )
while not M. empty ( ) :

pr i , time , a , b = M. get ( )
poly = s e l f . _spoly ( a , b )
poly = s e l f . _reduce ( poly , s e l f . base ) # normal form
i f not poly . i s_zero ( ) :

# Tworzymy wielomian uni tarny .
poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
for item in s e l f . base :

s e l f . time += 1
pr i = s e l f . priority_number ( item , poly )
M. put ( ( pr i , s e l f . time , item , poly ) )

s e l f . base . append ( poly )
# Teraz chcemy zredukowac posiadana baze Groebnera .
new_base = [ ]
base_len = len ( s e l f . base )
for i in xrange ( base_len −1): # bez o s t a t n i e g o

poly = s e l f . base [ i ]
poly = s e l f . _reduce ( poly , new_base + s e l f . base [ i +1 : ] )
i f not poly . i s_zero ( ) :

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
new_base . append ( poly )

# Ostatn i przetwarzam osobno ( nie wiem , czy to po t r zebne ) .
poly = s e l f . base [−1]
poly = s e l f . _reduce ( poly , new_base )
i f not poly . i s_zero ( ) :

poly /= poly . l e a d i n g_c o e f f i c i e n t ( s e l f . sort_key )
new_base . append ( poly )

s e l f . base = new_base

def _reduce ( s e l f , poly , base ) :
"""Return the normal form of the po ly . """
# Redukowanie wzgledem c a l e j bazy .
remainder = poly . __class__ ( ) # nie ma jawnie nazwy Poly
base_len = len ( base )
while not poly . i s_zero ( ) :

d i v i d i ng = True
i = 0
while i < base_len and d i v i d i ng :

try :
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item = base [ i ]
mono = ( poly . leading_term ( s e l f . sort_key ) /

item . leading_term ( s e l f . sort_key ) )
poly −= mono ∗ item
d iv i d i ng = False

except ValueError :
i += 1

i f d i v i d i ng : # ERROR in [ Ajwa , Liu , Wang, 2003]
p_lt = poly . leading_term ( s e l f . sort_key )
remainder += p_lt
poly −= p_lt

return remainder

def _spoly ( s e l f , a , b ) :
"""Return S−po ly . """
a_lt = a . leading_term ( s e l f . sort_key )
b_lt = b . leading_term ( s e l f . sort_key )
LCM = a_lt . lcm ( b_lt )
return (LCM / a_lt ) ∗ a − (LCM / b_lt ) ∗ b

7.8. Algorytmy Faugére

Od momentu odkrycia zaproponowano wiele wariantów algorytmu Buch-
bergera. Za najbardziej efektywne uwa»a si¦ obecnie algorytmy F4 i F5, któ-
rych autorem jest Faugére [17]. Oba algorytmy wykonuj¡ dziaªania na ma-
cierzach rzadkich. Wiele redukcji jest wykonywanych równolegle. Algorytm
F5 byª w stanie rozwi¡za¢ kilka problemów kryptogra�cznych.

Algorytm F4 [18] zaimplementowano w programach FGb, Maple i Mag-
ma. Algorytm F5 [19] zaimplementowano w programach Singular i Sage.
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8. Systemy algebry komputerowej

Przedstawimy krótko dwa systemy algebry komputerowej, które s¡ do-
st¦pne bez »adnych opªat. Wykorzystamy je do niezale»nych testów naszych
wyników, oraz do porównania skªadni.

8.1. Singular

Program Singular sªu»y do oblicze« wielomianowych [20]. Jest rozwi-
jany na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Technicznego w Kaiserslautern
(Niemcy). Pierwsze prace nad programem zacz¦ªy si¦ w roku 1984, a wersja
1.0 pojawiªa si¦ w roku 1997. Obecn¡ wersj¦ 4 mo»na instalowa¢ na platfor-
mach Unix/Linux, Windows, Macintosh.

8.2. CoCoA

Program CoCoA (ang. Computations in Commutative Algebra) sªu»y do
oblicze« z pier±cieniami wielomianów wielu zmiennych [21]. S¡ tutaj dwa
skªadniki: system CoCoA-5 (napisany w j¦zyku interpretowanym CoCoALan-
guage, podobnym do Pascala) i biblioteka CoCoALib (napisana w C++).
Projekt jest rozwijany od roku 1987. Autorzy pracuj¡ gªównie na Wydzia-
le Matematyki (DIMA) Uniwersytetu w Genui (Wªochy). Obecnie CoCoA
dziaªa na wielu platformach, m.in. Linux, MacOS X, Microsoft Windows.

8.3. Przykªadowe obliczenia

Rozwa»ymy dwa proste problemy prowadz¡ce do ukªadów wielomiano-
wych. Przedstawimy rozwi¡zywanie tych problemów przy u»yciu naszego ko-
du (listing 8.1), oraz przy u»yciu programów Singular (listing 8.2) i CoCoA
(listing 8.3).

1. Problem kolorowania wierzchoªków grafu trzema kolorami [8]. Zmienne
xj oznaczaj¡ kolory wierzchoªków, które mog¡ by¢ jednym z trzech ze-
spolonych pierwiastków trzeciego stopnia z 1. Dla ka»dego wierzchoªka
dodajemy równanie x3j − 1 = 0, a dla ka»dej kraw¦dzi (xj, xk) równanie
x2j+xjxk+x

2
k = 0. Z ko«cowych równa« dla naszego grafu wynika równo±¢

kolorów wierzchoªków x1 = x5, x2 = x6, x3 = x4.
2. Udowodni¢ twierdzenie, »e przek¡tne prostok¡ta dziel¡ si¦ na poªowy [8].

Dobieramy ukªad wspóªrz¦dnych tak, aby wierzchoªki prostok¡ta znala-

41

45:2406366841



zªy si¦ w punktach (0, 0), (a, 0), (0, b), (a, b). Punkt (x, y) jest punktem
przeci¦cia przek¡tnych. Tworzymy ukªad równa«

ya− xb = 0, (8.1)

xb+ ya− ab = 0, (8.2)

abt− 1 = 0. (8.3)

Pierwsze dwa równania opisuj¡ przek¡tne. Trzecie równanie ze zmienn¡
dodatkow¡ t wymusza niezerowe a i b (unikamy patologii). Ko«cowe rów-
nania daj¡ tez¦ twierdzenia 2x = a, 2y = b.

Listing 8.1. Obliczenia z u»yciem naszego kodu.
#1
# 0 −−− 1 −−− 2
# \ | \ | \
# \ | \ | \
# \ | \ | \
# 3 −−− 4 −−− 5
from mpolys import Poly
from groebner5 import Groebner

N = 6 # l i c z b a wierzcho lkow gra fu
nodes = range (N)
edges = [ ( 0 , 1 ) , (0 , 3 ) , (1 , 2 ) , (1 , 3 ) , (1 , 4 ) , (2 , 4 ) ,

(3 , 4 ) , (2 , 5 ) , (4 , 5 ) ]
x = N ∗ [ None ]
for i in range (N) :

a l i s t = [ 1 ] + i ∗ [ 0 ] + [ 1 ]
x [ i ] = Poly (∗ a l i s t )

equat ions = [ ]
for i in nodes :

equat ions . append (x [ i ] ∗ x [ i ] ∗ x [ i ] + Poly (−1))
for ( i , j ) in edges :

equat ions . append (x [ i ] ∗ x [ i ] + x [ i ] ∗ x [ j ] + x [ j ] ∗ x [ j ] )

#id e a l = Groebner ( key=Poly . key_deglex )
i d e a l = Groebner ( key=Poly . key_lex )
for item in equat ions :

i d e a l . i n s e r t ( item )
for item in i d e a l . base :

print item
# Wynik po uporzadkowaniu .
# x [5 ]∗∗3 −1 = 0
# −x [ 4 ] + x [ 0 ] = 0
# x [ 1 ] − x [ 5 ] = 0
# x [ 2 ] + x [ 4 ] + x [ 5 ] = 0
# x [ 3 ] + x [ 5 ] + x [ 4 ] = 0
# x [4 ]∗∗2 + x [ 4 ] ∗ x [ 5 ] + x [5 ]∗∗2 = 0
#−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
#2
from mpolys import Poly
from groebner5 import Groebner

a = Poly (1 , 1)
b = Poly (1 , 0 , 1)
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x = Poly (1 , 0 , 0 , 1)
y = Poly (1 , 0 , 0 , 0 , 1)
t = Poly (1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1)
equat ions = [ ]
equat ions . append (y ∗ a − x ∗ b)
equat ions . append (x ∗ b + y ∗ a − a ∗ b)
equat ions . append ( a ∗ b ∗ t + Poly (−1))

i d e a l = Groebner ( key=Poly . key_deglex )
#id e a l = Groebner ( key=Poly . key_lex )
for item in equat ions :

i d e a l . i n s e r t ( item )
for item in i d e a l . base :

print item
# Wynik po uporzadkowaniu .
# a − 2 ∗ x = 0
# b − 2 ∗ y = 0
# x ∗ y ∗ t + Poly ( Fract ion (−1, 4)) = 0

Listing 8.2. Obliczenia w programie Singular.
#1
r i ng RING=0,x ( 0 . . 5 ) , lp ; opt ion ( redSB ) ;
i d e a l IDEAL; i n t i ;
for ( i =0; i <=5; i++) { IDEAL=IDEAL, x ( i )^3−1;}
l i s t edges=0, 1 , 0 , 3 , 1 , 2 , 1 , 3 , 1 , 4 , 2 , 4 , 3 , 4 , 2 , 5 , 4 , 5 ;
for ( i =1; i<s i z e ( edges ) ; i=i +2) { IDEAL=IDEAL, x ( edges [ i ] )^2
+x( edges [ i ] ) ∗ x ( edges [ i +1])+x ( edges [ i +1])^2; }
std (IDEAL) ;

# Wynik wyswie t lony pr ze z program
_[1]=x(5)^3−1
_[2]=x(4)^2+x (4)∗ x(5)+x(5)^2
_[3]=x(3)+x(4)+x (5)
_[4 ]=x(2)+x(4)+x (5)
_[5 ]=x(1)−x (5 )
_[6 ]=x(0)−x (4 )
#2
r i ng RING=0 ,(a , b , x , y , t ) , lp ; opt ion ( redSB ) ;
i d e a l IDEAL=y∗a−x∗b , x∗b+y∗a−a∗b , a∗b∗ t−1;
std (IDEAL) ;

# Wynik wyswie t lony pr ze z program
_[1]=4 xyt−1
_[2]=b−2y
_[3]=a−2x

Listing 8.3. Obliczenia w programie CoCoA.
#1
Use r ing : := QQ[ x [ 0 . . 5 ] ] , Lex ;
I1 := Idea l ( [X^3−1 | X In Indet s ( r i ng ) ] ) ;
edges := [ [ 0 , 1 ] , [ 0 , 3 ] , [ 1 , 2 ] , [ 1 , 3 ] , [ 1 , 4 ] , [ 2 , 4 ] , [ 3 , 4 ] ,
[ 2 , 5 ] , [ 4 , 5 ] ] ;
I2 := Id ea l ( [ x [ i [ 1 ] ]^2+x [ i [ 1 ] ] ∗ x [ i [ 2 ] ]+ x [ i [ 2 ] ] ^ 2 | i In edges ] ) ;
ReducedGBasis ( I1+I2 ) ;
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# Wynik wyswie t lony pr ze z program (po sformatowaniu
# do c z y t e l n i e j s z e j w e r s j i )
[
x [ 5 ]^3 −1,
x [ 4 ]^2 +x [ 4 ] ∗ x [ 5 ] +x [ 5 ]^2 ,
x [ 3 ] +x [ 4 ] +x [ 5 ] ,
x [ 2 ] +x [ 4 ] +x [ 5 ] ,
x [ 1 ] −x [ 5 ] ,
x [ 0 ] −x [ 4 ]
]
#2
Use r ing : := QQ[ a , b , x , y , t ] , Lex ;
I := Id ea l ( y∗a−x∗b , x∗b+y∗a−a∗b , a∗b∗ t−1);
ReducedGBasis ( I ) ;

# Wynik wyswie t lony pr ze z program (po sformatowaniu
# do c z y t e l n i e j s z e j w e r s j i )
[
x∗y∗ t −1/4,
b −2∗y ,
a −2∗x
]
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9. Podsumowanie

W pracy zde�niowano interfejs wielomianów, który pozwala na typowe
obliczenia zwi¡zane z wielomianami. Przygotowano dwie implementacje wie-
lomianów jednej zmiennej (moduª polys), oraz implementacj¦ sªownikow¡ wie-
lomianów wielu zmiennych (moduª mpolys). Jest mo»liwo±¢ prowadzenia obli-
cze« z wykorzystaniem porz¡dku leksykogra�cznego lub porz¡dku stopniowo
leksykogra�cznego.

Przygotowano generatory pewnych typowych wielomianów (moduª factory),
a tak»e generatory trzech rodzajów wielomianów ortogonalnych: Czebyszewa,
Hermite'a i Legendre'a. Generatory korzystaj¡ ze zde�niowanego interfejsu
wielomianów, dlatego pracuj¡ z dowoln¡ implementacj¡ wielomianów.

Najwa»niejszym wynikiem pracy jest implementacja algorytmów baz Gröb-
nera, które s¡ podstaw¡ systemów algebry komputerowej. Na pocz¡tku zaim-
plementowano algorytm Euklidesa dla wielomianów jednej zmiennej (moduª
edivision) i algorytm uogólnionego dzielenia wielomianów wielu zmiennych
(moduª gdivision). Wreszcie powstaªa implementacja oryginalnego algorytmu
Buchbergera do wyznaczania bazy Gröbnera i zredukowanej bazy Gröbnera
(moduªy groebner∗). Pokazano przykªadowe obliczenia z u»yciem stworzonej
implementacji, a tak»e pokazano analogiczne obliczenia prowadzone przy u»y-
ciu programów Singular i CoCoA.
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A. Testy wybranych algorytmów

W tym dodatku przedstawimy testy implementacji wielomianów i wybra-
nych algorytmów wielomianowych.

A.1. Dziaªania na wielomianach jednej zmiennej

W ramach pracy sprawdzono wydajno±¢ dziaªa« na wielomianach jednej
zmiennej. Podstawowe dziaªania to dodawanie (rysunek A.1), odejmowanie
(rysunek A.2) i mno»enie (rysunek A.3). Do dziaªa« u»yto dwóch ró»nych
wielomianów stopnia n o wspóªczynnikach caªkowitych. Sprawdzono imple-
mentacj¦ listow¡ i sªownikow¡. Dla obu implementacji dodawanie i odejmo-
wanie przekracza spodziewany czas O(n), a mno»enie przekracza czas O(n2).
Podobne zachowanie [przekroczenie O(n)] zaobserwowali±my dla operacji ró»-
niczkowania i caªkowania wielomianów jednej zmiennej, dla implementacji
listowej i sªownikowej.

Prawdopodobn¡ przyczyn¡ braku liniowo±ci w dodawaniu i odejmowaniu
jest brak liniowo±ci ukryty w wewn¦trznych mechanizmach Pythona doty-
cz¡cych obsªugi list i sªowników. Przykªadowo przy zwi¦kszaniu liczby kluczy
w sªowniku wielko±¢ tablicy mieszaj¡cej zwi¦ksza si¦, a indeksy s¡ ponow-
nie przeliczane. Przy listach natomiast warto pami¦ta¢, »e Python rezerwuje
zwykle wi¦cej pami¦ci, aby szybciej obsªu»y¢ powi¦kszanie listy. Jednak po
wyczerpaniu rezerwy potrzebna jest nowa alokacja pami¦ci.

Przy implementacji listowej wielomianów jednej zmiennej mo»na w doda-
waniu i odejmowaniu zast¡pi¢ p¦tle for przez narz¦dzie itertools .izip_longest.
Przynosi to prawie dwukrotny wzrost szybko±ci.

A.2. Dziaªania na wielomianach wielu zmiennych

W pracy sprawdzono tak»e dziaªania na wielomianach wielu zmiennych.
Zbadano czas dodawania, odejmowania i mno»enia dwóch wielomianów stop-
nia n, jednego w zmiennej y, a drugiego w zmiennej z. Dodawanie i odejmo-
wanie byªo rz¦du O(n), natomiast mno»enie lekko przekraczaªo zale»no±¢
O(n2).

A.3. Testy algorytmu Buchbergera

Wykonali±my kilka testów algorytmu Buchbergera dla nast¦puj¡cego ze-
stawu wielomianów [8]:

xk− yk, yk− zk, zk− tk, tk− sk, xk−1y+ yk−1z+ zk−1t+ tk−1s+ sk−1x. (A.1)
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Rysunek A.1. Dodawanie wielomianów jednej zmiennej.
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Rysunek A.2. Odejmowanie wielomianów jednej zmiennej.
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Rysunek A.3. Mno»enie wielomianów jednej zmiennej.

Tabela A.1. Wyniki testów algorytmu Buchbergera: czasy wyznaczania zre-
dukowanej bazy Gröbnera. Sprawdzane priorytety par wielomianów: PRI1 to
klucz sortowania dla LCM, PRI2 to stopie« LCM, PRI3 to suma wyrazów

pary, PRI4 to najwi¦kszy stopie« z pary.

Moduª, porz¡dek PRI1 PRI2 PRI3 PRI4

groebner4 lex 0.29212
groebner5 lex 0.95550 0.23351 0.89321 0.31401
groebner6 lex 1.01833 0.24172 0.95037 0.31154
groebner4 deglex 0.30376
groebner5 deglex 0.24103 0.25723 0.96792 0.32840
groebner6 deglex 0.22806 0.24819 0.98712 0.31972

Dla k = 2 i porz¡dku deglex lub lex zredukowana baza Gröbnera liczy 17
elementów. Testy z moduªami groebner3 i groebner4 pokazaªy, »e okoªo 6 razy
szybciej wykonuj¡ si¦ obliczenia, kiedy zbiór M dziaªa jak kolejka FIFO, a
nie LIFO (stos).

Algorytmy z moduªów groebner5 i groebner6 wykorzystuj¡ do realizacji zbio-
ru M kolejk¦ priorytetow¡, przy czym priorytety mo»na ustala¢ na ró»ne
sposoby. Sprawdzili±my cztery ró»ne sposoby przyznawania priorytetów, przy
czym kolejka pobiera elementy o najmniejszym priorytecie. Wyniki zebrano
w tabeli A.1. Najkrótsze czasy oblicze« przy porz¡dku leksykogra�cznym
otrzymali±my przy ustaleniu priorytetu pobierania elementów zbioru M na
stopie« LCM (PRI2). Przy porz¡dku stopniowo leksykogra�cznym najlepszy
okazaª si¦ priorytet b¦d¡cy kluczem sortowania dla wielomianu LCM (PRI1).
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